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Resumo

A teoria de aneis e ideais é un obxecto de estudo dende mediados do século XIX e
xoga un papel fundamental no desenvolvemento da dlxebra e da xeometria moderna. Este
traballo trata de achegar unha xeralizacién do teorema fundamental da aritmética dentro do
contexto da teoria de ideais. Este sera o teorema de Lasker-Noether e o fundamento a teoria
de descomposiciéon primaria para ideais. Con este fin introducimos todas as ferramentas
necesarias para chegar ao noso propoésito: un estudo da estrutura dos aneis e dos médulos
enfatizando aqueles puntos non abordados ao longo do grao; resaltaremos a importancia

dos aneis noetherianos e paralelamente estenderase un conxunto de conceptos topoldxicos.

Abstract

The theory of rings and ideals has been an object of study since the mid-nineteenth
century and plays a key role in the development of modern algebra and geometry. This
work seeks to provide a generalization of the fundamental theorem of arithmetic within
the context of ideal theory. This will be the Lasker-Noether theorem and the foundation
the primary decomposition theory for ideals. To this end we have introduced all the tools
necessary to reach our purpose: an study of the structure of the rings and modules empha-
sizing those points not addressed throughout the degree; we will highlight the importance

of the Noetherian rings and in parallel a set of topological concepts will be extended.
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Introducién

Antes de dar comezo a unha breve indtorucion historica destacamos que as fontes desta
fundaméntanse en [2] e [4]. O interés nas estruturas matematicas ao longo do século XIX
deu lugar a un afin pola xeralizacién no campo da aritmética e da teoria de nimeros.
O primer precendente son os traballos de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) estendendo
a idea de numero enteiro cos seus numeros gaussianos, os da forma a + bi con a,b € Z.
Posteriormente Richard Dedekind (1831-1916) xeralizou esta idea na sia teoria de entei-
ros alxébricos, ou sexa, nimeros que son raices de ecuaciéns polinémicas con coeficientes

enteiros.

Estes novos conxuntos, denominados dominios de integridade, non eran corpos, estru-
tura tan estudada dende os traballos de Evariste Galois (1811-1832), mais si tifian propie-
dades compartidas con estes. Sen embargo, estas xeralizacions tiveron un prezo: a pérdida
da factorizacién tnica. Recordemos que ser un dominio de factorizacién tnica implica, no
dmbito da alxebra moderna, de forma natural ser un dominio de ideais principais. Por iso

Dedekind e Ernst Kummer (1810-1893) introduciron na aritmética a nocion de ideal.

Os defectos que os elementos tifian por si mesmos eran suplidos por conxuntos multipli-
cativamente pechados. Asi, no anel dos enteiros alxébricos, calquera ideal pode expresarse
de forma tinica como produto de ideais primos. Ou sexa, a unicidade na factorizaciéon puido
salvarse a través da teoria de ideais e aneis comezando, polo tanto, toda unha rama das

matematicas.

Esta iniciativa de xeralizar a teorfa de nimeros prosegue a comezos do século XX.
Destacamos o traballo de Emanuel Lasker (1868-1941), discipulo de Max Noether (1844-
1921), o cal en 1905 publica o artigo "Zur Theorie der Moduln und Ideale" no que d& unha
version, para aneis polinomiais, do teorema fundamental da aritmética. Para elo introduce
a nocion de ideais primarios e descomposicién primaria que viran a substituir a idea de

potencia de primo e fractorizaciéon dun nimero.

IX



X INTRODUCION

Dende mediados do século XIX foise desenvolvendo de forma paralela toda unha rama
das matemaéticas aparentemente non vinculante 4 anterior: a xeometria alxébrica. Non se-
ria ata os traballos de David Hilbert (1862-1943) que se logra un vinculo entre a teorfa de
ideais en aneis de polinomios e as variedades alxébricas co seu famoso teorema dos ceros.
Unha das matematicas que seguiu de cerca as conferencias de Hilbert en Gotinga foi Emmy
Noether (1882-1935), filla de Max Noether. Esta interesouse pronto pola alxebra abstracta
destacando entre outros feitos polo estudo das condiciéns de cadea e a xeralizacién do
teorema de descomposiciéon primaria de Lasker cara un conxunto mais amplo de aneis:
os aneis noetherianos. Cabe destacar que é posible que Noether, a diferencia de Lasker,

estivera altamente influenciada pola visiéon procedente da xeometria.

Por tltimo, e cun afdn de completitude, cabe mencionar que a comezos do século XX
nace unha nova rama da man de Felix Hausdorff (1868-1942): a topoloxia conxuntista. Esta
seréd estudada por continuistas dos estudos de Noether como Oscar Zariski (1899-1986) nos

conceptos e ramas previamente mencionadas.

Asi, o obxectivo final desta memoria é abordar a descomposicién primaria en aneis
noetherianos. Para elo incluiranse incialmente non s6 as ferramentas necesarias de aneis
conmutativos e médulos, senon que, ademais, farase un estudo méis contextualizado destes

co fin de desenvolver os coniecementos e as habilidades adquiridas no Grao.



Capitulo 1

Aneils e moédulos

1.0.1. Introducién

O presente capitulo ten como obxectivo indagar naqueles aspectos da teoria de aneis
e modulos que non foron abordados ao longo do grado. O obxectivo principal disto sera
establecer as ferramentas necesarias para a exposicién dos obxectos do capitulo 2 e 3. En
resumo, este capitulo consta de 3 seccidns fundamentais: unha exposicion inicial sobre os
tipos de ideais dentro dun anel coa sia preservacién por medio de operacions elementais.
Unha segunda seccién no que abordamos a biisqueda dunha topoloxia natural ao conxunto
operacional: a topoloxia de Zariski; e por tultimo, un terceiro bloque no que se introducira
unha revision & teoria de modulos facendo énfase naqueles que manifesten unha finitude
con respecto aos seus xeradores. Por tultimo cabe recordar que todos os aneis cos que
traballaremos neste traballo son conmutativos e, polo tanto, traballaremos no marco do
que se conece como alxebra conmutativa. Ao mesmo tempo astmese cofiecida as definicions,

abordadas no Grao, sobre aneis, ideais e modulos.

1.0.2. Ideais primos, maximais e radicais

Unha vez que introducimos a nocién de ideal, cabe preguntarse que tipos de ideais
podemos atopar e, sobre todo, & hora de cocientar por esos ideais que propiedades inte-
resantes lle d4 ao cociente. Asi imos inicialmente centrar a nosa atencién en dous tipos

destes:
Definiciéon 1.1. Un ideal p en A é primo se p # (1) e se zy € p terase que x € pou y € p

A nocion de ideal primo pretende xeralizar o concepto de niimero primo que tiamos

en 7Z, ou sexa, a idea de ter un bloque béasico dentro do noso conxunto operacional. Ao
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longo deste traballo van ser de grande importancia, sobre todo, de cara 4 descomposicién

de ideais en certos tipos de aneis.

Definicién 1.2. Un ideal m en A é mazimal se m # (1) e # a, ideal de A, tal que
mCacC(1).

Ambos son ideais por definicién e polo tanto imos poder cocientar con eles. Son real-

mente importantes, polos cocientes que dan lugar:

Proposicion 1.3. Sexa A un anel entdn verificase:

1. Un ideal p € primo se e s se A/p € un dominio de integridade.

2. Un ideal m é mazimal se e s6 se A/m € un corpo.

Operar con este tipo de ideais vai ser interesante pola simplicaciéon que dé traballar
cos seus cocientes. E importante poder garantir a sta existencia para seguir traballando
no marco mais xeral posible. Se asumimos o lema de Zorn (ou un caso particular de aneis
como os noetherianos que non necesitarian do axioma de elecciéon) pddese garantir que

sempre se ten un numero suficiente deles. Isto condénsase nos seguintes resultados:
Proposicion 1.4. Cada anel A # {0} ten polo menos un ideal mazimal.
Corolario 1.5. Se a # (1) € un ideal de A enton existe un ideal mazimal que contén a a.

Corolario 1.6. Cada elemento de A que non é unha unidade, ou sexa, que non ten iNverso

multipicativo, estd contido nun ideal mazrimal.

Polo tanto, a través destes resultados, podemos facernos unha idea de que os ideais
maximais vefien a acoller a todos os elementos que van carecer de inverso e que van afastar
ao anel A de ser, en definitiva, un corpo. Ao mesmo tempo imos poder disgregar o anel a

partir deles tal e como o indica a seguinte proposicion:

Proposicion 1.7. O anel A € union diszunta do conzunto de unidades, denotado $A(A),
e da union de todos os ideais mazximais. Ademais, se a union de todos os mazximais € un

ideal enton tan s6 hai un ideal maximal e diremos que A € un anel local.

E interesante preguntarse, ao estar falando de conxuntos operacionais, cales son as
operaciéns que preservan a nosa estrutura para poder construir novos obxectos a partir dos

xa conecidos. Dado un anel A e dous ideais a b deste, destacamos as seguintes operacions:

1. Asuma: a+b={z+y|z €a,y € b}



2. O produto: ab = {zy| = € a,y € b}.
3. A iterseccion entendida no sentido usual.

4. O cociente: (a : b) = {z € A| b C a}. No caso particular (0 : a) chamarémolo

anulador de a e denotarase por Ann(a).

Notemos que a suma e a interseccion poden ser estendidas para o caso dun conxunto
arbitrario de ideais. Ao mesmo tempo vannos permitir relacionar certas propiedades dos

ideais en funcion da stda relaciéon cos ideais primos:

Proposicion 1.8. Dado un anel A, sexan pi,....,pn 0s seus ideais primos e a un ideal

contido en U p; enton a C p; para algun i.

Proposicién 1.9. Dado un anel A, sexan ay, ..., a, e sexa p un ideal primo tal que N;_ja; C
p. Enton temos que a; C p para algin i. Se temos a igualdade N}_ja; = p enton teremos

que a; = p para algun i.

Rematamos a seccién introducindo un obxecto que xogara un papel fundamental &4 hora

de xeralizar a nocién de raiz dun namero:

Definiciéon 1.10. Sexa a un ideal de A, definimos o seu radical como r(a) = {x € A| 2" € a

para algin n > 0}. Decimos que un ideal a é un ideal radical se se verifica que a = r(a).

Nota 1.11. Os radicais e ideais radicais van gozar da seguinte interpretacion interesante:
van dar a nocién dos elementos basicos que constitien a un ideal. Pensémolo por exemplo
en 7Z co ideal (12) = (22 - 3), os maltiplos de 12. Intuimos, de forma superficial, que se
poidera entender a partir de dous fragmentos béasicos o 2 e o 3. Esta é a informacion que

nos da o radical, pois 7(12) = (2 - 3): danos unha base do nosos conxunto operacional.

Proposicion 1.12. O radical dun ideal a € a interseccion dos ideais primos que contenen

a a.

Nota 1.13. Cabe mencionar que o radical da suma de ideais non sempre coincide coa
suma dos radicais. Isto podemos observalo no seguinte exemplo: consideramos o anel de

polinomios Q[z,y] e consideremos os ideais (x) e (z — y3). Vaise verificar o seguinte:

(@) + (z = %)) = r(z,9°) = (2,9) # (,9°) = (@) + (¢ —y°) = r(2) +r(z ~y°)

A cuestion de fondo é que ao tomar antes a suma que o radical esta pode dar lugar a
unha simplificacién pola natureza destes ideais. Mentres que ao considerar antes os radicais
non ten porque existir dita simplificacién por cuestion de irreducibilidade. De feito sempre

se ten que (a4 b) = r(r(a) + r(b)) para dous ideais a e b de A.
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Restrinximos, por tltimo, a nosa mirada a un caso particular do radical. Os seguintes
dous conceptos xunto co anterior permitenos observar a importancia dos ideais primos e

maximais como ferramentas descriptivas dos obxectos definidos dentro dun anel.

Definicion 1.14. Denominamos co nome de nilradical dun anel A e denotarémolo como
7(0) ao radical do ideal 0, ou sexa, ao conxunto de elementos nilpotentes. Definese ao mesmo

tempo o anel reducido de A como o anel sen os elemento nilpotentes, ¢ dicir, A/r(0).

Corolario 1.15 (da proposicion (1.12)). O nilradical de A € a interseccion de todos os

ideais primos de A.

Como unha mera estensién e debido a que a nocién de ideal primo non ten por que
coincidir coa de ideal maximal, estendemos a caracterizaciéon do nilradical para ideais

maximais:

Definicién 1.16. Chamaremos radical de Jacobson, e denotarase como ‘R, & intersecciéon

de todos os ideais maximais.

Os elementos do radical de Jacobson, ao igual que os elementos do nilradical, van ter

unha caracterizacion individual, que materializamos nos seguintes resultados.
Proposicion 1.17. Se x € un elemento nilpotente entén x + 1 € unha unidade.

Proposicion 1.18. x € R se e sd se 1 — xy € unha unidade de A para todo y € A.

1.0.3. Estensién e contraccion de ideais

Dado un homomorfismo de aneis f : A — B é interesante conecer baixo que hipoteses
se transmiten as subestruturas. Podese demostrar que se a é un ideal de A entén f(a) non
ten que ser necesariamente un ideal de B. Isto podemos velo construindo unha inxeccién
entre Z e Q. Asi, e pola importancia que tefien os ideais, é interesante buscar un ideal

préoximo ao noso conxunto imaxe.
Definiciéon 1.19. Definese a estension a® de a como o ideal Bf(a).

Pese a que f~1(b) sempre é un ideal cando b é un ideal de B, por analoxia coa definicion

anterior, imos chamarlle a este contraccion b de b en A.

Proposicion 1.20. Sexa A e B dous aneis, f : A — B un homomorfismo e a, b dous

ideais deles respectivamente. Enton verificase:
= aCa“eb*Ch

m bS = b o g = goce



1.0.4. Topoloxia [1][5]

Imos introducir unha topoloxia no noso anel A aproveitandonos da sta estrutura. E
dicir, imos basearnos nos ideais que este tena para dar unha 'nocién de proximidade’. Pese
a que unha motivaciéon da necesidade desta topoloxia sexa de caracter xeométrico imos
centrarnos nunha visiéon puramente aritmética. Empregaremos, entéon, o feito de que todo
anel poste ideais maximais, e polo tanto primos, para construir unha topoloxia a partir
de como definimos as operacions. Asi, sexa A un anel e X o conxunto de todos os ideais
primos de A. Para cada subconxunto E de A indicaremos por V(E) ao conxunto dos ideais
primos que contenen a FE, ou sexa, temos que V(E) = {p tal que E C p}. Imos ver que

isto conforma unha topoloxia sobre A, para elo apoiarémonos nas propiedades de V(E):

Proposicion 1.21. O conzunto V(E) cumple as sequintes propiedades:
1. V(0) =X e V((1) =0.
2. Se a € un ideal enzendrado por E enton V(a) = V(E) = V(r(a)).
3. Se (E;)ier € unha familia de subconzuntos de A enton V (UierE;) = NierV (E;)
4. V(a)NV(b) =V (ab) = V(a) UV (b) para calquera par de ideais a e b de A.
Demostracion.

1. Para calquera ideal primo p temos que 0 € p e entén V(0) = X. Como por definicion

de ser primo 1 ¢ p temos que V((1)) = 0.

2. Sexa p € X. Por unha banda temos que £ C a. Se a C p para algin p temos que
E C p e polo tanto V(E) = V(a). Asi suponiamos que E C p, entén tense que
a=AFE C Ap = p e polo tanto tamén comparten ao primo, ou sexa, V(E) = V(a).

3. Dado un p € V(UjerE;) temos pola definicion da aplicacion V' que U;erE; C p. Se
estd a unién necesariamente estara cada elemento, ou sexa, F; C p Vi € I. Tomando
de novo a aplicacion V' obtemos que p € V(E;) Vi € I, é dicir p € NV (E;). E polo
tanto obtemos que p € NV (E;) se, e s6 se, p € V(Ujer E;).

4. » Por un lado suponamos que ab C p pero b ¢ p. Enton esta claro que existe un
b € b—p tal que ab € p para un a € a. Pola primalidade de p teremos que a € p
e polo tanto a C p. Asi se p € V(ab) acabamos de ver que a C p ou b C p entén
peV(a)uV(b). Asi V(a) UV (b) C V(ab).
Por outro lado temos que se p contén a a ou a b necesariamente contera a ab e,

polo tanto, V(a) UV (b) C p. Asi V(ab) C V(a) UV (b).
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» Por unha banda ab Canbseanb Cpenton V(ab) C V(anb).

Por outra banda se ab C p xa vimos antes que oua C pou b C p entén anb C p
e asi V(anb) C V(ab).

O

Os conxuntos V' (FE) satisfan os axiomas dos conxuntos pehados nun espazo topoloxico.
A topoloxia resultante chamarémoslle topolozia de Zariski ¢ ao espazo topoloxico X deno-
tarémolo por Spec(A) e serd o espectro primo de A. Se nos fixamos, este espazo construiuse
a partir dos seus pechados, entén podemos indagar sobre quen son os seus abertos. Pola
definicién de aberto como o complementario dun pechado nun espazo topoloxico arbitrario

obtemos a seguinte definicién para o caso dun ideal xerado por un elemento:

Definicién 1.22. Dado un f € A definimos os abertos bdasicos de Spec(A) e denotaranse
como Xy, aos complementarios de V((f)) en Spec(A). E facil verificar que forman unha

base da topoloxia de Zariski.

Unha vez que elaboramos os piares basicos do espazo topoloxico imos poder estudar
as propiedades topoléxicas ou xerais deste, tal e como podemos observar no seguintes

resultados. Antes introducimos unha definiciéon ben cofecida da topoloxia.

Definiciéon 1.23. Dado un espazo topoldxico X diremos que é compacto se para todo

recubrimento de X por abertos da topoloxia existe un subrecubrimento finito.
Proposicién 1.24. Dado un f € A e o seu correspondente Xy, cimprese:

1. Xy UXy = Xyq.

2. Xy =10 se, e so se, f € nilpotente.

3. Xy =X se, e sose, f éunha unidade.

4. Xy =X, se, esose r((f)=r((9).

5. Cada subconzunto Xy de X é compacto.
Demostracion. Vexamos cada un dos puntos:

1. Por (1.21) temos que Xy N Xy =V (f)°NV(g)*=V(f)UV(g)=V(f9)° = X4

2. Xy =0 seesoseV(f) =X. Asi temos por definicion que para todo p € X que

f € p. Ou sexa, pola caracterizacion do nilradical, f € r(0).



3. Xy = X se, es0se, V(f) =0. Asi temos por definicion que para todo p € X que

f ¢ p. Ou sexa, ao non estar f en ningin maximal, f € U(X).

4. Imos probar algo mellor: Xy = X, & V(g) = V(f) & r((f)) = r((g9)). A primeira
equivalencia tense debido a que a complementacién invirte a orde dos contidos en
ambas direccions. Pola proposicion (1.21) temos que V(f) = V((f)). Pola caracteri-

zacion do radical temos que r(f) =N V(f). Enton vexamos as dias inclusions:

= 7(f) Cr(g) = V(g) =V(r(g) CV(r(f)).
= r(g) Cr(f)=r(f)=nV(f) SN V(g) =r(g).

5. Sexa {Xf}tcp un recubrimento aberto de X y. Tomando complementarios vemos que
V(E) CV(f). Enton f esta no ideal radical xerado por E. Isto implica que existen
{91,...9n} € E , {a1,...,an} € A e un enteiro m tal que f™ = >""  a;g;. Polo tanto
V(g1,.-,9n) C V(f). Tomando de novo complementarios temos que {Xg4,}7; ¢ un
subrecubrimento finito de abertos que cubre X;. De feito se tomamos f = 1 obtemos

que o noso conxunto X é en consecuencia compacto.

O

Rematamos esta seccién e capitulo introducindo un concepto que serda de grande im-

portancia en xeometria alxébrica e que xa ten as siias raices na teoria de ideais.

Definicién 1.25. Un espazo topoloxico dise que é irreducible se X # () e cada par de
conxuntos abertos non baleiros se cortan en X, ou sexa, se cada conxunto non baleiro é

denso en X.
Proposicion 1.26. Spec(A) € irreducible se, e so se, o nilradica de A é un ideal primo.
Demostracion.

= Por un lado se Spec(A) é irreducible e fg son nilpotentes enton XN X, = Xy =0
por (1.24). Enton Xy = 0 ou X, = (), ao ser o espectro irreducible, e en consecuencia

f ou g son nilpotentes dando lugar a que o nilradical sexa primo.

< Suponamos que o nilradical de A é primo. Sexan Xy e X, dous abertos non baleiros.
Enton f e g non son nilpotentes e polo tanto tampouco o serd fg. Asi X;NX, = Xy,

e non baleiro e polo tanto é irreducible.

Proposicion 1.27. Sexa X un espazo topoléxico, enton:
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1. SeY ¢é un subespazo irreducible de X enton a sua clausura tamén o serd.

2. Cada subespazo irreducible estd nun subespazo mazximal irreducible ou componente

irreducible. O conzunto destes € pechado e recubren X.

3. Se A é un anel e X = Spec(A) enton as componentes irreducibles de X son os

conzuntos pechados V (p) onde p € un ideal primo minimal de A.
Demostracion. Sexa X un espazo topoloxico, enton:

1. Consideremos dous abertos U e V de X tal que UNY e V NY sexan non baleiros.
Pola definiciéon de clausura, UNY e V NY son non baleiros. Como Y é irreducible
temos que (UNY)N(VNY) é un subespazo aberto non baleiro de (UNY)N(VNY).

Entén Y é irreducible.

2. Se Y é un subespazo irreducible de X imos facer unha demostracion clasica empre-
gando o lema de Zorn. Entén sexa asi ¥ o conxunto dos subespazos irreducibles de
X contendo a Y e ordeamolos coa inclusion. Sexa {Y, }aca unha cadea de ¥ e con-
sideramos Z = UyeaY, 0 candidato a cota da cadea ordeada. Vexamos que Z € X.
Sexa U,V C Z abertos e non baleiros. Pola definicion UNY,, # 0 e VNY,, # 0 para
a1, € A. Sen pérdida de xeralidade asumamos que a7 < ao. Enton coa relacion de
orde do conxunto temos que Yy, C Y,,. Ademais temos que UNY,, #0eVNY,, # 0
e abertos en Y,,. Enton pola irreducibilidade deste temos que U NV NY,, # (). Polo
tanto U N VN # ) tendo que Z ¢é irreducible contendo a Y, ou sexa, Z € ¥. Como Z
é cota superior da cadea e pertence ao conxunto temos, polo lema de Zorn, que Z é

irreducible maximal.

Por ultimo se Y é un subespazo maximal irreducible de X ent6én ten que ser igual a
sta clausura por (1). Anteriormente comprobamos que son subespazos irreducibles

de X. Por todo o anterior os subespazos maximais irreducibles cubren X.

3. Sexa X = Spec(A) para algin anel A. Se Y é un espazo pechado irreducible de X
entén hai un ideal radical a tal que Y = V(a).Vexamos por contrareciproco que a é
primo. Se f,g ¢ a temos que Xy e X, intersecan Y, ao ser a o seu propio radical.
Como Y ¢ irreducible temos que XN X, = Xy, interseca Y. Enton fg € a e polo

tanto a é primo.
Vexamos a outra implicacion. Se p é primo, sexa Y =V (p) e X, X, intersecan a Y.
Entén se f,g ¢ p implica que fg ¢ p. Asi Xy N X, = Xy, interseca Y e polo tanto é

irreducible.



A condicién de minimalidade ven da relaciéon de inclusiéns coa aplicaciéon V. Se
p,q son primos que cumplen V(p) C V(q) temos que q C p. Asi as componentes

irreducibles maximais de X son os primos minimais.
O

Se observamos acabamos de definir unha aplicacion V' entre dous conxuntos parcial-
mente ordeados: os ideales do anel A e os elementos do especto primo de A, Spec(A).
Debido as propiedades con respecto & relacién de orde vai ser natural ver unha conexién
de Galois entre ambas estruturas. Asi, baixo certas condiciéns, imos ter que a aplicacién

V tera unha inversa, I, tal e como observamos no seguinte resultado:

Proposicion 1.28. Sexa A un anel e Spec(A) o seu espectro primo. Dada a relacion a € p

en A x Spec(A) vaise inducir as sequintes bizeccions mondtonas:

Rad(A) % F(Spec(A))

Sendo Rad(A) o conzunto dos ideais radicais de A e F(Spec(A)) o conzunto de pechados
do espectro primo. Asi, dado un C € F(Spec(A)), definimos I(C) = Nyecp.

1.0.5. Modulos de xeracion finita [1][5]

Ao longo desta seccion indagamos sobre unha clase particular de médulos xa presenta-
dos ao longo do grado. Ao igual que é natural falar de grupos libres e comprender a teoria
de grupos en termos de cocientes destes; podese facer un anélogo & teoria de modulos e

aneis. Asf imos establecer a seguinte definicion:

Definicion 1.29. Diremos que un A-moédulo M é libre se M ¢é isomorfo a @;c;M; onde

cada M; é isomorfo a A como A-moddulo e, polo tanto, son modulos con base.

Estes médulos podense caracterizar, tendo en conta a presentacién de modulos e a

nocién de moédulo libre, co seguinte resultado:

Proposicion 1.30. M ¢ un mddulo de zeracion finita < M € isomorfo a un cociente de
A" con n € N.

Os seguintes resultados tefien como obxectivo dar un significado a nocién de modulo

finitamente xerado.

Proposicion 1.31. Sexa M un A-mddulo con xeracion finita, sexa a un ideal de A e sexa
¢ un endomorfismo de A-mddulos tal que ¢(M) C aM. Enton o endomorfismo satisfai a

sequinte ecuacion:
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A+ ard"+... +a,=0, a;€a

Demostracion. Sexan {xy, ..., T} un conxunto de xeradores de M. Enton ¢(x;) € aM. Asi
temos pola pertenza que ¢(z;) = 3 7_; a;jz; con a;; € a. Como d(x;) = > 7, 0jpr; =

> j=1 @iz temos que YL, (044 — aij)x; = 0.

Asi denotamos como ¢;; = 0;;¢ — a;; € a $;; ao seu adxunto ou sexa P;; = adj(¢;;) =
(—1)"7det(A¢;j) . Tendo en conta isto reescribimos a derradeira igualdade como segue
> i1 (0ijp—aij)x; = > 1 ¢ijrj. Asimultiplicando polo adxunto obtemos %) ®;;¢;x; =

0. Se desenvolvemos esta suma obtemos o seguinte:

D1101171 + ... + P11y, =0

(I)ln(bnlxl + ...+ (I)nn(bnnl'n =0

Aplicando a regla de Cramer temos que ®;;¢;; = det(¢;;)I,. Obtendo no anterior que
> j—1 det(¢ij)zj = 0. En consecuencia det(¢;;) antlase en cada z; tendo polo tanto que
det(¢;;) = 0. Desenvolvendo o determinante obtemos que ¢"+a1¢" 1 +... +a, =0, a; €a
demostrando o resultado. Por tltimo cabe mencionar que o determinante esta ben definido

pois sempre nos podemos restrinxir a un subanel conmutativo. O

Teorema 1.32 (Lema de Nakayama). Sexa M un A-mddulo con zeracion finita e a un
ideal de A contido no radical de Jacobson R de A. Enton se se cumple que aM = M temos
que M = 0.

Demostracion. Suponamos que M # 0 e sexa {1, ..., T, } un conxunto minimo de xeradores
de M. Por hipo6tese temos que algin xerador verifica xz; € aM. Suponamos que é x, €
polo tanto pola mera pertenza imos poder escribir o xerador da seguinte forma x, =
a1x1 + ...apzy, con a; € a. Despexando obtemos que (1 — ap)z, = @121 + ...ap—1Tn—1.
Como a, € M temos por (1.18) que 1 — a, ¢ unha unidade de A. E polo tanto temos que
Tp = b1x1+ ... + by_127,_1 sendo un absurdo co feito de que sexa un conxunto minimal de

xeradores. O

Nota 1.33. O lema de Nakayama ven a dicirnos, dende unha perspectiva informal, que os
modulos finitamente xerados sobre un anel conmutativo comportanse, en certa medida,
como espazos vectoriais sobre un corpo. De feito, e seguindo con esta interpretaciéon, a

proposicion (1.31) é unha xeralizacion do teorema de Cayley-Hamilton de alxebra lineal.
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Corolario 1.34. Dado un A-mddulo M con zeracion finita, N un submddulo de M e
a C R un ideal. Enton se M = aM + N enton M = N.

Demostracion. Aplicamos o lema de Nakayama ao modulo cociente M/N. Asi a(M/N) =
(aM + N)/N temos polo lema que M = aM + N implica 0 = aM + N e polo tanto
M = N. O

1.0.6. Swucesions exactas

Ata o de agora tan sd traballamos con homomorfismos entre dous médulos. Un paso
natural é estender esta nocion a cadeas de homomorfismos entre un conxunto de médulos.
Imos centranos nun tipo particular destas tranformaciéns en cadea que introducimos coa

seguinte definicién:

Definicion 1.35. Dada unha sucesion de A-moddulos e A-homomorfismos:

e Mi—l i} Mz fli> Mi—l—l — ...

diremos que é unha sucesion exacta en M; se verifica que Im(f;) = Ker(fi+1). Diremos
que a sucesion é exacta se o é para calquera M;. Denominaremos unha sucesién exacta corta

a unha sucesiéon da seguinte forma:

oM Lm0

Nota 1.36. Realmente, podemos reducir o estudo das sucesions exactas ao estudo das
sucesions exactas cortas pois cada unha das cadeas largas pode ser expresada como un
conxunto de cadeas cortas. Para elo basta centrarse nun M; e tomar os seguintes moédulos
intermedios na cadea N; = Im(f;) = Ker(fi—1).

Como é natural ao introducir un obxecto novo, o seguinte resultado manifesta como se

comporta este baixo as transformacién propias da estrutura:

Proposicion 1.37 (Propiedade de exactitude do Hom). Verificanse os sequintes resulta-
dos:

= Sexa
/ g
M = M=M—0
unha sucesion de A-mddulos e homomorfismos. Enton a sucesion € exacta se, e s0

se, para todos os A-mddulos N € exacta a sequinte sucesion:

0 — Hom(M',N) L5 Hom(M, N) % Hom(M", N)
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s Sexa

0 N L N & N7

unha sucesion de A-mddulos e homomorfismos. Enton a sucesion € exacta se, e s

se, para todos os A-mddulos M € exacta a sequinte sucesion:

0 — Hom(M,N') & Hom(M,N) % Hom(M, N

1.0.7. Produto tensorial

O produto tensorial é o instrumento adecuado e natural que linealiza as aplicaciéns
multilineais. Esta sentencia formalizase no seguinte resultado para o caso de dous médulos

e polo tanto para aplicaciéns bilineais:

Proposicion 1.38 (Propiedade universal do produto tensorial). Sexan M e N A-mddulos.
Enton existe un par (T, g) formado por un A-mddulo T e un homomorfismo A-bilineal
g: M x N — T verificando a sequinte propiedade: para calquera A-mddulo P e calquera
aplicacion A-bilineal f : M x N — P eziste unha tnica aplicacion A-lineal f : T — P tal

que fai o sequinte diagrama conmutativo:

M

N
\
g

f

<X

~

P

Ademais se existe outro par (T,q) verificando a propiedade anterior hai un unico iso-

morfismo j : T — T verificando que jo g =g.

Demostracion. A idea da demostracion é a seguinte: Tomamos un moédulo moi xenérico
para cocientar polas propiedades que nos interesen que se manifesten. Asi sexa C' = AM*N
o conxunto de series formais y . | a;(z;,y;) de M x N ata A. Agora consideramos as

propiedades desexadas representadas polo submoédulo D xerado polos seguintes elementos:

(z+w,y) — (z,y) — (w,y)
(z,w+y) — (z,w) — (2,y)
(az,y) — a(x,y)
(z,ay) — a(z,y)
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Tomamos asi 0 médulo 7' = C'/D. Dado un elemento (z,y) € C ten como imaxe no
cociente un elemento x ® y. Polas condiciéns do cociente cumple a linealidade con res-
pecto aos operandos facendo que a aplicacion g : M x N — T tal que g(z,y) = 2 @y
sexa A-bilineal. Vexamos que este é o mdédulo que nos permite factorizar as aplicacions de
M x N a P. Efectivamente cada homomorfismo de moédulos f : M x N — P esténdese a
un homomorfismo de A-mo6dulos f : C' — P. Se impofiemos a condicién de A-bilinealidade
a f observamos, pola construcién do submodulo, que esta se anula en D. Asi indtcese un
homomorfismo f : T = C/D — P tal que f(r ® y) = f(z,y). Esta aplicacion esta ben

definida e o par (T, g) verifique as condicions da definicion.

A unicidade tense de forma inmediata simplemente suponendo a existencia doutra
factorizaciéon e razoando cos homomorfismos obsérvase que efectivamente é a mesma fac-

torizacion. ]

Definiciéon 1.39. Un moédulo T que verifica a propiedade anterior recibird o nome de
produto tensorial de M e N. Notarémolo como M ® 4 N ou M ® N cando se sobrentende

o anel A sobre o que se asenta.

Exemplo 1.40. Ilustremos cun exemplo o uso desta nova construcién. Para elo vexamos
que (Z/mZ) ®yz (Z/nZ) = 0, se m e n son coprimos, ou sexa, se (m,n) = 1. Efectivamente
pola identidade de Bezout, como m e n son coprimos, temos que ma+nb =1 con a,b € Z.
Sexa © @y € (Z/mZ) ®z (Z/nZ). Enton z @ y = 1(x ® y) = (ma + nb)(z @ y) = a(mz ®
y) + b(z @ ny) = 0.

Realmente esto que espuxemos para aplicacions A-bilineais poderiase estender ao caso
xenérico, inicialmente comentado, das A-multilineais de forma anéloga. Unha vez introdu-
cido o moédulo produto tensorial cabe mencionar cal é o seu comportamento co resto de

operaciéons dos moédulos. Isto ven recollido no seguinte resultado:

Proposicion 1.41. Sexan M, N e P tres A-mddulos. Enton verificanse os sequintes iso-

morfismos:
s MON=ENQM
s ( MON)P=M®@(N®P)2M®N®P
s MeN)P=EZ(M®P)d (N®P)

s AQMZEM
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O modulo produto tensorial depende do anel sobre o que se asentan as stias componen-
tes. O certo é que ata o de agora tan s6 vimos moédulos que dependen operacionalmente
dun s6 anel, mais isto pode xeralizarse. Asi introducimos a seguinte definiciéon que nos

permitira relacionar produtos tensoriales asentados sobre distintos aneis:

Definicién 1.42. Diremos que un moédulo M é un (A, B)-bimddulo se é & vez A-modulo
e B-modulo sendo ambas estruturas compatibles, ou sexa, (az)b = a(xb) VYa € A, Vb € B
e Vxr € N. Para o caso dos aneis podemos enunciar unha definicién semellante mais con
entidade propia. Sexa un homomorfismo de aneis A — B, enton diremos que B é unha
A-dlzebra se B é (A, B)-bimodulo.

Proposicion 1.43. Sexa M un A-mddulo, P un B-mddulo e N un (A, B)-bimddulo. Enton
temos que M @4 N € un B-mddulo, N @4 P é un A-mddulo e ademais verifican o sequinte

isomorfismo:

(M®aN)®pP=M®s(N®pP)

Demostracion. A idea da demostracion é considerar aplicacions dende produtos de moédulos
ata o moédulo do noso interese co fin de definir aplicaciéns A-bilineais e B-bilineais para
poder facer, co argumento da demostracion da existencia do produto tensorial, un paso a
un novo moédulo no que substituamos o produto por produto tensorial. Para cada z € P
temos que a aplicacion f, : M XN — M ®4(N®pP) que f.(z,y) = 2®(y®z) é A-bilineal

nas daas primerias variables. Ademais cumple:

» folar,y) =ar @ (Yy®2) =a(z @ (y® 2)) = af.(z,y)

s fo(r,ay)=2@(ay®z2)=2Raly®z) =a(z® (y ® 2)) = af.(x,y)

Asi f, induce unha aplicacién A-lineal f, : M @4 N — M ®4 (N @p P) tal que f.(z®y) =
r ® (y ® z). Podemos considerar asi a seguinte aplicacion bi-aditiva g : (M ® N) x P —
M ®4 (N ®p P) tal que g(z ® y,2) = f.(r ® y). Claramente g ¢ A-lineal e B-lineal pois:

» g((z@y)b,2) = g(z@yb,2) = 2@ (Yh®z) = 2@ (yR2)b = (2@ (y®2))b = g(x Ry, 2)b
» gr®@y,2b) =@ (YR 2b) =@ (YR 2)b=(r® (y®2))b=g(r @y, 2)b

Pola propiedade universal g da un (A, B)-homomorfismo lineal g : (M ®4 N) ®p P =
M®y (N®pP)tal que g((z®y)®2) = 2® (y ® z). Por un razoamento anélogo podemos

dar a aplicacién inversa a g e demostrando asi o isomorfismo. O
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Ao mesmo tempo e como resulta obvio as caracteristicas do médulo van a condicionar
como serd o seu produto tensorial. Por outra banda o produto tensorial vainos permitir
reducir certos moédulos mais complexo cara expresions mais depuradas. Neste aspecto imos
centrar a nosa atenciéon en dous casos particulares, de ambas casuisticas, dados polos

seguintes dous resultados:

Proposicion 1.44. Sexa A un anel local, M e N dous A-mddulos de zeracion finita. Enton
se M ® N =0 implica que M =0 ou N = 0.

Demostracion. Sexa m o ideal maximal de A e consideramos o corpo residual K = A/m.
Definimos os seguintes médulos Mg = K® 4 M e N = K® 4N que son espazos vectoriais.

Vai cumplirse entén que:

Mg @Ng=(KIM) @ (KQN)=K®(M®N)=(M®N)g=0

Como a dimension dos espazo vectoriais é multiplicativa baixo un tensor temos que
Mg = 0 ou Ng = 0. Suponiamos que Mk = 0, o outro caso é analogo. Temos que
My = M/mM enton mM = M e polo lema de Nakayama temos que M = 0. Demostrando

asi a proposicion. O

Definicién 1.45. Sexa M un A-modulo. Definimos o A[z]-moédulo de todos os polinomios
en z con coeficientes en M, M|z]|, como aquel modulo que contén expresions da forma

Yoo m;x* con m; € M para todo i.

Proposicion 1.46. Dado un anel A, un A-mddulo M e un ideal I de A imos ter que se

cumple os sequintes isomorfismos:
1. (M/IM)= M ®4 (A/I)
2. Mlx] = Alx] @4 M.
Demostracion.

1. A demostracion deste isomorfismo é rutinario polo que nos restrinximos a demostra-

cién do segundo.

2. Definimos un homomorfismo de moédulos f : Ax] x M — M][z] de tal xeito que
FOC_yaiz’,m) = Y1 (a;m)a’. Claramente ¢ bi-aditiva e A-bilinear e polo tanto in-
duce un homomorfismo f : Alz]@M — M tal que f(>|_jaiz’®@m) = >1_ (a;m)z’.
Vexamos que ten un homomorfismo inverso. Consideremos a aplicaciéon g : M —
Alz) ® M de tal xeito que g(Y>i_omz’) = YI_o(2* ® m;). E evidente que é Alz]-

lineal e aditiva, vexamos esto, considerando p(z) = 3_;_ a;z’:
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g(p(ﬂf)zmiwi)zz Z glamm;a® ZZ z'rI ®a;m;) Z Zaz )zl @m)
i=0

k itj=k

g(> " mia')
=0

Asi a aplicacion g estd ben definida e é inversa da aplicacién f, demostrando asi o

resultado.

O

Nota 1.47. Se nos fixamos nas proposicions (1.46) e (1.43) tefien unha estrutura semellante.
As duas basanse en definir de forma interesada aplicacions dende un produto usual de
modulos de tal xeito que cumplan a A-bilinealidade e bi-aditividade para posteriormente
poder facer uso do teorema de existencia do produto tensorial obtendo unha nova aplicacién
en termos deste. Con este mesmo razoamento demostranse as propiedades da proposicién
(1.41).

Unha vez que construimos o produto tensorial imos centrarnos, de forma breve, nas
transformaciéns do propio obxecto: por unha banda e pola propia construcién imos obter o
que se denomina como a propiedade de adxuncion, esta da unha caracterizaciéon dos homo-
morfismos do produto tensorial en base aos homomorfismos dos médulos que o conforman.
Por outra banda, imos adaptar as sucesions exactas a este a&mbito. Asi obtemos os seguintes

resultados:

Proposicion 1.48. Sexa M un A-mddulo, P un B-mddulo e N un (A, B)-bimddulo. Enton

verificase o sequinte resultado:
Homp(M ®4 N,P) = Homa(M,Homp(N, P))

Demostracion. Unha vez comprobada a estrutura dos obxectos que se queren estudar o

isomorfismo ven dado pola propia definicién do produto tensorial. O
Proposicion 1.49 (Propiedade de exactitude do produto tensorial). Seza

M LS om0
unha sucesion de A-mdédulos e homomorfismos. Enton dado un A-mddulo N calquera terase

que a sequinte sucesion € exacta:

MoaNIE Mo, N EY M @4 N =0
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Demostracion. A demostracion ¢ directa a partir dos resultados (1.48) e (1.37). O

Exemplo 1.50. Co anterior podemos xeralizar o exemplo de (1.40). Verificase que (Z/mZ)®y,

(Z/nZ) = 7Z/(m,n)Z. Pra elo consideremos a seguinte sucesion exacta:

mZ — 7 — Z/mZ — 0

tensorizamola por Z/nZ, e por (1.49) temos que a seguinte sucesion é exacta :

mZ Rz, (Z/nZ) — Z/n — (Z/mZ) @z (Z/nZ) — 0

Polas propiedades de grupos ciclicos temos que Z/(m,n)Z = mZ/n e polas propiedades

das sucesions exactas mZ/n = (Z/mZ) &y (Z/n7Z).
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Capitulo 2

Aneis e moédulos noetherianos

2.0.1. Introducion

A partir deste capitulo imos restrinxir a nosa mirada a un conxunto de aneis e mo-
dulos que posten propiedades de finitude: os aneis e modulos noetherianos. Estudaremos
as stias propiedades e o seu bo comportamento con respecto a algunhas das operaciéns xa
introducidas. Ademais, aquela condicion vai ser decisiva para garantir certas descomposi-
cions das estruturas, por exemplo, a existencia e unicidade de descomposiciéns primarias.
Veremos ao mesmo tempo o teorema da base de Hilbert que permitira traducir o anterior
a unha linguaxe mais xeométrica, vendo asi un canle entre a alxebra conmutativa e a xeo-
metria alxébrica . Ao mesmo tempo, estenderemos esta nocion a aspectos topoléxicos para

completar asi a nosa visiéon do visto no capitulo anterior.

2.0.2. Condicions de cadea. Aneis e moédulos noetherianos

Asi consideramos como X o conxunto de submoédulos dun modulo M ordeados pola

relacion de orde "C".

Definiciéon 2.1. Diremos que un A-moédulo M é noetheriano se cumple a condicion de
cadea ascendente para o conxunto Y. E dicir, cada secuencia crecente N1 C Ny C ... en X

é estacionaria. Ou sexa, 3 k € N tal que a cadea se estabiliza, é dicir, N,, = Np4+1 V n > k.

Definicion 2.2. Diremos que un A-modulo M é artiniano se cumple a condicion de cadea
descendente para o conxunto X. E dicir, cada secuencia decrecente Ny D Ny D ... en X é

estacionaria. Ou sexa, 3 k € N tal que a cadea se estabiliza, é dicir, N, = Np41 V n > k.

Ao mesmo tempo, e como indicamos no capitulo anterior, a condicién de cadea ascen-

dente (respectivamente descendente) pode enunciarse do seguinte xeito:

19
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Proposicion 2.3. Sexa M un A-mddulo e X o conzunto de submddulos deste. Enton

equivalen:

» M ¢ noetheriano (respectivamente artiniano).

= Cada subconzunto non baleiro de X ten un elemento maximal (respectivamente mi-

nimal).

Nota 2.4. Estéa claro, por ser un caso particular, que esta construciéon se pode restrinxir a

un anel A e aos seus subconxuntos de ideais.

Exemplo 2.5. Debido a stia importancia na xeometria alxébrica, o exemplo méis desta-
cado de anel noetheriano, que demostraremos posteriormente, é o anel k[x], sendo k un
corpo. Sen embargo, o anel k[z1,zs...] non cumple a condicién de cadea ascendente. Isto
toma sentido no feito de que estamos esixindo unha condiciéon de finitude a un anel con

infinitos xeradores.

Tal e como dictamos nun inicio, estas restricciéns sobre os aneis agregan unha nocién

de finitude con respecto os seus subespazos que se materializa no seguinte resultado:

Proposicion 2.6. M ¢ un A-mddulo noetheriano se, e sd se, cada submddulo de M € de

xeracion finita.
Demostracion.

= Sexa N un submodulo de M e consideremos o conxunto de submodulos con xeracion
finita de N, ¥. Como 0 € ¥ temos que X # () e polo tanto ten un elemento maximal
V.Se V = N temos que N é de xeracion finita. Entén consideramos que V # N,
vexamos que chegamos a unha contradicién. Consideramos o submodulo V' + Az con
x € N. Como = ¢ V temos que V C V + Az e ademais este ultimo é de xeracion

finita o que contradi a maximalidade de V en X.

< Consideremos unha cadea ascendente de submoédulos Ny C Ny C ... de M. Entén
N = U2 N, & un submoédulo de M e polo tanto, por hipdtese temos que é de
xeracion finita. Consideremos un sitema de xeradores {zi,...,zs}. Necesariamente
algun xerador vai poder econtrarse nun dos sucesivos elos da cadea Entén se x; €
Ny, , para un submodulo selecionado da cadea, consideramos o maior desta seleccion
n = max;_; n;. Este contera, por construcion, a todos os xeradores polo que N,, = M

e a cadea e polo tanto estacionaria.
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Como consecuencia deste resultado os aneis e moédulos noetherianos van tomar un
maior peso que os artinianos. Pese a que ambos den condiciéns de finitude, ser noetheriano
d4 unha informacién maéis completa. De feito, no caso de aneis, a condicién de cadea
descendente implica a condicién de cadea ascendente, ou sexa, ser un anel artiniano implica
ser noetheriano. O reciproco non é certo e basta considerar Z como Z-moédulo para ter un
contraexemplo sinxelo. Por iso, a partir de agora tan s6 nos referiremos és propiedades dos
noetherianos. Os seguintes resultados reflicten como se transmite esta finitude as sucesiéons

exactas de modulos e a suma directa destes:

Proposiciéon 2.7. Sexa 0 — N’ Iy N & N" = 0 unha sucesion evacta de A-médulos

entén N € noetheriano se, e sé se, N' e N son noetherianos.
Demostracion.

= Tomamos unha cadea en N’, para N” é analogo. Pola construcion da sucesion exacta
inducimos coa aplicaciéon f a cadea en N. Como este é noetheriano a cadea sera

estacionaria e polo tanto tamén a sera a orixinal. E dicir, N’ é noetheriano.

< Consideramos unha cadea ascendente {U,},en de submoédulos de N. Facemos o
seguinte razoamento para N’ sendo o caso de N” analogo. Temos que a cadea
{f~(Un)}nen € estacionaria para un certo m € N. Se tomamos de novo o homo-

morfismo obtemos que a cadea é estacionaria en N sendo, polo tanto, noetheriano.
O

Corolario 2.8. Se N;, con 1 <1 <n son A-mddulos noetherianos enton ®;_ N; tamén é

noetheriano.

Pese a que comezamos construindo os médulos noetherianos e definimos como un caso
particular os aneis noetherianos. Tamén poderiamos construir os aneis noetherianos pri-
meiro e posteriormente asentar sobre estes médulos con propiedades de finitude. Asi o

modulo herdaré a condicién noetheriana tal e como indica a seguinte proposicion.

Proposicion 2.9. Sexa A un anel noetheriano e M un A-mddulo de zeracion finita enton

M ¢é noetheriano.

Demostracion. Ao ser M de xeracién finita sabemos que este é un cociente de A™. Como
A™ = @] A temos que é noetheriano ao ser A noetheriano. Ao ser M = A™/a para un certo

ideal a podemos construir unha sucesion exacta tendo por (2.7) que M é noetheriano. []

Corolario 2.10. Sexa A un subanel de B, sendo B de xeracion finita como A-mddulo. Se

A € noetheriano entén B € noetheriano.
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Como sempre, é importante saber cando certa propiedade pasa ao cociente. Neste caso
temos o seguinte resultado que nos permitira, como consecuencia, ver que a propiedade de

ser noetheriano se transmite baixo homomorfismos:
Proposicion 2.11. Sexa A un anel noetheriano e a un ideal de A entdn A/a é noetheriano.

Demostracion. Como en (2.9) tan so fai faia construir unha sucesion exacta para concluir
con (2.7). Sexa entéon 0 — a ERIEN A/a — 0 como a e A son noetherianos temos que

A/a tamén o sera como A-modulo. Polo tanto tamén o sera como A/a-modulo. O

Corolario 2.12. Sexan A e B dous aneis e f : A — B un homomorfismo de aneis. Enton

se A € noetheriano temos que Im(f) € noetheriano.

Cabe mencionar, por dtimo, que se nos esiximos certas condicions de finitude sobre
certos ideais bésicos imos ter de forma inmediata a condicién de ser noetheriano. E dicir, un
anel no que cada ideal primo é de xeracion finita vai implicar que este anel é necesariamente

noetheriano. Isto obtense como consecuencia do seguinte resultado:

Proposicion 2.13. Sexa A un anel non noetheriano e sexa X2 o conzunto de ideais de A
que non son de xeracion finita. Imos ter que X ten elementos maximais e que estes son

ideais primos.

Demostracion. Sabemos que Y ten elementos maximais polo lema de Zorn. Imos proceder
por reduccion ao absurdo. Dado un maximal a de ¥ asumamos que existen x,y ¢ a pero
que sen embargo xy € a. Definimos o ideal b = a-+(x) que contén estritamente a a e, debido
a maximalidade deste, non pertence a 3. sendo, polo tanto, finitamente xerado. Sexa entén
b = ag+ (x) onde ag é finitamente xerado. Imos ver que a é finitamente xerado para obter
asi a contradicion. Imos demostrar que a = ag + x(a : z). Claramente ag + z(a : z) C a.
Vexamos a outra inclusién. Dado un a € a temos que a + xt € apg + (z) para todo t € A.
Pero entén hai un ag € ap e un k € A tal que a = ag + z(k — t). Tendo que z(k —t) €ae
asi k—t € (a: x) e demostrando a igualdade. Como (a : z) contén estritamente a a temos,
por un razoamento exposto antes, que é finitamente xerado. Como a é suma de finitamente
xerados debe ser necesariamente finitamente xerado obtendo unha contradicién. Polo tanto

dado zy € a necesariamente x € a ou y € a sendo polo tanto primo. O

Corolario 2.14. Se A € un anel no que todo ideal primo p € finitamente zerado entén A

€ noetheriano.
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2.0.3. Teorema da base de Hilbert

Unha das cararcteristicas mais interesantes dos aneis noetheriano é que conseguen
transmitir a nocién finitude cara conxuntos que aparentemente semellan méais complexos.

Este é o caso do anel de polinomios sobre un conxunto. Asi obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.15 (da base de Hilbert). Se M ¢é un A-mddulo noetheriano entén M|x] é un

Alz]-mddulo noetheriano.

Demostracion. Estendemos a modulos a demostracion de [5]. Sexa N un submoédulo de
M x] e suponiamos que non ¢é finitamente xerado. Consideramos f; € N de grado minimo.
Procedemos por induccion e consideramos un fi € N/ < fi,..., fr >. Sexa fr = mpa™ +
my_12™ =1 4+ ... con mg # 0. Tense que n; < no < ... . Ao ser M noetheriano como A-
modulo terase que < my, ..., mg >=< M1, ..., Mp+1 > € temos que My = Zle a;m;, con
ap, € A. Basta considerar o polinomio ¢ := fr11 — Zle ax™ T o e N/ < fr, . fie >

para chegar a unha contradicién ao ser de grado menor ou igual que fg11. O

Corolario 2.16.

1. Se A é noetheriano enton Alxy, ..., x,) € noetheriano. Ademais se B é unha A-dlzebra

de zeracion finita entén B é un anel noetheriano.

2. Sexa M un A-mddulo noetheriano e B unha A-dlzebra de tipo finito enton terase que

M ®4 B € un B-mddulo noetheriano.
Demostracion.

1. Inmediato de (2.15) e (2.11).

2. Como B é unha A-alxebra teremos que B = A[x1, ..., zy]/I. Asi por (1.46) terase que:
M®@aB=M®@asAlx1,..,x5)/] = (M&asAlz1,...;25]) [ I(M @4 Az, ..., 2p]) € dicir
que M®@4B = M[x1,...,xy|/IM][z1, ..., z,)]. Polo tanto M®4 B é Alzy, ..., z,]-mddulo

noetheriano por (2.15) e asi serd B-moédulo noetheriano.

O

Nota 2.17. Este resultado vai ser de gran importancia en xeometria alxébrica. Os ideais
dos aneis de polinomios estdn en correspondencia coas variedades afins dun espazo dadas
por aqueles puntos que anulan aos polinomios que xeran devanditos ideais. Esta relacion
val ser un caso particular de conexion de Galois ao igual que a observada en (1.28). Neste
contexto, o teorema da base de Hilbert adquire un matiz méais comprensivo pois o que nos
di é que toda variedade pode ser vista como a intersecciéon dun nimero finito de ceros de

polinomios.
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2.0.4. Espazos topoldxicos noetherianos|1][5]

Ao longo desta seccidén imos continuar desenvolvendo conceptos topoléxicos con respecto
as estruturas e propiedades introducidas. Imos logo adaptar a nocién de ser noetheriano
aos espazos topoloxicos e ver que consecuencias ten con respecto és propiedades topoléxicas

do espazo.

Definicion 2.18. Sexa X un espazo topoloxico, diremos que é noetheriano se cumple a
condicién de cadea ascendente para os subespazos abertos. Equivalentemente, se cumplen

a condicion maximal.

Como os espazos pechados son complementarios dos abertos podemos enunciar a defi-
nicién da seguinte forma: un espazo topoloxico X dise noetheriano se cumple a condicién
de cadea descendente para os subespazos pechados, ou equivalentemente, se cumple a con-
dicién minimal. Vexamos agora que consecuencias ten esta condicién sobre as propiedades

topoloxicas do espazo:

Proposicion 2.19. Se X ¢ noetheriano entén é compacto e cada subespazo del é noethe-

71an0.

Demostracion. Vexamos que se X é noetheriano entén Y C X é noetheriano. Sexa Y C X
un subespazo. En Y os abertos relativos son a interseccién con este dos abertos de X. Asi
consideramos {U,, }nen unha cadea ascendente de Y. Sexan agora en X os conxuntos V,
que verifican U, = V, NY. Como X é noetheriano existe un N tal que V,, = V1 para
n > N. Por construcién imos ter que U,, = U,4+1 para n > N e polo tanto Y cumple a

condicién de cadea ascendente para os seus subespazos, ou sexa, Y C X é noetheriano.

Vexamos agora que X é compacto. Sexa 4 un recubrimento de X e 3 a coleciéon de
unions finitas de elementos de 4. Pola condicién maximal, ¥ ten un elemento maximal V.
Vexamos que V cubre todo o espazo X. Suponamos o contrario. Sexa x € X — V enton
existe un U € U tal que x € U. Pero como 4 é un recubrimento aberto temos que UUV € 4l

o que contradi a maximalidade de V. Asi V = X e temos que X é compacto. O
Proposicion 2.20. Sexa X un espazo topoléxico, enton equivale:

1. X € noetheriano.

2. Cada subespazo aberto de X € compacto.

3. Cada subespazo de X é compacto

Demostracion.
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(1) = (3) Se X & noetheriano, temos que para un subespazo ¥ C X tamén é noetheriano e

compacto por (2.19).

(2) = (1) Sexa U; C Uz C ... unha cadea ascendente de subespazos abertos de X. Tomamos
U = UpenU,. U é un subespazo aberto e por hipdtese é compacto. Logo U é unién
finita de {U,,, ..., Up,, }. Tomamos n = méx; n; asi, debido a que os U; satsifan unha
condicién de cadea e recubren U, temos que U = Uy para todo N > n, ou sexa, X

é noetheriano.
O

A propiedade de ser noetheriano engade un concepto de finitude & estrutura da que
falamos con respecto aos seus subespazos. De ai a que se cumpla a propiedade anterior.

Ademais, esta finitude vai permitir unha descomposicién deste en compofientes irreducibles.

Proposicion 2.21. Se un espazo topoloxico X € noetheriano entén X € unidn finita de

subespazos pechados irreducibles.

Demostracion. Sabemos que os espazos maximais irreducibles {Y;}; son pechados e cubren

X por (1.27). Poden ocorrer dous casos:

1. NierY; = 0. Entén o conxunto { X —Y; }ier € un recubrimento aberto de X. Enton por
(2.20) existe un subrecubrimento finito por ser o conxunto compacto. Asi obtemos

que X é unién de subespazos pechados maximais irreducibles.

2. NierY; # 0. Enton existe un elemento de x € X que est4 na interseccion. Terase que
calquer entorno de calquera punto de X intersecara cun entorno de x. Obtendo que

X = {z} e polo tanto X ten tan s6 un subespazo pechado irreducible.

Asi deducimos que o conxunto das componentes irreducibles dun espazo noetheriano

son sempre finitas.

O

Nota 2.22. Como todo pechado irreducible estd nun pechado maximal e como temos unha
cantidade finita destes obtemos, de forma inmediata, que o nimero de componentes irre-

ducibles é finita.

Por tltimo tan s6 queda por observar que a nocién de noetheriano no sentido topoléxico
se traslada ao espectro primo. Xa vimos que este xoga un papel importante a hora de definir
a topoloxia a partir das operacions propias de A, logo vai ser interesante que tamén posua

certas condicions de finitude. As{ temos o seguinte resultado:
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Proposicion 2.23. Se A € un anel noetheriano entén Spec(A) é un espazo topoldxico

noetheriano.

Demostracion. Todo subconxunto pechado de Spec(A) é da forma V' (a) para algtn ideal
radical a de A. Sexa {V(a;)} en unha cadea descendete de pechados de Spec(A). Como
V(aj+1) € V(a;) temos que a; C a;41. Como A é noetheriano para un certo N temos que
a, = ap4+1 con n > N e polo tanto polas propiedades de V' temos que V(a,11) = V(ay). E
dicir, Spec(A) é noetheriano. O

Nota 2.24. O reciproco da propoposicién anterior non é certo. Sexa K un corpo e A =
K[z, 79, ...] 0 anel de polinomios. Tomamos o ideal ¢ = (1,3, 3, ...) para construir o anel
C = A/c= K|[Z1,T2,...]. Asi temos que o ideal m = (T, T2, ...) ¢ maximal, pois C/m = K,
e vexamos que é o Unico primo. Sexa entén un primo p de C. Como Z]: = 0 teremos que
Tn € p Vn, ou sexa, m = p e, polo tanto, Spec(C) = {m} é noetheriano. Pero C' non é

noetheriano polo contrareciproco de (2.11).

O maximo que podemos afirmar do reciproco é o seguinte resultado que involucra os

ideais relacionados co espectro primo: os ideais primos.

Proposicion 2.25. Spec(A) é un espazo topoldxico noetheriano para un anel A se, e
so se, os ideais radicais deste satisfdn a condicion de cadea ascendente. En particular,

(Spec(A), C) cumple a condicion de cadea ascendente.
Demostracion. A demostracion deste resultado é un feito inmediato de (1.28). O
Corolario 2.26. O conzunto de ideais primos minimais nun anel noetheriano € finito.

Demostracion. Sexa A un anel noetheriano. Por (2.23) X ¢é un espazo noetheriano e por
(2.21) teremos que X ten un conxunto finito de componentes irreducibles. Por (1.27) as
componientes irreducibles de X = Spec(A) son os conxuntos pechados de V(p) con p un

primo minimal. Polo tanto hai unha cantidade finita de primos minimales. O

Nota 2.27. Apoiandonos na nota (2.17) podese dar unha intuicién xeométrica mais ase-
quible que a aritmética sobre as nocién topoléxicas introducidas ao longo do capitulo 1
e 2. Se consideramos o anel K[z1,...,z,], con K corpo, os pechados de Zariski vefien a
simbolizar o conxunto de variedades alxébricas que acollen un determinado espazo. De ai
a que resulte que os complementarios destes con respecto ao espazo gocen de propiedades
como a densidade. Ao mesmo tempo, os pechados irreducibles simbolizaran o conxunto mi-
nimo de variedades que conforman un pechado de Zariski. A noetherianidade simplemente
manifestard que toda concatenacién inclusiva de variedades se estabiliza nunha variedade

con caracter minimal.
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Rematamos a seccién e o capitulo comprobando como se transmite a noetherianida-
de topoldxica baixo certo tipo de transformaciéns e dependencias entre dous aneis. Isto

mostrase no seguinte resultado:

Proposicion 2.28. Sexa f : A — B unha A-dlxebra de tipo finito e a aplicacion continua
f* : Spec(B) — Spec(A), con f*(p) = f~1(p) = p°. Enton as fibras de f* son espacios

topoloxicos noetherianos.

Demostracion. Sexa p € Spec(A). Terase que (f*)~1(p) = V(pB) = Spec(K(p) @4 B)
por (.29) onde K(p) = Ay/pAy, = K(A/p) é o corpo de fraccions de A/p que denota o
campo residual de p. Pero por (2.16) sabemos que K (p) ® 4 B é noetheriano ao ser unha
K (p)-alxebra de tipo finito. O resultado obtense aplicando (2.23).

U
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CAPITULO 2. ANEIS E MODULOS NOETHERIANOS



Capitulo 3
Descomposicion primaria

3.0.1. Introducion

Ao longo deste capitulo desenvolveremos o tema principal: a descomposicién primaria.
Un pilar fundamental tanto da xeometria alxébrica como da teoria de ntimeros. No noso
estudo imos abordala dende este derradeiro marco teérico mencionado (de ai a que comece-
mos con moitas analoxias & factorizacion de nimeros enteiros). Recordemos que o concepto
de factorizaciéon é moi importante en alxebra debido & clasificacion que esta nos da dos
elementos dun conxunto, no noso caso dos ideais deste. Non sempre podemos asegurar a
stua existencia e, de ser certa esta, tamén non sempre teremos a unicidade. Para ver esto
tltimo basta considerar o exemplo Z[iv/5] que non é un dominio de ideais principais pero
hai factorizacion tinica de ideais. Sen embargo existen certos conxuntos operacionais con
boas propiedades de segregacién interna que nos permitiran asentar devanditas existencias
e unicidades. Estes aneis seran os noetherianos, xa desenvolvemos no capitulo anterior, e o
teorema que garantira a existencia e unicidade de factorizacion de ideais nestes aneis seréa
o teorema de Lasker-Noether.

O noso obxectivo é en primeiro lugar facer unha analise do concepto de descomposicién
primaria en aneis mais xenéricos para chegar aos dous teoremas de unicidade. Depois
restrinxiremos a nosa mirada ao caso particular de aneis noetherianos. Cabe mencionar
que ao longo deste capitulo farase referencia e uso dos conceptos do apéndice A sobre aneis

de fracciéns.

3.0.2. Descomposicién primaria [1]

Ao longo do primer capitulo introducimos o concepto de ideal primo. Os cales, como
xa sabemos, xeralizan aos nimeros primos. Como o que buscamos é unha xeralizaciéon da

factorizacién dun nimero por ideais primos debemos introducir a xeralizacién do concepto

29
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potencia de primo. Comezamos entén cunha definicion:

Definicion 3.1. Dado un anel A decimos que un ideal q C A é primario se dado xy € q

tense que ou = € q ou y" € q para algin n € N.

Cabe notar que este concepto ten unha connotacién semellante que a de ntimero primo,
pola propia caracterizaciéon. De feito todo ideal primo é primario. Polo tanto é natural, ao
igual que o que ocorria con ideias primos e maximais, que tamén se traspase ao cociente

propiedades interesantes tal e como observamos no seguinte resultado:

Proposicion 3.2. Dado un anel A dicimos que un ideal q C A € primario se, e s se,

cada divisor de cero € nilpotente en A/q.

Ao longo deste traballo destacamos a importancia dos ideais primos na descripcion dos
conxuntos operacionais dos aneis. Neste caso non temos unha descriciéon directa do ideal
primario mais si dun ideal que se lle achega, ou sexa, imos telo do seu ideal radical. Xorde

asi a seguinte proposicion:

Proposicion 3.3. Dado un anel A e un ideal ¢ C A primario temos que r(q) € primo e,

ast, o menor tdeal primo que contén a q.

Demostracion. Vexamos primeiro que p = r(q) é un ideal primo. Tomamos un produto no
ideal e vemos que unha das dtias componentes esta nel. Asi se zy € r(q) teremos, pola
definicion de radical, (zy)™ € q para certo enteiro m. Pola definicién de ideal primario
temos que ™ € q ou Y™™ € q. De novo, pola defincion de radical, temos que x € r(q) ou
y € q. A minimalidade ven pola caracterizacion do radical como a interseccion de todos os

primos que contefien ao ideal. O

Imos restrinxir a nosa mirada a un conxunto particular de ideais primarios. Estes, ao
igual que expuxemos no capitulo 1, van ter a caracteristica de ser primos e polo tanto van

ser os ideais adecuados & hora de realizar a descomposicon primaria dun ideal.

Definicién 3.4. Dado un anel A e un ideal primario q diremos que é un ideal p-primario

se verifica que r(q) = p para un certo ideal primo p de A.

Exemplo 3.5. Non sempre vai ocorrer esa equivalencia aparente entre primarios e poten-

cias de primos que se ten en Z tal e como se observan nos seguintes exemplos:

» Un ideal primario non ¢ sempre potencia dun primo. Tomamos K[z, y]/q = k[z]/(2?)
con q = (22,y) e K un corpo. Asi temos que ¢ é primario pero o seu radical é

r(q) = p = (x,y) tendo polo tanto p? C q C p.
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= Unha potencia dun ideal primo non é necesariamente un ideal primario ainda que o
radical da potencia sexa o primo. Para este contraexemplo, tomemos K[z,y]/(x?y)
onde K ¢ un corpo e tomemos o ideal primo p = (¥). Tense que p> = () non &

primario.

Ainda que unha potencia dun primo non é necesariamente un ideal primario, e viceversa,

o seguinte resultado danos unha situacién na que si se cumple:
Proposicion 3.6. Se r(a) € mazimal enton a € un ideal primario.

Demostracion. Sexa a un ideal tal que 7(a) = m para algin ideal maximal m. A imaxe de m
no cociente A/m ¢é o nilradical deste anel tendo este tan s6 un ideal primo que serd maximal.
Notemos que s6 hai un primo pola caracterizaciéon do racical e a nocién de maximalidade
(se houbera outro ideal significaria necesariamente que contén ao ideal cero e polo tanto o
ideal maximal en A estaria contido noutro ideal). Asi cada elemento do cociente sera, polo

tanto, unha unidade ou nilpotente e asi cada divisor de cero sera nilpotente. O
Corolario 3.7. As potencias dun ideal maximal m son m-primarias.

Unha vez introducidos os conceptos basicos o que imos buscar é a descomposicion
dun ideal @ C A a partir da intersecciéon dos ideais primarios, ao igual que no teorema
fundamental da aritmética. Como resulta natural, unha vez construido o obxecto, imos
centrarnos no seu comportamento con respecto a certas operacions. Por unha banda vainos
interesar o feito de que un ideal primario con radical primo se transmita coa interseccion,

pois vai ser a clave na descomposicién primaria do ideal. Asi tense:
Lema 3.8. Se q; coni € {1,... n} son p-primarios enton q = N}y q; € p-primario.

Demostracion. Tomamos q = N, q; . Polas propiedades do radical temos que 7(q) =
(NP, qi) = N~y r(q;) = p. Vexamos que q é p-primario. Tomamos zy € q con y ¢ q. Para

algin ¢ € {1,...,n} terase xy € q; con y ¢ q; tendo que x € p por ser ¢; p-primario. O]
Por outra banda imos empregar o seguinte lema de caracter mais técnico:
Lema 3.9. Sexa q un ideal p-primario e x € A. Enton cimplese:
1. Sex € qenton (q:x)=(1)
2. Sex ¢ q enton (q: x) € p-primario.
3. Sex ¢p enton (q:x)=q.

Demostracion.
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1. Como x pertence a ¢ imos ter que zy € q para calquera y € A. Ou sexa temos que

(q:2) = (1) = 4.

2. Vexamos primeiro que o radical é efectivamente o primo p. Se y € (q : =) entén por
definicion zy € q. Como = ¢ q C r(q) = p necesariamente y € p. Asiq C (q:xz) Cp

polo que tomando radicais e a propiedade de compresion temos que r(q : ) = p.

Vexamos agora que o ideal é primario. Sexa yz € (q : ) con y ¢ ¢ enton xyz € q.

Asi ao ser primario imos ter que xz € ¢ e en consecuencia z € (q: x).

3. Como x non pertence a p e ao ser q p-primario cumple q C r(q) = p. Enton se zy € q

terase que y € q. Ou sexa temos que (q: x) = q.
O

A nocion de descomposiciéon dun ideal xorde de forma natural. Poderia introducirse ao

par que o concepto de ideal primario mais a partir de aqui xogaré un papel central:

Definicion 3.10. Dado un ideal a C A dicimos que unha descomposicion primaria é unha
expresion de a da forma a = N}'_,q; sendo os ¢; ideais primarios i € {1,...n}. Se ademais
verifica que 7(q;) # r(q;) Vi # j e que q; C Njz;q; diremos que a descomposicon primaria

é minimal. Se a ten unha descomposicién primaria diremos que é descomporiible.

Asi chegamos ao primer teorema de unicidade, no que esencialmente afirmamos que se
un ideal posee unha descomposiciéon primaira entén os elementos p-primarios son indepen-

dentes da descomposiciéon, ou sexa, os elementos bésicos son compartidos.

Teorema 3.11 (Primer teorema de unicidade). Dado un ideal a descomponible cunha
descomposicion primaria minimal da forma a = N q;. Se p; = r(q;) con i € {1,... n}
entdon son os ideais primos que aparecen nos ideais r(a : x) con x € A independientemente

da descomposicion particular de a.

Demostracion. Para cada x € A terase polas propiedades do cociente e a descomposicion
de a que (a:z) = (N q; : ) =N (q; : ). Tendo en conta as propiedades do radical e
o lema (3.9) teremos que r(a : x) = r(N{_1q; : ) = Ny 7(qi : ¥) = Nygq,Pi- SO nos falta
por ver que, efectivamente, os primos p; son xustamente os primos de r(a : ). Vexamos

as duas inclusions:

C Por un lado suponamos que r(a : ) é primo. Polo tanto r(a : ) = p; para un certo

indice i. Temos asi que cada ideal primo da forma r(a : x) é un p;.



33

D Por outra banda, sexa i un indice tal que Jz; ¢ g;. Como a descomposicion é minimal

temos que x; € N;2;q;. Polo tanto r(a: x;) = p;.
O

Asi mesmo, podemos clasificar os primos que intervefien na descomposicién en funcion

de como se comportan, inclusivamente, co ideal de a. Xorde entén a seguinte definicion:

Definicion 3.12. Os ideais primos do anterior teorema dicese que pertencen a a. No caso
dos ideais primarios, estes tan s6 teran un tinico primo asociado. Por ultimo, os elementos
minimales do conxunto {p;}!",; denominanse ideais primos minimales ou ideais primos

illados; o resto serdn os ideats primos inmersos.

Nota 3.13. En [1] faise unha nota altamente esclarecedora sobre estes conceptos. Indica
e cito textualmente: ’os termos illado e inmerso proceden da Xeometria. Asi se A =
Klzy,...,z,] onde K é un corpo alxébricamente pechado, o ideal a d4 lugar a unha variedade
X C K"™. Os primos minimales p; corresponden as componentes irreducibles de X e os
primos inmersos corresponden és subvariedades nas componentes irreducibles.” Ilustremos
esto, asi como a non unicidade para a descomposiciéon primaria, cun exemplo. Sexa A =
Klx,y], con K un corpo, e consideramos a = (22, xy). Imos ver que existen mais dunha
descomposiciéon para este ideal. Consideramos q; = (x) e q, = (y — ax,z?). Temos por
unha banda que q; é primo, polo tanto primario, entén tomamos ¢; = p;. Por outra banda
temos que p2 = (z,y) é maximal e ademais cumple p3 C g, C p2. Entén temos que q, ¢
po-primario por (3.6). E facil comprobar que a = q1 N q,. Asi, para cada a € K obtemos
unha descomposiciéon do ideal distinta, xa que para a # b temos que q, # qp. Ou sexa,
encontramos unha familia parametrizada de descomposicions para a. Neste caso temos que

p1 C po sendo dous primos asociados tal que p; é minimal e po inmerso.

Necesitamos entén poder garantir que se un ideal se descompén terd componentes
irreducibles e dar unha caracterzacion destas. Asi vexamos que os ideais primos minimais
dun ideal dado son, efectivamente, os elementos minimales do conxunto de todos os ideais

primos que contefien ao ideal. Isto seré consecuencia inmediata da seguinte proposiciéon:

Proposiciéon 3.14. Dado un ideal descomponible a temos que cada ideal primo que o

contén ten un ideal primo minimal.

Demostracion. Tomamos entén un ideal primo p tal que a = N, q; C p. Polas propiedades
do radical temos que p = r(p) D r(a) = r(Ni,q;) = N7_y7(q:) = N}, p;. Por (1.8) temos

que que p; C p e polo tanto ten elemento minimal. O
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Introducimos por tltimo, apoidandonos sobre o apéndice, dous resultados que serviran
de medio para chegar ao segundo teorema de unicidade. O primeiro deles indicanos como
se comportan os ideais primarios, dun anel A, no seu paso a aneis de fracciéons en funcién
de como cortan ao conxunto que xera os inversos, S. Por outra banda, o segundo danos
unha descomposicion dos inversos, segundo S, dun ideal a en funcién da intersecion dos

inversos segundo S cos ideais primarios asociados a a.

Proposicion 3.15. Dado un subconzunto multiplicativamente pechado S C A e q un ideal

p-primario, entén verificase:
1. Se SNp # () enton S~1q=SLA.
2. SNp =10 enton S™'q é S™p-primario. Ademais a sia contracion en A, S(a), serd
q.
Demostracion.

1. Claramente, como q C A, tense que S~'q C S~ A. Vexamos a outra inclusién. Como,
por hipotese, SNp # () tomamos un s contido na interseccion. Xa que r(q) = p temos
que s € SNr(q) e, pola definicion de radical, s™ € SN q para un certo n. Temos que
STn € S7'q sendo unha unidade de S~'A. Ou sexa temos que S~'A4 C S~ !q e, en

consecuencia, a igualdade.

2. Imos ter de forma inmediata que S~'q é primo. Vexamos que r(S~1q) = S~!p. Por
(.29) temos que 7(q°) = r(S7lq) = S7ir(q) = S~!p tendo que o ideal & S lp-

primario.

Vexamos agora que a stia contraccion é q. Como S Np = ) temos que se s € S e

as € q entén teremos que a € q. Asi por (.29) q* = (S~ 1q)° = g.
O

Proposicion 3.16. Dado un conzunto multiplicativamente pechado S C A ea C A un
ideal descomponible con descomposicion minimal primaria a = N, q,. Sexa p; = r(q;) con

ie{l,..n} tal que SNp; ZDVie {m+1,..n}eSNp;,=0Vie{l,.. m+1} enton :
2. 5(a) =M%y

Demostracion.
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1. Por unha banda temos por (3.15) e (.29) que S~'a =N, S~ 1q; = NS 1q;. Note-
mos que os S™1p; son primos distintos ao selos p;. Obtemos asi unha descomposicién

minimal primaria.

2. Por outra banda, se contraemos ambos membros e aplicamos (3.15) obtemos que
S(a) = (S7'a)* =Ny (S7a:)¢ = N2y as.

O

Imos empregar o resultado anterior no noso anel A. Imos definir un conxunto multipli-
cativamente pechado S, a través dunha definicién para fundamentar o posterior desenvol-

vemento:

Definicion 3.17. Sexa 3 o conxunto de ideais primos pertencentes a un ideal a. Diremos

que X é illado se dado p; un ideal que pertencente a a tal que p; C p € X verifica p; € 2.

Entéon consideremos o conxunto Y previamente descrito e consideramos o conxunto
multiplicativamente pechado S = A — Upex, p. Para cada ideal primo pertencente a a vaise

verificar:

= ppeXentéon ppNS =190

= p1 ¢ Xenton pr NS #0

Asi, estando nas hipoteses da proposicion anterior chegamos ao segundo teorema de
unicidade, o cal a diferencia do primeiro, vaise referir a unicidade dos elementos da des-

composicion:

Teorema 3.18 (Segundo teorema de unicidade). Dado un ideal descomponible a con des-
composicion minimal primaria a = N}_,q; e sera {p; };”:1 un conzunto illado de ideais

primos de a enton ﬂ;”zlqi]. € independente da descomposicion.
Corolario 3.19. As componentes illadas primarias estd determinadas polo ideal a.

A descomposicion primaria dun ideal I C K[z, ...,x,], con K corpo non sempre dé a
descomposicion da variedade asociada V(I) nas stias componentes irreducibles. Para elo

tomamos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.20. Vexamos que, para K arbitrario, os primos minimales non corresponden
4s componentes irreducibles (3.13). Sexa K = R e consideramos o ideal p = (y?>+22(z—1))
[3]. Este é un ideal primo de R[z,y| mais V(1) = {P(0,0),Q(1,0)} ten dias componentes,

mentres que o inico primo minimal é p.
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3.0.3. Descomposicion primaria en aneis noetherianos [1]

Nesta subsecciéon centrarémonos, unha vez mais, no caso de que o anel a tratar sexa
noetheriano. Ao mesmo tempo imos poder xeralizar a relacion que hai en Z entre os ideais
e os radicais destes. Se pensamos o ideal xerado por (12) o seu radical xa vimos que era
r(12) = (6). O certo é que podemos garantir o contido de certas potencias do radical no ideal
orixinal. No caso anterior tense r(6)? C (12) mais r(6) € 7(12). Para aneis noetherianos

tamén se vai cumplir:

Proposicion 3.21. Cada ideal a dun anel noetheriano A contén unha potencia do seu

radical.

Demostracion. Sexa a un ideal dun anel noetheriano A e r(a) o seu radical. Suponamos que
este esté xerado por un conxunto de elementos {ar, ..., an } ousexa a;’ € aconi € {1,...n}.
. n L s m 2 T1 T n L
Tomamos m = )" ;(n;—1)+1. Asir(a)™ estara xerado por {aj',...,a;} con > " 7, = m.
Tal e como os definimos imos ter que r; < n; para certo indice ¢ polo que necesariamente

ai'...alm € a . Polo tanto r(a)™ C a. O
A seguinte definicién servira de base para enunciar o teorema principal deste traballo:

Definicion 3.22. Dado un anel A e a C A un ideal deste. Dicimos que a é irreducible se
ao poner este como intersecciéon de ideais necesariamente é un deles, ou sexa, se a =bMN¢

entobn a =b ou a = c.

Teorema 3.23 (Lasker-Noether). Dado un anel A noetheriano todo ideal a C A ten

descomposicion primaria.

Demostracion. Temos que ver que cada ideal dun anel A noetheriano se pode pofier como

unha interseccién de ideais primarios. Para elo vemos que:

1. Vexamos que cada ideal de A é interseccion finita de ideais irreducibles. Suponamos o
contrario para chegar a unha contradiciéon. Consideremos ¥ o conxunto dos ideais de
A que non son interseccién dun nimero finito de ideais. Por suposiciéon este conxunto
é non baleiro e polo lema de Zorn ten un elemento maximal a. Como a é reducible
imos pofier este como interseccién de ideais, ou sexa, a = bNccona C bea C c.
Pola maximalidade de a temos que b,c ¢ ¥ e polo tanto podemos ponelo como
interseccion finita de ideais. Asi a pode poifierse como intersecciéon finita de ideais

sendo un absurdo con que a € X.

2. Vexamos que cada ideal irreducible é primario. Consideremos un ideal a e o anel

AJ/a. Asi ver que se o ideal a de A é irreducible entén é primario é o mesmo que
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ver que se o ideal 0 de A/a ¢ irreducible entén é primario. Tomamos xy € 0, ou
sexa, £y = 0 e vexamos se se cumple a definiciéon de ideal primario. Tomamos y # 0
e vexamos que z" = 0. Consideramos a cadea de ideais Ann(z) C Ann(z?) C ...
Como A é noetheriano sabemos que A/a tamén o sera e como consecuencia a cadea

estabilizarase nun certo N. Asi Ann(2™) = Ann(z"*!) con n > N.

Empreguemos isto tltimo para deducir que (2")N(y) = 0. Tomamos un a € (z")N(y).
Terase que ax = 0 e que a = bx™. Multiplicando a tltima expresion por x obtemos
que ar = bx"x = bz" ! = 0 pois temos que b € Ann(z") = Ann(z"). Tendo que
a = bx™ = 0 tal e como queriamos ver. Enton temos que ()N (y) =0 e como y # 0

temos que " = 0 e polo tanto ™ € 0 verificando 0 a definicién de ser primario.

Asi por (1) e (2) temos que cada ideal dun anel noetheriano ten descomposiciéon primaria.
O

Nota 3.24. Este teorema formaliza ainda mais esa idea de descomposicién das subestruturas
que recobre o concepto de ser noetheriano. Pode entenderse dende un punto de vista
aritmético como a xeralizaciéon do teorema fundamental da aritmética para aneis maéis
xenéricos. Por outra banda pode entenderse dende un punto de vista xeométrico. Asi na
linguaxe da xeometria alxébrica vai manifestar a idea de descompoiier certas variedades
alxébricas, representadas a través dos ceros de polinomios, como unha unién finita das stas

componentes irreducibles como se puido ver para espacios noetherianos en (3.11).

Recuperamos co teorema de Lasker-Noether os resultado da seccién anterior para aneis
noetherianos. Asi, a partir da condicién de ser noetheriano, podemos caracterizar de forma
directa os seus ideais primos como consecuencia de (3.11). En consecuencia, e como fixen
fincapé ao longo do traballo, todo o relativo a nivel operacional vai estar perfectamente

determinado no caso dos aneis noetherianos.

Proposicion 3.25. Dado un ideal noetheriano a C A enton os seus ideais primos son os

ideais primos que aparecen no conzunto de ideais {(a: z)}rcA.
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Aneis de fraccions

Como xa sabemos os aneis que empregamos ao longo deste traballo non tenen por que
ter inverso multiplicativo. Xa vimos, ademais, que existen estruturas méis restrictivas, con
este tipo de elementos, que posuian un bo comportamento con respecto os seus ideais: os
corpos. Xorde asi de forma natural preguntarse como podemos, dado un anel A, construir
outro anel C' que tena certos inversos de elementos de A. Imos tomar como exemplo do
anterior a construcion de Q a partir de Z. Isto realizase a partir dunha relacién de equiva-
lencia que nos da a forma dos inversos. Tomamos un par (x,y), (z,w) € Z X Z e diremos

que estén relacionados se verifican a identidade das fracciéns equivalentes usuais, ou sexa:

(x,y) ~ (zw) S aw—yz = 0

Isto poderiase estender aos aneis que, ao igual que Z, son dominios. Mais, non sempre
temos este tipo de aneis e teremos que ter en conta a existencia de certos divisores de
cero para reformular a relacién ’'~’ anterior. Asi, sexa A un anel e S un subconxunto
multiplicativamente pechado, ou sexa, un subsemigrupo do semigrupo multiplicativo A.

Dados (z,y), (z,w) € A x S definimos a nova relacion, '~g’, como segue:

(z,y) ~s (z,w) & (zw — yz)u = 0, uels

Ao multiplicar por un certo u € S imos poder demostrar a transitividade da relacion
e a constituciéon desta como unha relacion de equivalencia. Denotaremos como "%’ 4 clase
de equivalencia do par (z,y) e chamarémoslle fraccion. O conxunto de clases, neste caso
das fraccions, denotarase como S~'A. Este podemos dotalo das seguintes operaciéns para
elaborar un novo anel: o anel de fraccions.
(x/y) + (z/w) = E5EE

yw

(a/y)(z/w) = 2=

Un dos feitos de maior importancia é que a partir deste anel poderemos factorizar

calquera aplicacion que leve os elementos de A en inversos dun anel B. E dicir, calquera

39
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homomorfismo que leve elementos en inversos pode entenderse como un homomorfismo
dende o anel de fracciéons. Isto é o que se conece como a propiedade universal do anel de

fraccions e entinciase asi:

Proposicion .26. Dados dous aneis A, B e dous homomofismo g : A — B, tal que g(x)
¢ unha unidade de B, e f : A — S™'A, dado por f(z) = i, con x € A. Enton existe un

tinico homomorfismo de aneis h: STYA — B que fai conmutativo o sequinte diagrama:

Nota .27. O homomorfismo f : A — S~!A non é polo xeral inxectivo. Podemos exemplificar

isto tomando como anel A = Zg e como conxunto S = {2,4}.

Nota .28. Estas construciéns podemos estendelas & teorfa de médulos dun xeito anélogo

as{ como as subestruturas destes.

Rematamos introducindo a notacién 4, := S™!'A con S = A —p e observando como se
transmite aos aneis de fracciéns as operaciéns que introducimos no capitulo 1 asi como o

comportamento dos ideais destes, na seguinte proposicion:

Proposicion .29. Dado un anel A e un conzunto multiplicativamente pechado S verificase:
1. Todo ideal de S™'A € un ideal estendido.
2. Sea C A € un ideal enton a* = Nges(a: s). Ademais a® = (1) se, e s6 se, aUS # (.

3. Os ideais primos de S™'A estd en correspondencia bizectiva cos ideais primos de A

que non cortan a S.

4. A operacion S~! conmuta coa formacion de sumas finitas, produtos, interseccions e

radicais.
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