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Resumen

La pandemia producida por el COVID-19 estd causando grandes estragos econdmicos,
sociales y sanitarios a lo largo del mundo. En vista de la falta de recursos, encontrar aquellas
zonas mas perjudicadas permitiria enviar ayudas localizadas y frenar al virus mas rapida
y eficazmente. Este serd el objetivo de este trabajo en el que se reconstruirdn concreta-
mente los focos de contagios por coronavirus en Estados Unidos mediante la estimacion
no paramétrica de conjuntos de nivel. En particular, examinaremos aquellos conjuntos que
superen cierto umbral de probabilidad denominados regiones de alta densidad. Recons-
truirlos supone estimar la funcién densidad, un problema bien conocido en la Estadistica
No Paramétrica. Para ello, el estimador mas utilizado es el de tipo niicleo en cuya definicién
aparece una matriz ventana H que debe especificar el usuario y que influye notablemen-
te en el resultado. Se revisara la teoria de cuatro métodos diferentes de seleccion de H:
método de validacién cruzada por minimos cuadrados, método plug-in de Duong y Ha-
zelton, método de validacién cruzada sesgada y método de validacién cruzada suavizado.
Posteriormente, se aplicardn tres de estos métodos a nuestros datos y se compararan las

soluciones obtenidas.

Abstract

The COVID-19 pandemic is wreaking great economic, social and health havoc across
the world. Due to the lack of resources, targeting the worst-hit areas would allow us to send
localized aid and stop the virus more quickly and effectively. This will be the objective of
this work in which coronavirus outbreaks in the United States will be reconstruct using
nonparametric estimation of level sets. Specifically, sets that exceed a certain probability
threshold called high density regions will be examined. Recomposing them involves esti-
mating the density function, a well-known problem in Nonparametric Statistics. For this

purpose the most commonly used estimator is the kernel type, whose definition includes a
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window matrix that must be specified by the user and which has a significant influence on
the result. The theory of four different methods of selecting H will be reviewed: least squa-
res cross validation method, Duong and Hazelton plug-in method, biased cross validation
method and smoothed cross validation method. Three of these will then be applied to our

data and the solutions obtained will be compared.



Capitulo 1

Introduccion

En Diciembre de 2019 estalla en Wuhan (China) el primer brote de la enfermedad que se
convertiria en una pandemia mundial, la COVID-19. Esta patologia causada por los virus
coronavirus afecta tanto a humanos como a animales provocando infecciones respiratorias
que pueden ir desde el resfriado comun hasta cuadros graves. Algunos de sus sintomas més
frecuentes son tos seca, fiebre y cansancio mientras que los més preocupantes son dolor
en el pecho, dificultad para respirar o incluso pérdida del habla o del movimiento. Esta
afeccién se complica normalmente en personas mayores o que padecen dolencias médicas
previas como hipertension arterial, problemas cardiacos o pulmonares, diabetes o cancer.
El coronavirus se propaga facilmente a través de las gotas de saliva o de secreciones nasales
que creamos al toser o estornudar. Por ello ha sido necesaria una fabricaciéon masiva de
instrumental de proteccion. Hasta Febrero de 2021, se ha informado de més de 104.3

millones de contagios en 255 paises en el mundo. Para mas detalles ver [I].

Figura 1.1: Primera imagen real en tres dimensiones del coronavirus SARS-CoV-2 en su

membrana externa creada por Nanographics.
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Uno de los principales problemas provocados por la epidemia es el colapso del sistema
sanitario. La falta de camas, disponibilidad en las UCI (Unidad de Cuidados Intensivos),
personal médico, pruebas de deteccién del virus, mascarillas u otros materiales inmovilizé
estructuras hospitalarias completas. Esta situacién no solo afect6 a los contagiados por el
virus sino a todo tipo de pacientes. La OMS (Organizacion Mundial de la Salud) informo
de un aumento brusco de muertes por enfermedades tratables. Segun [2], entre Marzo y
Noviembre de 2020, se han producido més de 450.000 defunciones, por cualquier causa,

con respecto al mismo periodo en los anos 2016-2019 en la UE (Union Europea).

El pais con mas fallecidos a causa del COVID-19 ha sido Estados Unidos. En [3] se han
contabilizado un total de 26.722.300 infectados y 455.800 muertes. El Centro Nacional de
Estadisticas de Salud informé de que entre Marzo y Julio de 2020 el nimero de defunciones
habia aumentado un 20 % sobre lo esperado. De acuerdo con [4], los estados més afectados

fueron Nueva York, Nueva Jersey, Mississippi, Maryland y Luisiana entre otros.

De la misma forma que el virus provocd grandes problemas fisicos en la poblacion
mundial también causé graves danos psicolégicos. El miedo, el aislamiento, el duelo y la
pérdida de ingresos generaron y agravaron los trastornos mentales. A esto hay que sumarle
que la propia enfermedad puede traer consigo problemas cerebrovasculares, complicaciones
neuroldgicas o estados delirantes. Las estadisticas muestran también un aumento notable

del consumo de drogas y alcohol.

La pandemia paralizo los servicios de salud mental esenciales en el 93 % de paifses
mientras a su vez aumentaba su demanda. Es bien sabido que los problemas en este campo
son evidentes desde hace tiempo. La OMS emitié antes del comienzo del brote criticas
acerca de como gestionan la mayoria de territorios los presupuestos nacionales de salud de
los cuales solo se destina un 2% a este ambito. Esta misma organizacion llevo a cabo un
estudio entre Junio y Agosto de 2020 que incluia 130 paises con el objetivo de demostrar

las alteraciones sufridas por este sector.

En China, Huang Jizheng y colaboradores evaluaron el estado psicolégico del personal
de diversos hospitales mediante un andlisis descriptivo entre el 7 y el 14 de Febrero de 2020.
Esta investigacion contd con 246 participantes entre los que habia médicos y enfermeros. Se
les aplico la escala de autoevaluacion para la ansiedad (SAS) y la escala de autoevaluacion
para el trastorno de estrés postraumatico (PTSD-SS). Como se puede comprobar en [5],
los resultados fueron alarmantes: la tasa de ansiedad fue del 23,04 % mientras que la del
estrés del 27,39% .



A raiz de la catastrofe sanitaria tuvo lugar un impacto socioeconémico global causado
por la detencién del comercio, la hosteleria y el turismo. Las restricciones provocaron un
aumento del desempleo y de trabajadores ausentes. La economia mundial exhibié en 2020

una caida del PIB (Producto Interior Bruto) mayor a la observada en varias décadas.

En Espana en 2020, como se muestra en [6], el PIB descendié un 9,9 %, la pérdida de
puestos de trabajo a tiempo completo fue de 962.000 y la renta nacional bajoé un 7.7 % con
respecto a 2019. A nivel de la Union Europea la disminucion de ingresos laborales medios
estimada en [7] fue del 5,2% comparando estos mismos anos. Mundialmente, el desempleo
aument6 de 33 millones a 220 en 2020 superando las cifras de la crisis financiera de 2009
y afectando mayormente a las mujeres que a los hombres con unas cifras del 5% y 3.9%
respectivamente. De nuevo, una de las zonas con peores cifras es Estados Unidos donde se
batié un récord histérico de solicitudes de ayudas por paro: 10 millones en tan solo dos

semanas.

En otros paises como China a pesar de la fuerte recesién se supo controlar la situacion
rapidamente. En los primeros tres meses de pandemia perseverd un desarrollo econémico
v social estable. Las exportaciones y la industria crecieron deprisa, el consumo se recuperd
de forma constante y las cifras de empleo se mantuvieron invariantes. Si se desea tener més

informacion ver [§] y [9].

En América Latina y el Caribe el COVID-19 impacté en un periodo dificil. La tasa
de crecimiento del PIB habia disminuido del 6 % al 0,2% entre 2010 y 2019. En estas
condiciones, la epidemia podria llegar a causar la mayor crisis econdémica y social del
lugar desde el ano 1900. El desplome de la actividad financiera mundial perjudicé a estos
territorios especialmente a través del comercio de materias primas. El motivo es que la
industria de la zona estd inmersa en cadenas globales de valor en las que los Estados
Unidos y China juegan un papel fundamental. Dada la nueva situacién econémica de los
principales socios de la regién y la devaluacién de la exportacion los precios disminuyeron
un 8.8 %. A su vez los flujos de remesas (de las cuales un 90 % se emplean para necesidades
basicas) hacia Latinoamérica y el Caribe se redujeron notablemente. Esto produjo graves
efectos en la incidencia de la pobreza y en el consumo. Se pueden consultar estos datos en
[10].

Contra estas y otras muchas complicaciones se enfrenta la poblacién mundial con el
objetivo comin de detener la propagacion del virus. Ubicar los territorios mas afectados
por el coronavirus y analizar como evolucionan estos en tiempo real ayudaria a repartir

los recursos disponibles en funcién de su necesidad. Por ejemplo, se podrian enviar maés
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suministros sanitarios y profesionales médicos a las zonas colapsadas o administrar ayu-
das econdémicas a los lugares més daniados por la crisis. Es aqui donde juega un papel

fundamental la Estadistica.

La finalidad de este estudio serd localizar los focos de contagios del COVID-19 en
Estados Unidos, uno de los paises mas perjudicados por la pandemia. En Mateméticas,
este problema puede resolverse a partir de la estimacién no paramétrica de conjuntos de

nivel la cual pertenece a la rama de estimacién de conjuntos.

Esta teoria se ocupa de la reconstruccién de un conjunto desconocido o de alguna
de sus caracteristicas (volumen, borde...) a partir de una muestra aleatoria de puntos
seleccionada dentro del conjunto. Aunque reconstruir el soporte de una distribucién es un
problema clésico de la estimacién de conjuntos, aqui es mas interesante estimar zonas de
elevada concentracién de probabilidad. En otras palabras, nos centraremos en la estimacién

de conjuntos de nivel para una funciéon de densidad f.

Formalmente, la estimacion de conjuntos de nivel lidia con el problema de componer a

partir de una muestra aleatoria X1,..., X, de una densidad f el conjunto
G(t) = {z e R?: f(z) > t}

con t > 0. Como veremos en el Capitulo 2, esta definicién cuenta con numerosos incon-
venientes en la practica, por lo que es necesario modificarla. Los conjuntos de nivel que
finalmente usaremos seran aquellos de menor volumen que contengan una cierta probabi-

lidad mayor o igual a 1 — a.. Es decir, en las condiciones anteriores serén las regiones

R(fa) ={z: f(2) = fo}

donde f, es la mayor constante tal que Px (X € R(f,)) > 1—a. Se trata de las denominadas
regiones de alta densidad o highest density regions (HDR).

En el presente documento estimaremos determinadas HDR de la funcién densidad de la
localizacién de infectados por el virus en Estados Unidos. En concreto, aquellas en las que
la incidencia sea preocupablemente alta. A modo de ilustracién, en la Figura [1.2] aparecen
representados los contornos de algunas regiones para diferentes valores de a. Observar que
cuanto mayor es el valor de o menor sera la probabilidad contenida en R(f,). Es decir,

para encontrar los picos del virus se deberé trabajar con valores de a cercanos a 1.

El conjunto de datos que emplearemos proviene del repositorio [11] de GitHub2 de la
Universidad de John Hopkins. Se trata de las cifras de infectados por COVID-19 en Estados



Figura 1.2: Contornos de las HDR s para o = 0,10 y a = 0,50 respectivamente.

Unidos a nivel comarcal actualizadas a diario desde el 22 de Enero de 2020 hasta el 5 de
Mayo de 2020. Esta informacién aparece estructurada en una tabla en la que podemos ver
dicha cifra para cada estado americano y la ubicacién de cada contagio en coordenadas
geograficas. Hay que tener en cuenta que los casos confirmados incluyen, de acuerdo con las
directrices de Centros para el Control y la Prevencién de Enfermedades, los casos posibles
y los casos positivos presuntivos. Para ver un ejemplo de cémo se distribuye la informacién

en el mapa ver la Figura|l.3|

A principios del mes de Marzo se visualizan tnicamente tres focos en Washington,
Nueva York y California. Tan solo unos dias después los infectados comienzan a aparecer
en méas estados como Michigan, Tennessee o Florida (sobre todo en el sur) y disminuyen
en Washington. Desde medidados de Abril hasta principios de Mayo vemos cémo el vi-
rus se extiende mayormente por el sudeste del pais. Aparecen multitud de nuevos brotes

destacando el de la zona de Nueva York.

En lo que se refiere a la organizacién de este trabajo, serd de la siguiente forma. En el
Capitulo [I] se ha contextualizado brevemente la situaciéon mundial desde la aparicion del
virus. Ademas, se ha introducido de manera concisa la teoria de la estimacién de conjuntos
y en concreto de conjuntos de nivel. Finalmente, se ha dado una idea del objetivo de este

estudio y se han presentado e ilustrado los datos que se examinarén.

En el Capitulo [2] se profundizara en la estimaciéon de conjuntos de nivel. Asimismo se

dara una definicion formal de las regiones de alta densidad mencionadas anteriormente que
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Figura 1.3: Coordenadas geogréaficas de los contagios en el mapa de Estados Unidos en los

meses de Marzo, Abril y Mayo de 2020 respectivamente.

serdn esenciales para el desarrollo de la investigacion. Existen varias formas de reconstruir
estas regiones pero en este caso hemos escogido el método plug-in por ser el que mejor
se adapta a nuestros propositos. Este método propone estimar la funcién densidad en la
definicién de los HDR. Para ello, se utiliza el conocido estimador de tipo niicleo el cual
consta de diversos procedimientos de seleccion de la matriz ventana H. Cuatro de estos
métodos selectores seran descritos en detalle: método plug-in de Duong y Hazelton y los
criterios de validacion cruzada sesgado (BCV), por minimos cuadrados (UCV) y suavizado
(SCV).Por dltimo, compararemos sus rendimientos analiticamente estudiando sus tasas de

convergencia.

En el Capitulo 3| pondremos en practica la teoria expuesta en la seccién anterior apli-
candola a los datos comentados previamente en el Capitulo[ll A partir de las coordenadas
geograficas de los contagios reconstruiremos la funcién densidad que los rige. Se utilizara el

estimador tipo nucleo para el cual seleccionaremos la matriz ventana H de formas distintas.



Usaremos tres de los selectores de ventana vistos en el Capitulo [2| e ilustraremos las HDR
obtenidas para cada uno sobre los mapas de Estados Unidos. Compararemos los resultados

obtenidos para estudiar si existen diferencias entre ellos.

Finalizaremos este trabajo con el Capitulo 4] en el que se exponen las conclusiones

finales a las que se llegan a partir de las soluciones alcanzadas.



CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2
Estimaciéon de conjuntos de nivel

La estimacion de conjuntos, examinada por primera vez en [I2], es una rama de la
estadfstica no paramétrica que aborda el problema de reconstruir un conjunto desconocido
S en el espacio euclideo R? a partir de una muestra de puntos X1, ..., X, seleccionados
aleatoriamente en S. Una de sus propiedades més importantes es la fuerte motivacion geo-
métrica que esconde detras. En esta teoria las formas de los conjuntos y las distancias que
hay entre ellos juegan un papel fundamental. Por ello se considera como la contrapartida

de la estimacion funcional no paramétrica. Ver [13] para mas detalles.

Destacan algunas de sus aplicaciones précticas como el procesamiento de imagenes,
la deteccién de un comportamiento anormal de un sistema estudiada en [14] o el anélisis
de clusters explicado en [I5]. Si se desea ver una lista mas amplia con sus respectivas

referencias ver [16].

Tal y como se ha introducido en el Capitulo , X1, X5 ... X, denota una muestra aleato-
ria en R? de una variable aleatoria X y nos referiremos a su distribuciéon con Py. Cuando
X se asuma, absolutamente continua, denotaremos por f su correspondiente densidad.

También se designard por Nn al conjunto de puntos de la muestra.

Uno de los ejercicios clasicos en estimacion de conjuntos es reconstruir un soporte S de
una distribuciéon Py en R?. Una de las dos manera de hacerlo es suponiendo restricciones
en la forma de S (por ejemplo, limitarse a conjuntos convexos). En este contexto, Rényi y
Sulanke sefialaron en [17] y [I8] que la envoltura convexa de la muestra S,, = conv(< RXn >)
resultaba ser un estimador bastante intuitivo. La otra forma de proceder es no restringir
las propiedades geométricas de S definiendo estimadores mas generales pero con peores
velocidades de convergencia. Para este ultimo caso Devroye y Wise proponen en [14] un

estimador bastante natural. A partir de una muestra aleatoria X, ..., X, con distribucién
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Px cuyo soporte es S, definen:

i=1

Sn = B(Xi, en)

n
donde B(Xj, €,) denota la bola cerrada centrada en X; con radio €, > 0. De esta forma S,
no es mas que una version suavizada de la muestra. Algunos ejemplos ilustrados se pueden
ver en la Figura [2.1] en [14].

108 48 84 02 0 02 b4 b 08 1

T 08 08 94 02 0 Bz 04 06 08 |

Figura 2.1: Algunos ejemplos ilustrados del estimador propuesto por Devroye y Wise.

De todos modos, en este trabajo no tiene interés estimar el soporte. El motivo es que
en la mayoria de ocasiones hacerlo resulta nimio, pues gran parte de este es nulo desde el
punto de vista de la probabilidad. Es decir, si f es la funcién de densidad subyacente, las
partes de S en las que f tiene valores pequenos no son tutiles en la practica. Por ello nos cen-
traremos en aquellos conjuntos de elevada concentraciéon de probabilidad. Examinaremos

la reconstruccién de conjuntos de nivel o HDR ’s.

La estimacién de conjuntos de nivel consiste en la reconstruccién, dada una muestra

aleatoria de puntos Xi,..., X, de una densidad f, del siguiente conjunto:

G(t) = {z e RY: f(zx) >t} (2.1)

con t > 0. Advertir que el soporte de una funcién de densidad f es el conjunto de nivel
t = 0, es decir, la estimacién del soporte es un caso particular de la estimacién de conjuntos
de nivel.

Una importante aplicacion practica de este tipo de conjuntos se atribuye a John A. Hartigan

quien relacioné en [I5] las componentes de (2.1)) con el concepto de cluster.

Algunos problemas de esta definicién como su dificil interpretacion en la praxis, que
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estd basada en un nivel ¢ escogido por el usuario o que a priori no se conocen los posibles
valores de f(t), obligan a redefinir en términos de probabilidades y no mediante un
umbral de nivel. Una alternativa a la estimacién de serd estimar regiones de “soporte
substancial” que denominaremos regiones de alta densidad (HDR). En [20], Hyndman las

define como sigue:

Definicion 2.1. Dada una muestra aleatoria de puntos Xi,..., X, de una densidad f se
define la 100(1 — ) % HDR como el subconjunto R(f,) tal que:

R(fa) ={z €R?: f(2) > fa}
donde f, es la mayor constante tal que Px(X € R(fa)) > 1— a.

Es decir, estimar HDR s se basa en reconstruir los conjuntos de nivel que tienen una
probabilidad contenida mayor o igual a 1 — . Esta seré el concepto que emplearemos para

localizar los focos del virus.

2.1. Meétodo plug-in

Existen tres alternativas para calcular un estimador R( fa): método plug-in, método de
exceso de masa y método de suavizado granulométrico. En este trabajo veremos inicamente
el primero el cual se diferencia del resto en que no es necesario imponer restricciones
geométricas sobre los estimadores. Dicho criterio es la respuesta mas natural a esta cuestion.

El método plug-in propone estimar R(f,) de la forma:

R(fa) ={re RY : fn(x) > fa}

donde f, denota el estimador tipo nicleo de f ,un concepto que veremos mas adelante, y

fa es el umbral estimado:
fo =maz{t > 0: Px(G(t)) > 1—a}
designando por G(t) a la reconstruccion plug-in del conjunto de nivel dada por:
G(t) ={z € R’: fulz) > 1}

El calculo de f, ha sido desarrollado en [20] por Hydman quien indago sobre la estima-
ciéon de las HDR “s. Asi como estas regiones para distribuciones discretas son simplemente

el conjunto de elementos del espacio muestral con mayor probabilidad, para distribuciones
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continuas resultan méas complejas. Hydman intenté reconstruirlas mediante métodos nu-
méricos de integracién pero ninguno de ellos se extendia facilmente al caso multivariante.
Como alternativa, propuso una técnica de Monte Carlo que prescinde de la integraciéon

explicita y obtiene informacién sobre la probabilidad en ellas contenida .

Sea Y = f(X) la variable aleatoria obtenida al transformar X mediante su propia
funcion densidad. Se tiene que f, es tal que Px(f(X)) > fo = 1 — a y por tanto, es
el cuantil o de Y. Su estimacion se puede calcular a partir de un conjunto de variables

aleatorias que comparten la misma distribucién que Y. Veamos la forma de hacerlo.

Sea un conjunto de observaciones independientes {z1,...,z,} de la densidad f(x).
Luego, {f(x1),..., f(zn)} es otro conjunto del mismo tipo de la distribucion de Y. Sea
f(5) el mayor de los f(,,) tal que f(;) es el cuantil muestral (%) de Y. Entonces, se puede
usar f(; como estimador de f,. Concretamente, se escoge fa = f(j) cuando j = |ay|. Ya
que de esta forma fo — fo cuando n — oo y por consiguiente R(fa) — R(fa) cuando

n — oQ.

A continuacion, introduciremos la definicién del estimador tipo nicleo de la densidad.
Empecemos recordando la definicién de la funcién densidad que no es mas que:
F(x+h)—F(x—h)
Fl(z) = =1
(z) = f(z) = lim 57

Estimarla es una de las principales dificultades en la inferencia no paramétrica. Este

problema dio lugar a las denominadas técnicas de suavizado. A pesar de existir multitud de
meétodos (ver por ejemplo [21]), sin duda el mas conocido y utilizado es el estimador tipo
niucleo. Su origen se remonta a las décadas de 1950 y 1960 cuando se empezd a investigar la
estimacién no paramétrica de la densidad para el caso univariante. Fix and Hodges fueron
los primeros en examinar este problema en [22] llegando a un estimador similar al que mas
tarde fue propuesto en [23] por Rosenblatt:

F,(x+h) — F,(x — h)

frn= 57

donde Fj, es la distribucion empirica y h = h,, es una funcién de la muestra de tamafio n

que se aproxima a 0 cuando n — co. Senalar que F}, se define como:

1 n
F(z) = Fy(z) = - Z Lix;<a}
i—1

La generalizacion que hizo Parzen en [24] del estimador de Rosenblatt dio lugar al

estimador tipo ntcleo en el contexto univariante:
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1 n
= - g Kp(z — X;)
n
i=1

donde Kj(z) = K(%)+, siendo K una funcién densidad simétrica llamada nicleo y h > 0
un parametro ventana también llamado parametro de suavizado o ancho de banda por al-
gunos autores. Se podria interpretar este estimador como el conjunto de “protuberancias”
situadas en las observaciones donde K determinaria sus formas y h sus asperezas. Esta idea
recuerda al célebre histograma cuya estructura es muy similar solo que en lugar de “pro-
tuberancias” aparecen “cajas”. A continuacién, veremos que efectivamente estos conceptos

estan vinculados siendo el histograma un caso particular del estimador tipo nicleo.

El histograma fue el primer estimador no paramétrico de la funciéon densidad. Aunque
no se conoce con certeza su fecha de invencién exacta, segin diversos estudios lo mas
probable es que se remonte al siglo XVII. Demos una definiciéon formal del mismo.

Sea X1q,...,X, una muestra aleatoria con funcién densidad f contenida en un intervalo
(a,b). Sea la particion t; del intervalo en M intervalos By = [tx—_1,tx), tal que a = to <
t1 < ... <ty =b. Se denota el ancho de la caja By como hy =t — tx_1 vy el namero de
X, que se encuentran en By como vg, tal que Z,JC\/[: 1 vk = n. Entonces el histograma viene
dado por:

. Vg

T

y cero fuera de [a,b).

El pardmetro tg tiene un gran efecto visual sobre todo para tamanos de muestra peque-
nos. Para un cierto h existe un namero ilimitado de posibles ty en el intervalo (a — h,a] y
su eleccién en algunos casos resulta problemética. Con motivo de mejorar la estimacion y
eliminar el impacto de este parametro, Scott propuso en [25] la siguiente idea. Fijados un

h v un m entero positivo se construye una coleccic’)n de m histogramas cada uno con ancho
2h (m=1)h
m

’m’m""’

de banda h pero con puntos iniciales tg = 0 . La notacién anterior para
Bi v vi se mantiene refiriéndonos ahora a estos nuevos histogramas. El promedio de todos
ellos da como resultado un histograma suavizado con ancho de banda ¢ = % denominado
histograma cambiado promedio (ASH):

1
l - ‘]‘Uk+3)
m j=1-m

Cuando m — oo y v vale 0 0 0 1, el ASH se puede escribir de forma equivalente como:

1 — T — T;
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con K(t) = [1 — [t]]+ donde [z]+ denota la parte positiva de x o cero. Esto no es mas que

un caso particular del estimador tipo niicleo con una funciéon K escogida especificamente.

El estimador tipo ntcleo para el caso univariante es una excelente herramienta para la
representacion de distribuciones de datos. Por ello ha recibido en la literatura mucha mas
atencién que el caso multivariante ya que visualizar funciones densidad de un elevado na-
mero de dimensiones es complicado. Ahora bien, particularmente el caso bivariante resulta
llamativo pues posee las ventajas préacticas del univariante y las teéricas del multivariante
que nos permiten comprender mejor los aspectos del suavizado de esta técnica. En este
texto los datos que utilizaremos se encuentran en R? . Por esa razon, a partir de ahora nos
centraremos en este estimador para el caso multivariante.

En la Definicion se define el estimador tipo niicleo para el caso general d-dimensional

como sigue:

Definicion 2.2. Sea X1, .-, X,, una muestra aleatoria d-dimensional con funcién de den-

sidad f, el estimador tipo nicleo se define como:
1 n
fari (@) = Z;KH(x - Xi)
i

donde z = (z1,29,...,24)" y X; = (X;1,Xi2,..., Xsq)T, i = 1,2,...,n. Ahora el ntcleo
K es una funcion densidad simétrica y esférica, Ky (z) = K(zH%l)\H\%l y H es la matriz

ancho de banda d x d, simétrica y definida positiva.

La extensién del ASH a los datos multivariantes y en concreto a los bivariantes es sen-
cilla. Se construye el numero de histogramas 2-dimensionales o multidimensionales deseado
desplazédndolos todos una misma distancia a lo largo de los ejes coordenados y luego se

promedian juntos. En la Figura (2.2]) se puede contemplar un ejemplo.

2.2. Seleccién parametro ventana

En los estimadores tipo ntcleo, asi como la eleccién de K no es demasiado influyente,
elegir la matriz ventana es crucial respecto a la estimaciéon obtenida. Dependiendo de los
métodos de seleccidon utilizados se pueden conseguir resultados muy diferentes. A modo
de ejemplo, observar la Figura en [26]. Las entradas de la matriz H tienen un claro
significado estadistico: las diagonales proporcionan la varianza de cada una de las dos

coordenadas de la distribucién y el resto representan la covarianza que hay entre ellas.
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Figura 2.2: Ejemplo de ASH bivariante creado a partir de unos datos lipidicos.

Para el caso univariante existe un gran numero de técnicas de selecciéon del ancho de
banda ver [27]. La idea original para extenderlas al caso multivariante de manera sen-
cilla fue imponer condiciones sobre H. Inicialmente esta matriz se restringia a la clase
A = {h?I; : h > 0} de un escalar positivo multiplicando a la matriz identidad I o a
la clase D = dz’ag(h%, ey h3 2 hi,...,hg > 0) de matrices diagonales definidas positivas.
No obstante, se demostré que de esta forma la estimacién en la mayoria de ocasiones
empeoraba considerablemente y por ello fue necesario buscar métodos lo mas generales

posibles.

A dia de hoy, la clase mas amplia de matrices utilizada en este tipo de problemas,
F={H ¢ Mgxq: H>0,H=H"} fue introducida en [28] por Deheuvels en el afio 1977
y no fue considerada hasta la década de los 90. En parte las causas fueron las limitaciones
computacionales y las herramientas matemaéticas disponibles en ese momento. Este hecho
explica el lento progreso en este campo de la estadistica. Hasta hace menos de una dé-
cada, de los dos enfoques principales de seleccién, a saber, métodos plug-in y técnicas de
validacién cruzada, tnicamente el primero habia recibido atencién bajo el contexto sin res-
tricciones. Los pioneros en crear un método plug-in para cualquier tipo de matrices fueron
Duong y Hazelton. No obstante, como se puede leer en [30], centraron la explicacion del

proceso aplicado a las matrices diagonales.

Diversos ensayos demuestran analiticamente el buen rendimiento de las matrices sin
restricciones para una amplia variedad de datos experimentales. Por esta razén normal-
mente se recomienda su uso para la estimacién de la funcién densidad. Mas adelante en

el Capitulo [3]ilustraremos las diferencias que surgen entre utilizar o no una H diagonal y
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Figura 2.3: Estimaciones de la funcién densidad de los datos de mortalidad infantil ob-
tenidos de UNICEF (Fondo de Naciones Unidas para la Infancia) a partir de diferentes
matrices de ancho de banda. Las matrices se obtuvieron utilizando distintas variantes del

método de validacién cruzada.

comprobaremos lo inadecuadas que resultan para este trabajo.

FElegir la cantidad idénea de suavizado es en otras palabras, un problema de equilibrio
entre sesgo y varianza. La falta de suavizacién da un sesgo bajo presentando asi una alta

variabilidad. Mientras que un exceso de suavizado provoca precisamente el efecto contrario.

El objetivo de estos criterios de seleccién consiste en encontrar un estimador fiable para
una matriz ancho de banda 6ptima. Para ello, requerimos una medida de discrepancia. La
forma més comiin de medir el rendimiento de f,g evaluada en un punto fijo = es a través

del error cuadratico medio MSE:
MSE(H) = MSE{ fur ()} = B{ fur(x) — f(2)}dz = V(H) + SB(H)
donde V(H) es la varianza y SB(H) el sesgo al cuadrado.

El MSE es una medida local. En la estimacién de la densidad, suele interesar el com-
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portamiento global de f,r. Para medir la eficiencia global, se integra MSE con respecto
a x obteniendo asi el error cuadratico integrado medio MISE. Todos los procedimientos

tienen en comtn que buscan minimizar este concepto:

MISE(H) = MISE{fu (@)} = F [ {fun(a) = f(@))do 2.2)

Con el fin de que el planteamiento tenga sentido, se supone que el nicleo multivariante K

y la funcién densidad f son funciones de cuadrado integrable. Veamos esta definicién:

Definiciéon 2.3. Una funcion f(z) de variable real con valores reales o complejos se dice

de cuadrado integrable si la integral del cuadrado de su médulo converge.

JICREEES

—0o
La matriz ventana o6ptima verificara:

Hyrrsp = argmin MISE(H)
Hefl

donde recordemos que F es el conjunto de todas las matrices d x d simétricas y definidas po-
sitivas. No obstante, el 6ptimo H sk no tiene una forma cerrada y no es matematicamente
tratable. Una solucién es emplear el analisis asintético para encontrar una aproximacion
de MISFE que se pueda manejar, la cual se denomina AMISFE. Seguidamente veremos

cémo se llega a este nuevo concepto pero antes estableceremos algunas notaciones.

Sean A y B dos matrices cualesquiera. Se denota por AT a la matriz traspuesta de
A. Fl producto de Kronecker se escribird como A ® B. Del mismo modo se expresara

A®" = A® ---® A. Por otro lado, para cualquier funcion f : R? — R denotaremos su

Df:(af w)eRd

83317.“8%'6[

Para las derivadas de f de orden superior en lugar de organizarlas como una matriz lo

vector gradiente por

haremos en un vector. Escribiremos

ar f dT

D¥ f=(Df)¥ = (Oz)®" €R

para el vector que contiene todas las derivadas parciales de orden r.
También se indicara por vecA y vech A los operadores y medios vectoriales respectivamente
aplicados a una matriz simétrica A. El operador vec toma las columnas de una matriz

d x d y construye con ellas un solo vector de longitud d?. Mientras que vech apila la mitad
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triangular inferior de una matriz d x d en un solo vector de longitud %. Por ejemplo,

denotando la matriz Hessiana de una funcién f por

0% f
Hf = W € Maxa

se tiene que vecH f = D®2f. Ademés, para una funcién f : R? — RP se introduce la

notacién

R() = [ F@) @) dr e My

que es una matriz simétrica y definida positiva tal que vecR(f) = [za f(:z:)®2dx € R””. Por
iltimo, falta anadir que para la funcién nicleo K en el caso multivariante existe momento
de orden dos finito ma(K) € R tal que mo(K)Ig = [pa 2z’ K(x)dz donde I; es la matriz

identidad de dimensién d x d.

Es bien sabido que se puede descomponer MISE(H) = ISB(H) + IV (H) donde los

términos I.SB (sesgo cuadrado integrado) e I'V (la varianza integrada) se describen como:

ISB(H) = /R E{fur(2) — f(2)}2de
IV(H):/RVar{an(x)}dx

Chacon, Duong y Wand expandieron en [29] la expresion de MISFE extendiendo ca-
da uno de sus términos y bajo ciertas hipdtesis de suavidad obtuvieron su aproximacién

asintotica:

2
AMISE(H) = n_1|H|_71R(K) + m2(4K) (vech™ H)yy(vechH)

donde 14 es la matriz de dimensién 3d(d + 1) x 3d(d + 1) dada por:

Yy = /R”@ch{wf(@ — dgH f(x)}vech” {2H f (x) — dgH f(x)}dz = Dy R(D®* ) Dg

aqui dgH f se refiere a la matriz diagonal construida reemplazando todas las entradas de H f
fuera de la diagonal por ceros. También aparece Dy designando la matriz de duplicaciéon de
orden d que transforma vec(A) en vech(A) para cualquier matriz A simétrica de dimensién
d x d.

Lo relevante es que la tractabilidad de AMISE nos permite encontrar el éptimo que

sustituird a Hy/rsg:

HAMISE = argmin AMISE(H)
Her
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Seguidamente se profundizara en estas técnicas de seleccion. En concreto, se expone la
teoria para matrices sin restricciones del método plug-in de Duong y Hazelton y de tres
variantes del método de validacién cruzada que son el sesgado, el suavizado y el insesgado
o por minimos cuadrados. Debido a que los anchos de banda 6ptimos Harrsg v Hanmise
dependen de la densidad desconocida f, la forma de proceder de todos los métodos seréa

estimar AMISE o MISE y buscar una matriz H que minimice esta estimacion.

2.2.1. Meétodo plug-in de Duong y Hazelton

Los métodos plug-in son una clase importante de selectores que deriva de esta nueva
expansion AMISE. Sus multiples versiones nacen de las diferentes formas de aproximar la
matriz desconocida 14. Duong y Hazelton proponen en [30] un enfoque para seleccionar un
H sin restricciones aunque una parte de su explicacién se limita a las matrices diagonales.
En cierto modo, este método es la variante perfeccionada del criterio de Wand y Jones que

aparece en [31].

Wand y Jones se percataron de que cada componente de la matriz 14 se podia escribir

de la forma:

vr = [ 1@ f(a)da
Rd
para algan r = (r1,...,74) € N? tal que |r| = Zle r; = 4, donde se esta denotando

olrl

= oo Td
oxy',...,0x,

f(?“)

En consecuencia, se les ocurrié reconstruir mediante estimadores tipo nucleo cada uno

de estos elementos por separado:

n

9@ = 5 3 (La)V(Xi - X))

ij=1
donde la ventana G y el nicleo L pueden ser diferentes a H y K, respectivamente.

Para medir el error de la aproximacién emplearon el error cuadratico medio:
MSE,(G) = E[{%(G) - wT}Q]

Con todo, esta forma de proceder tiene el inconveniente de que al estimar individual-
mente estas componentes con diferentes G la matriz resultante no puede ser definida posi-
tiva. En consecuencia, la estimacion de AMISE no tendria un minimo global finito y por

tanto, no seria posible obtener H.
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Duong y Hazelton solucionaron este problema escogiendo la misma ventana G para

todas los elementos 12)7»(G). Esto es equivalente a aproximar 14 mediante:

Y4 = DYR(D®?f,c) Dy

Usar un tnico ancho de banda garantiza que la estimacion resultante sea siempre de-
finida positiva. Aquella matriz que minimiza la suma de los M SE,s correspondientes a

todos los ¢, es la G 6ptima buscada.

A pesar de ser un procedimiento en el que H no tiene restricciones si hay que imponer
sobre G la condicién G = ¢?I; con g > 0. En cambio, existen otros métodos en los que no
hay limitaciones respecto al tipo de matrices que en ellos se utilizan, como por ejemplo el

método plug-in multietapa que aparece descrito en [32].

2.2.2. Meétodo de validacién cruzada insesgado o por minimos cuadrados

Los métodos de validacién cruzada utilizan tanto la estimacion de MISFE como la de
AMISE, y algunos combinan ambos y minimizan la funcién resultante como se vera més
adelante. El mas conocido aunque no el més eficiente de este tipo de procedimientos es el
método de validacion cruzada por minimos cuadrados propuesto tanto en [33] como en [34]
por los autores Rudemo y Bouman respectivamente. Su importancia reside en que se usa
como referencia de comparacion respecto al resto de criterios. Este enfoque estd motivado
por las definiciones de ISE y MISE.

En el caso univariante, para evaluar el rendimiento de f,, se busca minimizar lo que se

denomina el error cuadrético integrado:

ISE(h) = ISE{fu(@)} = [{fule) = f@)de = [ fiado 2B {1,(a)} + [ Pla)do

FEl primero de los términos de esta expresion es completamente conocido, el segundo
se deja en funcion del valor de f,(z), el tercero es constante y no depende de h, por
tanto puede ser ignorado. Advertir que estimar E{f,(X)} mediante 1 Y% | f,(X;) donde
X es una variable aleatoria independiente de Xi,..., X, no es adecuado debido a que
fn depende de X;. Sin embargo, prescindiendo del término i-ésimo se obtiene la siguiente

aproximacion:
2 n
LSCVh= [ fX(z)de— = i (X
| i@z 2 D o)

Donde n es el nimero de observaciones y fy, —; es la estimacién de la funcién de densidad
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sin usar el dato X; denominada jack-knife:

foi(@)=(n—=1)7" >~ Ku(z - X;)

=157

De manera que el h buscado sera aquel que minimice LSCV h.

La generalizacion al caso multivariante se realiza facilmente utilizando la definicion del
estimador tipo nucleo en el contexto d-dimensional. Asi el LSCV h se define en este caso

tal que:
UCV(H) = /d 2y (x)de — % Z Jna,—i(X3)
R i=1

donde
for—i(@) = -1)"" > Kp(z - X;)
=1

Ahora la matriz H 6ptima serd aquella que minimice UCV (H).

La funcion UCV (H) es insesgada en el sentido de que E{UCV (H)} = MISE{fou} —
R(f) ignorando la constante R(f) que no depende del parametro H, de ahi el nombre del

método.

2.2.3. Meétodo de validaciéon cruzada sesgado

Esta técnica fue propuesta por primera vez para el caso univariante en [35] por Scott
y Terrel. Realmente se trata de un hibrido entre los dos métodos anteriores en el sentido
de que la funcién se minimiza mediante la validacién cruzada de minimos cuadrados pero
haciendo uso de algunas ideas del método Duong y Hazelton. Al igual que los plug-in, el
BCV (método validacion cruzada sesgado) también busca minimizar una estimacion del
AMISE. Este criterio se basa en reemplazar en la. f desconocida por su estimador

tipo nicleo, resultando asi

m2(K>2
4

De esta forma el ancho de banda buscado verifica H pov = argminger BCV (H).

BCV(H) = n_l\H\_TlR(K) + (vecTR(D®2an)(vecH)(@2

Este método fue creado con la intencién inicial de reducir la variabilidad de UCV
(meétodo validacion cruzada insesgado) y en consecuencia disminuir globalmente el MISE
de f,. Algunos trabajos posteriores destacaron la importancia de utilizar un ancho de banda
diferente para estimar la matriz de curvatura R(D‘X)2 f) a pesar de la carga computacional

que esto supondria. Por ello el BCV no ha atraido suficiente interés.
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2.2.4. Meétodo de validacidén cruzada suavizado

El método de validacion cruzada suavizado (SCV') para el caso univariante fue in-
troducido en [36] tras los primeros estudios sobre este procedimiento realizados en [37].

Recientemente se ha desarollado el caso multivariante en [26].

El SCV propone una estimacion de MISFE mediante la sustitucién de la varianza
integrada IV exacta en la ecuacion (2.2) por su aproximacion asintotica y manteniendo
la forma exacta del sesgo cuadrado integrado I'SB. Es decir, en lugar de estimar el ISB

asint6tico, se reemplaza la densidad f por su estimador nicleo
fuc@) = 23" Lato - X)
nG = n v G i
obteniendo:
ISB(H,Q) :/ {Knsfac} (@)= frclPde =n"2 Y (KyxLa—2Kp+Lo+La) (X — X))
Rd <
i,7=1

donde K = K « K, L=1LxL y * denota el producto de convolucion. Anadiendo el término

IV se consigue la siguiente funcion:

SCV(H,G) =n"'|H|? R(K) +n2 > (Ky* Lo —2Ku Lo+ La)(Xi — X;) (2.3)
i,j=1

El 6ptimo de este método verifica Hgoy = argminger SCV (H, G).

A diferencia de la aproximacion de AMISE en el método plug-in, no se requiere nin-
gln estimador de ¥4 en la ecuacién , con la compensacién de las sumas dobles mas
intensivas computacionalmente. Se ha demostrado que este método es mas prometedor que
el BCV en cuanto a reducir la variabilidad de UC'V.

2.3. Comparacioén tedrica de los métodos

Una medida de referencia para comparar analiticamente el rendimiento asintético entre
los diferentes métodos de seleccion es la tasa relativa de convergencia. Cinéndonos a [30],

se dice que el selector H converge a Hap/rsg a una tasa relativa n=¢

, para o > 0, cuando
Uech(ﬁ — HAMISE) = Op<Jd/n_a)U€ChHAM]SE

donde J es la matriz con 1’s en todas sus entradas y dimensiones d’xd’' con d’ = d(d+1).

La extension del orden asintético a las matrices se ha hecho de forma que para secuencias
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(Ayn) v (By) se tiene que A, = o(B,,) si aj; = o(b;j) para todos los elementos a;; y b;; de
A, y By, respectivamente. El motivo por el cual en lugar de utilizar O,(I;) ,donde I es la
matriz identidad, se utiliza Od(Jé) es enmendar los casos en los que H sk es diagonal
y el selector H no tiene restricciones. De este modo el Jy asegura que la ecuacién y en

consecuencia la tasa de convergencia siga estando bien definida.

Observar que la norma al cuadrado del término de la izquierda de la ecuacion, ||vec(H —
Hanmise)|?, es en efecto MSE(JEI) Esta estrecha relacion es la base para el célculo de

estas tasas.

Las tasas de todos los selectores para diferentes tipos de matrices se resumen en el
Cuadro Recordemos que A = {h?I; : h > 0}, F = {H € Mgxq: H > 0,H = H'}
y D = {diag(h?,...,h%) : h1,...,hq > 0}. En general, el rendimiento de cada criterio

disminuye a medida que la dimensién crece.

Radio de convergencia
Selector | Clase

a Hanise
N —min{d,4}
HUCV A, D, F n_ (2d+8)
A —min{d,4}
HBCV A7 D7 F n (2448
~ =5
Hscovy d=1 ni4
A~ —2
Hgscovy d>1,AD,F n (d+6)
A —min{8,(d+4)}
Hp[ leOd>1,A,'D n (2d+12)
A~ —2
Hp; d>1,F n, (d+6)

Cuadro 2.1: Comparacién de las tasas de convergencia relativas para Hapyrsp de los mé-

todos de seleccion de matriz de ancho de banda.

En lo que respecta a los métodos sin restricciones, el plug-in de Duong y Hazelton y
el SCV tienen las mejores tasas de convergencia exceptuando el caso bivariante en el que
ambos empeoran ligeramente. La causa es que solo es posible la aniquilacién de sesgos para
d = 1. En el caso de d > 1 con matrices sin restricciones el sesgo solo llega a minimizarse
produciéndose asi un indice de convergencia de n(d%).

Observar que los dos tienen la misma tasa relativa y esto es asi porque comparten la
estrategia de estimar y minimizar la forma asintética AMISE.

Para d = 2,3 los selectores BCV y UCV convergen mas lentamente que el SCV

—min{d,4} . . .
y el plug-in con un coeficiente de n= 24+8 . Sin embargo, para dimensiones d > 4 las
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propiedades asintéticas de estos métodos con respecto al resto mejoran paradéjicamente.

Como resultado, para una muestra de gran tamano se comportan mejor que SCV en las
)

dimensiones mas altas. Si bien estos contrastes son interesantes desde el punto de vista

tedrico, las implicaciones en la practica no son nada claras.

En el caso de las matrices restringidas las tasas para los métodos de validacién cruzada
UcCV, BCV, SCV no varian. Los selectores plug-in con I;TPLD 0 ﬁp[,A tienen una tasa
de convergencia mas rapida n%w, de nuevo debido a la aniquilacién de sesgos- Esto
indica que determinar los elementos fuera de diagonal de la matriz de ancho de banda, que
determinan la orientacion del nucleo, es el aspecto méas complejo del método de plug-in sin

restricciones.



Capitulo 3

Analisis de los datos

En el capitulo expuesto a continuacién se reconstruiran distintos conjuntos de nivel para
los datos de contagios en Estados Unidos presentados en el Capitulo [I] Concretamente, se
aplicaran para la seleccién de la matriz H tres de los métodos explicados en la seccién previa
y se analizara la evolucién en tiempo real de las HDR “s estimadas ilustrandolas en el mapa.
Se trata de examinar las diferencias entre los resultados obtenidos. Las técnicas utilizadas
serdn el criterio plug-in y los métodos de validaciéon cruzada por minimos cuadrados y

suavizado.

A priori, investigar cual es el mejor procedimiento para unos datos especificos no es
viable puesto que las definiciones de MISE y AMISE dependen de la funciéon densidad
estimada de la cual se desconoce su valor. Lo que si es posible es evaluar el rendimiento de
los estimadores realizando simulaciones para distribuciones concretas y muestras aleato-
rias. Experimentos de esta clase se recogen en multitud de documentos para todo tipo de
métodos y tamanos muestrales. Si bien no se recomienda extrapolar conclusiones generales,
sus resultados sirven de guia en la mayor parte de situaciones. Por ello, aunque en este
trabajo no hemos realizado ningtn estudio de simulacién, compararemos sus soluciones

con las que obtengamos en este caso particular.

Nuestra informacién esta estructurada en un archivo de Microsoft Excel donde aparecen
una serie de codigos referentes a Estados Unidos y a cada usuario infectado (UID, FIPS,
code3, ...), la region afectada y sus coordenadas (latitud y longitud), el estado americano
en el que se encuentra y el nimero de contagios que aparecen en ella a diario desde el 22
de Enero de 2020 hasta el 5 de Mayo de 2020.

Para estimar las HDR “s los dias serdn agrupados en conjuntos de 6. Cada uno de ellos

denominara semana independientemente de que no esté formado exactamente por 7 dias.
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26 CAPITULO 3. ANALISIS DE LOS DATOS

Esto dara lugar a 10 muestras, correspondientes a las 10 semanas, cuyos tamanos son
respectivamente 89, 1007, 8007, 58673, 149814, 221738, 214264, 204644, 209343 y 167116.

El objetivo es reconstruir los focos de COVID-19 con mayor incidencia, en consecuen-
cia prestaremos especial atencién a aquellas semanas con un niimero de contagios elevado.
No obstante, interesa revisar el resto de dias pues este tipo de estudios sirven tanto para
comprobar si el virus se expande como si disminuye en alguna zona. Conocer esta evolucion
ayuda a una reparticién equitativa de recursos. Por ello, para cada método resumiremos
brevemente el desarrollo de los clisters desde Enero hasta Mayo seleccionando especifica-

mente las semanas 2, 6, 8 y 10.

En cuanto a la probabilidad contenida en los conjuntos de nivel, como se indic6 en
la introduccién las zonas realmente preocupantes se dan para aquellos valores de o més

proximos a 1. Para este andlisis se han escogido los valores a = 0,90, « = 0,75 y a = 0, 50.

Empecemos con el caso méas interesante seglin nuestros propdésitos pues es el caso con
mayor «, o = 0,90. En la Figura[3.1]se expone la evolucién de las HDR s para el método
plug-in sin restricciones. Se observa que en la primera semana aparecen ya dos pequenos
clasters, uno en Nueva York y otro en Seattle. Para la 6 vemos cémo solo se mantiene el de
Nueva York siendo este el tinico foco hasta la semana 10 en la que aparece uno nuevo en
Chicago. En principio este resultado tiene logica pues Nueva York y Chicago estén entre las
tres ciudades méas pobladas de Estados Unidos y por consiguiente es probable que en ellas
haya mayor ntimero de contagios. Ademads, Nueva York es la capital financiera y cultural
del pais. En ella destaca su extenso y muy ramificado transporte publico y el movimiento

constante de visitantes y turistas tanto domeésticos como extranjeros.

Estos dos focos que como veremos a lo largo de esta parte predominan en todo momen-
to, son los mas alarmantes. Senalar que contienen una probabilidad de al menos el 10 %.
Analizando estas mismas semanas para el mismo valor de « vemos que el resto de procedi-
mientos detecta exactamente los mismos clasters con unos perimetros muy parecidos. Esto

se debe a que estos métodos son més precisos cuanto mayor es a.

Veamos qué ocurre ahora si a = 0,75. En la Figura [3.2| aparece representado en esta
ocasion el desarrollo de los clasters obtenidos mediante el criterio SCV. Aqui se percibe
una pequena evoluciéon més clara de céomo el virus se extiende hacia otras zonas del mapa.
Inicialmente se muestran de nuevo los brotes de Nueva York y Seattle, esta vez contenidos

en la region estimada R(fojg,).
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Figura 3.1: HDR’s con a = 0,90 en las semanas 2, 6, 8 y 10 respectivamente para el

método plug-in sin restricciones.

FEn la semana siguiente se puede ver al igual que en la Figura |3.1| que se conserva el
contorno de Nueva York y desaparece el de Seattle. A diferencia con el caso anterior, la
HDR de Chicago surge ya en la pentultima semana. Esto quiere decir que esta zona en esos
dias tiene entre el 10% y 25 % de los contagios por coronavirus. En la 10 se mantienen
Chicago y Nueva York como focos peligrosos y aparecen unos nuevos en Boston, Filadelfia,
Washintong DC y los Angeles. Un resultado coherente con el hecho de que estas ciudades

tienen densidades de poblacién bastante elevadas con respecto al resto.

Comparando con los demas selectores observamos que todos coinciden en la localizacion
de los clusters. Sin embargo, advertimos que asi como las formas de las regiones utilizando
las matrices Hp; v Hgoy son similares, las del caso Hyeoy difieren de las anteriores. Hemos

representado estas desigualdades para la semana 10 en la Figura 3.3
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Figura 3.2: HDR’s con a = 0,75 en las semanas 2, 6, 8 y 10 respectivamente para el
criterio SCV.

Por dltimo, veamos qué sucede esta vez para el valor de @ més bajo, « = 0,50. Una
sintesis del avance del COVID-19 para el criterio de validacion cruzada suavizado se puede
observar en la Figura Aqui encontramos mas discrepancias entre un método y otro.
Empecemos por la primera semana en la que de nuevo aparecen los dos focos de Seattle y
Nueva York pero esta vez ampliados. Senalar que se distingue un clister de menor tamano

cerca de Nueva York en la ciudad de Boston.

En la siguiente semana el de Seattle vuelve a desaparecer y surgen otros nuevos: Nueva
Orleans, los Angeles, Chicago, Detroit, Miami y Filadelfia. Miami que hasta ahora no habia
sido senialado como foco, también tiene una densidad de poblacién muy alta. En la semana

8 Nueva Orleans deja de ser una zona alarmante y aparece un clister en Columbus. Final-
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Figura 3.3: HDR s con o = 0, 75 en la semana 10 respectivamente para Hpy, Hsov, Hycvy -

mente, se preservan los focos de Nueva York, Boston, Wahingston, los Angeles, Chicago
y Detroit y se forman nuevos en Atlanta, Dallas, Phoenix, Indianapolis y en las zonas de
Tenesse y lowa. Claramente los contagios se han propagado hacia el sur de Estados Unidos
que es la regién con menos restricciones del pais. En algunos de estos lugares ni siquiera era
obligatorio quedarse confinado en casa pues en cada estado decidia el propio gobernador

qué medidas tomar.

Hagamos una comparacién de los tres criterios para cada semana. En la primera mien-
tras el enfoque plug-in sin restricciones y SCV son practicamente iguales, UCV llama la
atenciéon. Este método manifiesta dos HDR“s claramente distinguidas en Washington y
otras dos en Nueva York y Boston mas separadas que antes. Ademas detecta Los Angeles

como zona problemética ya en esta semana. Observar la Figura [3.5

En cuanto a la semana 6 una vez més el UCV discrepa del resto. Por lo que se refiere a

las estimaciones mediante Hp; v Hgoy siguen siendo practicamente idénticas. A medida
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Figura 3.4: HDR’s con a = 0,50 en las semanas 2, 6, 8 y 10 respectivamente para el

método plug-in sin restricciones.

que aumenta el tamafno de la muestra se acenttian estas desigualdades. En consecuencia,
en la semana 8 UCYV ofrece un mapa en el que encontramos dos focos en Ohio al tiempo
que el resto de criterios senialan un foco en Michigan y otro en Ohio. Esto implica una
diferencia importante entre una seleccién y otra pues quiza se estuviese pasando por alto

una zona que realmente necesita ayuda. Se puede comprobar en la Figura |3.6]

Para la semana 10 ocurre exactamente lo mismo. En la estimaciéon mediante Hycoy
dada en la Figura [3.7] aparece un clister nuevo respecto a los otros métodos, el de Saint

Paul.

De todo lo anterior se deduce que la estimacién mediante Hy ¢y también estéd influenciada



4.2.20-4.8.20

Figura 3.5: HDR s con a = 0,50 en la semana 2 para el método UCV.

por el valor de a pues es todavia peor a medida que este aumenta.
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4.16.20-4.22.20

Figura 3.6: Contornos de las regiones dentro de Ohio y Michigan para las matrices Hpry,

Hycov y Hscvy respectivamente.
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Figura 3.7: HDR s con a = 0, 50 en la semana 10 para los métodos plug-in con H diagonal,

plug-in sin restricciones, UCV y SCV respectivamente.
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Capitulo 4

Conclusiones

Al comienzo de este trabajo, en el Capitulo [I], se planteoé el problema de la recons-
truccion de determinados conjuntos de nivel a partir de una muestra aleatoria simple de
distribucién desconocida. También fueron presentados los datos de la localizaciéon de los
contagios por COVID-19 en Estados Unidos que utilizaremos de ejemplo. En el Capitulo
se formul6 formalmente el problema de la reconstruccion de las HDR“s. En particular,
nos hemos interesado por aquellas técnicas que no asumian restricciones geométricas sobre
los conjuntos como puede ser el método plug-in. También hemos expuesto el problema
de la estimacion de la matriz H y descrito los métodos para seleccionarla que llevaremos
a la practica. Finalmente, se evaluaron sus érdenes de convergencia para comparar sus

rendimientos teorico.

Para terminar este documento, hemos mostrado un ejemplo de aplicacién practica sobre
los datos de los contagios, estudiando la evolucién espacio-temporal de los clusters del
virus. Para ello, hemos implementado los distintos métodos en el software R para ilustrar

las HDR s en el mapa.

En las imigenes hemos podido observar cémo rapidamente se han ido desplazando
los focos de COVID-19 de norte a sur y casi siempre localizados en las ciudades con mas
habitantes o mayor densidad de poblacién. Lo que es congruente con la realidad teniendo en
cuenta que los estados con las restricciones menos severas en aquel momento se encuentran
en esta zona. Hemos obtenido diversos clisters a lo largo del pafs, pero sin duda las dos
regiones més preocupantes son Nueva York y Chicago. Estos focos han estado siempre
presentes y han sido claramente detectados por todos los criterios aplicados. Por tanto, es

aqui donde se deberia actuar con méas rapidez a la hora de enviar ayuda localizada.

Por otra parte, hemos comprobado que realmente los mejores métodos para estimar la
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funcion densidad en casos similares a este son el método plug-in o el SC'V. Preferiblemente
se aconseja usar el primero dada su mayor velocidad computacional. Ambos nos han apor-
tado soluciones muy similares en las que nos podriamos apoyar para controlar los efectos

de la pandemia.

Sin duda, el menos recomendable es el criterio UCV el cual a lo largo del andlisis
discrep6 constantemente del resto. Este método tiene un comportamiento paradéjico. Ted-
ricamente su tasa de convergencia mejora a medida que aumentan la dimensién y el tamano
muestral, pero en la practica se ha comprobado que bajo estas condiciones no funciona ade-
cuadamente. Por ejemplo, la estimaciéon mediante Hy oy detectaba contornos con formas
muy diferentes a las estimadas por los otros métodos e incluso las localizaciones de sus

clusters no coincidian con las del resto.
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