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Resumen

El valor de Shapley busca obtener un procedimiento justo para distribuir los beneficios
(0 costes) generados por un proyecto conjunto. Esta propuesta esté basada en las contribu-
ciones marginales de los agentes a dicho proyecto. En el presente trabajo mostramos que el
valor de Shapley queda caracterizado de forma tnica por una serie de propiedades desea-
bles y hallamos su féormula explicita. Estudiamos algunas formas alternativas de calculo del
valor mediante extensiones multilineales de juegos, ya que su computacién directa puede
requerir la suma de un ntmero elevado de términos. Estudiamos también otros valores
relacionados, como son el indice de poder de Banzhaf-Coleman, el valor de Owen y el valor
de Myerson. Finalmente, se muestran algunas aplicaciones del valor a problemas reales

como el diseno de tarifas, reparticién de ganancias o el pago a acreedores tras una quiebra.

Abstract

The Shapley value seeks to obtain a fair procedure to distribute the benefits (or costs)
generated by a joint project. This proposal is based on the agents’ marginal contributions to
said project. In this work we show that the Shapley value is uniquely determined by a series
of desirable properties and we find its explicit formula. We study some alternative ways of
calculating the value using multilinear extensions of games, since computing it directly can
require the sum of a very large number of terms. We also study other related values, such
as the Banzhaf-Coleman power index, the Owen value and the Myerson value. Finally, we
show some applications of the value to real problems such as designing a schedule of fees,

sharing profits or paying creditors after a bankruptcy.
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Introduccion

La teoria de juegos es la rama de las matematicas que se ocupa del estudio de los
problemas de decision interactivos. La publicacion en 1944 de Theory of Games and Eco-
nomic Behavior por John von Neumann y Oskar Morgenstern suele considerarse como el
nacimiento de la teorfa de juegos como &area formal de las matematicas. Desde el comienzo
fue desarrollada como una herramienta para la comprensiéon de los fundamentos de la eco-
nomia, al estudiar las dindmicas que se producen a la hora de tomar decisiones racionales
en situaciones de conflicto de intereses en el mercado y el consumo. Gracias a la amplitud
del concepto de juego, a lo largo de las décadas se han ido encontrando aplicaciones en una
gran variedad de 4reas del conocimiento tales como la biologia, la psicologfa, la politologia,

la informética o la estrategia militar.

Llamamos juego a un problema de decisién interactivo. En cada juego se caracteriza el
nimero de agentes decisores que participan en él y las estrategias que puede adoptar cada
uno. El resultado del problema se determina a partir del conjunto de las decisiones de todos
los jugadores, aportando un pago o utilidad a cada uno de ellos. En el enfoque clasico de
la teoria de juegos, se presume que los jugadores son completamente racionales; es decir,
saben qué estrategia otorga la mayor utilidad acorde a sus intereses en cada situacién y

acttian siempre con el objetivo de maximizar dicha utilidad.

Los problemas de decision se pueden clasificar en dos grandes grupos: no cooperativos
y cooperativos. En el primer caso, los jugadores no disponen de mecanismos para reali-
zar acuerdos vinculantes previos al juego. El enfoque es, por tanto, estudiar las mejores
estrategias para cada jugador sabiendo que los deméas también utilizaran sus mejores estra-
tegias. En el caso de los juegos cooperativos, los jugadores tienen la posibilidad de formar
acuerdos vinculantes. El enfoque principal de estos problemas es determinar como deben
repartirse los beneficios los miembros de las coaliciones formadas. Cuando tales beneficios
pueden repartirse libremente entre ellos, se dice que estamos ante un juego cooperativo de

utilidad transferible (de forma abreviada, un juego T'U).
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INTRODUCCION

El valor de Shapley, nombrado en honor a Lloyd Shapley, que lo definié en 1953, se
introduce como forma de asignar un reparto tnico de la utilidad generada por la coopera-
cioén entre varios jugadores. Ya que no todos los miembros necesariamente contribuyen lo
mismo a la coaliciéon, surge la necesidad de proponer una asignacién de los beneficios que
suponga un compromiso aceptable para todos los jugadores. Shapley introdujo su valor de
forma axiomatica: llamé valor a cualquier asignacién de los beneficios de un juego y enun-
ci6 una serie de propiedades que un valor deberia cumplir. A continuacion, demostré que

tales propiedades caracterizan un tnico valor, para el que hallé una expresién explicita.

Comenzaremos el primer capitulo con una serie de definiciones y ejemplos que serviran
como introduccién a los juegos TU. A continuacién, se describirdn las propiedades de
Shapley (eficiencia, jugador nulo, simetria y aditividad) y se demostrara que caracterizan
un unico valor, para el que construiremos la forma explicita y comprobaremos que satisface

las propiedades de Shapley.

En el segundo capftulo introduciremos el concepto extensién multilineal de un juego
(abreviado EML), que resultard ttil para simplificar la computacion del valor de Shapley
para casos donde el nimero de jugadores sea elevado. Para ello, mostraremos la forma de
calcular el valor de Shapley de un juego a partir de su EML. El concepto de EML admite
una interpretaciéon probabilistica que serd la que permita simplificar la computacién del
valor de Shapley al aplicar algunos teoremas limite de la teoria de la probabilidad. Se
estudiard esta interpretacién y su aplicacién al calculo del valor, ademadas de realizar un
ejemplo practico con la ayuda del lenguaje de programacién R. Finalmente, se estudiara
el comportamiento de las EML bajo la composicién de juegos, que resulta a su vez en una
composicion de EMLs. Se vera que el valor de Shapley no admite la composicién, aunque

se calculard una férmula atil para calcular el valor de Shapley de juegos compuestos.

En el tercer capitulo se consideraran otros valores relacionados con el valor de Shapley.
En primer lugar, se definira el indice de poder de Banzhaf-Coleman, que tiene un objetivo
similar al valor de Shapley. Se estudiara su relacion con las EML y se vera que este indice
si admite la composicién de juegos. En segundo lugar se estudiard el valor coalicional
de Owen, que es una extension del valor de Shapley para juegos TU con un sistema de
uniones a priori. Probaremos que este valor también estd caracterizado por una serie de
propiedades deseables y lo calcularemos para un ejemplo practico empleando un paquete
de R. En tercer y dltimo lugar, se estudiard el valor de Myerson, que es una aplicacién
directa del valor de Shapley para juegos TU con estructura de comunicaciéon o juegos CO.
Se definiré esta clase de juegos, caracterizados por un juego TU y un grafo que representa
la estructura de comunicacién establecida entre los jugadores. Relacionados con esta clase

de juegos, también se definen los juegos TU con estructura de conferencia, que son una
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INTRODUCCION

extension de los juegos CO considerando hipergrafos en lugar de grafos; y los juegos TU
con incompatibilidades, en los que se considera que el grafo representa una estructura
de incomunicacién. Se definird un valor para cada una de estas clases de juegos, ambos

intimamente relacionados con el valor de Shapley.

En el cuarto capitulo se explicaran algunas de las aplicaciones del valor de Shapley
que se han propuesto en la literatura para solucionar problemas reales. En primer lugar,
se describira el juego del aeropuerto, que modeliza el problema de disefiar un programa de
tarifas para aviones que sufrague los costes de construir una pista de aterrizaje. Se busca
que el programa de tarifas tenga en cuenta el hecho de que los aviones més grandes precisan
una, pista més grande y costosa. Se vera que el calculo del valor de Shapley queda conside-
rablemente simplificado para este problema. Se considerard también la solucién que arroja
el valor coalicional de Owen al considerar el sistema de uniones a priori establecido por
las aerolineas. En segundo lugar, se describira el juego de pase a museos, que modeliza el
problema de repartir los beneficios obtenidos por la venta de pases entre los museos parti-
cipantes en el pase. Se calculara el valor de Shapley para este juego, que también resultara
facilmente computable. En tercer lugar, se consideraran los problemas de bancarrota, que
describen una situacién en la que varios agentes reclaman porciones de un bien mayores
que el bien disponible. Cada problema de bancarrota tiene un juego asociado, para el cual

se puede calcular el valor de Shapley.

Para el presente estudio se sigue principalmente el libro de Owen [16]. Se consultan
también las publicaciones de van den Nouweland, Borm y Tijs [21], Casajus [6] y Berganti-
nos, Carreras y Garcia-Jurado [5] en el tercer capitulo. En el ultimo capitulo, se consultan
los trabajos de Vazquez-Brage, van den Nouweland y Garcia-Jurado [22], Ginsburg y Zang
[9] y Saavedra-Nieves y Saavedra-Nieves [19].
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Capitulo 1

El valor de Shapley: definiciéon y

algunos resultados

Lloyd Stowell Shapley (1923-2016) fue un matemético y

economista estadounidense. Era estudiante en Harvard cuan-

do fue reclutado en 1943 por el ejército de los EE. UU., y pos-
teriormente recibié la condecoraciéon Estrella de Bronce por
desvelar un codigo secreto de la Unién Soviética. Después de
trabajar durante un ano en la RAND Corporation, volvié a
la Universidad de Princeton, donde finalizé su doctorado en
1953. Su tesis y trabajos posdoctorales siguieron las ideas del
economista y estadistico Francis Ysidro Edgeworth, introdu-
ciendo el valor de Shapley y otros conceptos de la teoria de
Lloyd S. Shapley en 2012
juegos. Recibié el Premio del Banco de Suecia en Ciencias
Econémicas en memoria de Alfred Nobel en 2012 junto con Alvin E. Roth por su trabajo
en la teorfa de las asignaciones estables y el diseno de mercado.
El valor de Shapley se define en el contexto de los juegos de utilidad transferible o
juegos TU, por sus siglas en inglés. Comenzaremos, por tanto, fijando cierta terminologia

relacionada con estos juegos que necesitaremos mas adelante.

1.1. Introduccién a los juegos de utilidad transferible

Un juego se puede pensar como una secuencia de movimientos. En cada uno de ellos,
uno de los jugadores decide su actuacién entre distintas posibilidades. Al final del juego
se asigna un pago a los jugadores que depende de las decisiones que todos ellos hayan

tomado. Podemos, por tanto, describir un juego como una funcién que asigna un pago a

1



1.1. INTRODUCCION A LOS JUEGOS DE UTILIDAD TRANSFERIBLE

cada “posiciéon final” posible en el mismo. En el caso de los juegos TU, se pueden formar
grupos de jugadores (que denominaremos coaliciones) que fuercen determinados repartos.
Asi pues, un juego TU puede ser definido mediante una funcién que asigna a cada coalicién

posible un namero real que indica el pago asociado a dicha coalicién.

Definicién 1.1. Un juego TU es un par (N,v) donde N es el conjunto finito de jugadores

y v: 2V — R es una funcién que cumple que v()) = 0.

La funcién v se denomina funcidn caracteristica del juego. Su dominio es el conjunto
de todos los subconjuntos de N, que denotamos por 2. Dada una coalicion S C N, v(S)
representa el pago asegurado por los jugadores de S, independientemente de las estrate-
gias del resto de jugadores. Se denotara por G(N) el conjunto de todos los juegos TU
con conjunto de jugadores N, y por n la cardinalidad de N. Por simplicidad, en general

identificaremos (N, v) con su funcién caracteristica v.

Ejemplo 1.2. (Juego del guante). Tres jugadores estan dispuestos a repartirse los bene-
ficios derivados de la venta de un par de guantes. El jugador 1 tiene un guante izquier-
do, mientras que los jugadores 2 y 3 tienen un guante derecho cada uno. Supongamos
que un par de guantes se puede vender por una unidad monetaria. Identificando dinero
con utilidad, esta situacion se puede modelizar como el juego (N,v) con N = {1,2,3},
v(1) =v(2) = v(3) = v(23) =0y v(12) = v(13) = v(N) = 1[]] <

Veamos ahora una clase de juegos TU especialmente relevante.

Definiciéon 1.3. Sea un juego v € G(N). Diremos que v es superaditivo si, para cualquier
par de coaliciones disjuntas S,T C N, se tiene que v(SUT) > v(S) + v(T). Se denotara
por SG(N) el conjunto de los juegos TU de G(IN) que son superaditivos.

Nobtese que en un juego superaditivo se generan verdaderos incentivos para la coopera-
cion entre jugadores, ya que la unién de dos grupos disjuntos cualesquiera nunca provoca
una disminucién de los beneficios obtenidos por separado.

Consideremos ahora las siguientes definiciones:
Definicion 1.4. Se dice que un juego v € G(N) es de suma constante si, para todo S C N,

v(S) + v(N\S) = v(N).

!Por simplicidad, usaremos v(1) para referirnos a v({1}), v(12) para v({1,2}), etc.



CAPITULO 1. EL VALOR DE SHAPLEY: DEFINICION Y ALGUNOS RESULTADOS

Definiciéon 1.5. Se dice que un juego v € G(N) esta en normalizacion (0,1) si
1. v({i}) =0, para todo i € N,
2. v(N)=1.

Definicién 1.6. Se dice que un juego v € G(N) en normalizacion (0, 1) es simple si, para
cada S C N, tenemos que v(S) =0 o0 v(5) = 1.

Esencialmente, un juego simple es aquel en el que cada coalicién es, o bien ganadora
(pago 1), o bien perdedora (pago 0), sin ningn término intermedio. Dentro de estos juegos,

distinguimos los juegos de mayoria ponderada:

Definiciéon 1.7. Sea (p1,p2,...,pn) un vector no negativo, y sea ¢ un numero real que

n
0<qg< sz‘-
i=1

El juego de mayoria ponderada |q;p1,p2, ..., pn] €s el juego simple v € G(N) definido por

satisface

0 si Ziespi <4gq,
1 si D ieqpi > g

v(S) =

Ejemplo 1.8. Consideremos el Parlamento de Galicia formado tras las elecciones de sep-
tiembre de 2016, cuya composicién, de un total de 75 diputados, fue la siguiente: PPdeG
(Partido Popular de Galicia) con 41 diputados, PSdeG (Partido dos Socialistas de Galicia)
con 14 diputados, EM (En Marea) con 14 diputados y BNG (Bloque Nacionalista Galego)
con 6 diputados. Las mayoria de las decisiones del Parlamento, entre ellas la elecciéon del
Presidente de la Xunta, se toman por regla de mayoria simple. Asi pues, el Parlamento
de Galicia puede entenderse como un juego de mayoria ponderada |[g; p1, p2, ps, pa] donde
q = 38 y los p; representan el numero de escanos de cada partido politico (1=PPdeG,
2=PSdeG, 3=EM, 4=BNG). En este juego, p1 = 41 > ¢ = 38, por lo que v(S) = 1 pa-
ra toda coalicion S que contenga al jugador 1 y v(S) = 0 en otro caso. En particular,
v(1l) = 1, por lo que el jugador 1 ostenta todo el poder (se dice que el jugador 1 es un
dictador para este juego) mientras que los demés no tienen ningtun poder de decision (son

jugadores nulos, tal y como se definiran més adelante). N

Definicion 1.9. Sean M, Mo, ..., M, n conjuntos disjuntos y no vacios; sean w1, wa, ..., Wy,
juegos simples en normalizacion (0, 1), con conjuntos de jugadores My, Mo, ..., M,,, respec-
tivamente; sea v € G(N) un juego no negativo. Entonces, la composicion de wy, ws, ..., wy,
con v, denotada por

u = 'U[wlana ...,wn],

3



1.1. INTRODUCCION A LOS JUEGOS DE UTILIDAD TRANSFERIBLE

es el juego con conjunto de jugadores

y funciéon caracteristica
u(S) =v({j | w;(SNM;)=1}),

para S C M*.
Heuristicamente, el juego compuesto u representa una division entre comités M;. Los
miembros de M; eligen un representante mediante el juego wj; luego, los n representantes

juegan el juego v entre ellos.

Ejemplo 1.10. Consideremos en este caso el Colegio Electoral de los Estados Unidos.
Cada uno de los 50 estados, ademas del Distrito de Columbia, tiene asignado un ndmero
de compromisarios que depende de la poblacién del estado, siendo 3 el numero minimo.
Tras la celebracién de las elecciones, los candidatos presidencial y vicepresidencial que
reciban la mayoria del voto popular en un estado obtienen la totalidad de los votos por
parte de los compromisarios de dicho estadoE] El ntmero total de compromisarios en el
Colegio Electoral es de 538, siendo necesaria una mayoria absoluta de 270 votos electo-
rales para ser presidente. Sea entonces v el juego de mayoria ponderada de 51 jugadores
[270;55,38, ..., 3, 3|, cuyos jugadores son los estados de los EE. UU. Para cada j, M; repre-
sentarfa el conjunto de votantes del estado j; w; seria un juego de mayoria simple (i. e., un
juego donde gana la coalicion con mas miembros) con conjunto de jugadores M;. Asi pues,
las elecciones presidenciales se pueden entender como un juego simple u = v[wy, wa, ..., ws1 ]

con conjunto de jugadores
51
M=) M;
j=1
que consiste en el ntmero total de votantes en los EE. UU. En definitiva, cada w; es el
juego entre los M; votantes del estado j, v es el juego del Colegio Electoral entre los 51

estados, y u es el juego entre todos los votantes de los EE. UU. Un conjunto S C M* es

ganador (i. e., u(S) = 1) si contiene un subconjunto de la forma
S'=Js;,
JET
donde w;(S;) =1 para todo j € T'y v(T') = 1, siendo T" un subconjunto de los 51 estados

y cada S; un subconjunto de M;. Esto es, un candidato gana si recibe la mayorfa del

2En los estados de Maine y Nebraska se pueden repartir los votos electorales entre varios candidatos.

Obviaremos esta particularidad para no distraer del foco del ejemplo.
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CAPITULO 1. EL VALOR DE SHAPLEY: DEFINICION Y ALGUNOS RESULTADOS

voto popular (w;(S;) = 1) en estados que sumen un total de, como minimo, 270 votos
electorales (v(T) = 1). q

FEl objetivo principal de la teorfa de juegos TU es proponer, para cada juego TU, una
asignaciéon o conjunto de asignaciones que pueda ser aceptado por todos los jugadores
involucrados en el problema. Uno de los enfoques para alcanzar este objetivo esta basado
en la idea de estabilidad: se trata de buscar un conjunto de soluciones estable en el sentido
de que los acuerdos que cabe esperar que un grupo de jugadores racionales realicen sea un

elemento de dicho conjunto. Relacionado con esta idea, se define el siguiente concepto:

Definiciéon 1.11. Sea v € G(N). Una imputacion de v es un vector x € R™ que satisface

las dos condiciones siguientes:

1. z; > v({i}), para todo i € N.

2. Y ienTi =v(N).
Se denotara por I(v) el conjunto de imputaciones de v.

Asi pues, una imputacion es una division de v(INV) entre todos los jugadores de forma que
ningin jugador reciba menos de lo que obtendria por si mismo. Notese que, si v € SG(N),
entonces [(v) # ). Sera deseable que la soluciéon alcanzada sea una imputacion, ya que
serfa una solucién estable, en el sentido de que no deja insatisfecho a ningun jugador.

Un segundo enfoque para alcanzar soluciones aceptables por los jugadores esta basado
en la idea de ecuanimidad: se trata de proponer un reparto justo, en el sentido de que se
asigne a cada jugador un pago que tenga en cuenta, de alguna manera, su contribucién
a las ganancias de cada coalicién posible. El valor de Shapley surge en el contexto de la

busqueda de un reparto ecuanime.

1.2. Construccion axiomatica del valor de Shapley

La aproximacion de Shapley [20] es axiomatica: su valor esta caracterizado de forma
dnica por una serie de propiedades que un reparto ecudnime deberia cumplir. Antes de

presentar tales propiedades, es necesario dar varias definiciones.
Definiciéon 1.12. Llamamos valor a cualquier aplicacién f: G(N) — R™.
Definiciéon 1.13. Sea v € G(N) un juego TU.

1. Decimos que ¢ € N es un jugador nulo de v si, para cada S C N, v(SU{i}) = v(S).



1.2. CONSTRUCCION AXIOMATICA DEL VALOR DE SHAPLEY

2. Dos jugadores i, j € N se denominan simétricos si, para cada coalicion S C N\ {4, j},
se tiene que v(SU{i}) =v(SU{j}).

Definicion 1.14. (Propiedades de Shapley). Sea f un valor y consideremos las siguientes

propiedades:

1. Eficiencia: f satisface la propiedad de eficiencia si, para todo v € G(N), se tiene

que

S fiw) = w(N).

iEN

Es decir, f debe repartir v(NN) entre todos los jugadores.

2. Jugador nulo: f satisface la propiedad de jugador nulo si, para todo v € G(N) y
para todo i € N jugador nulo de v, se tiene que f;(v) = 0. Esto quiere decir que
los jugadores nulos, ya que no generan beneficios para ninguna coalicién, no deben

recibir nada.

3. Simetria: f satisface la propiedad de simetria si, para todo v € G(N) y para todo
par de jugadores i, j € N simétricos en v, se tiene que fj(v) = f;j(v). Es decir, dos

jugadores que aportan los mismos beneficios deben recibir lo mismo.

4. Aditividad: f satisface la propiedad de aditividad si, para todo par de juegos
u,v € G(N), se tiene que f(u+v) = f(u) + f(v). Cabe recordar que un juego
es esencialmente una funcién de valor real, por lo que es posible hablar de la suma de
dos o mas juegos. La aditividad es basicamente un requerimiento técnico necesario

para caracterizar el valor de Shapley de cualquier juego.

Estas son las propiedades de Shapley. Resulta un hecho notable que estas cuatro pro-
piedades bésicas sean suficientes para caracterizar un valor dnico para todos los juegos.

Para demostrarlo, es necesario enunciar una serie de lemas previos.

Lema 1.15. Sea ® un wvalor que cumple las propiedades de Shapley. Para cada coalicion

no vacia S C N, definimos el juego ws € G(N) por

1 si SCT,
0 si S¢T.

ws(T) =

Entonces, si s es el nimero de jugadores en S,

1/s si i€,
0 siid S

b (wg) =



CAPITULO 1. EL VALOR DE SHAPLEY: DEFINICION Y ALGUNOS RESULTADOS

Demostracion. Es facil ver que todos los jugadores que no forman parte de S son jugadores
nulos, por lo que ®;(wg) = 0 para todo i ¢ S. Analogamente, todos los jugadores que
forman parte de S son simétricos entre si, y por lo tanto ®;(ws) = ®;(wg) para todo
1,7 € S. Como hay s jugadores en S y, por eficiencia, la suma de sus asignaciones es

wg(N) =1, se sigue que ®;(wg) = 1/s para todo i € S. O

Lema 1.16. Sea v € G(N). Ezisten 2" — 1 nmimeros reales cg, con S C N, S # ), tales

que
v = Z csws,

SCN
donde wg se define como en el Lema[1.15]

Demostracion. Tengamos en cuenta que cada juego v € G(N) se puede ver como un
vector real: (v(S))gean o) € R?"~1. Asi pues, podemos pensar en G(N) como un espacio
vectorial (2" — 1)-dimensional, con lo que la demostracion del lema se reduce a probar que
W(N) = {ws: S € 2V \ {#}} es una base de dicho espacio vectorial. Hay 2" — 1 elementos
en W(N), por lo que es suficiente con ver que son vectores linealmente independientes. En

efecto, sean ag € R para todo S € 2V \ {#} y consideremos

Z aswg = 0.

Se2N\{0}

Supongamos ahora que existe T' € 2V \ {0} con ar # 0 y asumamos, sin pérdida de

generalidad, que no existe T C T tal que az # 0. Tenemos ahora que

Y asws(T) = ar,

Se2N\{0}

lo cual es una contradiccion. Por tanto, ag = 0 para todo S € 2V \ {#}, con lo que queda
probado que W(N) es una base de G(N). O

Teorema 1.17. Eziste un dnico valor ®: G(N) — R" que satisface las propiedades de

eficiencia, jugador nulo, simetria y aditividad.

Demostracion. Por el Lema la funcién @, que verifica las propiedades de Shapley, esta
definida de forma tnica para cada wg. El Lema nos dice que cualquier juego puede
ser escrito como una combinacién lineal de juegos wg. Asi pues, aplicando la propiedad de

aditividad se prueba que ® esté definida de forma tnica para todo v € G(N). O

Pasaremos ahora a construir la forma explicita de la funcién ® para luego comprobar

que efectivamente satisface las propiedades de Shapley. Sabemos por el Lema que,

7



1.2. CONSTRUCCION AXIOMATICA DEL VALOR DE SHAPLEY

para S # (),

v = Z CSwWs

SCN

y por tanto, dado ¢ € N,

Oi(v) = > cs®i(ws)

SCN

_ ZCSE- (1.1)

Sea

cs =Y (=1)*u(T), (1.2)

TCS

donde ¢ es el nimero de elementos en T', y probemos que los coeficientes cg asi definidos

satisfacen el Lema Si U es una coalicién cualquiera y S # (), tenemos que

> esws(U) =) cs

SCN ScU
¥ (z<—1>s—tv<zﬂ>)
ScU \TcCS
=D [ D=0 ).
TCU \ ScU
SOT

Z:z) conjuntos S con s elementos

Ahora bien, para cada valor de s entre ¢t y u, habra (
tales que T C S C U. Por tanto, la suma comprendida entre paréntesis en la ultima

expresion puede sustituirse por

Zu: <Z:z)(—1)“.

s=t

Esta expresion es, de hecho, la expansiéon binomial de (1 — 1)“~%. Por tanto, serd cero de
forma trivial para todo t < u, y de la expansion se deduce que serd 1 para t = u. Asi pues,
obtenemos que

Y eswg(U) = o(U)

SCN
S0

para todo U C N, satisfaciendo asi el Lema Sustituyendo la expresion (1.2)) en ([L.1]),
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CAPITULO 1. EL VALOR DE SHAPLEY: DEFINICION Y ALGUNOS RESULTADOS

tenemos que

=Dl ED S i Emcy

TCN SCN

TU{i}CS
Denotemos )
Wl = Y (-1
SCN
Tu{i}CsS

Es facil ver que, sii ¢ T' y T = T" U {i}, entonces v;(T") = —;(T); todos los términos
de la expresion permanecen iguales salvo que ¢t =t + 1, por lo que se produce un cambio
de signo. Esto significa que podemos expresar ®; de la siguiente forma:

®i(v) = Y (1) [o(T) = v(T\{i})] -
TCN
i€l
Ahora bien, si i € T, hay exactamente (Z:f) coaliciones S con s elementos tales que

T C S. Asi pues,

() = i(ﬂ)s—t ("20);
_Z (Z_:) /019551dx
L5
), “ZC:I)

1
:/ :vt*l(l—x)”*tda:.
0

Notemos que esta integral es la funcién beta, que se define de la forma siguiente:

1 _ _
B(p,q) = /0 P71 —2)7 e = (p(p 3;(3 1)})!.

Por tanto,
(t—1Dl(n—1t)!

v(T)=B(t,n—t+1) = "

)

v de este modo tenemos que

iy = 3 EZD =Dl oy (i) (13)



1.2. CONSTRUCCION AXIOMATICA DEL VALOR DE SHAPLEY

Esta es la formula explicita del valor de Shapley. Ahora podemos probar que ® satisface

las propiedades de Shapley. Consideremos v € G(N).

Eficiencia:

S ey =3 3 0y oy

1EN 1IENTCN

€T
I D D =L U AR o S L LT AN Y
g ik
Sy t—l);(!n—t)!U(T) gl —nt!—l)!v(T)
TCN TCN
TZN
=v(N).

Jugador nulo: Sii € N es jugador nulo de v, entonces v(T') = v(T\{i}) para todo T C N,
y por tanto ®;(v) = 0.

Simetria: Consideremos i, j € N simétricos en v.

i) — &;(0) = 3 EZ DO oy gay)

n!

-y W W(T) = o(T\{j})]

Lt

-y (t_l);w [w(T) — v(T\{i}) — v(T) + v(T\{j})]
TCN
i,j€T

=y EE D =D () — o\ i) =

Notese que, como i, j son simeétricos en v, se tiene que v(SU{i}) = v(S U {j}) para todo

5 € N\{i,j}. Tomando S = T\{i, j}, v(SU{j}) = v(T\{i}) y (S U{i}) = v(T\{j}).
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CAPITULO 1. EL VALOR DE SHAPLEY: DEFINICION Y ALGUNOS RESULTADOS

Aditividad: Consideremos v, w € G(N).

(t—1)!(n—1t)!
n!

®;(v) + Di(w) = > [w(T) — v(T\{i})]

TCN
i€T

+ 30 CER =y i i)

TCN
i€T
= > U ) () o0\ (5) — (T i)
=
= 30 CEDOE R ) (1) — (0 + ) (i) = i+ )
TCN
€T

Queda asi comprobada la existencia del valor que postulaba el Teorema [1.17]
En el caso de que v sea un juego simple, el célculo del valor de Shapley se simplifica
especialmente. El término v(T") — v(T\{i}) siempre tendré valor 0 o 1, siendo 1 cuando T’

sea una coalicién ganadora pero T'\{i} no. Asi pues, podemos escribir

B = 3 (t=1!n = 1)t

n!
TeT;

donde 7; es el conjunto de todas las coaliciones ganadoras T tales que T'\{i} es perdedora.

Ejemplo 1.18. Consideremos una empresa con cuatro accionistas que tienen 10, 20, 30
y 40 acciones de un total de 100, respectivamente. Para tomar una decisién es necesaria
la aprobacién de accionistas que sostengan una mayorfa simple de las acciones. Podemos
tratar esta situacién como un juego de 4 personas en el que las coaliciones ganadoras son:
{2,4}, {3,4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4} vy {1,2,3,4}.

Para hallar <I>1|ﬂ, notemos que la unica coalicién ganadora T tal que T\{1} es perdedora
es {1,2,3}. Por tanto, t =3y
211! 1
FTTY
Las coaliciones ganadoras que se vuelven perdedoras si eliminamos al jugador 2 son {2,4},
{1,2,3} y {1,2,4}. Por tanto,

1=

120 2l 2 1
4! 4! 41 4
Del mismo modo, observamos que T3 = {{3,4},{1,2,3},{1,3,4}} y T2 = {{2,4},{3,4},
{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}}, obteniendo que ®3 = 1 y 4 = 3.

by =

3Cuando no haya posibilidad de ambigiiedad, escribiremos ®; en lugar de ®;(v) para evitar una notaciéon

demasiado prolija.
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1.2. CONSTRUCCION AXIOMATICA DEL VALOR DE SHAPLEY

Asi pues, el valor de Shapley es el vector (1—12, i, %7 15—2) Comparandolo con el vector de

la proporcion de acciones, que seria (%, %, 1%, %), se pueden sacar varias conclusiones.

En primer lugar, nétese que el valor es igual para los jugadores 2 y 3 a pesar de que este
iltimo tiene mas acciones. Esto se debe a que los jugadores 2 y 3 son simétricos: ambos son
capaces, por sf solos, de hacer ganadoras las mismas coaliciones que no incluyen a ninguno
de ellos: {4} y {1,4}. Por tanto, el mayor namero de acciones del jugador 3 no supone para
él ningtin poder de negociacién anadido.

Es notorio también el hecho de que el poder del jugador 4 es mayor que su proporciéon

de acciones, mientras que el poder del jugador 1 es menor. N

Proposicion 1.19. Para todo v € SG(N), se tiene que ®(v) € I(v), es decir, el valor de

Shapley de v es una imputacion.

Demostracion. Veamos, en primer lugar, que la suma de los coeficientes v;(T) es igual a 1.

t—1)l(n—1t)! " n—1\ (t— 1) (n—1t)!

=B
Intuitivamente, esto tiene sentido ya que el numerador de ~;(7) es el nimero de permu-
taciones de N en las que ¢ es precedido por los demas elementos de T'. Haciendo la suma
sobre todos los T' C N que contienen a i, se obtiene el numero total de permutaciones
posibles de N, que es también el denominador de ~;(T).

Ahora bien, como v es superaditivo, v(T') — v(T\{i}) > v({i}) para todo i € N, y en
consecuencia ®;(v) > v({i}). Teniendo en cuenta ademés que ® es eficiente, tenemos que
o (v) € I(v). O

Observacion 1.20. Ademés del tratamiento axiomético, el valor de Shapley puede inter-
pretarse heuristicamente de la siguiente forma: supongamos que los n jugadores acuerdan
reunirse en un mismo lugar, y supongamos también que los distintos 6rdenes de llegada
(permutaciones de los jugadores) son igualmente probables, esto es, 1/n! cada uno. Si a
cada jugador i se le agigna como recompensa su contribuciéon marginal a la coalicién for-
mada por los jugadores que llegaron antes que ¢l (i. e., v(T) — v(T\{i})), entonces ®;(v)

es la recompensa esperada para el jugador i.

Ejemplo 1.21. Consideremos el juego del guante definido en el Ejemplo [I.2] La tabla
siguiente recoge los vectores de contribuciones marginales de cada jugador para los distintos

ordenes de llegada posibles:
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CAPITULO 1. EL VALOR DE SHAPLEY: DEFINICION Y ALGUNOS RESULTADOS

Orden | 1 2 3
123 0 1 0
132 0 0 1
213 1 0 0
231 1 0 0
312 1 0 0
321 1 0 0

D 2/3 1/6 1/6

La contribucién marginal es 1 para el jugador que, a su llegada, aporte el guante que

faltaba. Al promediar, se obtiene el valor de Shapley del juego: & = (%, %, %) q
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Capitulo 2
Extensiones multilineales

Uno de los principales problemas que presenta el valor de Shapley es que su computacion
involucra sumas de un nimero muy elevado de términos. Para facilitar la evaluacién del

valor, Owen [14] introduce el concepto de eztension multilineal de un juego.

2.1. Definicién y relacién con el valor de Shapley

Hemos visto que un juego con n jugadores no es mas que una funcién de valor real
v cuyo dominio es 2V, es decir, el conjunto de todos los subconjuntos de N = {1,...,n}.
Sin embargo, 2V también puede interpretarse como el conjunto de vectores (x1, T2, ..., Z,,)
cuyas componentes son 0 o 1. Asi, 2V = {0, l}N es el conjunto de los vértices del cubo
unidad n-dimensional. La funcién caracteristica v es, por tanto, una funcién real definida

en los vértices del cubo. Parece razonable tratar de extenderla a todo el cubo:
0,1V = {(z1, 29, ..., zn) |0 < z; <1, Vie N}

Definicion 2.1. Sea (N,v) un juego cooperativo de n jugadores. La extension multilineal

(EML) de v es la funcion real f de n variables definida por

fl@n,x, o mn) = Y {HaziH(l—:pi)}v(S) (2.1)

ScN \lieS ¢S

para0<z; <1,i=1,...,n.

Ejemplo 2.2. Consideremos de nuevo el juego del guante del Ejemplo [I.2] Son ganadoras

las coaliciones {1,2},{1,3} v {1,2,3}. Asi pues, su extension multilineal es

f(z1, 22, 23) = x122(1 — 23) + 2123(1 — 22) + T1 2223,
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2.1. DEFINICION Y RELACION CON EL VALOR DE SHAPLEY

0, equivalentemente,

f(z1, 22, 23) = 122 + T123 — T1T2T3.

<

Para justificar el nombre de f, veamos que: (a) f es multilineal (i. e., lineal en cada
x;), (b) f coincide con v alla donde v esta definida y (c) f es la tnica funcién con estas
propiedades.

Es facil ver que la funcion f es multilineal. Notese que todos los términos [[;cq; y
[Ligs(1 — z;)v(S) son lineales en cada variable. Al ser f la suma de todos estos términos,
es también lineal en cada variable y por tanto multilineal.

Veamos ahora que f es una extensién de v. Para cada S C N, sea o el S-vértice del
cubo n-dimensional, i. e.,

1 si i€8,
0 si i¢S.
Entonces,
j0%) = 3 Tt Tl - o0 o).
TCN \ieT  ig¢T

Notese que, si T # S, el término entre llaves en la expresion anterior se anula. En
efecto, si existe algun i € T'\ 9, se tiene que af = 0; si existe algun ¢ € S\T, se tiene que
1-— af = 0. En cualquier caso, al menos uno de los factores es nulo y por tanto se anula

todo el producto. Sin embargo, si T = S, el término entre llaves es igual a 1 y tenemos que

f(a®) =w(S), (2.2)

con lo que f es, de hecho, una extension de v.
Para mostrar la unicidad, recordemos en primer lugar que una funciéon multilineal

polinémica de n variables tiene la forma

f(x1,$2,...,$n) = Z CTHaci,

TCN €T

es decir, depende de las 2" constantes Cp. Sustituyendo o, se obtiene que

f(as) = Z Cr,

TCS

con lo que la condicion (2.2)) se puede convertir en
> Cr=w(S)
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CAPITULO 2. EXTENSIONES MULTILINEALES

para todo S C N. Esto no es més que un sistema de 2™ ecuaciones lineales con 2" inc6g-
nitas Cp. Sabemos que puede ser resuelto para cualquier v(S), lo cual para un sistema
lineal significa que la matriz de coeficientes correspondiente es no singular, por lo que el
sistema tiene soluciéon tnica. Asi, se concluye que v tiene una tunica EML f, dada por la
Definicion 2.1

Mostremos ahora la relacién entre la EML de un juego y su valor de Shapley. Sea f; la

derivada parcial de f con respecto de la i-ésima variable, ;.

=S I TI0 - 2@ - S [[o [[0 - 2o, @3)
g e e
Sea S = T\{i} en la expresion anterior. Tenemos que
= > = 11a-2) u@) - o@\{i})]-
g e

Tomemos, en particular, z = (x,z,...,x), y sea t la cardinalidad de T". Entonces,

filz = 21— 2)" T [u(T) — o(T\{i})]. (2.4)

=

Integrando, obtenemos

/1 fia @, e = 3 [/1xt_1(1 )" tde | (T — o(T\{i})]

o 1T TcN L0 ’
€T

es decir,

/fz z)dr = ®;(v). (2.5)

Observacion 2.3. Noétese que, si en consideramos T'= S U {i}, obtenemos que

= [ [0 —=) (S u{i}) —v(S)]. (2.6)

SCN jeSs S
igs J]féz
Fijando nuevamente x = (z, z,...,x) y siendo s la cardinalidad de S, tenemos que
fiw e, nm) = 30 (=) (S U i) — o(S)),
SCN
i#S
lo cual, tras integrar, proporciona otra férmula habitual para el valor de Shapley:
slin—s—1)! i
0= [ feraar= 3 2O (0 gy u(@).
n!
SCN
iZS
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2.2. INTERPRETACION PROBABILISTICA Y APLICACIONES

Ejemplo 2.4. Consideremos nuevamente el juego del guante, del que obtuvimos la EML
en el Ejemplo 2.2}

f(z1, 22, x3) = 172 + T1T3 — T1T2X3.
Tenemos que
fi(z1, e, x3) = x2 + T3 — w23,

de modo que

fi(z,z, x) = 2z — 2,

e, integrando,
D, = /l filz,z,...,z)de = [3:2 - —
0 3
Del mismo modo,
fa(w1, w9, 23) = 71 — 7173,
2

fo(z,z,x2) = ¢ — x*,

de donde se obtiene que

1 2 371
T T 1
@2:/(; f2($,$,...,l‘)d$: |:2—3:|0: 6

Por simetria, @3 es también %. Asi pues, hemos obtenido con este método el mismo valor
de Shapley que en el Ejemplo N

2.2. Interpretacion probabilistica y aplicaciones

La EML de un juego v admite una interpretacién probabilistica. Sea & una coalicion
formada de manera aleatoria y supongamos que el evento A; definido por {i € &} tiene
probabilidad x; para ¢ = 1,...,n, y que estas probabilidades son independientes. Entonces,

para cada S C N se tiene que

Prob{& = S} = HﬁUz H(1 — ),
ieS ¢S
y por tanto,

Eu(S)] = f(z1,...,zn).

Heuristicamente, podemos decir que si cada jugador ¢ € N tiene probabilidad z; de unirse

a la coalicion, entonces la coalicion & puede esperar un pago de f(x1, ..., xy).
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CAPITULO 2. EXTENSIONES MULTILINEALES

Teorema 2.5. Sea v un juego de suma constante y f su EML. Entonces, para cualquier

(x1, T2, ..., Ty), Se tiene que
fd—z1,1 —2x9,...,1 —x,) =v(N) — f(z1,22, ..., Tpn).

Demostracion. Empleando la interpretaciéon probabilistica de las EML, es facil ver que la
probabilidad de que se forme la coalicion N\S dadas las probabilidades 1 — x; es la misma
que la probabilidad de que se forme la coaliciéon S dadas las probabilidades z;. Asi pues,
tenemos que

fA—z1,1 —x9,...,1 —x,) = Ev(N\G)],

donde & es la coalicién aleatoria definida anteriormente. Entonces,
f(l - xla 1 - zQu ceey 1 - an) + f(xla .fC27 ceey .Tn) = E[U(N\G) + U(G)]

Ahora bien, v es un juego de suma constante, por tanto v(N\S) + v(S) = v(NN) para todo
S C N. Con esto,

fA—z1,1 —x9,...,1 —x,) + f(x1,22, ... 24) = V(N),

como queriamos demostrar.

O

En la seccion anterior obtuvimos el valor de Shapley integrando las derivadas parciales
de f a lo largo de la diagonal principal z; = 29 = ... = x,, del cubo [0,1]". Sin embargo,
esta nueva evaluacién contiene el mismo nimero de sumas que la férmula original ademas
de una integral, con lo que su computacién no se ha simplificado en absoluto. No obstante,
la interpretacién probabilistica de las EML nos permite aplicar algunos teoremas de la
teoria de la probabilidad. En particular, serd de especial utilidad el feorema central del
limite, que establece que la suma de n variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas puede aproximarse a una distribucién normal para un n lo suficientemente
grande.

Consideremos nuevamente la ecuacién (2.6). En ella, el coeficiente de v(SU{i}) —v(S)

HEZB N (EE))

JjesS  j¢s
J#i

que podemos interpretar como la probabilidad de que & = S, donde & es un subconjunto

€8s

aleatorio de N\{i}, cuya distribucion viene dada por el hecho de que, para cada j # i,
Prob{j € 6} = z;,
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2.2. INTERPRETACION PROBABILISTICA Y APLICACIONES

y todos los eventos A; : {j € &} son independientes. Por tanto, podemos escribir que
filz) = E(G U {i}) —v(&)]. (2.7)

Supongamos ahora que v es un juego simple en normalizacion (0, 1). Esto quiere decir
que v(G U {i}) — v(S) es igual a 1 si & pierde pero & U {i} gana, y es 0 en cualquier otro
caso. Asi pues,
fi(z) = Prob{& pierde, & U {i} gana}.
Supongamos, ademads, que v es un juego de mayoria ponderada representado por |g; p1, ..., P
Tenemos que

filz) = Prob{q —p; <Y < q},

donde Y es la variable aleatoria
Y=> pj

JjES

Y:ZZj

JEN
J#i
donde Z; es una variable aleatoria igual a p; si j € © e igual a 0 en caso contrario.

0, equivalentemente,

Es facil ver que Z; tiene media p;x; y varianza p?:vj(l — z;). Como las variables Z; son

independientes, Y tiene media y varianza

p(Y)=>"pjz;,
J#i
2 2
(V)= piai(l— ).
J#

La distribucién de Y, que es la suma de n—1 variables aleatorias, en general no es facil de
obtener. Sin embargo, bajo ciertas condiciones (principalmente, que n sea lo suficientemente
grande y ninguna variable Z; tenga una varianza considerablemente mayor que las demas),
podemos aplicar el teorema central del l{mite y aproximar Y por una variable aleatoria
con distribucion normal. Concluimos de este modo que f;(x) es aproximadamente igual a
la probabilidad de que una variable aleatoria normal Y, con media u(Y) y varianza o2(Y),
satisfaga

S !
q—Di g =1 = q 9
1
2
riable aleatoria discreta con valores enteros por una variable continua. En el caso particular

donde el término 3 se incluye como correcciéon de continuidad, al estar aproximando una va-

z = (z,z,...,z), la media y la varianza toman la siguiente forma:

pY) =2y pj,
J#i
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CAPITULO 2. EXTENSIONES MULTILINEALES

o2(Y) =z(1 — ) Zp?
J#
Asi pues, podemos integrar numéricamente esta probabilidad para obtener una apro-

ximacion del valor de Shapley.

Ejemplo 2.6. Volvamos al juego del guante explicado en el Ejemplo pero esta vez
generalizado, para ilustrar la utilidad de la interpretacién probabilistica de las EML. Consi-
deremos L y R dos conjuntos disjuntos de [ y r elementos respectivamente, y sea N = LUR.
Cada miembro de L tiene un guante izquierdo y cada miembro de R, uno derecho. El juego

del guante v asociado a estos conjuntos viene definido por
v(S) = min{|S N R|,|SNL|},

para todo S C N, ya que v(S) es el namero total de pares de guantes que se pueden formar
con los miembros de S.
Asumamos ahora que i € R y consideremos la ecuacion (2.7). Es facil ver que, para
i ¢S, v(SU{i}) —v(S) serd igual a 1 si s; > s, y 0 en otro caso, donde s; = [SNL|y
sy = |S N R|. Por tanto,
fi(x) = Prob{s; > s,},

donde, en este caso, s =|6NL|ys, =|6NR|.

Sea ¢ = (z,z,...,x); s es una variable aleatoria que sigue una distribuciéon binomial
de parametros [ y z (es decir, s; ~ Bin(l,x)), mientras que s, sigue una distribucion
Bin(r — 1,x). Asumiendo que [ y r son grandes, podemos aplicar el teorema central del
limite para aproximarlas por variables aleatorias con distribucién normal con misma media

y varianza. Su diferencia Y = s; — s, tiene la media y varianza siguientes:
w(Y) = p(s)) — p(sy) =l —(r—laz=(1-r+1)z,
o2 (V) =0*(s;) + 0% (sp) =lz(l —z) + (r— Da(l —2) = (I+r— Dz(l — z).
Asi pues, aplicando la correccion de continuidad, obtenemos la siguiente aproximacioén para

los i € R:
fi(z,x,...,x) ~ Prob{Y > %},

donde Y es una variable aleatoria normal con la media y varianza calculadas arriba. Para
los ¢ € L, tan solo hay que intercambiar los parametros r y [ en dichas expresiones. Para
calcular el valor de Shapley aplicamos la formula , integrando numéricamente para
0<x<1.

La siguiente funcién creada con el lenguaje de programaciéon “R nos permite aproximar

el valor de Shapley para el juego del guante generalizado:
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2.3. EXTENSIONES MULTILINEALES DE JUEGOS COMPUESTOS
guante<-function(r,1){

fr<-function(x){
media=(1l-r+1)*x;
desv_tip=sqrt ((1+r-1)*x*(1-x));
fi=1-pnorm(0.5,media,desv_tip);
return(fi)
}
shapley_r=integrate(fr,0,1)$value
print (paste("Valor de Shapley para jugadores de R=",shapley_r))

fl<-function(x){
media=(r-1+1)x*x;
desv_tip=sqrt ((r+1-1)*x*(1-x));
fi=1-pnorm(0.5,media,desv_tip);
return(fi)
}
shapley_l=integrate(f1,0,1)$value
print (paste("Valor de Shapley para jugadores de L=",shapley_1l))

Evaluando para r = 96 y I = 101, por ejemplo, obtenemos que ®; = 0,66394 para
1 € Ry ®; = 0,32056 para ¢ € L. Noétese que 0,66394 - 96 + 0,32056 - 101 =~ 96, debido
a la propiedad de eficiencia. Se puede apreciar que, a pesar de que el exceso de guantes
izquierdos es relativamente pequeno, la ventaja que obtienen los miembros de R es bastante

grande en comparacién. <

2.3. Extensiones multilineales de juegos compuestos

Consideramos, a continuacién, el comportamiento de las EML bajo la composicién
de juegos. Para los juegos simples wi, wy, ..., w, en normalizacién (0,1) con conjuntos de
jugadores My, My, ..., M, y el juego no negativo v € G(N), con N = {1,2,...,n}, se dio en

la Definicién [LL9] la formula

u(S) = v({j [w;(SNMy) = 1}), (2.8)
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para S C M* = UjEN M;, que define el juego compuesto u = v{wy, ..., wy]. Consideremos,

sin embargo, la formula
u(S) =Y [Twi(s) TT 11— wi(Sple(T), (2.9)
TCN jeT j¢T
0, equivalentemente,

u(S) = f(wi(S1), ..., wn(Sn)), (2.10)
donde S; = SN M; y f esla EML de v. Si los juegos w; son simples, vemos que

(w1 (S1), w2(S2), sy wn(S5)) = @,
donde T' C N viene dado por T' = {j | w;(S;) = 1}, y asi,
u(S) = f(a®) = o(T).

De este modo, vemos que las formulas (2.8) y (2.9) coinciden para juegos simples. No
obstante, la formula (2.9)) es aplicable también a juegos no simples sujetos a las siguientes

condiciones:
Cl. w;(S) > 0, para todo S C Mj;,
C2. wj(M;) =1, para todo j € N.

Asi pues, la formula (2.9) es una generalizacion de (2.8)).
Sea gj, con j € N, la EML de w;. Entonces, g; es una funcién que lleva el cubo [0, 1]
a los numeros reales. De hecho, por las condiciones C1 y C2, la imagen de g; es el intervalo

unidad [0, 1]. El producto cartesiano g = g1 X g2 X ... X gy, es una funciéon cuyo dominio es
[0, 11" % [0, 1]M2 x ... x [0,1]M" = [0, 1]
y cuya imagen es [0, 1]V, La funcién g viene dada por

g9(z) = (g1(x'), g2(2?), ... gu (™)),

donde a7 es la restriccion del vector  a los indices i € M;.
La EML de v, f, tiene como dominio [0, 1]V. Podemos, por tanto, formar la funcién

compuesta

h(z) = f(gi1(x'), g2(x?), ... gn(a™)),
definida en el cubo [0, 1]M". Veamos ahora que h es una funcién multilineal de las variables
x;, 1 € M*. Supongamos que i € M;. Por hipotesis, los conjuntos M;, son disjuntos, y por
tanto los gi(x*), para k # j, no dependen de ;. Por consiguiente,

oh _ 87fﬁgj
(%i B 8_9]' 8@
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0, denotando mediante subindices la diferenciacién parcial,

hi(z) = fi(9(@))(g;)i(a?).

Ahora bien, como g; es multilineal, su derivada (g;); no depende de x;. Por ser f también
multilineal, su derivada f; solo depende de los gk(azk), k #£ j, asi que no depende de x;.
Por tanto, h;(z) no depende de x; y se concluye que h es lineal con respecto a ;. Esto es
cierto para todo ¢ € M*, probando asi que h es multilineal.

Al ser h multilineal, es la extension de una funcidn real definida en los vértices del cubo.

De hecho, es la extensién del juego compuesto w:

Teorema 2.7. Sea v un juego no negativo de G(N), sean wy,wsa, ..., W, unos juegos que
cumplen las condiciones C1 y C2 y sea u = v]wi,...,wy]. Sean f,g1,...,gn las EML de

v, W1, ..., Wy, Tespectivamente, y sea h = fog. Entonces, h es la extension multilineal de u.

Demostracién. Evaluando h en el S-vértice, o, del cubo [0, 1] tenemos que, para S C
M*

h(a®) = f (91(@®), g2(0™), oo gal@™)) |
donde S; = SN M; y o es la restriccion de o a los indices i € M;. Sabemos por 1;
que gj(asj) = w;(95;), y por tanto

h(e®) = f(wi(S1), wa(S2), ..., wn(Sn)),

o, por (2.10),
h(a®) = u(S).

Hemos visto que h coincide con u en los vértices del cubo en los que ambas estan definidas,
probando asi que h es la EML de u. O

Este teorema muestra que la composicién de juegos se corresponde con la composicion
de sus EML. Ya que las EML estan intimamente relacionadas con el valor de Shapley, cabria
esperar que dicho valor también admitiese la composicién, es decir, que se cumpliese que
Q;(u) = ;(wj)®;(v), para i € Mj. Sin embargo, en general, esto no es cierto. Recordemos
que, para ¢ € Mj,

hi(z) = fi(g(z))(g5)i(27).

Tomando = = (z,z, ..., ),

donde, para k € N,
yk(x) = gr(x, z, ..., x). (2.11)
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Asi, 1
50 = [ 0@, a)d (2.12)
donde )
<1>j(v):/0 F (@2, o)
Yy

1
@i(wj):/o (95)i(z, 2, ..., z)dx.

Podemos observar dos razones por las que el valor de Shapley no admite, en general, la
composicion: en primer lugar, generalmente, y(x) no es igual a (x,z,...,x); en segundo
lugar, aun en caso de que yi(x) = = para todo k € N, el producto de dos integrales no es,
en general, igual a la integral del producto de sus integrandos.

En todo caso, la férmula nos permite calcular el valor de Shapley para juegos

compuestos.

Ejemplo 2.8. El Consejo de Seguridad de las Naciones Unidas consta de 15 miembros,
5 de los cuales son permanentes (EE. UU., Rusia, Reino Unido, Francia y China). Para
aprobar una mocién es necesaria la aprobacion de todos los miembros permanentes, ademas
de al menos 4 votos positivos de entre los 10 miembros no permanentes. Tenemos asi un
juego compuesto de 15 jugadores u = v[wy, we] donde w; es un juego simple de 5 jugadores
en el que solo es ganadora la coalicion total (wq(M;) = 1), wy es un juego simple de 10
jugadores en el que es ganadora cualquier coalicién de cuatro jugadores o mas, y v es un
juego simple de dos jugadores en el que solo la coalicién de ambos es ganadora.

Para wq, tenemos la extensiéon multilineal
g1(71, ..., T5) = T1T20374T5,

y por tanto
yi(t) =t°.
Obtengamos directamente para wsy la derivada parcial (gs); para los puntos & =
(z,z,...,z) empleando la formula . Tenemos, para todo i € My = {1,2,...,10},

(92)i(z,x,.cix) = Z (1 — 2)t0,

TeT;

donde 7; es el conjunto de todas las coaliciones T' C Mj tales que T gana pero T\{i}
pierde y t es la cardinalidad de T'. Esto es, 7; es el conjunto de coaliciones de exactamente
4 jugadores que contienen al jugador . Hay (3) = 84 elementos en 7;, todos ellos con ¢ = 4,
por lo que

(g2)i(z,x, ..., x) = 84x3(1 — z)5.
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Finalmente, v tiene la extensién

fy1,92) = v1ye.

Empleando la formula (2.12)) tenemos que, para todo ¢ € Mo,
1
B0 = [ fal@) (oo 0)s
1
—/ y1(z)(g2)i(x, @, ..., x)dw

0

1
:/ 258423 (1 — 2)%dx
0

1
= 84/ 281 — )8z
0
86! 4

=84- =84—=—.
84-B(9,7) =8 15! 2145

Ya que la suma del valor de Shapley de todos los jugadores de wu, por eficiencia, debe
valer 1 y en My hay 10 jugadores, queda un total de 1 — 40/2145 = 2105/2145 para los
jugadores de M;. Es claro que los 5 jugadores de M; son simétricos, asi que cada uno
recibe una quinta parte del total, es decir 421/2145. Asi pues, el juego u tiene el siguiente

valor de Shapley:

421/2145 = 0,19627 si i es un miembro permanente,
4/2145 = 0,00186 en otro caso.

(I)Z"LL:

Es evidente, por tanto, que los miembros permanentes ostentan préacticamente todo el

poder del Consejo de Seguridad de las Naciones Unidas. N
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Capitulo 3

Otros valores relacionados con el

valor de Shapley

A lo largo del ultimo medio siglo se han definido en teoria de juegos muchos otros
valores. En este capitulo se describiran algunos de ellos y se analizard su relacién con el

valor de Shapley.

3.1. El indice de poder de Banzhaf-Coleman

Fue introducido en 1946 por Lionel Penrose [17] y redefinido en décadas posteriores por
John F. Banzhaf [4] y James S. Coleman [7]. El concepto de indice de poder se aplica a un
valor cuando se emplea en el contexto de los juegos simples, los cuales a menudo modelizan

problemas de votacién.

Definiciéon 3.1. Sea v un juego simple en normalizacién (0,1). Un conjunto S C N se

denomina swing para el jugador i € S si se cumple que v(S) =1y v(S\{i}) = 0.

Definicion 3.2. Sea 6; el nimero de swings para el jugador ¢ € N. Se define el indice de
Banzhaf-Coleman normalizado como

0;
Z?:l 0; '

Es decir, el indice de poder para el jugador ¢ es la fracciéon de todos los swings existentes

Bi(v) =

que el jugador ¢ puede realizar.

Ejemplo 3.3. Sea v el juego de los cuatro accionistas del Ejemplo Noétese que el
conjunto 7;, definido como el conjunto de todas las coaliciones ganadoras T tales que

T\{i} es perdedora, es el conjunto de swings; es decir, §; = |T;|. Asi pues, obtenemos los
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3.1. EL INDICE DE PODER DE BANZHAF-COLEMAN

valores 1 = 1,02 = 03 = 3y 04 = 5, y el indice de poder de Banzhaf-Coleman normalizado
para este juego es

B) = (1313 13) -
En este caso, el indice coincide con el valor de Shapley. Esto no ocurre asi en general. <«

Consideremos ahora la siguiente expresion de 6;:

Oi(v) = Y [0(S) —v(S\{i})].
SCN
1€S
Notese que, si v es un juego simple, v(S)—v(S\{i}) sera 0 excepto cuando S sea un swing
para el jugador ¢, en cuyo caso serd 1. Por tanto, esta expresion es coherente con la definicion
original de 0;, siendo ademas aplicable para cualquier juego TU no necesariamente simple.
Consideremos ahora

Y(v) = 2'7"0(v),

0, equivalentemente,

Uilo) = 3 oy [0(8) w8\
58

Esta es la expresion del indice de poder de Banzhaf-Coleman para un juego TU cual-
quiera. Al compararla con la formula del valor de Shapley , se puede ver que existe
una cierta relacién entre ellas: ambas dan medias ponderadas de las contribuciones mar-
ginales v(S) — v(S\{i}) del jugador i a las posibles coaliciones. La diferencia reside en los
coeficientes ponderantes utilizados: en el caso del valor de Shapley, estos varian segin el
tamafio de S; para el indice, todos ellos son iguales.

Considerando la expresion (2.4), es facil ver que
$i(v) = fi (5150 3) (3.1)
donde f es la EML de v y f; es su derivada parcial i-ésima.

Ejemplo 3.4. En el Ejemplo obtuvimos la EML para el juego del guante de tres
jugadores:

f(z1, 72, x3) = 172 + T1T3 — T1XT2X3.

Tenemos que

f 1 11 1 1 1 3
wl 1(2’272) 2 2 4 47
1 11 1 1 1
wQ_]2(72772a72) 27 1 4>
1 11 1 1 1
1/}3_ 13 (72772772) = T — = = =

Notese que en este juego el indice de poder de Banzhaf-Coleman es distinto al valor de
Shapley, obtenido en el Ejemplo N
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De manera anéloga a como se hizo con el valor de Shapley, se puede probar que el indice
de Banzhaf-Coleman cumple las propiedades de jugador nulo y simetria. Consideremos
ahora las siguientes propiedades relacionadas con la composicién de juegos que, en general,

el valor de Shapley no cumplia:

Teorema 3.5. Sean wy,ws, ..., wy juegos con conjunto de jugadores My, Ma, ..., M, res-
pectivamente, que satisfacen wj > 0, w;(M;) =1 para todo j =1, ...,n; sea v un juego no

negativo con conjunto de jugadores N = {1,2,....,n}, y consideremos el juego compuesto
u = v[wy, wa, ..., Wy).
Entonces, para cada j € N, existe una constante \; > 0 tal que, si 1 € M;, entonces
di(u) = Ajtpi(wy).
Esto es, los miembros de M; tienen un poder en u proporcional al que tienen en w;.

Demostracion. Sean f,g1,...,9n v hlas EML de v, w1, ..., w, v u, respectivamente. Tenemos

que

Por tenemos que
Pi(u) = fj (v (3)) vi(wy).

Al ser v no negativo, todas las derivadas parciales de f son no negativas. Asi pues, deno-

tando \; = fj(y(%)), el teorema queda probado. O

Teorema 3.6. Sean u,v,wy,...,w, como en el Teorema y asumamos, ademds, que

todos los w; son juegos de suma constante. Entonces, si i € Mj, se tiene que
Yi(u) = ¥;(v)Yi(w;).
Demostracion. En el Teorema se probd que
Yi(u) = Ajhi(w;),

donde
No=fi(y(3))

Cada wy, es un juego de suma constante, asi que por el Teorema [2.5] se tiene que

N[

9k (%7
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Ahora bien, wy(My) = 1 por hipotesis, asi que g (%, %,,%) = yk(%) = %, para todo

O

Ejemplo 3.7. Sea u = v[wy, ws] el juego del Consejo de Seguridad de las Naciones Unidas
expuesto en el Ejemplo Para i € My, por el Teorema [3.6

Vi(u) = Y1 (v)i(wr),

es decir,

Tenemos que

11 1 1\4
(90i (3:3:3) = (3) =
16
11 1
5150
10 jugadores en el que ganan las coaliciones de 4 o mas jugadores. Viendo la ecuacion

Recordemos que 2 (%) = g9 ( ), donde g2 es la EML de ws, un juego simple de
(2.1) que define la EML de un juego, se puede concluir que g tiene tantos sumandos como
coaliciones ganadoras (i.e., wy(S) = 1) existan en ws, y todos estos sumandos valdran

10 , -
(%) = ﬁ. El nimero de coaliciones ganadoras es

10
> (18()) = 848,

s=4

v por tanto yo (%) = % = %. Asi pues, para los jugadores de My,
53 1 53
Vil =51 16 = To2a

Para i € Mo,

Tenemos que

9 84 21
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Por tanto,
21 1 21

vilw) = 195 " 33 = 1096°

En definitiva,

53/1024 = 0,05176 si ¢ es un miembro permanente,
21/4096 = 0,00513 en otro caso.

El indice de poder de Banzhaf-Coleman de los miembros permanentes es unas diez
veces mayor que el de los otros miembros. Esto se puede comparar con el valor de Shapley
del juego, que otorgaba mucho mas poder relativo a los miembros permanentes, con un

ratio de aproximadamente 100 a 1. N

3.2. El valor coalicional de Owen

Fue introducido por Guillermo Owen [I5] como una extension del valor de Shapley. Tan-
to el valor de Shapley como el indice de poder de Banzhaf-Coleman dependen tinicamente
de la funcién caracteristica del juego; esto es util para saber, en abstracto, la recompensa
que un jugador individual puede esperar obtener en un juego. Sin embargo, frecuentemente
existe informacién adicional teniendo en cuenta la identidad de los jugadores. En muchos
casos habra coaliciones que, si bien no son seguras, si son muy probables, mientras que
otras serdn practicamente imposibles dadas las relaciones previas entre los jugadores.

Para modelizar estas situaciones, consideramos la particién del conjunto de jugadores

N ={1,2,...,n} en un sistema de uniones a priori
T =1{T1, ... T}

donde todas las coaliciones (o uniones) T} son disjuntas entre si, y su unién es N.
Podemos pensar estas uniones como acuerdos previos entre los jugadores. Una unién
puede ser, por ejemplo, un partido politico o una empresa. Los miembros de cada unién (i.
e., los diputados de cada partido o los propietarios, gerentes y empleados de cada empresa)
acuerdan cooperar, si bien no estan de ningin modo forzados a hacerlo. Los miembros de
cada unién tienen la posibilidad de amenazar con desertar, y esta amenaza debe ser tenida
en cuenta por los deméas miembros. Nos encontramos asi con un proceso en dos partes: por
un lado, las uniones negocian entre ellas para determinar cudnto recibe cada una; por el
otro, los miembros de cada unién negocian entre ellos para determinar cémo se divide la

recompensa obtenida.
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Definicion 3.8. Dada la particion T y el juego v € G(N), se define el juego cociente

u=wv/T,con M ={1,2,...,m} como conjunto de jugadores, por

u(H):v<U Th>,

heH

para H C M.

En la préctica, este es el juego que juegan las empresas; el jugador h es, en este juego,
la empresa T}, en el juego original. En ese caso, u({h}) es la recompensa que la empresa
Ty, puede obtener en el juego v actuando como una coalicién, mientras que u(H) es la

recompensa que todas las empresas Ty, h € H, pueden obtener en v actuando juntas.

Ejemplo 3.9. Sea v el juego de los cuatro accionistas del Ejemplo en el que los
jugadores tienen 10, 20, 30 y 40 acciones, respectivamente. Supongamos que los jugadores
1y 2 deciden colaborar (por ejemplo, porque se casan). En este caso, T' = {{1, 2}, {3}, {4}}
y u = v/ T seria el juego de 3 jugadores entre las uniones a priori que conforman T y que
poseen 30, 30 y 40 acciones, respectivamente. Es facil ver que u(H) = 1 si H tiene al menos

dos miembros, y w(H) = 0 en caso contrario. q

Ejemplo 3.10. Sea v un juego de mayoria ponderada [g;p1, ..., pn], ¥ sea T la particion
{T1,...,T,,}. Entonces, el juego cociente u es el juego de mayoria ponderada caracterizado
por [¢;p(T1), ..., p(T;)], donde p(S) no es mas que la suma ), g p;. Esta clase de juegos
podria modelizar un parlamento de n miembros, donde p; = 1 para todo i € N, dividido

en m partidos 11, ..., T, con una disciplina de voto considerablemente fuerte. N
Consideremos ahora la siguiente sucesiéon de definiciones y lemas:

Definicion 3.11. Diremos que dos uniones distintas T;,T; € T son simétricas en v €

G(N) si iy j son jugadores simétricos en el juego cociente v/ T.

Definiciéon 3.12. Un conjunto S C N se dice que es un soporte para el juego v € G(N)
si, para todo T'C N, v(T) =v(SNT).
Intuitivamente, esto significa que cualquier jugador que no pertenezca a un conjunto

soporte es un jugador nulo.

Definicion 3.13. Dado un conjunto S C N y una particion T de IV, definimos el conjunto
S/T={jeM|SNT; #0}.

Lema 3.14. Sea S un soporte para el juego v. Entonces, S/T es un soporte del juego
u=uv/T.
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Demostracion. Sea S* = [J{T; | SN T; # 0}. Es claro que S C S* y, por ser S soporte,
también lo sera S*.

Sea H C M y sea K = UjeHTj' Por ser S* soporte, v(K) = v(K N S*), y por tanto
u(H) =v(K)=v(KNS*)=u(HNS/T). Asi pues, S/ T es un soporte de wu. O

Lema 3.15. Sea wg el juego de unanimidad con el conjunto soporte S, tal y como se
definic en el Lema . Entonces, el juego cociente wg/T es el mismo que el juego de

unanimidad wg, -

Buscamos un valor modificado, que serd una aplicaciéon que vaya del espacio de todos
los pares (v; T'), donde v € G(N) y T es una particion de N, a R™. Denotaremos dicha
aplicaciéon por €. Tgual que se hizo con el valor de Shapley, caracterizaremos €2 de manera

axiomaética.
Definicion 3.16. El valor coalicional de Owen, €2, satisface:

0O1. Si K es un soporte, entonces

> Qv T) = v(K).
€K
02. Sii,j € Ty € T son jugadores simétricos en v, entonces

Qi(’l); T) = Qj(v; T)

03. Si T},T) € T son uniones simétricas en v, entonces

D U T) = Uw; T).

€Ty €Ty,
O4. Para dos juegos cualesquiera v y w, y una particion cualquiera T,

Qu+w; T)=Qv;T) + Qw; T).

Para entenderlos mejor, podemos comparar algunos de estos axiomas a las propiedades
de Shapley que servian como sistema axiomdético para caracterizar el valor de Shapley.
El axioma O1 es equivalente a las propiedades de eficiencia y jugador nulo definidas sobre
juegos con un sistema de uniones a priori. Los axiomas O2 y O3 son axiomas de simetria: O2
establece que el valor recompensara igual a jugadores iguales dentro de una misma unién
a priori y O3 determina que dos uniones que se comportan de igual forma en el juego
cociente reciben el mismo pago. Notese que O2 no determina el pago de dos jugadores

simétricos pertenecientes a distintas uniones: dos empleados equivalentes recibirédn salarios
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distintos si uno trabaja para una empresa con grandes beneficios y otro trabaja para un
pequeno negocio con dificultades. Finalmente, el axioma O4 es analogo a la propiedad de
aditividad, con la restricciéon de que se mantenga la estructura de coaliciones a través de
los distintos juegos.

Igual que con el valor de Shapley, podemos dar un teorema de existencia y unicidad:

Teorema 3.17. Eziste una dnica aplicacion que satisface los axiomas O1-O4 de[3.16] Esta

aplicacion viene dada, parai € T; € T, por

am =y Yo M DG 2 R G psu i —vQuUs) (32)
e e

donde h, s y t; son las cardinalidades de H, S y T, respectivamente, y Q = J,c g Th-

Demostracion. La prueba de la unicidad, igual que para el valor de Shapley, estid basada
en los juegos de unanimidad wg, S C N, los cuales, como se vio en el Lema forman
una base de G(N) como espacio vectorial.

Para el juego wg, S es un soporte. Asi pues, por el axioma O1,

> Qi(ws; T) = ws(S) =1
€S
y, como todos los jugadores que no forman parte de S son jugadores nulos, Q;(wg; T) =0
para todo i ¢ S.
Sean j y k dos elementos de S/T. Por el Lema ws/T = wg,r, y por ser j y k

simétricos en wg, g, Tj y T} son coaliciones simétricas en wg. Del axioma O3 se sigue que

D Quws; T) =Y Qu(ws; T).
iETj 1€Ty,
Sea h(S) la cardinalidad de S/ T, i. e. el namero de j € M tales que S NTj # 0. Ya
que todos los T con j € S/T reciben el mismo pago y todos juntos reciben un pago 1,

tenemos que

ZQi(wS; T)=1/h(S5), para j € S/T.
=
Sean ¢ y [ dos elementos de SN T}, para algin j. En particular, ¢,/ € S y por tanto son
jugadores simétricos en wg. Por tanto, por el axioma 02, Q;(wg; T) = Q(wg; T).
Sea ahora s; el nimero de elementos de S N 7T};. Como todos los jugadores de S NT;

reciben el mismo pago por ser simétricos, y todos juntos reciben 1/h(S), obtenemos que

1/(s;h(S)) st i€ SNT;, Tj € T,
0 si i¢sS.

Qi(wg; T) =
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Asi pues, hemos visto que los axiomas O1-O3 caracterizan un tinico valor para los juegos
de unanimidad wg. Como estos juegos forman una base de G(N), por el axioma O4 se
deduce que hay a lo sumo un tnico valor en el espacio de todos los pares (v, T').

Para probar la existencia, basta con comprobar que el valor dado por la ecuacién

satisface los axiomas O1-O4. O

Ejemplo 3.18. Sea v el juego de los cuatro accionistas y u = v/ T el juego cociente con
uniones a priori descritos en el Ejemplo [3.9] Para calcular su valor de Owen emplearemos el
paquete GameTheoryAllocation de ‘R descrito en Saavedra-Nieves [I§]. Recordemos que

la funcién caracteristica de v se define de la forma siguiente:

v(l)=0 v(12)=0 v(123)=1 wv(1234)=1
v(2)=0 v(13)=0 wv(124)=1
v(3) =0 v(14)=0 v(134)=1
v4)=0 v(23)=0 v(234)=1
v(24) =1
v(34) = 1

Teniendo esto en cuenta, ejecutamos la siguiente secuencia de comandos:

> install.packages("GameTheoryAllocation")
> library(GameTheoryAllocation)

> f_caract=c(rep(0,8),rep(1,7))

> union=list(c(1,2),c(3),c(4))

>

Owen_value(f_caract,union,game="profit")

El valor de Owen obtenido es Q(v; T') = (1—12, %, %, %) Resulta interesante compararlo
con el valor de Shapley del juego sin uniones a priori obtenido en el Ejemplo que
es P(v) = (%, i, i, %) La unién de los jugadores 1 y 2 hace que el jugador 4 pierda
algo de valor en favor del jugador 3. Esto se debe a que en el juego cociente u los tres
jugadores son simétricos, pues la colaboracién entre dos de ellos otorga la mayorfa. En esta
situacién, el mayor nimero de acciones del jugador 4 no le otorga ningtin poder negociador

adicional. q

3.3. El valor de Myerson y otros valores relacionados

El valor de Myerson fue introducido por Roger B. Myerson [12] en 1977 como una
aplicacién directa del valor de Shapley para los juegos T'U con estructura de comunicacidn.

Para entender esta clase de juegos es necesario definir previamente algunos conceptos:
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Definicion 3.19. Un grafo no dirigido es un par (N,I') en el que N es un conjunto de
nodos y I' es un conjunto de pares no ordenados de elementos distintos de N, es decir,
I'c {{i,j} C N |i#j}. Los elementos de I' se llaman aristas. Denotaremos por I'(IN) el
conjunto de todos los grafos no dirigidos definidos sobre N, y en general nos referiremos a

los elementos de esta clase por su conjunto de aristas I'.

Definicion 3.20. Dado un grafo I' € T(N) y un conjunto S € 2V\{0}, el subgrafo de T
en S es el grafo (5,T|g) con I'|g = {{4,j} €' | 4,5 € S}.

Definicién 3.21. Sea I' € I'(N). Una secuencia de k nodos distintos (iy,...,ix) es un
camino en I'|g si {i;,9y11} € T'g paral=1,...,k — 1. Dos nodos i,j € N estan conectados
en ['|g si existe un camino (i1, ...,7;) en I'|g con i1 =i y ix = j. Un subgrafo I'|s es conezo

si todo par de nodos en S esta conectado por un camino.

Definiciéon 3.22. Un conjunto K C S es un componente de I'|g si K es un subconjunto
conexo maximal de S, es decir, K es conexo y para cada i € S\K el conjunto K U {i}
no es conexo en I'. El conjunto de componentes de I'|g constituye una particion de S y se
denota por S/T.

FEn el contexto de los juegos TU, el conjunto de nodos NN es el conjunto de jugadores
v el grafo representa en este caso una estructura de comunicacién establecida entre los
jugadores. Se considerara que los jugadores de la coalicion S se pueden comunicar entre
ellos si S es conexo en I (i.e., I'|g es conexo). Un juego TU con estructura de comunicacion
o juego CO con conjunto de jugadores N viene dado por la tripla (N, v,T"), donde (NV,v) €
G(N) y I' € T'(N). Denotaremos el conjunto de juegos CO con conjunto de jugadores N
por GCO(N).

Para un juego CO (N,v,I'), asumimos que los jugadores de la coalicion S C N solo

pueden cooperar si pueden comunicarse entre ellos, es decir, si I'|g es conexo.

Definicion 3.23. Dado (N,v,I) € GCO(N), el juego restringido (de Myerson), v'' €
G(N), esta definido por

para todo S C N.

Definicion 3.24. El valor de Myerson para un juego CO, denotado por u, es el valor de
Shapley de su juego restringido,

w(N,v,T) = &),
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Asi pues, el valor de Myerson de un juego CO es el valor de Shapley de un juego
TU obtenido a partir del juego original teniendo en cuenta las restricciones comunicativas

inducidas por el grafo.

Ejemplo 3.25. Consideremos el juego de guantes de cuatro jugadores v € G(N) con
N = {1,2,3,4} en el que el jugador 1 tiene un guante izquierdo mientras los jugadores
2, 3 y 4 tienen un guante derecho cada uno. La funcion caracteristica de este juego esta

definida de la siguiente manera:

v(l)=0 v(12)=1 o0(123)=1 ov(1234) =
v(2)=0 v(13)=1 v(124)=1
v(3)=0 v(14)=1 v(134) =1
v(4)=0 v(23)=0 v(234)=0
v(24) =0
v(34) = 0

El valor de Shapley de este juego es ®(v) = (%, 1—12, %, 1—12) Sin embargo, consideremos

que existen unas restricciones comunicativas inducidas por el grafo I' = {{1,2},{2,4}},
por ejemplo porque solo estos jugadores se conocen entre si. Notese que, a pesar de que
los jugadores 1 y 4 no se conocen, pueden comunicarse a través del jugador 2, que es un

conocido comun. El juego restringido de Myerson asociado a este grafo, v!, es el siguiente:

(1) =0 o'(12) =1 oM(123) =1 o'(1234) =1
vI(2) =0 '(13)=0 o'(124) =1
vI'(3) =0 oM(14) =0 oI'(134) =0
vP(4) =0 o5(23)=0 oI'(234)=0
vl'(24) =0
vl (34) =0

El valor de Myerson del juego original, (N,v,I'), es el valor de Shapley de v'. En
el juego restringido, los jugadores 3 y 4 son nulos, mientras que los jugadores 1 y 2 son
simétricos. Por tanto, ®(v) = (%, %,0,0) = pu(N,v,I).

En esta situacion, el jugador 3 se vuelve nulo al no conocer a nadie que pueda pro-
porcionarle un guante izquierdo. El hecho de que el jugador 4 pueda comunicarse con el
jugador 2 no le supone ningin beneficio directo, ya que ambos poseen guantes derechos y
por tanto su coaliciéon no genera ninguna utilidad. Ademas, aunque puede comunicarse con
el jugador 1, ha de hacerlo a través del jugador 2, que también tiene interés en el guante
izquierdo del jugador 1. Por tanto, la inclusién del jugador 4 no genera tampoco ninguna
utilidad a la coalicién {1,2} formada previamente. De este modo, solo los jugadores 1 y 2

pueden generar utilidad, teniendo ambos el mismo poder. N
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El concepto de grafo admite una generalizacién. Dado un conjunto base IV, un hipergrafo
es un par (N, H) donde H C {h C N | |h| > 1}. Los elementos de H se llaman hiperaristas
y pueden relacionar cualquier cantidad de elementos de N, a diferencia de los grafos, donde
|h| = 2. El conjunto de hiperaristas de i € N se denota por H; = {h € H | i € h}. La
restriccion de H a S € 2V\{0} se denota por H|s = {h € H | h C S}. Un hipergrafo, de
manera andloga a lo que ocurre con un grafo, da lugar a una particion del conjunto base (o
de cualquier subconjunto de este) en componentes conexas maximales; para un hipergrafo
(N, H), se denota por N/H el conjunto de sus componentes.

De manera anédloga a como se definieron los juegos CO, un juego TU con estructura de
conferencia o juego CF con conjunto de jugadores N viene dado por la tripla (N, v, H),
donde (N, H) es un hipergrafo y v € G(N). Se denotara por GCF(N) el conjunto de
juegos CF con conjunto de jugadores N.

El valor de Myerson puede ser extendido a juegos CF de la siguiente manera (van den
Nouweland, Borm y Tijs [21]):

donde

TeS/H
para todo S C N, siendo S/H la particion de S en componentes conexas maximales
inducida por H.

Como alternativa al valor de Myerson, Meessen [11] defini6 el valor de posicion para
juegos CO, extendido a situaciones de juegos CF con hipergrafos no ciclicos en van den
Nouweland, Borm y Tijs [21]. Casajus [6] ofrece una caracterizacion del valor, expresandolo
en términos del valor de Myerson: mientras que este enfatiza el rol de los jugadores, el valor
de posicion se centra en las aristas (o hiperaristas) que los unen. Este enfoque es el que se

describe a continuacion:

Definiciéon 3.26. Dado un juego (N,v, H) € GCF(N), se define el juego de hiperaristas
(H,vN) por

SEN/F
para todo F C H, siendo N/F la particion de N en componentes conexas maximales

inducida por F.

Definicion 3.27. El valor de posicion del juego (N,v, H) € GCF(N) viene dado por

«(N,v, H) Z?@LHU)
heH||
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De este modo, el juego de hiperaristas evalda la importancia de cada subconjunto de
hiperaristas en el juego original y el valor de posicién reparte a partes iguales el valor de
Shapley de cada hiperarista entre los jugadores involucrados en ella.

Consideremos ahora la situacién opuesta a la descrita por los juegos CO: dado un grafo
I' e I'(N), diremos que dos jugadores i,j € N son incompatibles si {i,7} € T, es decir, si
estdn unidos por una arista. Un juego TU con incompatibilidades es una tripla (N,v,T’),
donde (N,v) € G(N) y I" € I'(N), considerando esta interpretacion alternativa del grafo:
en estos juegos, las aristas el grafo representaran la imposibilidad de dos jugadores para
comunicarse entre si y, por tanto, formar coaliciones. Denotaremos por GI(N) el conjunto
de juegos TU con incompatibilidades con conjunto de jugadores N. El objetivo es obtener

una variaciéon del valor de Shapley 1til para estas situaciones.

Definicién 3.28. Dado un grafo I' € I'(V), decimos que una coalicion S C N es I'-
admisible si y solo si {i,j} ¢ ' para todo 4,j € S. Se denotara por P(S,T") el conjunto de

todas las particiones de S cuyas clases son ['-admisibles.

Definicion 3.29. Dado un grafo I' € I'(IV), se define su grafo dual como

" ={{i,j} CN|i#j{i,j} ¢}

Bergantinos, Carreras y Garcia-Jurado [5] introducen un valor eficiente y justo definido
en GI(N). Nuevamente, se definen varias propiedades deseables (en este caso, adaptan-
do las ideas que habian sido introducidas en Myerson [12] al contexto de los juegos con

incompatibilidades) y se demuestra que determinan un tnico valor f: GI(N) — R™.

Definicién 3.30. Sea f un valor en GI(N) y consideremos las siguientes propiedades

deseables:

1. Eficiencia en componentes: f satisface la propiedad de eficiencia en componentes
si, para todo (N,v,T') € GI(N), se tiene que

; fio0, 1) = méx TGPv(T),
para todo S € N/I'*. Notese que N/T'* particiona N de forma que, si ¢ y j forman
parte de distintas clases de la particién, entonces son incompatibles. Estas clases
S € N/I'* estan formadas por jugadores compatibles que pueden negociar y formar
coaliciones admisibles; la propiedad de eficiencia en componentes asegura que los
jugadores formaran estas coaliciones de la mejor forma para ellos, es decir, la suma

de los pagos obtenidos por los jugadores en cada S € N/T'* es la mayor posible.
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2. Justicia: f satisface la propiedad de justicia si, para todo (N,v,I') € GI(N), se

tiene que

fi(N,U,F) —fi(N,U,FU{i,j}) :fj<N7v7F) —fj(N,U,FU{i,j}),

para todo {i,j} € I'*. Esta propiedad refleja la simetria de la relacion binaria que
subyace al grafo: si dos jugadores se vuelven compatibles, ambos ganan o pierden lo

mismo.

3. Estabilidad: f satisface la propiedad de estabilidad si, para todo (N,v,T') € GI(N),
se tiene que
fi(NaU7F) > fi(N7Ua ru {17]})7

fj(N7U7P) > fj(N7U7PU {i,j}),

para todo {i,j} € I'*. Esta propiedad significa que, para cualquier jugador, ser in-

compatible con otros solo puede perjudicarle.

A continuacion, se define la restricciéon de un juego con incompatibilidades a un juego
TU general. Bajo esta definicion subyace la misma idea que en la propiedad de eficiencia
en componentes antes descrita. Los jugadores de una coalicién S forman subcoaliciones
I-admisibles (que son las tnicas posibles) que maximizan la suma de los pagos para los

jugadores de S.

Definicion 3.31. Dado un juego (N,v,T) € GI(N), el juego restringido v' se define de
la siguiente manera:

T _ ,
V(8 = méx %U(U),

para todo S C N.

Bergantinos, Carreras y Garcia-Jurado [5] usan esta definicion de juego restringido y
las propiedades mencionadas arriba para proponer y caracterizar su valor para juegos con

incompatibilidades

Teorema 3.32. Eziste un inico valor f definido en GI(N) que satisfaga las propiedades
de eficiencia en componentes y justicia para todo (N,v,I") € GI(N). Este valor viene dado
por

F(N,0,T) = ®(").

Ademds, este valor satisface la propiedad de estabilidad y, para todo juego TU v € G(N),

f(N,v,0) = ®(v), donde el grafo O representa una situacion sin incompatibilidades.
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Capitulo 4
Aplicaciones

El valor de Shapley y sus variaciones se han aplicado en diversidad de problemas:
asignacion de tasas de aterrizaje a aerolineas en aeropuertos (Vazquez-Brage, van den
Nouweland y Garcia-Jurado [22]), reparto de beneficios de pases a museos (Ginsburgh y
Zang [9]) o problemas de bancarrota aplicables al reparto de cuotas lacteas (Saavedra-
Nieves y Saavedra-Nieves [19]), por ejemplo. En los anos més recientes también se han
propuesto aplicaciones directas del valor de Shapley o variaciones de este en el contexto
del machine learning (Aas, Jullum y Lgland [I]; Ghorbani y Zou [§]).

En este capitulo se explicardan con més detalle algunas de estas aplicaciones.

4.1. El juego del aeropuerto

Este juego fue introducido por Littlechild y Owen [10] como aplicacion de la teoria de
juegos al problema de asignar los costes de un aeropuerto entre los aviones que lo utilizan
v que necesitan pistas de aterrizaje de distintas longitudes.

Generalmente, los gastos de un aeropuerto se dividen en dos partes: un gasto variable
que es proporcional al nimero de aviones que lo utilizan y un coste de capital fijo, que
debe amortizarse durante un cierto periodo de tiempo. Asignar los gastos variables no
suele suponer un problema, ya que son pagados directamente por los aviones al usar el
aeropuerto; el problema reside en la asignacion de los costes de capital (por ejemplo, la
construcciéon de una pista de aterrizaje o de una terminal) a los distintos tipos de aviones.

Los costes de capital del aeropuerto dependen, esencialmente, del avién méas grande
que vaya a utilizarlo. La longitud (y por tanto el coste) de la pista de aterrizaje sera
proporcional al tamano del avién mas grande que la vaya a utilizar; una vez la pista es
construida, no son necesarios mas gastos de capital hasta que solicite su uso un avién mas

grande. El objetivo serd disenar un programa de tarifas justo que sufrague estos costes.
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Podemos dividir los aviones en m tipos distintos. El coste de una pista de aterriza-
je acondicionada para los aviones del tipo j, con j € {1,...,m}, es Cj. Sin pérdida de

generalidad, podemos asumir que
0=0C<C1 <Oy <...<Cp1 <Oy

Sea Nj el conjunto de movimientos (aterrizajes y despegues) realizados por los aviones del

tipo j, y sea n; el nimero de movimientos realizados por aviones de este tipo. Entonces,

m
N=JN
j=1
es el conjunto de todos los movimientos, y para S C N podemos escribir
J(S) =méx{j € {1,....,m} | SN N; # 0}.

j(S) denota el tipo de avion més grande de entre aquellos cuyos movimientos forman parte
del conjunto S. De este modo, es claro que el coste de una pista acondicionada para recibir

todos los movimientos del conjunto S es
c(S) = Cjs),

mientras que

c(0) =0.

Asi pues, podemos tratar esta estructura de costes como un juego TU con conjunto de
jugadores N y funcién caracteristica v(S) = —c(S), para todo S C N.

Una imputacién de v serd un vector x que satisfaga
1. z; > —C({Z}) = —Cj, sl 1€ Nj,
2. ZiEN x; = —c¢(N) = —=Cy,.

El vector —x = (—x1,...,—Z;,) es un posible plan de tarifas, ya que recauda justo lo
suficiente para recuperar los costes de capital del aeropuerto. En la Proposicién vimos
que, en juegos superaditivos como es este, el valor de Shapley es una imputacion, asi que
es un buen candidato para determinar un plan de tarifas justo.

Para computar el valor de Shapley, denotemos

m m
Rk: UNj, Tk = E nig,
J=k j=k
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v consideremos las m funciones caracteristicas vy, v9, ..., vy, definidas para todo S C N por

0 si SNRy =0,
Cr_1—Cy si SﬁRk#(Z).

vg(S) =

Notese que, si k < j(5), entonces S N Ry # (); mientras que, si k > j(S), entonces
SN Ry, = 0. Por tanto,

m 3(S)
D ue(8) =D (Cro1 — Ci)
k=1 k=1
= C() - C](S) = —C(S),
con lo cual .
v = ka
k=1

y, por la propiedad de aditividad,
m
O(v) = D(vp).
k=1
Es facil ver que Ry, es un soporte de vy, por lo que todos los i ¢ Ry, son jugadores nulos.
Ademiés, todos los elementos de Ry son jugadores simétricos entre si en vg. Por tanto,
0 si i ¢ Ry,
(Cr—1 — Ci)/r si i € Ry.

D;(vy) =
Ahora bien, si ¢ € N;, entonces ¢ € Ry, para todo k£ < j; asi pues, tenemos que

J
Cr—1— Cg ‘
Qi(v) = Z B i € N;
k=1
y el programa de tarifas dado por el valor de Shapley es simplemente el opuesto de esto,

es decir

J
Cr — Ci—
k=1

Esta solucién tiene la interpretacion siguiente: el coste de construir la primera parte de
la pista de aterrizaje, es decir C1, es incurrido por todos los tipos de aviones y dividido a
partes iguales entre todos los movimientos en el aeropuerto. Luego, el coste de la segunda
parte de la pista, es decir Cy — C, es incurrido por todos los tipos de aviones excepto

por los del primer tipo y dividido a partes iguales entre todos los movimientos realizados
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por aviones del tipo 2,3, ..., m. Continuando de este modo, el coste total de la pista C,, es
distribuido entre todos los movimientos del aeropuerto.

En la practica, los aviones no son unidades aisladas que operan por su cuenta, sino que
estdn organizados en aerolineas. Las aerolineas grandes tienen més capacidad de negociar
descuentos u otro tipo de ventajas en sus tarifas de uso. En Vézquez-Brage, van den
Nouweland y Garcia-Jurado [22] se propone una soluciéon que tenga en cuenta el papel de
las aerolineas como uniones a priori, empleando para ello el valor coalicional de Owen.

Supongamos que hay A aerolineas. Podemos definir el sistema de uniones a priori
T = {T},...,Ta} que constituye una particion de N, el conjunto de movimientos totales,
donde T, denota el conjunto de movimientos realizados por aviones de la compania a.
De este modo, el par (¢; T'), donde ¢ es el juego de coste definido més arriba, modeliza
el problema. Sea R} = Ry N1, el conjunto de movimientos realizados por aviones de la
aerolinea a y del tipo k o superior; sea Ay = {a € {1,2,..., A} | R} # 0} el conjunto
de aerolineas que poseen aviones del tipo k o superior que realicen movimientos en el
aeropuerto; y sean r{l y oy sus respectivas cardinalidades. El valor de Owen asociado a este

problema es el siguiente

J
Cr — Ci— .
k=1 k

El resultado tiene la siguiente interpretaciéon: el coste de la primera parte de la pista,
C1, es incurrido por todos los aviones y dividido a partes iguales entre las aerolineas. En
cada aerolinea, su coste asignado es dividido a partes iguales entre todos los aviones. A
continuacion, el coste de la segunda parte de la pista, Co — C1, es incurrido por todos los
aviones menos los del primer tipo y dividido a partes iguales entre todas las aerolineas que
poseen aviones de tipo 2 o superior. A su vez, cada aerolinea divide su coste asignado a
partes iguales entre todos sus aviones de tipo 2 o superior.

Puede resultar extrafio que, al dividir las cuotas empleando el valor de Owen, la tasa
total pagada por una aerolinea solo depende del tipo de aviones de la aerolinea que realizan
movimientos en el aeropuerto y no del nimero de aviones que posee. En primer lugar, al
calcular las tarifas de este modo, resulta que una compania que realice muchos movimientos
en el aeropuerto puede distribuir las tarifas entre mas movimientos (aumenta r¢). Como
resultado, la tarifa por movimiento seré inferior para compaiias que utilicen el aeropuerto
intensivamente que para las que lo usen esporadicamente. En segundo lugar, debemos
notar que la tarifa que estamos tratando se corresponde tan solo al coste de capital fijo
ocasionado por la construccién de la pista; los costes variables asociados con las salidas y

llegadas de aviones constituyen su propia tarifa computada de forma independiente. Esto
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hace que la tarifa total pagada por una aerolinea sea mayor cuando decide realizar mas

movimientos en el aeropuerto.

4.2. El juego del pase a museos

Los pases a museos dan a los visitantes acceso ilimitado a los museos participantes du-
rante un periodo limitado de tiempo. El problema que surge radica en repartir los beneficios
obtenidos por la venta de pases entre los museos participantes. Esta misma formulacién
del problema se puede aplicar en otros contextos, como por ejemplo el de un proveedor
de servicios on-line que ofrece una suscripcion de pago que permite descargar archivos de
manera ilimitada (aplicaciones, musica, videos, etc.) durante un periodo de tiempo. Para
modelizar el problema, asumimos que los datos detallados acerca del uso de cada pase o
suscripcién vendidos estédn disponibles.

Consideremos que N = {1,2,...,n} es un conjunto de museos que deciden vender a un
precio P un pase que permite visitar todos los museos de N durante un tiempo limitado.
Sean K C N un subconjunto de N, M = {1,...,m} el conjunto de clientes que han
comprado el pase y K; C N el conjunto de museos visitados por el cliente j € M. Para
cada subconjunto de museos K C N, denotamos por v(K) el numero de clientes que solo

han visitado museos de K. Esto es,

v(E)= Y 1. (4.1)
jeEM
K;CK
Notese que v(IN) = m es el numero total de compradores del pase. Suponemos que cada
cliente j € M tiene unas preferencias predeterminadas acerca de qué museos quiere visitar,
v que estas son independientes de los museos potencialmente incluidos en el pase. Por
tanto, cada cliente decide qué grupo de museos K; C N va a visitar antes de comprar el
pase.

Una manera de repartir las ganancias obtenidas podrfa ser hacerlo proporcionalmente
al nimero de visitas recibidas por el museo ¢ € N entre todas las visitas de los miembros de
M. Sin embargo, esto no tendria en cuenta el hecho de que muchos clientes compraran el
pase principalmente para visitar uno o varios museos concretos, pero también aprovechan
para visitar otros museos incluidos en el pase que no habrian visitado de otro modo. Asi
pues, el poder real del museo ¢ puede ser distinto al nimero de visitas recibidas. Por
ejemplo, en una reparticién proporcional, los beneficios derivados de la venta de un pase
adicional utilizado para visitar tnicamente un museo serfa dividido entre todos los museos

participantes. Esto es contraintuitivo, ya que cabria esperar que estos beneficios adicionales
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fuesen a parar al museo que ofrecié los servicios; de otro modo, este museo podria verse
desincentivado a participar en el pase.

Si podemos averiguar el niimero de pases vendidos que pueden ser atribuidos al mu-
seo © € N y lo denotamos por ®;, entonces podriamos asignar a ese museo la cantidad
®, - P. Considerando el juego v € G(IN) con la funcién caracteristica dada por , la
contribucion real del jugador i € N a v(N) viene dada por el valor de Shapley.

El juego considerado no es més que una suma de juegos de unanimidad wg;, con

1 si KjCS,

wg, (S) =
0 s K;¢6.

Como se vio en el Lema su valor de Shapley es 1/k; para los i € K; y 0 en otro caso,
siendo k; = | Kj|. La funcién caracteristica del juego del pase de museos es equivalente
a
v(K) = wi, (K),
JEM
para todo K C N. Por el axioma de aditividad, su valor de Shapley sera
i(v) = > ki i€ N.

jeM "

icK;

De este modo, queda considerablemente simplificada la complejidad computacional del
valor de Shapley para casos en los que el nimero de museos incluidos en el pase fuese
elevado. La interpretacién de la regla de asignacién obtenida es sencilla: el beneficio de
cada pase vendido se divide a partes iguales entre los museos visitados por el comprador
del pase. Esta asignacién satisface la propiedad intuitiva de que los beneficios generados
por la venta de pases adicionales sean asignados tinicamente a los museos que han recibido
visitas por parte de los compradores de dichos pases. Si el visitante m + 1 tan solo visita
el museo 7, entonces k11 = 1 y ®; aumenta en una unidad, es decir, el museo ¢ recibe

integramente el importe del pase.

4.3. El problema de bancarrota

Un problema de bancarrota es una situacién en la cual varios agentes reclaman porciones
de un bien mayores que el bien disponible. Toman su nombre de un problema comin en
Economia como es la quiebra de una empresa con varios acreedores que reclaman una
cantidad de dinero mayor que el valor de los bienes de la empresa. Estos problemas fueron
introducidos por O’Neill [I3], y desde entonces han encontrado multiples aplicaciones en

ambitos como la economfia, la agricultura o la gestién sanitaria.
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Formalmente, un problema de bancarrota con n demandantes viene dado por una tripla
(N,c,E), donde N = {1,....,n}, E € RT y ¢c € R"” son tales que, para cada agente i € N,

c; > 0 con
0<E<D ¢

Por E (de su nombre en inglés, estate) denotamos la cantidad total de bienes que han de
repartirse, v cada ¢; representa la reclamacion o demanda del agente ¢ € N. Denotaremos
por B(N) el conjunto de problemas de bancarrota con conjunto de demandantes N.
Todo problema de bancarrota puede expresarse en forma de juego TU. El juego de
bancarrota asociado a un problema (N,c¢, E) € B(N) dado es un juego v € G(N) cuya

funcién caracteristica viene dada para todo S C N por

v(S) = méx{O,E — ZC’} .
i¢S
Esto es, para cada S C N, v(S) representa la cantidad de bienes que quedan cuando N\S
han recibido sus demandas.

Una procedimiento heuristico para repartir los bienes es el siguiente: supongamos que
los agentes realizan sus reclamaciones en un orden de llegada, y cuando cada agente llega
recibe el minimo entre su demanda y la cantidad restante de bienes. Si asumimos que los
6rdenes de llegada son equiprobables, esta regla de asignacién no es méas que el valor de
Shapley del juego de bancarrota asociado al problema, que en este contexto se denomina

regla de llegadas aleatorias.

Ejemplo 4.1. Uno de los problema de bancarrota que podemos encontrar en la literatura
es uno recogido por el Talmud, conocido habitualmente como el problema de las tres espo-
sas. El Talmud recoge el problema de un hombre que muera habiendo dejado la promesa
escrita a sus tres esposas de una herencia de 100, 200 y 300 monedas, respectivamente.
Sin embargo, el valor de sus propiedades en el momento de su muerte es tan solo de 200
monedas. La solucion que propone el Talmud es el reparto (50,75,75). Este reparto fue
estudiado en Aumann y Maschler [3] y es conocido como la “regla del Talmud”: en caso
de que los bienes a repartir sean una cantidad menor o igual que la mitad de la suma de
las demandas, esta regla propone repartir los bienes a partes iguales de modo que nadie
recibe mas de la mitad de su demanda. Veamos, ademas, la solucién que arroja el valor de
Shapley a este problema.

Tenemos un problema de bancarrota (N, ¢, E) donde N = {1,2,3}, ¢ = (100, 200, 300)
y E = 200. El juego de bancarrota asociado es el juego v € G(N) definido de la forma

siguiente:
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v(1)=0 v(12)=0  v(123) = 200
v(2)=0 v(13)=0
v(3) =0 (23) = 100

Podemos calcular el valor de Shapley mediante el procedimiento de orden de llegada
explicado en la Observacion de la siguiente manera:

Orden | 1 2 3
123 0 0 200
132 0 200 O
213 0 0 200

231 100 0 100
312 0 200

321 | 100 100 O

100 250 250
@ 3 3 3

Al promediar las contribuciones marginales de cada jugador para todos los 6rdenes de

m@@)

llegada posibles, se obtiene el valor de Shapley: ®(v) = ( 3553
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Capitulo 5

Conclusiones

Como conclusion del trabajo realizado se puede extraer que el valor de Shapley propor-
ciona resultados mateméaticos significativos asi como respuestas y soluciones a una extensa
variedad de problemas de la vida real.

Una referencia reciente que profundiza tanto en aspectos teéricos del valor de Shapley
como en aplicaciones a diferentes problemas relacionados con muy diversas dreas es Algaba,

Fragnelli y Sanchez Soriano [2].
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