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Resumen

La optimizacién, se ha convertido en las dltimas décadas, en una demanda constante
en multitud de ramas del conocimiento. Es por ello, que su estudio desde el punto de
vista matemaético se ha visto incrementado en la dltima mitad del siglo pasado hasta la
actualidad.

En este trabajo de fin de grado, se hace un estudio teérico-préctico de dichos problemas
de optimizacién. En un primer lugar, se dardn nociones bésicas del caso mas sencillo posible,
es decir, la optimizacion sin restricciones. Para después, comenzar a exponer los resultados
més relevantes (desde un punto de vista teorico) de la optimizacion con restricciones.

Ademas, se aplicaran dichos conocimientos a la optimizacion cuadratica. Esta, es un
caso especial que suele causar especial interés por su sencillez en multitud de casos, y lo
que no es menos importante, su utilizacién para resolver problemas mas complejos.

Finalmente, se abordara el problema de optimizacién desde un punto de vista préctico.
En este caso, se estudiaran diferentes métodos que muestran diversas formas de abordar el
problema. Asi pues, se aportaran de forma explicita los algoritmos que pueden ser imple-
mentados en cualquier lenguaje de programacion (como MATLAB u otros) para obtener

finalmente la solucion deseada.

Abstract

The optimization, has become in the last decades, in a constant demand in multitude
of branches of the knowledge. That is why its study, from the mathematical point of view,
has been increased in the last half of the last century to the present.

In this final degree project, a theoretical-practical study of these optimization problems
is made. In the first place, basic notions of the simplest possible case will be given, that
is, the unconstrained optimization. Then, begin to expose the most relevant results (from

a theoretical point of view) of the constrained optimization.
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In addition, these knowledge will be applied to quadratic optimization. This is a special
case that usually causes special interest because of its simplicity in many cases, and what
is no less important, its use to solve more complex problems.

Finally, the optimization problem will be addressed from a practical point of view. In
this case, different methods that show different ways of approaching the problem will be
studied. Thus, the algorithms that can be implemented in any programming language (such

as MATLAB or others) will be explicitly provided to finally obtain the desired solution.



Notacion

Con el motivo de aclarar las posibles dudas que puedan surgir en la lectura del presente
trabajo. A continuacién se haran algunas aclaraciones con el fin de explicar la notacion

que se usara a lo largo del mismo:

1. Como se usard con gran frecuencia operaciones que involucran escalares, vectores
y matrices, los vectores se escribirdn con letra minascula en negrita, mientras que
para denotar a una matriz, se utilizaran letras maytusculas en negrita. Por ejemplo,
v serd un vector (y 0 seria el vector idénticamente nulo), M una matriz, mientras

que cualquier escalar se representaréa con letra normal.

2. Cuando se comparen dos vectores, se entiende que se comparan componente a com-
ponente. Es decir, v > 0 significaria que todas las componentes del vector v son

positivas.

3. Como también se usaran sucesiones de vectores, para referirse al vector k-ésimo de
una sucesion, se utilizara el superindice (k). Es decir, v(%) | denota el elemento k-ésimo
de la sucesion {v(k)}k N’ Por otra parte, la componente i-ésima de un vector v, se

(k)

denotara por el escalar v; (asf mismo, v;’ denotaré el escalar correspondiente a la
componente i-ésima del vector k-ésimo). Ademas, el escalar correspondiente a una

posicion (7,7) de una matriz cualquiera M, se denotara por my;.

4. Los vectores que se consideraran en el trabajo serdn columna, es decir, dado v € R"

se tiene que v € M, «1.

5. Dada una matriz M € M, «;, se denotaré por m; el vector correspondiente a la fila
i-ésima de la matriz M. Este sera el tinico caso excepcional donde se consideraran
vectores fila, dado que al corresponderse con la fila i-ésima, se entendera que m; es

un vector fila.

6. En los capitulos 2 y 3, se considera un problema genérico de optimizaciéon con restric-

ciones al que se denotara por (Q). En el caso de que sblo se consideren restricciones

XV



de igualdad, el problema genérico se denota por (Q;y), mientras que, si solo se con-
sideran las restricciones de desigualdad, se denotaran por (Qges). Con esta misma
filosofia, siempre que se escriba el subindice ig (resp. des) sblo se estaran a considerar

restricciones de igualdad (resp. desigualdad).

7. En las restricciones que se utilizaran en los capitulos 2 y 3, se denotara por ¢(v) a las
restricciones de desigualdad, y por ¢(v) a las restricciones de igualdad. Asi, también
se denotara por ¥(v) = (¢1(v),...,em(v)) " al vector que contiene el valor de las

restricciones de desigualdad (de forma anéloga, ®(v) = (¢1(v), ..., dp(v)) ).

8. Teniendo en cuenta las funciones ¥(v) y ®(v) de las que se ha hablado. Se denotara
por ¥'(v) a la matriz que tiene por filas los gradientes de cada una de las restricciones

de desigualdad (respectivamente ®'(v) con las restricciones de igualdad).

De todas formas, a lo largo del trabajo se recordara la notacién. Pero se ha considerado
pertinente establecer estas bases para tener un punto de referencia en el caso de que surja

alguna duda al respecto.



Introduccion

Definida por la RAE como “la accién o efecto de buscar la mejor manera de realizar
una actividad”, la optimizacién es una rama de la matematica aplicada que pretende hallar
el elemento del domino de una funcion (a la que cominmente se denomina como funcional
objetivo) que lo minimice o maximice. Este, es un problema que ha sido tratado desde hace
siglos, pero no ha sido hasta el siglo pasado, cuando mas se ha estudiado y profundizado
en su resolucion.

Histéricamente, su enfoque ha sido diverso a lo largo de la historia. En tiempos de anta-
1o, importantes mateméaticos como Pierre de Fermat (1601-1665) en su memoria Methodus
ad disquirendam maziman et minimam (escrita sobre 1629 pero publicada en 1679 después
de su muerte por su hijo Samuel), ya estableci6 reglas para el calculo de méaximos y mini-
mos. También Joseph Louis Lagrange (1736-1813) en su publicacion Mécanique Analytique
(1788-89), fue capaz de hallar formulas basadas en el calculo que permitieron caracterizar
los valores 6ptimos que optimizaban ciertos problemas de optimizacion. Otros, dieron so-
lucién a problemas clasicos que ya se enmarcaban dentro de este mismo contexto, como
Leonhard Euler (1707-1783), con su famoso problema de los siete puentes de Konigsberg.

Desde otro punto de vista, cabe resaltar las aportaciones de Isaac Newton (1642-1727)
y Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), los cuales propusieron métodos iterativos que
convergiesen a un 6ptimo.

Sin embargo, el méximo desarrollo de la optimizacién comenzo6 a producirse en el siglo
pasado. Principalmente, a causa de las guerras acaecidas, los problemas de optimizacién
empezaron a tener una gran relevancia para minimizar costes (en el transporte de soldados
o viveres) o maximizando beneficios (procurando abordar el mayor objetivo posible que
fuese menester conquistar). Ademas, fue entonces cuando se paso a conocer la disciplina de
la optimizacion con el nombre de programacion, el cual, se comenzé a utilizar debido al uso
de este término por el ejército estadounidense para referirse a los problemas de logistica
que se deseaban abordar mediante el uso de esta disciplina.

Fue precisamente en ese momento, cuando se produjo el mayor desarrollamiento de

la matematica aplicada, y en particular, de la optimizacién. Fundada en 1941, la Oficina
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de Investigacion Cientifica y Desarrollo (I0OCD), fue el primer 6rgano organizador de los
matematicos contratados por las Fuerzas Armadas de los E.E.U.U para el desarrollo de las
matematicas requeridas por la II Guerra Mundial. Sin embargo, fue en 1943 cuando se cred
el Comité de Matemdtica Aplicada (CMA), que siendo un 6rgano dentro de la IOCD, sirvio
para aprovechar el financiamiento del gobierno (a causa del momento) para el desarrollo

de la matemaética aplicada.

En este contexto, en un primer lugar se desarroll6 la programacién lineal, que com-
prendia la resolucién de problemas de optimizacién de una funcién lineal en un conjunto
definido por restricciones afines. En este marco, el algoritmo més famoso es el Simplex, que
fue desarrollado en 1947 por George Bernard Dantzig (1914-2005). El cual, ya llevaba estu-
diado el tema al menos desde 1941, fecha en la que fue contratado por las Fuerzas Armadas
para llevar a cabo enormes planteamientos logisticos. Ademas, también cabe destacar la
teorfa de la dualidad que fue publicada en el mismo ano (1947) por John von Neumann
(1903-1957).

John Von Neumann George Bernard Datzing
1903-1957 1914-2005

Figura 1: Importantes exponentes de la programacion lineal en el siglo XX

De forma paralela, y también posterior a la II Guerra Mundial, a parte de continuar
estudiando los problemas de programacion lineal, también se amplié el estudio a la pro-
gramacion no lineal. La cual, procuraba dar solucién a aquellos problemas donde no habia
linealidad en las funciones a optimizar ni en las restricciones que definfan los conjuntos
donde se optimizaban dichas funciones. Para ello, fue necesario generalizar conceptos ya

conocidos a un caso mas genérico.

En este marco, una de las aportaciones mas importantes fueron las conocidas con-
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diciones de Karush-Kuhn-Tucker (conocidas comtinmente como condiciones KKT), que
generalizan las condiciones que habia dado Lagrange en su dia. Estas, fueron publicadas
por primera vez en el verano de 1950 de forma conjunta por Harold William Kuhn (1925-
2014) y Albert William Tucker (1905-1995). Los cuales, utilizaron también en dicho ano
por primera vez el término de programacion no lineal para referirse a esta disciplina. Sin
embargo, se descubri6 con posterioridad que William Karush (1917-1997) habia demostra-
do el mismo resultado en su trabajo de fin de méster del ano 1939. Por consiguiente, hoy

en dia se atribuye dicho descubrimiento a los tres en conjunto.

Ademas, intimamente ligadas con las condiciones KKT, el matemético Fritz John (1910-

1994) publicé en un articulo en 1948 un resultado similar al de las condiciones KKT. El

cual, las generaliza a un marco mas amplio y se conocen en honor a él, como las condiciones

de Fritz-John.

Figura 2: Importantes exponentes de la programacién no lineal en el siglo XX

Desde que fueron publicadas, las condiciones KK'T adquirieron gran fama y prestigio.
Se podria decir, que fueron el primer paso hacia esta nueva rama del saber. Gracias a su
reconocimiento, dentro del mundo matemético, se cred oficialmente en 1971 la primera
revista que traté a la optimizacién como tema fundamental, Mathematical Programming.
La cual, precedi6 a una segunda bautizada con el nombre de Mathematical Programming
Society.

Finalmente, con el enorme desarrollo de la informatica y de las méaquinas de célculo en
la ultima mitad del siglo pasado, se disenaron muy diversos algoritmos que permitieron dar
soluciéon a los problemas de programaciéon. La variedad en dichos algoritmos es muy diversa
en funcion del enfoque que se le da al problema para hallar la solucién. En una mayoria,

muchos de ellos buscan calcular puntos cumpliendo las condiciones KKT y hacer un estudio
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posterior para comprobar si son realmente soluciéon. Por otro lado, otros intentan buscar el
minimo directamente teniendo en cuenta las caracteristicas del conjunto donde se quiere
minimizar, mientras que, también los hay que recurren a la resolucién de subproblemas
maés sencillos que permitan crear un proceso iterativo que llegue a la solucién.

Hogafio, la optimizacion esta presente en multitud de facetas de nuestra vida cotidia-
na. Las companias aéreas, disenan los vuelos con la intencién de minimizar los costes y
maximizar su beneficio. En la medicina, los tratamientos contra el cancer, pasan por un
proceso de optimizaciéon para minimizar su impacto nocivo en la salud de los pacientes.
Los inversores procuran minimizar los riesgos en sus decisiones a la vez que garantizar una
rentabilidad satisfactoria. Pero més alla, incluso la propia naturaleza estd optimizando
continuamente procurando un estado de minima energia. Es el caso de los rayos de luz que
siguen las trayectorias que minimizan la duracién de su recorrido.

Todos estos problemas actuales, se visionan en una formulacién matematica como pro-
blemas de optimizacion, de hecho, en [5, Cap. 12| se modelizan multitud de problemas en
una formulacién adaptada a la programacién matematica. Pero calcular su solucién, puede
llegar a ser bastante complejo en ocasiones. Este trabajo, pretende dar respuesta a estos
problemas tratando el caso en el que las funciones a minimizar y las restricciones, sean
diferenciables.

Para empezar, el primer capitulo se dedica a la optimizacion sin restricciones. Este es el
caso mas sencillo dentro de esta disciplina, la cual desea hallar el valor 6ptimo del funcional
objetivo en todo su dominio.

Para ello, se comienza presentando el problema y caracterizando sus 6ptimos. Como
se ha dicho, en este trabajo se trata el caso donde todas las funciones que intervienen en
el problema son diferenciables; y éste, serd un hecho crucial para poder caracterizar los
6ptimos. Posteriormente, se aumentaran las hipotesis sobre los problemas a tratar para
poder demostrar cuando éstos tienen solucién y ésta es tinica. Para ello, se introducira la
definicién de coercitividad y convexidad.

Una vez explicados estos conceptos, se introduciran los funcionales cuadraticos, los
cuales son interesantes desde el punto de vista tedrico, debido a que permiten aplicarles
con sencillez las condiciones de optimalidad que se hayan visto con anterioridad.

Y para finalizar el capitulo, se presentaran diversos métodos, a través de los cuales,
se podra calcular el 6ptimo de forma exacta o numérica (aproximada). En este contexto,
todos estos métodos estan basados en un mismo algoritmo, y lo que se presentara son
diferentes formas de abordar cada paso de dicho algoritmo. De esta forma, combinando las
diferentes maneras de abordar los pasos, se tendré una enorme familia de métodos.

El interés que subyace detras de este capitulo inicial, son varios. Por un lado, el de



INTRODUCCION XXI

comenzar a manejar los conceptos basicos de la optimizacién, asi como, resultados bésicos
que se utilizaran a lo largo de todo el trabajo. Y por otra parte, el de conocer diferentes for-
mas de resolver los problemas de optimizacién sin restricciones, ya que sera imprescindible
para resolver los problemas de optimizacién con restricciones.

Posteriormente, el segundo capitulo ya se introduciré de pleno en el mundo de la opti-
mizacién con restricciones. En este caso, el objetivo sigue siendo el mismo, hallar el 6ptimo
de un funcional objetivo. Sin embargo, se anade la peculiaridad de que no todos los valores
de su dominio son admisibles. Esto quiere decir que sblo se desea optimizar dicho funcional
en un subconjunto de su dominio. Este subconjunto, quedara determinado por una serie
de funciones que se denominan restricciones, y nuevamente, sélo se tratara en este trabajo
el caso en el que dichas restricciones sean diferenciables.

El hecho de la diferenciabilidad, vuelve a ser muy interesante en este capitulo, ya que
permite dar una variedad de condiciones necesarias y/o suficientes que permiten caracte-
rizar los 6ptimos del problema. Y precisamente, sera ese el primer objetivo del capitulo.

Luego, se introduciran los multiplicadores de Lagrange, que volveran a dar condiciones
necesarias para 6ptimos en un caso especial de restricciones. De esta forma, se ampliaran
dichas condiciones a un caso genérico incluyendo mas tipos de restricciones al introducir
los multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker y Fritz-John.

Todos esos multiplicadores, permitiran aportar importantes resultados para seguir ca-
racterizando los 6ptimos de los problemas que se tratan. Estos resultados, serdn de vital
importancia con posterioridad debido a que muchos métodos que se veran con posterio-
ridad, se basaran en conseguir puntos que cumplan dichas condiciones (los cuales son
candidatos a 6ptimo) y haciendo un estudio posterior, se determinaria si realmente son 6p-
timos o no. En este sentido, también se aportaran condiciones suficientes bajo las cuales,
las condiciones vistas aporten exactamente el 6ptimo del problema.

Finalmente y para terminar este segundo capitulo, se introducirdn algunas nociones
bésicas sobre la teoria de la dualidad. Su interés erradica en la creacién de un nuevo
problema (al que se denominaré como problema dual) con el objetivo de que éste sea mas
sencillo que el problema inicial (al que se conocera como problema primal). De esta forma,
se podréa establecer una relacién entre las soluciones de ambos problemas para que en
ocasiones fuese conveniente resolver el problema dual en vez del primal.

Todo esto, se aplicard también a la programaciéon cuadratica. Este tipo especial de
optimizacion, se basa en un funcional cuadrético (se definira en los capitulos uno y dos) y
un conjunto definido por restricciones afines. La particularidad de este tipo de problemas,
permitird aplicar los conceptos introducidos en el capitulo dos de forma sencilla y simple.

Sin embargo, es dificil que en la realidad, los problemas de optimizacién que se plantean,
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se enmarquen dentro de este marco de problemas. Pero el interés mayoritario de estos, es
debido a su utilizacién en algunos métodos de resoluciéon de problemas genéricos, y es por

ello, que se le hace un hueco en el trabajo.

Finalmente, todo concluye en el tercer y dltimo capitulo dedicado en exclusividad a
los métodos de resolucién. Aqui seréd donde se empleen los conocimientos adquiridos en los
capitulos anteriores para poder deducir todos los algoritmos que se planteen.

La primera seccién se dedicard a los métodos de penalizaciéon. Se comenzard por la
penalizacion exterior seguida de la penalizacion interior. Estos, son los méas intuitivos y
abordan directamente el problemas penalizando aquellos puntos que no se encuentren den-
tro del conjunto admisible donde se desea optimizar el funcional objetivo. Asi pues, estos
métodos aportan como soluciéon un 6ptimo calculado de forma numérica resolviendo una

secuencia de problemas sin restricciones.

Sin embargo, en la practica a veces resulta problematica la resoluciéon de estos tipos de
problemas, por lo que se introduce un nuevo método. Este es el conocido como Lagrangiano
aumentado, y se basa en las condiciones de optimalidad que aportan los multiplicadores
de Lagrange y KKT. En este caso, el método es muy interesante debido a su buen fun-
cionamiento en la préctica, pero en vez de converger a un 6ptimo, lo hace a un punto
cumpliendo las condiciones KKT. Es por ello, que es necesario recurrir a los conceptos
tedricos explicados en el capitulo dos para estudiar si el punto obtenido es realmente un
o6ptimo.

A continuacion, se dara otra vision de resolucion hablando de métodos basados en direc-
ciones factibles. En este caso, este tipo de métodos, buscan el 6ptimo mediante un proceso
iterativo que produzca una sucesiéon de puntos del conjunto donde se desea optimizar el
funcional.

Para ello, un primer método sera el desarrollado por Zoutendijk, que debe recurrir a la
programacion lineal. Notese, que no es extrafio recurrir a la programaciéon lineal, debido a
la existencia de métodos que funcionan muy bien en la préactica como el método Simplex.
En este trabajo, no se trata la programacion lineal (dado que el objetivo es tratar la
programacion no lineal diferenciable), pero se aportaran referencias que se pueden consultar
en las que se explica con detalle el método Simplex, asi como, su deduccién. Ademas,
también se aportard otro método basado en direcciones factibles utilizado en la resolucion

de la programacién cuadratica.

Finalmente, se dedicara la ultima seccion a los métodos de tipo SQP (sequential quadra-
tic programming) que como bien indica su nombre, se basan en la programacion cuadratica.

Y es que su metodologia se basa en la resolucion sucesiva de problemas de tipo cuadratico.

Por este hecho, se utiliza los conocimientos que se hayan introducido a lo largo del
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trabajo sobre los problemas cuadraticos. Nuevamente, su convergencia aportara puntos
cumpliendo las condiciones que derivan de los multiplicadores de Lagrange y KKT. Es por
ello, que se deberia hacer una reflexiéon posterior al igual que sucedia ya con otro tipo de
métodos que convergian a estos tipos de puntos.

Por otra parte, también se han afiadido dos Anexos que contienen pseudocodigos relati-
vos a los algoritmos y métodos introducidos a lo largo del trabajo. Su interés es completar
la informacién o aclarar dudas que podrian surgir en la lectura de los algoritmos. Sin em-
bargo, si se desea consultar los codigos completos de los métodos introducidos, también se
puede hacer en el archivo .zip que se adjunta con la entraga del trabajo. En él, se tienen
los archivos .m que se hicieron con la programacién en Matlab de todos los métodos que
se introdujeron en el trabajo, y también, algunas ejecuciones de prueba que muestra su
funcionalidad.

De esta forma, se pondria punto y final a este trabajo. Lo cierto, es que hay muchos
méas métodos de los que se podria hablar y basados en muchos més enfoques. Pues bien,
el tema es enorme y la diversidad inmensa, por lo que se ha querido centrar el trabajo en
aquellos algoritmos y técnicas que se suelen usar con mayor frecuencia dando una visién
diversa y util.

Por mi parte, espero que resulte satisfactoria y agradable la lectura del presente tra-
bajo. Con él, deseo transmitir el primor de esta joven rama de las matemaéticas que en su
corta vida, tanto ha dado de si y para la que se vislumbra un futuro prometedor lleno de
investigaciéon y nuevos descubrimientos. Es asi, que s6lo anhelo transmitir con su lectura,
aunque solo sea una pizca, la enorme pasion y curiosidad que la optimizacion ha suscitado

en mi interior durante la realizacién de este trabajo de fin de grado.
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Capitulo 1

Optimizacién sin restricciones

Antes de comenzar a estudiar la optimizacién con restricciones, se dedicaré este primer
capitulo al caso sin restricciones. Esto es debido a que posteriormente, se usaran varios
métodos de este capitulo para la resolucién de los problemas posteriores. Y ademas, también

se introduciran conceptos y resultados que se tendréan en cuenta con frecuencia.

1.1. Conceptos generales

Primeramente, se definird un problema genérico al que se denotara por (P). Para ello,
dado 2 C R™ un abiertoy J : 2 C R” — R una funcioén a la que se denotara como funcional
objetivo, el problema de optimizacién sin restricciones, consiste en hallar el elemento u € 2
que minimice el funcional objetivo, esto es:

ueQ:J(u)=minJ(v) (P)

ves

Observacion 1.1. Si en vez de minimizar, se pretende maximizar, teniendo en cuenta que
méxyeq J(v) = —minyeq(—J)(v), se llega a que ambos son problemas equivalentes. Por

consiguiente, de ahora en adelante so6lo se haré referencia al problema (P).

Definicién 1.2. Un punto u € Q se denominara minimo local (o relativo) del funcional J

si existe un € > 0 tal que,
J(u) < J(v) Vv € B(u,e) C Q2 (1.1)

en el caso de que la desigualdad fuese estricta, se denominaria minimo local estricto, esto
es,

J(u) < J(v) Vv eB(ue)CQ v#u (1.2)

1
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Definicion 1.3. Un punto u € € que verifica en todo el dominio €2, entonces se

denominara minimo global (o absoluto), esto es,
J(u) < J(v) Vv e

Nuevamente, si la desigualdad es estricta (si se cumple en todo ), se conocera como

minimo global estricto, que en el caso de existir, éste es tinico.

1.2. Condiciones de optimalidad con derivadas

Llegados a este punto, se supondré en esta secciéon que el funcional J es dos veces
derivable, y se pretendera dar respuesta a las condiciones que debe verificar un elemento
u € Q) para que sea solucion del problema (P). Para ello, se introducen los siguientes

resultados.

Teorema 1.4 (Condicién necesaria de minimo local con derivada primera). Dado un
funcional J : Q@ C R™ — R derivable siendo ) un abierto. Entonces, un punto u € R"

serd un minimo relativo si el gradiente de J en dicho punto es nulo, es decir,

VJ(u) = (8‘]( aJ(u))T:o

P

Demostracion. Sea v € R™, para t suficientemente pequefio, como u es un minimo local,
es obvio que, J(u+ tv) > J(u). Por otro lado, como J es derivable, existe el gradiente de

J, entonces, dada una base ortonormal {e;}} ; del espacio R",

VJ(w)], = Do, — lim 20160 = J(W)
t—0 t

ahora bien, como v € R” es arbitrario, tomando en particular v = e;, se tiene,

lim J(u+te;) — J(u) S0y lim J(u+te;) — J(u)

<0 Vi=1,...,n
t—0+ t t—0— t

ya que J(u + te;) > J(u) para t > 0 suficientemente pequeno, pero como J es derivable,

tiene que existir dicho limite, por lo que,

i J(u+te;) — J(u)
t—0 t

=0 Vi=1,...,n

de lo que se obtiene que [VJ(u)], =0 Vie {1,...,n} y dado que todas las componentes

son nulas, se concluye el resultado. O
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Teorema 1.5 (Condicion necesaria de minimo con derivada segunda). Dado un funcional
J : Q CR" — R dos veces derivable con € abierto. St u € Q es un minimo local del
problema (P), entonces se verifica:

(1) VJ(u) = 0.

(2) La matriz hessiana de J, HJ(v) evaluada en w, es semidefinida positiva, es decir,
v [HJ(u)]v>0 VYoveR"

Demostracion. El punto (1) ya se ha visto en Ahora, para probar (2), se procede de
una forma anéaloga.

Sea v € R™ con v # 0, como u es un minimo relativo, para un ¢t € R suficientemente
pequeno, J(u+tv) > J(u). Aplicando la formula de Taylor-Young, se puede desarrollar el

valor de J(u+ tv) centrado en u, obteniendo asi,
J(u+tv) = J(u) + VJ(u)tv + % (tv) T HJ(u)(tv) + o(t?)
pero debido a (1), se conoce que VJ(u) = 0, esto se traduce en,
J(u + tv) — J(u) = %ﬂ vT HI(u)v + o(?)

y como J(u+tv) > J(u), al dividir por #? y haciendo tender t — 0,

Ju+tv)—J 1 t3 1
0< (ut ZQ) (u):2VTHJ(11)V+O(tQ)—>2VTHJ(11>V
y como el v tomado es arbitrario, se obtiene el resultado. O

Este dltimo teorema, aporta una condicién necesaria de minimo, pero no suficiente.
Para ello, es necesario reforzar las hipotesis exigiendo que la hessiana en el minimo sea

definida positiva, tal y como se pretende en el siguiente teorema.

Teorema 1.6 (Condiciéon suficiente de minimo de segundo orden). Dado un funcional
J : Q CR"™ = R dos veces derivable con 2 abierto. Si existe un elemento u € § verificando
que:

(1) VJ(u) = 0.

(2) La hessiana del funcional evaluada en u es definida positiva, es decir, vV HJ(u)v >0
para todo v € §2.

Entonces u es un minimo local del funcional J.

Demostracion. Se puede ver en |10, pag. 12-13]. O
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1.3. Existencia y unicidad de solucién

Una vez planteado el problema y vistas algunas condiciones que cumplen los minimos,
se pretende estudiar condiciones de existencia y unicidad de solucién dependiendo del tipo
de funcional objetivo que se tenga.

Con este objetivo, se introduciré el concepto de coercitividad. Sin embargo, en primer

lugar, se introduce el siguiente resultado que es el mas obvio e intuitivo.

Teorema 1.7. Dado un funcional J : Q@ C R"™ — R continuo, donde 2 es un conjunto

acotado y cerrado. Entonces, existe al menos un elemento w € Q solucion de (P).

Demostracion. Al ser ) acotado y cerrado, es compacto, y como toda funcién continua
definida en un dominio compacto alcanza su méaximo y minimo, J(v) tiene al menos un

minimo en u. O

1.3.1. Funcionales coercitivos

Definicion 1.8. Sea 2 C R™ un conjunto no acotado, y dado el funcional J : 2 C R™ — R,
se dice que dicho funcional es coercitivo si,

1i J = Ii J =
o Jv) =00y M J(V) = oo

donde d(v,02) denota la distancia del elemento v a la frontera de (.

Teorema 1.9. Dado 2 C R™ un conjunto no acotado, cerrado y mo vacio. Si J : Q C
R™ — R es un funcional continuo y coercitivo, entonces existe al menos un u € € solucion

de (P).

0)

Demostracion. Se toma un v(9) € Q arbitrario, a partir del cual, se define el siguiente

conjunto,

W= {v €Q:Jv) < J(v<0>>}
sobre el cuél se tiene,

» Es no vacio, ya que en particular v(9 € W.

= Es cerrado por ser interseccién de dos conjuntos cerrados, que son {2 y la imagen

inversa continua de un cerrado, es decir, J ! ((—oo, J(V(O))]).

» Es acotado, pues si no lo fuese, tendria que existir una sucesion {W(k)}kzo C W con
im0 Hw(k) || = +00. Pero por otro lado, como J es coercitivo, para dicha sucesion
se tendria que limg_, 4o J (w(k)) = +00, lo que es una contradiccién con la definicién
del conjunto W, pues dado w*) e W, J(w®)) < J(v(0)) < 40.
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Por consiguiente, W es compacto y como J es continuo, aplicando existe soluciéon al
problema,

uecW: J(u) = min J(w)
wew

pero éste es equivalente al problema (P), dado que la solucion de (P), esta en W. De lo

que se deduce el resultado. O

1.3.2. Funcionales convexos

La coercitividad que se ha introducido anteriormente, permite afirmar la existencia de
solucion del problema en el caso de las hipotesis del teorema[I.9] Sin embargo, la existencia
puede ser miltiple, y por este motivo, se pretende ver ahora en que casos dicha solucién
es Unica. Para ello, se definird el concepto de convexidad, entorno al cual, giraran los

resultados de unicidad de solucién.

Definiciéon 1.10. Dado un conjunto €2 C R", se dird que es convexo, si dados dos puntos

cualesquiera v, w € (), se cumple,
Av+ (1-XN)weQ Vv,weQ VAel0,]]
es decir, el segmento que une dos puntos cualquiera del conjunto 2, esta contenido en ).

Definicién 1.11. Dado un conjunto convexo 2 C R™ y un funcional J : 2 C R" — R, se

dice que es convexo si verifica,
JAV+ (1 =Xw) < AJ(v)+ (1 —=N)J(w) VA € [0,1]
y en caso de que fuese estricta la desigualdad, se dird que es estrictamente convexo.

Se vera ahora algunas caracterizaciones de los funcionales convexos. Esto sera ttil para

identificarlos y conocer diversas condiciones que verifican.

Teorema 1.12. Los funcionales convexros verifican las siquientes propiedades:

(a) La suma de funcionales convexos y estrictamente convezos, es convezra y estrictamente
conveza respectivamente.

(b) Si J(v) es un funcional convexo (resp. estrictamente convexo) y o € R un nimero
positivo, entonces aJ(v) es convero (resp. estrictamente convexo).

(c) St J(v) es un funcional convezo (resp. estrictamente convexo) definido en un conjunto
Q CR" y G(y) es una funcion creciente (resp. estrictamente creciente) y convexa definida
en el rango de J(v), entonces la composicion G(J(v)) es convexa (resp. estrictamente

conveza,).
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Demostracion. Se puede consultar en [21], pag. 56]. O

Teorema 1.13. Sea Q2 C R™ un abierto convexo y J : @ C R™ = R un funcional diferen-
ctable. Entonces se verifica:

(1) J es convero, siy sdlo si, J(w) > J(v) + (VJ(v) (w—1v) Vo, we Q.

(2) J es estrictamente convexo, si y sdlo si, J(w) > J(v)+ (VJ(0)) " (w—v) VYo, we Q.

Demostracion. Se puede ver en [15 pags. 42-43]. O

Teorema 1.14. Sea 2 un abierto convexo, con J : Q2 CR™ — R clase 2 en €, se tiene,
(1) J es convexo, siy sdlo si, HJ(v) es semidefinida positiva Vv € §Q.

(2) Si HJ(v) es definida positiva Vv € Q, entonces, J es estrictamente convezo.

Demostracion. Se puede consultar en [15, pags. 43-44]. O

Los resultados introducidos, son los que se utilizardn a lo largo del trabajo. Pero para

mayor informacion acerca de los conjuntos y funcionales convexos, se puede consultar [4].

Teorema 1.15. Sea Q C R"™ un conjunto convexo y J : § CTR™ — R un funcional convezo.
Entonces si u € Q0 es un minimo local, se verifica:
(1) w es un minimo global.

(2) Si J es estrictamente convexo, u es el inico minimo global.

Demostracion. Para probar (1), se demostrara por reduccion al absurdo, por lo que se
supondré que existe u € Q tal que J(u) < J(u), de modo que u no es un minimo global.

Usando ahora que el funcional es convexo, se obtiene,
JAu+ (1 =Mu) <AJ(@)+ (1 =A)J(u) < AJ(u)+ (1 =N)J(u) = J(u) VA € [0,1]

de modo que al tomar X suficientemente pequeiio, se toman puntos tan proximos a u como
se quiera en los que el funcional J toma valores mas pequeinios que en u, lo que contradice
el hecho de que u es minimo local, de lo que se deduce el resultado.

Para probar (2), usando nuevamente la reduccion al absurdo, se supondra que existe u €

2 — {u} de modo que J(u) = J(u). Y usando la hipotesis de convexidad del funcional,
T+ (1= Nu) < M (@) + (1= N\)J(u) = AJ (w) = (1—N)J (u) = J () VA € [0,1]

lo que contradice el hecho de que u sea un minimo global, luego el minimo global es

anico. O

Corolario 1.16. Sea 2 C R™ un conjunto abierto, convexo no vacio y dado un funcional
J : Q CR" = R continuo, coercitivo y estrictamente convexo, entonces el problema (P)

tiene solucion y ésta es unica.
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1.4. Funcionales cuadraticos

A continuacién, en esta seccion, se estudiaran los funcionales cuadraticos, que debido
a sus propiedades, permiten analizar de forma sencilla los conceptos introducidos en la

seccién anterior.

Definicion 1.17. Sea J : R® — R un funcional, se dice que éste es cuadratico si esta

definido de la siguiente forma:

J(v) :%VTQV— clv

donde Q = (¢i5) € My, (R) es simétrica y ¢ € R™.

Observacion 1.18. Noétese que en la definiciéon anterior, no es necesario que Q € M,, sea

-
. . . . . +

simétrica. Pues bien, para cualquier v € R”, se tiene que v Qv = v ' %v, y dado
que Q+ Q7 es simétrica independientemente de que Q lo sea, se puede definir el funcional

cuadratico para matrices Q € M,, (R) generales como:
1
J(v) = 1 v <Q+ QT> v—c'v

Teorema 1.19. Sea J : R™ — R un funcional cuadrdtico, entonces se verifica:
(1) VJ(v) = Qu— c y HJ(v) = Q, para todo v € R"™.
(2) J es convezo, siy sdlo si, Q es semidefinida positiva.

(8) J es estrictamente convexo, si y sélo si, Q es definida positiva.

Demostracion. (1) El funcional J : R™ — R se escribe como:

1 1 ¢ -
J(v) = 3 viQu—cv' = 3 Z UjQz‘jUi—;Civi

ij=1

Derivando ahora respecto de la componente v; y teniendo en cuenta que Q es simétrica:

Al 1 1< 1< 1< a
do. 2 Z UjQij+§ Z UGivi—Ci = 5 Z UjQij+§ Z qijvj—Ci = Z v;jgij—ci = (Qv—c);
¢ j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
Por lo que, VJ(v) = Qv — c. Y si se vuelve a derivar una segunda vez:
d*J
—— =gy => HJ(v) =
dvl-dvj ql] (V) Q

(2) Por el teorema se tiene:

J es convexo < J(w)— J(v) = VJ(v) (w—v)>0 Vv,w € R"
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entonces, aplicando este hecho y haciendo un desarrollo de Taylor (que como J(v) tiene
grado dos, entonces el desarrollo de Taylor es exacto si se toma hasta la derivada segunda)
se tiene,

Jw) = J(3) + VI T (w = v) - (w =) T Qw —v) =

= J(w) = J(v) - V)T = % W-TQw-v)>0  Vv,wecR"

lo cual sucede, si y s6lo si, Q es semidefinida positiva.
(3) Se procede de forma analoga al anterior, llegando a la desigualdad estricta (dado que
el funcional es estrictamente convexo), por lo que se obtiene para Q la definicién de matriz

definida positiva. O

Observacion 1.20. El resultado es anélogo para matrices Q € M,, (R) teniendo en cuenta
la observacién de la que se deduce que:

Q+QT
== v

_Q+Q"

VJ(v) 5

—c HJ(v)

1.5. Meétodos para la obtenciéon del minimo

Hechos los estudios anteriores, es conveniente introducir algunos algoritmos que nos
permitan llegar a la obtencién del minimo que se busca. Para ello, la idea fundamental, es
tomar un punto inicial u(® (proximo a la solucion si es posible), y a partir de él, construir
una sucesion que converja a la solucién.

Para ello, se disenara un algoritmo genérico basado en dos etapas. Una de ellas, sera
calcular una direccion d € R”, tal que J(u® + ad) < J(u®)) para algin o € R (a la
que se denominaré direccion de descenso). La otra etapa, es calcular el valor « (al que se
denominara como paso) que garantiza el descenso del valor del funcional. Con este motivo,

se introduce el siguiente teorema que sera de ayuda.

Teorema 1.21 (Condiciéon suficiente de direccion de descenso). Dado un funcional J :
R™ — R diferenciable, entonces si existe una direccion d € R™ tal que VJ(u)T d < 0,

entonces d es una direccion de descenso para el punto u.

Demostracion. Haciendo un desarrollo de Taylor centrado en u, se obtiene que,

J(u+ad) — J(u)

(0%

Ju+ad) = Ju)+a VJu) " d+o(a) =

= VJu) d+ O(ao‘) (1.3)

por lo que teniendo en cuenta que d es una direccién de descenso, se tiene que para un «
suficientemente pequeno, J(u+ ad) < J(u), por lo que haciendo el limite cuando o — 0

en la expresion se tiene que VJ (u)T d<0. O
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Algoritmo 1.22 (Algoritmo genérico de descenso). Se procede del siguiente modo:

PASO 0: Se proporciona el w®) € R™ para arrancar el algoritmo (si es posible, cerca de la
solucion que se denotard por u), un valor de tolerancia 6 y k = 0.

PASO 1: Se calcula una direccion de descenso d®, y un paso ai € (0,00) que garantiza
descenso, es decir, J(u®) + g, d®) < J(u®). Y se actualiza u* D) = u®) 4+ oy d®),
k=Fk+1.

PASO 2: Se comprueban los criterios de convergencia,

) — )|
T+ u® D]

<é y [VJ(uF)<s

que de cumplirse se finaliza, y en caso contrario, se volveria al PASO 1.

Observacion 1.23. Si se desea consultar un pseudocodigo de este algoritmo genérico, se

puede ver un ejemplo en el Anexo I.

1.5.1. Calculo del paso

Para calcular el paso g, es importante definir la funcion j : [0,00) — R como sigue:
j(a) = J(u® + ad®)

El objetivo, es hallar un aj € [0,00) que cumpla que j(ag) < j7(0), por lo que se
plantea un problema de minimizaciéon unidimensional. Para resolverlo, nétese que si J es

suficientemente diferenciable, entonces,

T T
j@) = (a) ' VI 1+ ad®) = 7(0) = (a) ' V) <o
T
j"(a) — (d(k)) HJ(u(k) + ad(k)) (d(k)>

y usando estos calculos, se pueden plantear diferentes situaciones, y a su vez distintas

formas de calculo del paso.

Paso 6ptimo:

El paso dptimo, se denota al paso exacto que da el 6ptimo. Este vendra caracterizado
por j'(a) = 0, y en algunos casos particulares, como los funcionales cuadraticos definidos

por una matriz simétrica definida positiva, es posible calcularlo:

_dT(Qu—c)

(@) =d" (Q(utad)—c)=d"Qu+ad"Qd—dTc= j'(a) =0 a = 47 Od
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Dicotomia

La situacién anterior, no es nada comin en la realidad. En su defecto, si se conoce
un intervalo (a,b) C (0,+00) en el que se encuentra el paso . Una buena opcion seria
calcular la solucion al problema j'(a) = 0 mediante el método de dicotomia (o de Newton-
Raphson si j € C? (a,b)). Ademés, si no se conoce el intervalo (a, b), éste se puede aproximar
mediante algin procedimiento numeérico. Para conocer detalles sobre su implementacion,
se puede consultar [7] o en [I7, pags. 38-57|, en el que se aportan dos versiones, una en
la que se utiliza la derivada (j'(«)) y otra en la que no es necesario evaluarla. De dichas

versiones, se puede consultar sus pseudocodigos en el Anexo I.

Algoritmos de criterio de paso grande y pequeno

Uno de los algoritmos méas empleados, se puede englobar dentro de una familia de
métodos cuyo objetivo sera elegir un paso que no sea ni demasiado pequeno (a lo que se
conocera como criterio de paso pequeno (CPP)), ni demasiado grande (a lo que se conoceré
como criterio de paso grande (CPG)). Por tanto, se dird que un paso es admisible (CPA)
si no verifica CPP ni CPG. De este modo, toda esta familia de reglas, siguen el siguiente

algoritmo genérico:

Algoritmo 1.24 (Regla general de CPP y CPG). Se sigue el siguiente procedimiento:
PASO 0: Se aporta un intervalo inicial (Cmin, maz) de tal manera que oy, cumpla CPP
Y Qmaz cumpla CPG.

PASO 1: Se toma o = (umin + Qmaz)/2 y se comprueba si o cumple CPP. En caso afir-
mativo, se actualiza o, = a y se vuelve al PASO 1, y en caso contrario, se pasa al paso
PASO 2.

PASO 2: Se comprueba si a cumple el CPG. En caso afirmativo, se actualiza Qupee = @,
y en caso contrario, o es admisible, por lo que se finaliza el algoritmo y se toma o« como

solucion.

Observacion 1.25. En el PASO 1 del algoritmo [[.24] se toma como « de prueba el punto
medio del intervalo. Pero en realidad, se podria generar un punto de prueba mediante
cualquier otra metodologia como la regla de la secante u otras. Por otra parte, en el
PASO 0, en vez de aportar un intervalo cumpliendo dichas condiciones, se puede hacer un
procedimiento previo para inicializar el algoritmo con la bsqueda numeérica de un intervalo
verificando las condiciones requeridas (se puede ver un pseudocodigo de esta incializacion

en el Anexo I).

El procedimiento anterior, proporciona una gran variedad de reglas de calculo del paso

en funcién del los diferentes CPP y CPG que se podrian tomar. En este marco, las tres
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reglas mas conocidas y usadas, son las siguientes:
1. Regla del Armijo: No cuenta con CPP y se dice que un paso « es demasiado grande

si j(a) > 7(0) + pj'(0)c para un valor de p € (0,1/2).

2. Regla de Goldstein: Un paso « cumple CPP si j(a) < j(0) + moj’'(0)a, y verificara
el CPG si j(a) > 5(0) + m17'(0)ar, donde my € (0,1/2) y mg € (1/2,1). Ademas, en

la practica se suele usar mg =1 — my.

3. Regla de Wolfe-Powell: Un paso « cumple el CPP si j'(«) < moj’(0) ,y verificara el
CPG si j(a) > j(0) +m15(0)a, donde 0 < my < mg < 1.

En la figura, se muestra la idea

que subyace detras de todas es-
tas reglas. Tomando como ejemplo
el criterio de Goldstein, aquellos

puntos que cumplan los criterios

CPP (los que estan por debajo de
la linea CPP) y CPG (los que se

encuentran por encima de la rec- Figura 1.1: Regla de paso con CPG y CPP
ta CPG), dejan de ser admisibles

y se muestran con una linea en rojo. Por el contrario, los puntos que estdn entre ambas

rectas, son puntos admisibles y se representan con en una linea en verde.

1.5.2. Meétodo del gradiente

Recibe este nombre el método que toma como direccion de descenso d¥) = —V.J (uk)),
y en base a esta direccion, se seguira el algoritmo tomando como paso aj, el obtenido
al usar alguna de las reglas descritas en el apartado [I.5.1]
En caso de poder calcular el a, 6ptimo, el método recibiré el nombre de gradiente con paso

optimo. Método en el cudl, se utiliza la direccién de méaximo descenso.

1.5.3. Meétodo del gradiente conjugado

Este método, mejora el visto en el apartado Esencialmente, estd pensado en un
primer momento para funcionales cuadraticos. Su convergencia se produce en a lo sumo n
iteraciones independientemente del punto inicial dado para arrancar el método, por lo que,
no se puede considerar como tal un método iterativo.

Su fundamento, se basa en tomar direcciones conjugadas, es decir, tales que,

(d@'))TQ(d(J‘)):o con i#£j i,5€{0,1,...
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y explicitamente, el algoritmo vendria dado por:

Algoritmo 1.26 (Gradiente conjugado en funcionales cuadraticos). Se sigue el siguiente
procedimiento:

PASO 0: Se toma un w9 € R" de arranque , con su residuo dado por 1% = Qu(® — ¢ y

se toma como direccion de descenso d\%) = 9 k=0.
(r9) T (k)
PASO 1: Se calcula el paso que viene dado explicitamente por, oy, = ————F——, conel
(d(k)> Qd™®
que se actualiza el iterante y se toma vkt = 4*) 4 o d®. Luego, se actualiza rk+1) =

)+, Qd®) .
pk+1) T plk+1)

ORI
el que se actualiza la nueva direccion dFD) = _pkt1) 4 Br11 d(k), setoma k=k+1y se

PAsO 2: Si k1) = 0 se finaliza, y en caso contrario, se toma Br+1 = , con

vuelve al PASO 1.

Observacion 1.27. Para consultar con detalle los aspectos que hay detras de este algoritmo

(deduccion, convergencia, implementacion, etc) se puede consultar [I3], pags.102-120].

Este caso, es obviamente para el caso en el que el funcional objetivo es cuadratico.
Por tanto, una cuestién interesante seria si esta metodologia se podria ampliar al caso no

cuadréatico. La respuesta es positiva y se plantean dos propuestas:

1. Fletcher-Reeves: Partiendo de d®) = —V.J (u®), en cada k-iteracion se toma:

_ vt

N OO d* ) = —vJ(**) 4 gd®)

2. Polak-Ribiére: Partiendo de d©) = —V.J (u(®), en cada k-iteracion se toma:

_ VI

b=y Y 4 =-vIt ) 4 5

Obviamente, en los dos casos anteriores, con dichas expresiones de la direcciéon de
descenso, se procede usando el algoritmo [1.22] combinandolo con los vistos en [I.5.1] para

calcular el paso.

1.5.4. Meétodo de Newton

Otra forma de abordar el problema, seria calculando el u € R™ que cumpla que VJ(u) =
0, dado que se vio que esta condicion es indispensable para ser minimo (sin restricciones).

Para ello, se utiliza el método de Newton-Raphson aplicado a la funcion VJ(v),

u® dado
utt) = u® — (FJ®) 7 vI@®) k>0
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la cual, se enmarca dentro del marco del algoritmo m tomando o = 1y d® =
— (HJ(u(k)))_1 V.J(u®). Por tanto, este método no garantiza descenso en todas sus ite-
raciones. Es mas, la direcciéon d® no tendria porque ser de descenso.

Por ello, se puede mejorar el método introduciendo alguna regla de calculo de paso en
vez de tomar paso fijo 1. Por otro lado, el coste computacional es demasiado elevado debido
a tener que calcular la inversa de la matriz hessiana en cada iteracién. De modo que para

solventar esta situacién, se puede proceder del siguiente modo,

u® dado
HJ(uM)w = —v.J(u®)
ulkt) = u®)  w

que se vuelve a enmarcar dentro del algoritmo m tomando d®) = w y ap = 1. Y
nuevamente, se puede mejorar el método combinandolo con alguna de las reglas de célculo

de paso.

1.5.5. Meétodos Cuasi-Newton

Sin embargo, en el método de Newton resulta costoso debido a tener que evaluar con-
tinuamente la Hessiana. Para resolver este problema, se introducen los métodos Cuasi-
Newton que tienen el mismo fundamento que el visto en con la peculiaridad de usar
una aproximaciéon de la hessiana del funcional.

Para esta aproximacion, se toma una matriz de arranque Hy definida positiva y simé-
trica (la identidad o una aproximacion mediante diferencias finitas), para luego calcular
en cada iteracién una actualizacién de dicha matriz mediante algunas de las reglas de
actualizacidon que que se introducen a continuacion,

s s® T Hy® y® T H,

H =H; + — Actualizaciéon D.F.P
LT 0Ty g0 T Hy®)

(k) v(&) T (k) g(k) T (k) g(k) T
Hp 1 =1|1- Sy H, (I- Y3 + i Actualizacién B.F.G.S
N ( k)

s(k) Ty (k) s(k) T y( s(k) Ty (k)

donde y, = VJ(u**tD) — v Jju®) y s, = u*+D) — u) De esta forma, tomando como
aproximacion de la hessiana, la dada por la féormula B.F.P o B.F.G.S en cada k-iteracion,
se definirfa la direccion d®) como se vio en el apartado . Asi pues, tomando dicha
direccién y combinéndola con una regla de calculo de paso, se obtendria una gran variedad

de métodos de Cuasi-Newton al aplicar el algoritmo [T.22]
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Finalmente, una propiedad interesante que puede resultar ttil en ocasiones es que bajo
ciertas hipoétesis, las actualizaciones de las inversas de la hessiana, pueden mantener el

caracter de definidas positivas. El siguiente resultado lo muestra:

Teorema 1.28. Si Hj, es definida positiva, V.J(u* 1) £ 0, y el paso ay, es elegido de tal

forma que el iterante w1 verifica:
VI(u®) " d® < vty gk

(lo cual es equivalente a que s(k)Ty(k) > 0), entonces la matriz Hyyq definida por un
método B.F.P ¢ B.F.G.S, es definida positiva.

Demostracion. Se puede consultar en [3, pags.60-61]. O

Por otro lado, en casos donde la dimensién del problema es muy elevada, resulta prohi-
bitivo implementar este algoritmo. Esto es debido al elevado coste de operar y guardar
matrices con dimensiones muy grandes. Por este motivo, en la practica se opta por una
version de coste menor al usar la actualizacion B.F.G.S (ya que es la que mejores resultados
aporta).

En dicha version (donde se opta por un algoritmo recursivo), la direcciéon de descenso
usando la actualizacién B.F.G.S, se obtiene almacenando inicamente un ntmero m de los
s() e y(*) calculados en las iteraciones anteriores. Asi pues, considerando una k-iteracion
cualquiera, se podria tomar el siguiente algoritmo para obtener d® (la direccion de des-

censo),

Algoritmo 1.29 (Calculo de la direccion de descenso B.F.G.S). Tomando de forma inicial

qg= VJ(u®), se procede como sigue:

PASO 1: Definiendo p, = ————, se procede con un bucle eni=k—1,...,k—m, donde
yk) * s(k)
se tomay; = pi 8 q. ¢=q— 7y
sb=1) T y(k=1)
PASO 2: Definiendo H% = ———=———Tytomandor= H,gq, se procede con un bucle en
ylb=1) T gy(k=1)
it=k—m,...,k—1, donde se toma 3 = p; y(i)T r, con el que se actualiza 7 = T+ 5% (vi—p).
PASO 3: Se concluye tomando como direccion de descenso d* = _p.

Mediante esta forma, se suaviza el coste computacional en dimensiones muy elevadas.
De hecho, se ha visto en la practica que se obtienen resultados muy buenos para un valor
m entre 3 y 20. En [I3, pags.176-185] se pueden ver mas detalles sobre esta forma de
implementacion de la formula B.F.G.S. denominada B.F.G.S de memoria limitada, y se
puede consultar un pseudocdédigo del método Cuasi-Newton con una féormula B.F.G.S de

coste reducido en el Anexo I.



Capitulo 2

Optimizacién con restricciones:

Conceptos teodricos

En el anterior capitulo, se ha visto como se abordan los problemas de optimizacién

relativos al problema (P). Pero este tipo de problemas solo se presentan en situaciones
muy idilicas que no suceden en la realidad.

Por consiguiente, se pretende a partir de ahora presentar un nuevo tipo de problema que

englobe las peculiaridades que surgen en la realidad, y a partir de estos problemas, desa-

rrollar nuevos métodos que nos permitan resolverlos 6 en su lugar, reducirlos a problemas
equivalentes del tipo (P) para solucionarlos como en el capitulo anterior.

2.1. Presentacion del problema

Con motivo de lo que se ha explicado, se presenta el siguiente problema de minimizacién
con restricciones, al que se referird de ahora en adelante como problema (Q):

o o)

Sujeto a: . ()
pi(v) <0 i1=1,....,m
pj(v)=0 j=1,...,p

Como se puede observar, en este nuevo problema no tiene porque ser solucién el minimo

global de J(v), ya que seréa soluciéon del problema aquel valor que minimice el funcional
cumpliendo las exigencias marcadas por las funciones ¢; y ¢;.

Estas funciones se conocen como restricciones y delimitan el conjunto donde se pretende

minimizar el funcional objetivo, al que se denomina como conjunto factible 6 conjunto

15
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admisible, y que se describe como sigue:

; < =1,...
s-foem, 050 1ot

Definiciéon 2.1. Se dice que u € R™ es una solucion 6ptima factible del problema (Q), si
u € Sy ademas J(u) = minyes J(v).

Ademas, es importante tener en cuenta que muchos problemas con restricciones, se

pueden expresar de la forma vista en (Q) teniendo en cuenta las siguientes consideraciones:

1. Si el problema es de maximizacién, cambiando de signo el funcional, se convierte el

problema a uno equivalente en la forma descrita.

2. Si hay restricciones de desigualdad en sentido contrario, al multiplicarlas por -1, se

convierten en restricciones de la forma planteada.

3. Si alguna de las restricciones es de la forma ¥(v) < b con b € R, se tiene una
equivalente de la forma ¢(v) = ¢(v) — b < 0. Lo mismo sucede con las restricciones

de igualdad.

Finalmente, nétese que el conjunto S tal como esta definido, es cerrado. Por consiguien-
te, se pueden aplicar los resultados de existencia y unicidad vistos en Sin embargo, la

caracterizacion de sus 6ptimos es més compleja, y ésta se estudia en la siguiente seccién.

2.2. Caracterizacion de 6ptimos

De manera anéloga al caso sin restricciones (|1.2), se caracterizaran los 6ptimos del
problema estudiando las diferentes condiciones que deben cumplir estos. Con este motivo, se

presentan las siguientes definiciones y teoremas que caracterizaran los 6ptimos del problema

(Q).

Teorema 2.2. Dado el problema (Q) en el que el conjunto admisible S es convexo y no

vacto. Dado w € S un minimo relativo de J en S. Entonces, si J es derivable en wu,
(VJ(u),v—u) >0 Vve S
Demostracion. Dado v € S, como éste es convexo, por definicién, se tiene que,
ut+A(v—u)=Av+(l-XANuelsS VA € [0,1]
y a mayores,

Dy_yJ(u) = (VJ(u),v—u) = )\li%l_'_ y >
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ya que como se supone que u es un minimo local, para un A suficientemente pequeno

J(u+ A(v —u)) > J(u). De modo que se concluye la propiedad. O

En esta imagen, se puede visualizar el resulta-

do del teorema. Pues bien, se muestran las curvas de
nivel de un cierto funcional y el conjunto factible de-
limitado por una elipse. Se muestra el minimo u, del
que parte VJ(u) (en trazado méas grueso). La linea

discontinua, muestra la linea ortogonal al gradiente

del funcional en el punto, y por tanto, cualquier di-
recciéon que quede por encima de la linea discontinua,
formara un angulo con el gradiente comprendido en-

tre [—90°,90°], y por tanto, su producto escalar se-

ra positivo. Ahora bien, en las lineas méas delgadas,

muestran distintas direcciones factibles que cumplen

esta propiedad. Pero es mas, dado un punto del in- Figura 2.1: Condicion necesaria de
terior de la elipse, al unirlo con u, sigue cumpliendo minimo

esta propiedad para cualquier v € S. De este modo,

se puede ver como se cumple geométricamente el resultado.

Corolario 2.3. Dado el problema (Q), si el conjunto admisible S es un subespacio vectorial
de R™ convexro. Entonces si u € S es un minimo local de J en S y J es derivable en u,
VJ(u) LS, es decir,

(VJ(u),v) =0 YVve S

Demostracion. Como S es un subespacio vectorial, si v € S, es obvio que —v € S, y por
tanto se puede definir:

wl) =virues w? = _viues

Aplicando el teorema anterior, se llega a,

(VJ(v),wl) —u) = (VJ(u),v) >0
(VJ(),w®? —u) = (VJ(u),-v) >0

por lo que se obtiene el resultado. O

Una vez vistos estos dos resultados, se pretende relajar las hipétesis introduciendo el
concepto de direccion factible. A partir de este momento, se van a introducir diferentes
definiciones y resultados que servirdn para la demostracién de teoremas en las siguientes

secciones.
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Definicién 2.4. Dado un punto v € §' y d € R"™ no nulo, si existe un § > 0 de tal forma
que v+td € S Vt € [0,4], entonces se dice que d es una direccion factible de S en v.Y

ademaés, el conjunto de dichas direcciones factibles se denotaré como:
DF(v,S)={deR":36 >0 tal que v+td e S Vte[0,d]}

Definicion 2.5. Dado el punto v € S, se define el conjunto de restricciones activas de v

como sigue:

I(v)={ie{l,....,m}: ¢i(v) =0}
Definicion 2.6. Sea v € S y d € R” no nulo, verificando que,

dTVepi(v) <0 iel(v)

{ dTVe;(v) =0 j=1,...,p
entonces d es una direccion factible linealizada de S en v. El conjunto de dichas direcciones,
se denotara por DFL(v, S).
Definiciéon 2.7. Dado v € Sy d € R™. Si existen sucesiones {d(k)}keN —dy {0k}pen =
0 de tal forma que v+0,d*) €S VkeN. Entonces, se dice que d es una direccion factible

secuencial de S en v. El conjunto de dichas direcciones, se denota por DFS(v, S).

Lema 2.8. Dado v € S. Si todas las restricciones son diferenciables en v, entonces se
tiene:
DF(v,S) C DFS(v,S) C DFL(v,S)

Demostracion. Para cualquier d € DF(v,S), se obtiene de su definicién la existencia de

un § > 0 tal que v +td € S para todo t € [0,d]. De modo que tomando d® =dvy

5k = 0/2F, se obtienen sucesiones las sucesiones {d(k)}k N dy {6k} eny — 0. De modo
€

que d € DFS(v,S), y como el d tomado es arbitrario, entonces se concluye el resultado:
DF(v,S) C DFS(v,S)

Ahora bien, se toma un d € DFS(v,S), si d = 0, entonces d € DFL(v, S) dado que su
producto escalar con cualquier vector es nulo. Se asume entonces que d # 0 y usando la

definicion vista en se tiene la existencia de sucesiones {d(k)}keN —dy {0}pey — 0
tales que v + 6,d® € S, es decir,
0= ¢;(v+5,d®) = 5, d® " Vg,(v) +o(|6d® ) j=1,....p
0> oi(v + 5. d®) = 6, dO T Vi(v) + o5 d® ) i e I(v)

y dividiendo estas dos ecuaciones por dy, al hacer tender kK — 0, se obtiene la condiciones
de la definicion luego d € DFL(v,S). Pero como el d es arbitrario, se concluye el
resultado. m
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Se puede hacer un inciso en este momento para interpretar estos conceptos introducidos.
Se ha comenzado hablando de direcciones factibles, lo cual es bastante intuitivo. Pues
bien, dado un punto, al moverse desde dicho punto en un entorno de la direccion factible,
siempre se permanece en el conjunto admisible. Por tanto, dado un punto v del interior
del conjunto S, cualquier direccion sera factible, ya que como v € Int(S), existe una bola
Bgn(v,0) C S. Luego, tiene sentido hablar de direcciones factibles cuando se considera un
punto de la frontera del conjunto S, ya que nos indicaré las direcciones, a través de las
cuales, se permanece en S.

Sin embargo, el concepto de direcciéon factible lineal ya no es tan intuitivo. Al analizar
la definicion [2.6] se aprecia como las condiciones se imponen sobre los puntos de la frontera
de S, pues dichas condiciones se establecen teniendo en cuenta las restricciones activas y
de igualdad. Lo cudl es logico, pues si un punto v € Int(S) se razon6 que toda direccion
d € R" es factible y por el lema anterior, entonces DFL(v,S) = R™ en dicho caso.
Considerando entonces un punto v € 35, una interpretaciéon de la definicién se podria

obtener teniendo en cuenta el concepto de producto escalar que,

{ (d, Vi(v)) = [[d[[[Vei(v)] cos (£(d, Vipi(v))) <0 iel(v)
(d,Vg;(v)) = [ld[[[[Ve;(v)[| cos (£(d, V§;(v))) = 0 ‘

es decir, el angulo que forma la direccion d € DF L(v, S) con el gradiente de las restricciones
de desigualdad activas en el punto v, esta comprendido en el intervalo [90°, 270°]. Mientras
que considerando las restricciones de igualdad, dichas direcciones, deberan estar en la
misma direccion que el gradiente de las restricciones ¢;(v).

Para visualizar el contenido mostrado por el le-

ma previo, se podria considerar la restricciéon de de-
sigualdad dada por la curva lemniscata, cuya expre-

sion es la siguiente:

p(v) = (vF +v3)* — 2(vf — v3)

En la imagen siguiente se muestra el grafico de

la curva. Considerando el origen, el conjunto de li-

neas finas que apuntan hacia el interior de la curva,

muestran las direcciones factibles en 0, ya que al

. . . Figura 2.2: Direcciones factibles y li-
avanzar en dichas direcciones, se permanece en S.

: . lizad
Sin embargo, operando en la funcion ¢(v), se ob- neallzadas
tiene que Vp(0) = 0, de modo que cualquier direccion d € R™ sera direccion factible

linealizada. Entonces, las dos direcciones representadas en tono més grueso (d(l) = (1,0) T
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yd® = (0,-1) ") pertenecen a DFL(v, S), sin embargo, no son direcciones factibles dado
que no existe ningln entorno en el cual al avanzar a través de ellas, se permanezca en S.

Por otro lado, las direcciones factibles secuenciales, permiten introducir direcciones
en casos donde no existen direcciones factibles. Es el caso por ejemplo, de una curva no
lineal en el plano. Pues bien, el conjunto definido por la restriccion de igualdad ¢(v) =
v1—v2, no permite direcciones factibles en ningin punto, pero al mismo tiempo, la direccién
correspondiente a la tangente en un punto de la curva, es claramente una direccion factible
secuencial.

Una vez vistos esto conceptos y el lema[2.8 que establece una relacion entre los conjuntos
de direcciones factibles introducidos. Ahora se pasa a ver diferentes caracterizaciones de

minimo con ayuda de estos conjuntos.

Teorema 2.9. Sea u € S un minimo local del problema (Q). Entonces si el funcional

objetivo y las restricciones son diferenciables en u, entonces se tiene que d' VJ(u) >0
para todo d € DFS(u, S).

Demostracion. Para cualquier d € DFS(v,S), teniendo en cuenta su definiciéon, u +

(5kd(k) — u y al ser u un minimo local, entonces para k suficientemente grande,
J(w) < J(u+6d®) = J(u) + 6, dP T V() + ()

lo que implica que d T V.J (u) > 0y como d es arbitrario, entonces se obtiene el resultado.
O

Teorema 2.10. Dado u € S. Si el funcional objetivo y las restricciones del problema (Q)

son diferenciables en u, y se verifica,
d"VJ(u) >0 Yd e DFS(u,S)
siendo d no nulo, entonces u es un minimo local estricto del problema (Q).

Demostracion. Se supone que u no es minimo, entonces existe una sucesion {u(k)} —u
de tal forma que,
Ju®) < J(u) (2.1)

y ademas, sin pérdida de generalidad, se puede asumir que,

(k) _
T (2.2)
[ —ully
eN
tomando d® = (u® —u)/|[u® —uls vy & = [[u® —ul|2, con la definicién de DFS, se tie-
ne qued € DFS(u,S). Usando ahorayy que J(u®) = J(u)+ (u® — u)T VJ(u)+
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o(|[u® —u||5) para luego dividir por |u®) —ul|, y luego hacer tender k — +o0, se obtiene,
d"VJ(u) <0

lo cual es una contradiccién, lo que prueba el resultado. O

Corolario 2.11. Sea u € S. Si el funcional objetivo y las restricciones del problema (Q)

son diferenciables en u. St se cumple que,
d"VJ(u) >0 Vd € DFL(u,S)
entonces u es un minimo local del problema (Q).

Lo que estos dos tltimos resultados aportan, es una condicién suficiente de minimo.
Para ilustrarla de forma grafica, se puede considerar el ejemplo de la siguiente imagen donde
se muestran las curvas de nivel de un cierto funcional y el conjunto admisible delimitado

por una poligonal.

Como se trata de un poligono, se puede ob-
servar que DF(v,S) = DFL(v,S). De este 3s

modo, al considerar el minimo representado (el

punto inferior), todas las direcciones factibles
forman un 4ngulo menor de 90° respecto del gra-
diente evaluado en el punto (representado por la
direccién mas gruesa), por lo que se cumplen los

dos resultados anteriores.

Sin embargo, en el punto superior (maximo

del funcional en el poligono), estas condiciones

no se dan ya que se observa claramente como
en todas las direcciones posibles, el dngulo for-

mado con el gradiente es mayor que 90° y en Figura 2.3: Condicién suficiente de mini-

consecuencia no se cumple la hipotesis de los ™€

resultados anteriores.

Ahora bien, estas condiciones son suficientes pero no necesarias. De hecho, si el minimo
se alcanza en el interior del conjunto admisible, todas las direcciones seria factibles y por
tanto DF'L(u,S) = R", por lo que no se estaria en las hipotesis anteriores a pesar de ser

un minimo.
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2.3. Multiplicadores de Lagrange

En esta seccion, se considerara un caso particular del problema (Q), en el que se tiene
el problema de minimizacién de un funcional objetivo J : R™ — R sujeto a restricciones
de tipo igualdad, por lo que no se tienen restricciones de tipo desigualdad. A este caso, se
denotara como problema (Q;4), y se vera que existe la posibilidad de su resolucién mediante
un sistema de ecuaciones no lineales.

Para ello, se comienza introduciendo la notacién pertinente. En primer lugar, a partir
de las funciones que definen las restricciones, se define la funcién @ : R™ — RP, que viene

dada por,
q)(V) = (¢1(V)7 ¢2(V)7 R ¢p(v))T
de modo que el conjunto factible se puede definir de la siguiente manera:

S={veR":d(v) =0}

Definicién 2.12. Un punto u € S es regular para las restricciones {¢j(V)}§:1 si los

vectores gradientes Voi(u), ..., Vép,(u) son linealmente independientes.

Observacion 2.13. La definicién anterior, no se puede dar si p > n.

Teorema 2.14. Dado un punto reqular w € S, el espacio tangente a S en dicho punto es:
T(u) ={veR": ®'(u)v= 0}

donde ®'(u) se corresponde con:

@'(w) = (Vor(w)] .. [Vep(w) "
Demostracion. Se puede consultar en [16], pag. 302]. O

Lema 2.15. Dado u € S un punto reqular, supongase que dicho w es un minimo de J
en S, y que J es derivable en w. Entonces, para todo v € R™, que verifique ®'(uw)v = 0

también se tiene que (V.J(u),v) = 0.
Demostracion. Se puede ver en [16, pag. 304]. O

Teorema 2.16. Considerando el problema (Q;q) donde el funcional y las restricciones
son diferenciables, st dado w € S un punto regular, éste es un minimo del funcional J
en S. Entonces, existen p nimeros \;, que se conocerdn como multiplicadores de Lagrange

asociados a u, definidos de forma tunica, tales que:

VJ(u) + MiVéi(u) + ...+ A\ Vop(u) =0
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Demostracion. Si V.J(u) = 0, entonces la propiedad es obvia tomando A\; = ... =\, =0.
Entonces, suponiendo que V.J(u) # 0, haciendo uso del lema anterior, si v € ker (®'(u)),
entonces v € ker (VJ(u) T), por lo que, ker (®'(u)) C ker (VJ(u)T>. De este modo,

1
tomando el espacio ortogonal, se tiene el contenido contrario, es decir, ker (VJ (u)T) -

N : : T T\ * T
ker (®'(u))~. Ahora bien, es obvio que VJ(u) ' € ker (VJ(u) ) , por lo que, VJ(u)' €

ker (®(u))" = Im (¢/(u)), y entonces, existen coeficientes Ay, ..., Ap € R tales que,
VJ(u) = AMVoi(u) + ...+ A, Vop(u)
lo cual es evidente que es equivalente a la tesis del teorema. O

Esta, no es la tnica demostracion posible del teorema. Pues existen multiples versiones
para llegar a obtener el mismo resultado. Por ejemplo, en [I, pags. 150-152] se da una
demostraciéon haciendo uso del Teorema de la funcién implicita.

Por otra parte, la condiciéon necesaria obtenida, permite obtener un método para la
resolucion del problema (Q;,) mediante la resolucion de un sistema de ecuaciones no lineales
generalmente. Para ello, se toman como incognitas (A, 1<i<p)y u.

Ahora bien, como u € R™ es un vector de n componentes, en total se tienen n + p
incognitas. Las cuales, quedarédn determinadas por las ecuaciones de las restricciones y la

condicién de Lagrange, es decir,

(2.3)

VJ(u)+ )" A=0
®(u)=0

siendo A\ el vector que tiene por componentes a los multiplicadores de Lagrange. Escribiendo

dicho sistema de una forma més visual, quedaria:

i, 0 0
Jor (W + Arg —dr(u) +.. o Ay () =0
9 9 9
aT)nJ(u) + Ala—vnabl(u) ot Apa—vnqﬁp(u) =0
qbl(u) = O
¢p(u) =0

Observacion 2.17. Si se toma el Lagrangiano asociado al problema, que se define de la

siguiente forma,

Lv,&)=J(V)+ ®(v) ¢ veR" £eR?
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el sistema [2.3] se puede reescribir en forma compacta como:

aﬁv(u, A)=VJ(u)+ &) A=0

oL
a—g(u7 A)=P(u)=0

De modo que resolver el sistema de ecuaciones planteado, es equivalente a obtener un punto

critico asociado al problema.

Sin embargo, la resolucién del sistema no aporta exactamente la solucién al problema de
minimizacion. Esto es debido a que la condicién aportada por el teorema es necesaria pero
no suficiente. Por ello, una vez obtenidos los valores de A y u que verifican las ecuaciones,
es necesario evaluar en un entorno de u el funcional para determinar el tipo de punto critico

que se ha obtenido.

Teorema 2.18 (Condicion suficiente de Lagrange). Se considera el problema (Q;g), bajo las
hipdtesis de derivabilidad del funcional objetivo y de las restricciones. Entonces, suponiendo
que u € S es un punto verificando la condicion de Lagrange con multiplicadores de Lagrange

A, verificando que,
d" HLy(u,N)d > 0 para todo d ¢ 0 con ®(u)'d= 0
entonces u es un minimo local estricto del problema (Qig).

Demostracion. Se puede consultar en [10, pag 272-273]. O

Este teorema, aporta un caso en el que la condicién de Lagrange es suficiente, y por
tanto, bajo dichas hipoétesis, no habria que comprobar si la solucién obtenida es minimo
o no. Por otra parte, los multiplicadores de Lagrange aqui introducidos, tienen diversas
aplicaciones en distintas ramas del conocimiento. Por ejemplo, la fisica o la economia son

claros ejemplos de ello, y se puede ver en [9] o [20].

2.4. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker y Fritz-John

En esta seccién, se verd una generalizaciéon de la condiciéon de Lagrange vista en
al caso que incluye restricciones de desigualdad. Para ello, se hace uso de las condiciones
de Karush-Kuhn-Tucker y posteriormente de las condiciones de Fritz-John que se definen

a continuacion.
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Definiciéon 2.19. Considerando el problema (Q), se define su funcion Lagrangiano aso-
ciada, L(v,r,&) : R" x R™ x RP — R como sigue:

Lv,v,8) =T(v)+ > vigi(v) + Y _&di(v)
i=1 j=1

Definiciéon 2.20. Dado el problema (Q), se supone que el funcional objetivo y las res-
tricciones son derivables. Entonces, se dice que un punto u € R" es un punto de Karush-
Kuhn-Tucker para el problema (Q), si y solo si, existen multiplicadores de Lagrange y de
Karush-Kuhn-Tucker (a los que se denotaré por las letras griegas A y p respectivamente)
verificando las condicion!de KKT (KKT) que son las siguientes:

1.- Condicién estacionaria:
m p
VoL(u, p,A) = VJI(0) + > p1iVei(u) + Y A Ve;(u) =0 (2.4)
i=1 j=1

2.- Condiciéon de factibilidad

3.- Condicién de holgura:

wipi(u) =0 1=1,....,m (2.6)
wi >0 i=1,....,m '

Para calcular ahora los puntos que cumplen las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT), se puede proceder en dos pasos. El primero, es la resolucion de un sistema de
ecuaciones (no lineal generalmente), y que se corresponden con la imposicion de la condicion

estacionaria, de factibilidad para las restricciones de igualdad y la de holgura:

d .o 9
MJ(V)JF;/\J'M%(V)+;Mz‘&)k%‘(v)0 k=1,....,n

¢j(v) =0 j=1...p
uigoi(v):O izl,...,m

Notese que se trata de un sistema de (n 4+ m + p) ecuaciones y (n+m +p) incog-
nitas. Estas serian, las n componentes de u, los p multiplicadores de Lagrange y los m
multiplicadores KKT. Una vez resuelto, el segundo paso seria ver cuales de las soluciones
obtenidas son puntos de KKT. Para ello, hay que comprobar que son puntos factibles, es
decir, comprobar que cumplen las restricciones de desigualdad, y finalmente, que todos los

multiplicadores KKT son positivos.
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Llegados a este punto, se esté en condiciones de probar que todo minimo del problema
(Q), verifica las condiciones KKT. Para ello, se introduce la siguiente version del Lema de

Farkas-Mirkonski que sera de utilidad en su demostracion.

Lema 2.21 (Lema de Farkas-Mirkonski). Considerando el problema (Q) y un punto factible

u € S, el conjunto,

d"VJ(u) <0
Z=SdeR": d"Vy;(u) <0 i=1,...,m
d"Vi(u) =0 j=1,....p

es vacio, sty solo si, existen multiplicadores de Lagrange y de KKT verificando la condicion

estacionaria en u.
Demostracion. Se puede ver en [15, pags. 53-54,391] y en [12), pag. 313-314]. O

Teorema 2.22 (Karush-Kuhn-Tucker). Sea w un minimo local del problema (Q). Si se

cumple la siguiente condicion, a la que se denominard como condicion de cualificacion,
DFS(u,S)= DFL(u,5S) (2.7)
entonces existen multiplicadores de Lagrange y de KKT wverificando las condiciones KKT.

Demostracion. Dado que u es un minimo local del problema, éste verifica las condiciones
de factibilidad, es decir, Ahora bien, sea d € DFS(u, S), por el teorema , se tiene
que dT V.J(u) > 0. Pero aplicando la condicion d e DFL(u,S), y asi el sistema,

d"VJ(u) <0
dT Vi;(u) <0 i€ I(u)
dTVei(u) =0 j=1,...,p

no tiene solucién y por tanto el conjunto Z definido en el lema de Farkas—Mirkonski es
vacio, y por tanto, se obtiene que existen multiplicadores de Lagrange y de KKT (u; > 0)
verificando que,
P
VI + Y wVei(u) + Y AVei(a) =0
i€l(u) Jj=1
por lo que tomando u; =0 i ¢ I(u), se obtiene la condicién estacionaria y de holgura. De

modo que se obtiene el resultado. O

Esta demostracién que se acaba de hacer, no es tnica. De hecho, existen muy diversas

formas de demostrar el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker, por ejemplo, se puede consultar
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[2] para ver otro tipo de demostracion donde se utiliza el Teorema de Weierstrass. Por otro
lado, la demostraciéon mostrada en este trabajo, requiere de la condicién de cualificaciéon
pero ésta no es tnica. De hecho, puede ser substituida por otras equivalentes. Con este

objetivo, se introduce el siguiente teorema.

Teorema 2.23. Sea v € S un punto admisible. Si los vectores Voj(v) conj=1,...,py
Vi(v) con i € I(v) son linealmente independientes, entonces la condicion de cualificacion
se cumple, es decir, DF'S(v,S) = DFL(v,S).

Demostracion. Se puede consultar en [15, pag 394-396]. O

Observacion 2.24. FExiste una gran variedad de condiciones de cualificacion que sirven de
utilidad para probar el teorema [2.22] para ello, ver [14} sec. 6.3].

Hasta el momento, se han introducido los multiplicadores KKT, pero también se podria
hablar de los multiplicadores de Fritz-John. Estos, se podrian considerar una generalizacion

de los anteriores, pero que en algunos casos resultan de utilidad.

Definicién 2.25. Dado el problema (Q), suponiendo que tanto el funcional como las
restricciones son derivables. Entonces, se dice que un punto u € R" verifica las condiciones
de Fritz-John (6 es un punto de Fritz-John), si y sélo si, existen multiplicadores de Lagrange
(A) y de Fritz-John (19, n) tales que:

,

m p
nVJ(w) + > miVei(u) + 3 AVe;(u) =0
i=1

j=1
pi(u) <0 'y ¢j(u)=0 parai=1,....m j=1,...,p
nipi(u) =0 parai=1,...,m
n9,7; > 0 parai=1,...,my ademas (n9,n,A) # 0

Como se puede observar, éstas son las mismas condiciones KKT, salvo que en este caso,
VJ(u) esta multiplicado por un elemento 79 > 0. Por tanto, si 19 > 0, al dividir la primera
ecuaciéon de las condiciones de Fritz-John por 79, se obtienen las condiciones KKT. Por
tanto, la tinica diferencia existird cuando 7y = 0. A continuacion, se aporta un resultado

similar al visto en el teorema [2.22] para las condiciones de Fritz-John.

Teorema 2.26 (Condicion necesaria de Fritz-John). Dado el problema (Q), suponiendo
que tanto el funcional objetivo como las restricciones sean diferenciables. Si u € S es un
minimo local del problema (Q), entonces existen multiplicadores de Lagrange y de Fritz-

John, cumpliendo las condiciones de Fritz-John.

Demostracion. Si los vectores Vg;(u) con j = 1,...,m y Vy;(u) con i € I(u) son li-

nealmente dependientes, entonces existen elementos Ai,...,\, y 1; con i € I(u), tales
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que e M Vei(u) + E?:l A;jV¢;(u) = 0, siendo alguno de ellos distintos de cero. Por
tanto, tomando 79 = 1; = 0 con i ¢ I(u), se obtienen inmediatamente las condiciones de
Fritz-John.

Si se supone ahora que los vectores Vg (u) con j =1,...,m y Vg;(u) con ¢ € I(u) son
linealmente independientes, aplicando el teorema[2.23] se obtiene la condicion de cualifica-
cion y por tanto, se estd en condiciones del teorema Por consiguiente, se cumplen
la condiciones KKT, luego, tomando ng = 1 y 17 = u, se obtienen también las condiciones
de Fritz-John. O

Entonces, un punto cumpliendo las condiciones de Fritz-John, es un candidato a minimo
(al igual que sucedia con los puntos KKT'). Este hecho, se usara posteriormente en el tltimo
capitulo dado que algiin método numeérico permitird obtener un punto de Fritz-John. Sin
embargo, cuando 7y = 0, las condiciones que nos aporta el teorema [2.26] no dependen del
VJ(u), lo que no aporta informacion sobre el funcional objetivo en el minimo. Por este
motivo, es poco interesante la condicion de Fritz-John, y a partir de ahora, se estudiaran
los puntos KKT en los que si se ve involucrado V.J(u).

Continuando pues con el estudio de los puntos KKT, en el teorema[2.22] se proporciona
una condicién necesaria de minimo. Pues cualquier minimo cumple las condiciones KKT,
sin embargo, ésta no es suficiente en general. Para poder introducir condiciones suficientes,
es necesario reforzar las hipotesis sobre el problema. Con este motivo, se introduce la

siguiente definicién necesaria para introducir una condicién suficiente KKT.

Definiciéon 2.27. Dado el problema de optimizacion (Q), se dird que éste es convexo si
el funcional objetivo y el conjunto admisible son convexos. Ademas, se representara a este

tipo especial de optimizacién como problema (QC).

Observacion 2.28. En el caso del problema (QC), se supondra que las restricciones ¢;(v)
son convexas y las ¢;(v) lineales. Estas suposiciones, derivan del hecho de que al ser de

estos modos concretos, el conjunto factible que generan es convexo.

Teorema 2.29 (Condicion suficiente de Karush-Kuhn-Tucker). Dado un problema de op-
timizacion conveza (QC), se tiene que dado un punto admisible w € S, para el cual existen
multiplicadores de Lagrange y KKT (X y p respectivamente). Entonces dicho punto es un
minimo del problema (QC).

Demostracion. Se considera un punto u € S verificando las condiciones KKT, sean A y
p sus multiplicadores de Lagrange y KKT asociados. La funcion L£(v, p, A) es convexa

para cualquiera v. Entonces, usando las propiedades de las funciones convexas [[.13] y las
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condiciones KKT, se tiene que para cualquier punto factible v,

LV, A) > L0, A) + (v—u) T VoL(u,p, N) = L{u, p, \) =

= J(w) + Y pipi(w) + Y Njj(u) = J(u) '
i=1 j=1
pero como Vv es un punto factible y p; > 0 para i = 1,...,m, entonces se deduce que,

ipi(v) <0 i=1,...,
pii(v) i m }:>£(V,u,,)\) < J(v)

por lo que usando [2.8|se obtiene que J(v) > J(u), y por consiguiente, u es un minimo. []

Vistos estos resultados, la interpretaciéon geométrica que se puede hacer de ellos y de
las condiciones KKT, se muestra en la siguiente grafica. En ella, se presentan dos restric-
ciones de desigualdad que delimitan un conjunto factible. En discontinuo, se presentan los
gradientes de las funciones en el punto (1,1) que se supone el minimo en el conjunto para
un cierto funcional.

De este modo, suponiendo que se esta en las
hipétesis del teorema el gradiente del fun- 15 ‘ v

cional en el minimo tiene una dependencia lineal \

respecto de los gradientes de las restricciones ac- s
tivas. Ahora bien, como las dos restricciones son | |
activas y los multiplicadores KKT son positivos, S
el conjunto de lineas finas representa el cono de
los posibles valores que puede tomar —V.J(1,1). ol

Lo cual, es logico desde el punto de vista in-
tuitivo, dado que —V.J(1,1) es la direcciéon de

méaximo descenso en dicho punto, y si ésta fue-

se factible, el (1,1) no podria ser minimo local. 0 05 1 15
De este modo, se tiene una informacién relati-
va sobre la direccién de maximo descenso en el Figura 2.4: Condiciones KKT
minimo, y a partir de ella, de todas las posibles
direcciones de descenso.

Por otro lado, hasta el momento s6lo se han visto condiciones de primer orden que
caracterizan los minimos. Sin embargo, las condiciones KK'T nos van a permitir ampliar la

informacién vista hasta el momento, dando condiciones de segundo orden.
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Definicion 2.30. Sea v € R" verificando las condiciones de KKT, si existen sucesiones
{d(k)}k N dy {0k }eny — O tales que vl = v 4 6,d%) € S, verificando,
€

pi(vi?) <0 i e I(v)\ I(v)
goi(v(k)) =0 iely(v)

donde I (v) = {i:i € I(v) tales que u; > 0}. Entonces se dice que d es una direccion de
restriccion secuencial nula, y al conjunto de dichas restricciones se denota por S(v, pu, X) C

DFS(v,S).

Definiciéon 2.31. Dado un punto v € R" verificando las condiciones KKT (con multipli-
cadores de Lagrange y KKT X y p respectivamente), sid € DFL(v,S) y pu; dT Vipi(v) =
0 Vi € I(v), entonces d es una direccion de restriccion nula linealizada. Al conjunto de

dichas restricciones se denota por G(v, u, A), y se puede escribir como:

d € DFL(v,S)

G(v,u,AN) =<deR":
v 2) { dTVp(v) =0 ie Il (v)

} C DFL(v,S)

Teorema 2.32 (Condicion necesaria de segundo orden). Sea u € R™ un minimo local del

problema (Q). Si se cumple la condicion de cualificacion se tiene,
d" HyL(u, p, N)d >0 Vd e S(u, pm, )
donde HyuL(u, p, X) denota la hessiana del Lagrangiano respecto de v evaluada en (u, p, X).

Demostracion. Para cualquier d € S(u, p, A), si d = 0 el resultado es obvio, por lo que

se supone d # 0. Tomando las sucesiones {d(k)}k —dy {5k}k€N — 0 en la forma de

la definicion se tiene que "1 pip;(u®)) + Zp \jé;(u®)) =0, por lo que, usando
este hecho y las condiciones de KKT (pues u es un punto KKT por el teorema [2.22)), se
llega a:

J(®)) = J(u+ 6,d®)) = L{u + 6,d®), u, X) = c(u 1, ) + 0, BTV L, p, A+

1
+567 d® " H, L, g, N)d®) +0(52) = J(u )+ 5 L2 a® T Hy£(u, 1 A)d® + o(52)
(2.9)

Pero como u es un minimo local estricto, para un k suficientemente grande, se tiene que
J(u+ 5kd(k)) > J(u). De modo que, usando este hecho, y aplicando limites, se llega a,

d"H,L(u,p,A\)d >0

como se queria demostrar. O
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Observacion 2.33. Si se tiene que S(u, pu,A) = G(u, p,N), entonces se tendria de forma
evidente que d T HyL(u, , A)d > 0 para todo d € G(u, , ).

Teorema 2.34 (Condiciéon suficiente de segundo orden). Dado u € R™ un punto cum-

pliendo las condiciones de KKT para el problema (Q). Si se verifica que,
d" HyL(u, p, A)d > 0 vd € G(u, 1, )
entonces u es un minimo local estricto del problema.

Demostracion. Se supone que u no es minimo, por lo que existe una sucesién de elementos

factibles {u(k)}keN — u tales que J(u®)) < J(u). Y sin pérdida de generalidad, se puede

u® —
T R S— d
{||u<k> |,
keN

por lo que aplicando el razonamiento de la demostracién del teorema se obtiene que
d" VJ(u) < 0,. Usando ahora las condiciones KKT,

Zuzm ZA Vo;i(u

asumir que,

que al multiplicar por d, si se tiene en cuenta que d € DF S(u, S) C DFL(u,S), entonces,
dTVJ(u Zuld Vei(u ZA 47 Vo;(u) >

de modo que se obtuvieron las dos desigualdades, y por tanto d T VJ(u) = 0, lo que implica
que Ziel(u) i dT Vi;(u) = 0, y por consiguiente, d € G(u, s, X).

Ahora bien, teniendo en cuenta que J(u®)) < J(u), se puede hacer el siguiente desarrollo,
1
(a1 0) = L®, 1, X) = L(u, . 0) + 56 d® " HL(u, p N)A® + o(57)

por lo que al dividir por (5,3 y tomar limites, se llega a que d T HL(u,p,A)d <0, lo que es

una contradicciéon con la hipoétesis, y por consiguiente se obtiene el resultado. O

Este ultimo resultado, establece una condicién suficiente similar a la que se introdujo
en el corolario[2.11] con la peculiaridad de que se hace uso de la Hessiana del Lagrangiano.
Pues bien, las condiciones KKT casi implican que d T V.J (u) > 0 salvo en las direcciones de
restricciéon nula linealizadas. Por este motivo, se requiere una condicién de segundo orden

en ellas.



32 CAPITULO 2. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES, TEORIA

2.5. Aplicaciones a la programacién cuadratica

Una vez vista la teoria anterior, un caso sencillo en el que los que se pueden aplicar los
resultados introducidos, es el de la programaciéon cuadréatica. Este tipo de problemas, se
denotaran por (QP) del inglés quadratic programming, y se define como,

n J
min - Jop(v)

Sujeto a: (OP)
Av<Db

Ev=f

1
donde Jgp(v) = B viQv — c'v, siendo ¢ € R", Q € M,x, una matriz simétrica,
A e Mpyxn, E€ Mpyn, be Ry fc RP.

Observacion 2.35. Recuérdese que no es estrictamente necesario que Q sea simétrica por

lo visto en [I.18

Si se analiza el problema, se puede comenzar por el estudio del conjunto admisible.
Pues bien, si se toman v,w € S, veremos que tv + (1 — t)w € S para todo ¢t € [0, 1]. Para

ello, se veré que se cumplen las restricciones, dado que,
Atv+(1—t)w)—b=tAv+(1—t)Aw—-b <tb+(1—-t)b—b=0

E(tv+(1—t)w)—f=tEv+ (1 —t)Bw —f=tf+ (1 —t)f —f=0

de lo que se concluye la convexidad de S. Ademaés, si se estudia el funcional objetivo,
al que se denotara por Jgp(v), se ha visto en la seccion que VJgp(v) = Qv —cy
HJgp(v) = Q para todo v € R". Y ademas, el funcional Jgp(v) sera convexo, si y solo si,
Q es semidefinida positiva y sera estrictamente convexo, si y so6lo si, Q es definida positiva.

Por tanto, se puede concluir que en el caso de que la matriz Q sea semidefinida positiva,

se estd ante un problema convexo.

2.5.1. Condiciones de optimalidad

Una vez introducido el problema, se intentara emplear la teoria vista, para aplicarlos al
problema cuadratico. Con este motivo, se comienza haciendo un analisis de las definiciones
y Entonces, teniendo en cuenta la definicion del conjunto admisible para el

problema, cuadratico, se tiene que,

Ed=0
DFL(v,S)=<deR":
ad<0  iel(v)
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donde a; denota la fila i-ésima de la matriz A, y I(v) C {1,...,m} denota el conjunto de
indices correspondientes a las restricciones de desigualdad activas en el punto v. Teniendo

esto en cuenta, se puede introducir la siguiente relacion.

Lema 2.36. Al considerar el problema cuadrdtico (QP) y un punto v € S. Se cumple:
DF(v,S) = DFS(v,S) = DFL(v,S)

Demostracion. Se considera una direccion d € DFL(v,S), entones se vera que d €
DF(v,S). Para ello, se considera w = v 4+ td y se vera que w € S para algun ¢t > 0.

Teniendo en cuenta la definicion de DF L(v, S), se tiene:
Ew =Ev +tEd =f vt >0

a,w = a;u+ta;d = b; +ta;d < b; \V/ZGI(V) Vvt >0

Por lo que falta verificar si w cumple las restricciones no activas para algin ¢t > 0. Para

i ¢ I(v), aju < b;, y por tanto:

b; —a;u
aw=au+tad<b ot —"—

ad Vi ¢ I(v)

bi —a;u
aid

y por tanto d € DF(v,S). Ahora bien, teniendo esto en cuenta y usando el lema se

concluye la relacion DF(v,S) = DFS(v,S) = DFL(v,S). O

De modo que, tomando § = min;g¢y(y) }, se tiene que w € S para todo ¢ € [0, ]

Este resultado que puede parecer meramente curioso o anecdético, permite concluir
que DFS(v,S) = DFL(v,S), que es precisamente la condicion de cualificacion y que
permite demostrar los teoremas y Por consiguiente, esto permite introducir los

siguientes resultados.

Teorema 2.37 (Condicion necesaria de minimo). Sea u un minimo local del problema
(QP), entonces existen multiplicadores de Lagrange (A € RP) y KKT (u € R™ ) verificando:

p

Qu—c+ATp+E"A=0
. Au<b
Condiciones de KKT
Eu=7f
u' (Au—b) =0
\ p=0

para el problema QP

Demostracion. Teniendo en cuenta el lema se tiene que se cumple la condicién de

cualificacion del teorema [2.22] y en consecuencia el resultado. O



34 CAPITULO 2. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES, TEORIA

Ahora bien, por otra parte, la definicion vista en [2.31] se puede reescribir como,

Ed=0
Gv.uA) =d£0: ad<0  Vie )\ (v)
ad=0 Vie Iy(v)

que permite concluir el siguiente resultado que aporta, a diferencia del caso genérico, una

condicién necesaria y suficiente.

Teorema 2.38 (Condicion necesaria y suficiente). Sea u un punto factible del problema
(QP), entonces u es un minimo local del problema, si y sdlo si, (u, p, ) es un punto
cumpliendo las condiciones KKT y d' Qd > 0, Vd € G(u, 1, \)

Demostracion. Para probar la condicién necesaria, se toma u un minimo local del problema
(QP), aplicando el teorema se tiene la existencia de los multiplicadores de Lagrange
(A) vy KKT (p) asociados al problema. Tomando una direccién no nula d € G(u, g, A), es
evidente que para un ¢ > 0 suficientemente pequeno, u+td € S (pues por la direccién

es factible). Entonces, como u es minimo y debido a la definicion de d, se tiene que,
1
Jop(u) < Jop(u+td) = Jop(u) +tdT (Qu—c) + 5752 dTQd =

1 1
= Jop(u) —tdT (ATu + ETA) +5t2dTQd = Jop(u)+ 57 dTQd = dTQd > 0
para un t suficientemente pequeno, y como el d tomado es arbitrario, se obtiene la propie-
dad.

Para probar ahora la suficiencia, se supone que u no es minimo del problema, por lo que

debe existir una sucesion de u® = u + §,d*®) € S tal que Jop(u®) < Jop(u) donde

{Oktpeny = Oy {d(k)}k N — d. Con el argumento de la demostracion del teorema [2.34
€

se tiene que d € G(u,p, A). Asi pues, del hecho de que Jop(u®)) < Jop(u) y de las

condiciones KKT, se tiene,
£00, . A) > £0a®, 1, 3) = £, 0) + 557 49T QA 4 o(5?)

c . . . ST 3
que al dividir por 5,% y tomando el limite, se obtiene que d Qd < 0, pero como d €
G(u, p,N), lo que se obtiene es una contradiccién con la hipoétesis, lo que concluye la

demostracion. O

2.6. Dualidad

Ahora, en esta seccion se pasard a considerar otro caso particular del problema (Q), en

el que se tiene el problema tnicamente con restricciones de desigualdad. A este problema
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en el que se omiten las restricciones de igualdad, se denotard como problema (Qges). Este
es interesante dado que permitird la construcciéon de un problema denominado dual con
unas condiciones mas sencillas para su resoluciéon en algunos casos.

Para ello, teniendo en cuenta la definicion m se tiene que para el problema (Qges),

su Lagrangiano asociado viene dado por,
m
Liv,v)=JV)+ > vipi(v)
i=1

a partir de la cual, se puede introducir las siguientes definiciones.

Definiciéon 2.39. Dado el problema (Qg.s) se denomina su funciéon dual, a la funcion
h:D CR™ — R que se define como,
h(v) = mi
(v) = min £{v,v)

y cuyo dominio D, es el conjunto de valores del vector v > 0, para los cuales existe dicho
minimo, es decir,
D= {V € R} : 3 min [,(V,V)}
veR™
Definicién 2.40. Dado el problema (Qges), se denomina problema dual (al que se denotaré
como problema (QD)) asociado al problema primal (Qges) a:
i h
s )
Sujeto a: (QD)

veD

A continuacién, se introduciran diferentes teoremas que caracterizaran ciertas propie-

dades de interés del problema dual.

Teorema 2.41. La funcion dual h del problema (Qges), €s concava en cualquier subcon-

junto convero D de su dominio de definicion D.

Demostracion. Sea D un subconjunto convexo de D, v @ e D y sea a € [0, 1] cual-

quiera. Se tiene,

h (041/(1) +(1- oz)u(Q)) = rn]lgn L (v, vV 4+ (1 - oz)u(Q)) =
veR”?

= min (a[,(v, v+ (1—a)L(v, V(Q))) > a min L(v,vW) + (1 —a) min L(v,v?) =
veR™ veRn veR™

= ah(vM) + (1 — a)h(¥?)

Este desarrollo, es debido a la linealidad de la funcion £(u, v) respecto de la variable v. O
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Teorema 2.42. Para cualquier valor factible v € D de la funcion dual y cualquier v € S

admisible para el problema primal, se verifica:
h(v) < J(v) YwweD 'y VvelS

Demostracion. Teniendo en cuenta la definicién de funcién dual y de minimo de una fun-
cién, se tiene que:

h(v) = min J(v) + v U(v)<JWV)+ v T ¥(v) vve s (2.10)

Tomando un v € D arbitrario, como v > 0 y dado v € S, es obvio que ¥(v) < 0, por lo
que \I/(V)T v <0 Vv eS. Asi, teniendo en cuenta este hecho y lo visto en m

h(v) < J(v) VweD Vwves
O

Corolario 2.43. Si existe una elemento factible w € S para el problema primal y otro
elemento factible p para el problema dual, tal que J(w) = h(p). Entonces, u y p son

soluciones de los problemas primal y dual respectivamente.

Demostracion. Supongase que u no es solucion o6ptima de J(v), es decir, existe un u’
factible tal que J (u’) < J(u). Pero por hipotesis, J(u) = h(p), por lo que se deduce que
J(u') < h(w). Ahora bien, aplicando el teorema anterior, h(u) < J(u) para todo g € D,
por lo que en particular () < J(u), lo cual es una contradiccion con que J(u') < h(p). Y

haciendo el mismo razonamiento, se obtiene el mismo resultado para el problema dual. [

De este corolario, se obtiene una relaciéon entre los problemas primal y dual. Sin em-
bargo, no se visualiza un método clarividente de resolucién usando la dualidad. Por este
motivo, si se refuerzan las hipotesis sobre el problema ( Q) haciendo que éste sea convexo,

se pueden obtener los siguientes resultados de mayor utilidad.

Teorema 2.44. Sea u € S una solucion al problema (Qges) donde las funciones J(v) y
vi(v) son convezas y diferenciables en w. Entonces, el vector p que contiene los multipli-

cadores KKT para el punto u, es solucion del problema dual.

Demostracion. Como p contiene los multiplicadores KKT para el problema (Qges) en u,
pn > 0. Asi, como las restricciones y el funcional objetivo son funciones convexas y los
multiplicadores positivos, usando se obtiene que L(-, p) es convexa y diferenciable. De
este modo, aplicando [I.13] se tiene que,

Lov,p) > Llu,p) + (v—u)T VyL(u,p) = L(u,p) Vv eR"
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donde la dltima igualdad se obtiene al considerar la condicién estacionaria de punto KKT.
Ademés, teniendo en cuenta la condicion de holgura [2.6] se concluye que:

h(k) = min £(v, ) = J(u) + p 7 (w) = J(w)

veR”?

De esta forma, y teniendo en cuenta el teorema se deduce inmediatamente que h(p) =
J(u) y que p es solucion del problema dual. O

Teorema 2.45. Se considera el problema (Qges) donde el funcional y las restricciones son
convezxas y diferenciables, y se denota por u a la solucion de (Qges). Ademds, se supone que
[ resuelve el problema dual y & = mingern L£(v, t) siendo L(+, ft) una funcion estrictamente

conveza. Entonces u= 0 (que es la unica solucion al problema (Qges)) v J(uw) = L(u, ft).

Demostracion. Por contradiccion, se supone que u # 1. Del teorema [2.29] se obtiene
la existencia de los multiplicadores KKT u. Entonces, del teorema [2.44] se tiene que p

resuelve el problema dual, por lo que:

L(u, p) = h(p) = h(p) = L(a, p)

De lo que se obtiene que VyL(u, 1) = 0, y como L(+, f1) es estrictamente convexa, aplicando
se llega a que,

L(u, 1) — L(&,2) > (u—10) " Vo L(@,f) = 0= L(u, ) > L(WQ, 1) = L(u, p)

por lo que en particular, &' ¥(u) > pT ¥(u) = 0 (usando la condicion . Pero como

[ > 0, entonces W(u) > 0, por lo que se llega a una contradiccion. O

Asi pues, tras ver los anteriores resultados, la dualidad permite dar otra visién sobre la
resolucion del problema (Qges) cuando éste es convexo. Si se puede construir su problema
dual (QC), se podria optar por resolver este problema dual (normalmente mas sencillo) y
tras substituir su solucién en la funcién Lagrangiano, al minimizar sin restricciones esta

altima, se obtendria la solucién del problema original.

2.6.1. Dualidad en programacién cuadratica

Finalmente, se aplicara la dualidad a la programacién cuadratica. Pues bien, en el ca-
so de un problema con unicamente restricciones de desigualdad, al que se denotard como
(QPges), la dualidad puede jugar un importante papel. De hecho, en el caso donde la matriz
Q que determina el funcional es definida positiva, la dualidad resulta especialmente prove-
chosa. Por ello, se supondrén esas hipotesis a lo largo de esta sub-seccidon para desarrollar

el problema dual en dicho caso.
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De la forma en que se definio la funcion dual en[2:39] se tiene que ésta viene determinada
por,

1
h(v) = mIiR{n {2 viQu—cTv+pu' (Av — b)} (2.11)
veR"™

pero como se ha supuesto que Q es definida positiva, para un g cualquiera, la funcién
1/2vTQv — c¢"v + uT (Av — b) es estrictamente convexa. Ademas, su minimo u se

puede calcular de forma exacta y vendra determinado por:
Qu+ATu—c:0:>u:Q*1<c—ATu> (2.12)

De modo que, substituyendo el valor obtenido en en la funcién dual se obtiene

que la funcién dual es,
L T L r4-1
h(l/):§1/ Dv + p d_§C Q 'c

dondeD=-AQ 'ATyd= AQ ' (b—c). De modo que el problema dual vendria dado

por,

1 1
l{g%ﬁ §VTDI/—dTV—§CTQ71C
Sujeto a: (QPD)

v >0 i=1,...,m
cuya resolucion, resulta relativamente mas sencilla que la del problema original, y para

la cudl, hay algoritmos especificos de resolucion, que se pueden consultar en [I1], pags.
196-207].



Capitulo 3

Optimizacién con restricciones:

Métodos de resolucion

Hasta ahora, se ha dado respuesta a diferentes cuestiones sobre el problema de optimi-
zacion con restricciones del tipo (Q). Esto permite conocer las diferentes propiedades que

tienen en funcién de los tipos de funcionales y restricciones.

Pero como el objetivo final es poder resolverlos, llegados a este punto, se estudiaran
diferentes algoritmos que nos permitan obtener una solucién. A continuacion, se describiran
métodos numéricos que dependiendo del tipo de problema, aportaran distintas visiones para

su resolucion final.

3.1. Meétodos de penalizacién

Un primer método, son los conocidos como métodos de penalizaciéon. Hay distintos
tipos dentro de esta familia de algoritmos, pero una caracteristica comin que los define.
Esta consiste en reducir el problema con restricciones de tipo (Q), a uno sin restricciones

del tipo (P) para resolverlo como se vio en el primer capitulo.

Para ello, su idea principal consiste en construir un nuevo funcional objetivo de tal
manera que si toma un elemento fuera del conjunto admisible, éste penalice esa eleccién
aumentando el valor que toma el funcional. De ahi proviene el nombre de penalizacion,
pues se penaliza la toma de un punto no factible, y dependiendo del tipo de penalizacion,

se pueden diferenciar los distintos tipos de métodos que se presentan a continuacion.

39
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3.1.1. Penalizacion exterior

Este primer método, reside en la creaciéon de una sucesion de subproblemas del tipo
(P), de tal manera que la sucesion formada por las soluciones de los subproblemas, converja
a la solucion del problema (Q).

Con este motivo, se crea una funciéon P : R” — R denominada funcidn de penalizacion
caracterizada por,

Pv)>0 sivgs
{ P(v)=0 siveS
y en base a esta funcion, se define una sucesion de problemas (P;) del siguiente modo:

i 1
min - J(v) = J(v) + ZP(v) (Pe)

Por lo que dada una sucesion de elementos {}}; positivos convergentes a cero, se
obtiene una sucesion {u(gk) }k ¢y de soluciones de (P:). La cual, convergera a un elemento u,
siendo éste solucion de (Q). Para comenzar, se veran algunas propiedades de las funciones

de penalizacion y las soluciones u(ex).

Lema 3.1. Dado 0 < 1/e1 < 1/e9, se tienen las siguientes propiedades:
(1) J., (u(*:l)) < J., (u(€2))

(2) J (ulE)) < J (ul)

(3) P (ul)) > P (ul*?)

Demostracion. Aplicando la definicion de solucion del problema (P;), se tiene que:
Jo, (@) < T, (0®)) < T, (02) <, () (3.1)
Por tanto, ya se ha obtenido (1). Ahora, de , se deduce que,

0% 2y () = oy (02 = [, (D) = L, ()] = —P) = = Plule)-
1 2
1 1 1 1
= (e1)y _ — | = [ = _ = (e2)y _ (e1)
2P - e = (2= 1) (Pal) - )
de lo que se obtiene (3). Y usando ahora (3) y lo visto en se tiene,
HED) < JE) 4+ = (P) = Pu)) < ()
1

lo que demuestra (2) y finaliza la demostracion. O
Lema 3.2. Sea u la solucion del problema (Q) considerado. Entonces para cada k € N se

tiene que:
J(u) > Jg, (u(gk)) > J (u(sk)>
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Demostracion. El resultado es inmediato considerando el siguiente desarrollo:

T() = J() + 2-Plu) = () + —P(u) = J(@)

O

Lema 3.3. Se considera el problema (Q) y u'®) la solucion al problema (P.). Entonces,
tomando & = P(u(®)), se tiene que u(®) también es solucion del problema:
I
Sujeto a: (3.2)
P(v) <o

Demostracion. Para cualquier v que satisfaga la condicion P(v) < §, se tiene que,

0<

(P®) = P(v)) = J.(u®) = T(@) = L(v) + J(v) =

m | =

= | 7®) = L(v)] + T(v) = ) < J(v) = JD) = J(v) = T

obteniendo asi la definicién de minimo y concluyendo asi la demostracion. O

Llegados a este punto, se estd en condiciones de deducir el algoritmo del método.
Entonces, al considerar el problema (Q), teniendo en cuenta como se define la funciéon de
penalizacién, éste se puede reescribir como:

o o)
Sujeto a: (3.3)
P(v)=0

Ahora bien, tomando § lo suficientemente pequeiio, el problema sera una aproxi-
macion del problema original (Q). Asi, la idea bésica de este método, se basa en que segin
se reduce el parametro de penalizacién € en cada iteracion, se reduce el valor de P(u(ak))
como se vio en el lema [3.1] Por este motivo, si se fija un valor de la tolerancia § para

aproximar el problema (Q) mediante se puede establecer el siguiente algoritmo.

Algoritmo 3.4 (Penalizacion exterior). Se sigue el siguiente procedimiento:

PASO 0: Se toma ey >0, >0y k=0.

PASO 1: Se calcula w1 solucion de (P.).

PASO 2: Si la penalizacion P(u(®x+1)) < §, entonces se finaliza. En caso contrario, se toma

ep+1 = €r/10, k = k+ 1 y se vuelve al PASO 1.
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Observacion 3.5. La actualizacion del valor e, no tiene porque ser la marcada en el algorit-
mo. Esta puede variar en funcién de nuestros intereses, haciendo que la sucesion {e;} keN
decrezca con mayor o menor rapidez. Ademaés, en la resolucion de los subproblema (P:),
se tendra que usar algin método de los vistos en el primer capitulo. Pero en ellos, se debe
aportar un iterante inicial, pero en este caso, seria un buen iterante inicial la solucién u(e+)
calculada en la iteracién anterior.

Por otro lado, notese que la funcion de penalizacion debe ser elegida de tal forma que el
funcional J.(v) tenga minimo finito, ya que si no es asi, el algoritmo diverge. Esta situa-
cion, se puede dar en casos donde el funcional objetivo decrezca segun ||v|| — 400 y la

funcion de penalizacion no crezca con la misma rapidez que decrece J(v).

Ahora bien, una cuestion importante es el estudio de la convergencia del método. Para

ello se introduce el siguiente teorema.

Teorema 3.6. Se considera el problema (Q) con un funcional continuo. Entonces, cual-
quier punto limite de la sucesion {U(sk)}kEN generada por el algoritmo es solucion del
problema original (Q).

Demostracion. Se supone que {ul»)} es una subsucesion convergente con limite u. En-
tonces, por la continuidad del funcional J, se tiene que:

lim J(u®)) = J(u) (3.4)

k' —+o00
Denotando por J* el valor del funcional en la solucion del problema (Q), y teniendo en
cuenta los lemas H y la sucesion {.J¢,, (u(e#))} es creciente, y esta limitada superior-

mente por J*. Entonces,
lim J.,(0) =¢ < J* (3.5)

k' —+o00

de manera que, extrayendo [3.4] de la ecuacion [3.5] se tiene que,

1
lim —Pu)) = ¢ — .
Hm - (u'¥") =g — J(u) (3.6)

y como P(u#)) >0y 1/e, — +o0, por implica que:

lim P(u®)) =0

k' —+o0

Usando ahora la continuidad de P(v), implica que P(u) = 0, por lo que u es un punto

admisible para el problema. Ademas, por el lema J (u(ek’)) < J* y se tiene:

Ju) = lim Ju®)) < J*

k' —4o00

Por consiguiente, u es una solucién éptima factible del problema original (Q). O
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Observacion 3.7. De este teorema, se deduce que si la sucesion generada por el algoritmo
converge a un punto, éste sera solucion del problema general (Q). Sin embargo, esta sucesion
no tiene por que ser convergente en general. Pues bien, puede darse que el minimo de algtin
subproblema no sea finito, y por tanto, que la sucesiéon comience a divergir. Por este motivo,
si se pueden asegurar hipotesis de convexidad y coercitividad sobre los subproblemas (Px, ),

se aseguraria la existencia y unicidad de la sucesion {u(a’f)}keN generada por el algoritmo

B4

Una cuestion interesante ahora, seria como crear una funcion de penalizacion P(v). En
realidad, cualquier funcién que cumpla las propiedades que la definen, se puede usar. Sin
embargo, algunas tiene mejores propiedades que otras. Una posible opcién, serfa usar la
siguiente denominada penalizacion cuadrdtica:

m

P
P(v) =Y (méx {0,0;(V)})* + > [¢;(v)]? (3.7)
i1 j=1

Tal y como esté definida esta penalizacion, el funcional J.(v) sera derivable y continuo.
Pero al no ser continua la derivada segunda, puede conllevar problemas si se usa un método
de segundo orden.

Para ejemplificar visualmente lo que produce la penalizacién, tomando la funcién de
penalizacion [3.7] se va a aplicar ahora al siguiente problema unidimensional,

min  J(v) =€
vER

Sujeto a: (3.8)
p1(v) = —v

p2(v) =v—1

de lo que se obtienen los siguientes resultados:

|
= Funcional Objetiva 1 1 = Funcional Objetivo
<D ———Restriccion 1 1 IS = = =Epsion=1
——— Restriccion 2 u . = = =Epsion=0.5
= i u 0 = = =Epsion=0.1
e 0 = = =Epsion=0.01

Figura 3.1: Penalizaciéon exterior
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En la primera figura se muestra el funcional, las restricciones y el conjunto factible.
Mientras, en la segunda imagen, se muestra el funcional objetivo J(v) y los diferentes
Je, (v) a medida que se afina el valor de ¢}, segtn se indica en la leyenda. Asi pues, como se
observa, los funcionales J;, (v) aumentan su valor fuera de la region factible mientras que

se mantiene el funcional original dentro del conjunto admisible.

3.1.2. Penalizacion interior

Otro método similar al anterior, es el método de la penalizacion interior o de la barrera.
En este nuevo caso, se vuelve a usar una funciéon de penalizacién, a partir de la cual se
definird un nuevo funcional objetivo, y a partir de él, una sucesién de subproblemas cuya
sucesion de soluciones converja a la solucién del problema inicial.

Sin embargo, se introducen diferencias respecto del caso anterior. En primer lugar, s6lo
se va a considerar el problema (Qges), v se pretende construir usa sucesion de soluciones
factibles, por lo que cada ul®*) € S. Para introducirse en el método, se comenzara por la
definicién de la funcién de penalizacion, que se define como P : R®™ — R de tal manera
que,

1 P(v)= P(v)>0VvveS
d(v,(}?g;—w (V) =400 ¥y (v) v E

donde d(v,dS) denota la distancia del punto v a la frontera de S, es decir, la penali-
zacion aumenta segin se aproxima a la frontera del conjunto admisible. En base a esta
penalizacién, se define el siguiente problema sin restricciones:

min (V) = J(v) +=P(v) (P.)

A continuacién se presentan varias propiedades de esta funcién de penalizacién que son

analogas a la penalizacién exterior.

Lema 3.8. Dado 0 < g9 < €1, se tiene:
(1) Jey (ul)) < Ty (ul=)

(2) T () < J(ul®)

(3) P(u)) = P(ul*)

Demostracion. Anéloga al lema o consultar [15, pag 468| O

Lema 3.9. Siendo u'®) solucion del problema (P.) y tomando § = P(u(®)). Entonces u(®)

es solucion del problema,

{ J
i I

Sujeto a: (3.9)
Pv) <o
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Demostracion. Para todo v € R™ verificando que P(v) < 4, se tiene,

0<e <P(u(8)) - P(v)) = J.(u®) — Ju®) - J(v) + J(v) =

() = L()] + (v) = J() < T(v) = T@) = T@) < J(v)
De lo que se obtiene la definicién de minimo y por tanto lo que se queria probar. O

Cuando el valor de § del lema anterior es lo suficientemente grande, éste sirve para
aproximar el siguiente problema:
min  J(v
min - J(v)
Sujeto a: (3.10)
P(v) < +o0

Ahora bien, del modo en que se ha definido la funcién de penalizacion, la restriccion
del problema [3.10] es equivalente a que su solucion sea factible para el problema inicial
(Q). Sin embargo, dicha soluciéon no se encontrara sobre la frontera de S, ya que en dichos
puntos la penalizacién tiende a infinito.

Ademas, si € > 0 es suficientemente pequenio y el § del lema anterior es lo bastante
grande, entonces ul® se encuentra dentro de la region factible S y aproxima el valor de la

solucién del problema original. Entonces, se puede deducir el siguiente algoritmo.

Algoritmo 3.10 (Penalizacion Interior). Se procede como sigue:

PASO 0: Se toma g9 > 0,6 >0y k=0.

PASO 1: Se calcula u®¥+1), solucion de (P-,).

PASO 2: Si EkP(u(5k+1)) < 6, se finaliza. En caso contrario, se toma ep41 = €x/10, k = k+1

y se vuelve al PASO 1.

Observacion 3.11. Como sucedia en penalizacién exterior, el decrecimiento de € en el PASO
3, no tiene que ser la indicada, sino que puede ser cualquiera. Ademas, como se usaran los
algoritmos del primer capitulo para resolver los subproblemas (P, ), en este caso también
se puede tomar el iterante anterior como punto de arranque, ya que éste estaré proximo a

la solucion.

Una vez visto este algoritmo, se introduce a continuacién un teorema que aporta resul-

tados sobre la convergencia de dicho método.

Teorema 3.12. Sea J(v) un funcional limitado inferiormente en la region factible S. En-
tonces, el algoritmo de penalizacion interior termina de forma finita para 6 > 0, y cuando

no lo hace, entonces se verifica:
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(1) limy,_s o0 £, P(ulEe+1)) = 0.

(2) Ty, J(uE+D)) = inf e 15y J (0).

Y ademds, cualquier punto de acumulacion de la sucesion {u(sk)}keN es solucion del pro-
blema (Qges)-

Demostracion. Solo sera necesario probar (1) y (2) cuando el algoritmo no termina de
forma finita. Para ello, se toma n > 0 arbitrario, por lo que existird un elemento (que
depende de 1) al que se denotara por u,, € Int(S) de tal forma que,

, n
f —= A1
I(ug) < velni(s) TV 2 (3.11)

entonces como {ex} — 0y u, € Int(S), debe existir un k € N tal que:

exP () < g vk >k (3.12)

Usando ahora que u(®++1) es el minimo del funcional Je,, (V):
Jey, (u(g’““)) < Jeyp (uy) = P (u(g’““)) < J(uy) +erP(uy) —J (u(s’”l)) (3.13)
Por lo que usando [3.17] [3.12] y [3.13] se obtiene que,

epP (u(e’““)) < J(uy)+exP (u,) —J (u(skﬂ)) <
k

< inf JW)+ 24T gy <y \/

k
~ velnt(S) 2 2

v

y como 1 > 0 es arbitrario, se concluye (1). Ahora, para probar (2), utilizando la desigual-

dad anterior, se tiene,

J(uEr)y < J(u,) + exP(u,) < gnf(S) J(v)+n Vk >k
velnt

y como 7 > 0 es arbitrario, se concluye (2). O]

Una vez vistos estos resultados, es natural plantear la cuestiéon sobre como tomar la
funcion de penalizacion P(v). Con este motivo, se plantean las siguientes dos opciones que

son las mas generales:

m 1 LS 1
PM=-2om Y P nram)

@i (V)
Entonces, para mostrar el efecto de la penalizacién interior de un modo visual, se

considera el siguiente problema,

min  J(v) = v*
veER

Sujeto a: (3.14)
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del que se obtiene los siguientes resultados:

I . :

== Funcional Objetivo == Funcional Objetivo
Restriceion 1 - — —Epsion=1
Restriccion 2 = = —Epsion=0.5
: = = =Epsion=0.1
= = =Epsion=0.01
T

Figura 3.2: Penalizacion interior

En la primera grafica, se muestra el funcional objetivo con las restricciones y el conjunto
factible. Luego, en la segunda grafica, se muestra de nuevo el funcional objetivo, y ademas,
los funcionales J.(v) para distintos valores de €. De este modo, se observa la convergencia
de los funcionales J.(v) al funcional del problema original dentro de la regiéon factible.
Sin embargo, existe una peculiaridad, pues bien, en la frontera del conjunto, los valores
de J-(v) tienden al infinito, lo que muestra que el método solo convergerd a un punto del
interior del conjunto admisible.

De este modo, se muestra visualmente como es necesario inicializar el método desde un
punto factible. Ademaés, para restricciones de igualdad, el método no serviria, dado que los

funcionales J.(v) no estaria definido en esos puntos.

3.1.3. Meétodo del lagrangiano aumentado

Una vez vistos los métodos basados en penalizacion de esta seccidon, se puede observar
la necesidad de que el pardmetro {ej}ren — 0. Este hecho, es una gran desventaja desde
el punto de vista numérico, debido a que segin se toma e; mas pequeno, la resoluciéon
numérica de los subproblemas generados, puede resultar mas compleja de lo previsto.

Para solventar esta dificultad, se introduce el concepto de Lagrangiano aumentado.
Este, deriva de la funcion Lagrangiano introducida en el capitulo dos, y permitira solventar
ese problema que presentan los métodos de penalizacion. Para ello, se planteara en primer

lugar el concepto de Lagrangiano aumentado para el problema con restricciones de igualdad
(Qig)-

Definiciéon 3.13. Se define la funcién Lagrangiano aumentado para el problema (Q;q)
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como sigue:

P P
1 To 1
Lo(v,8) = T(¥) + D0 605() + 5 D (s () + €7 a(v) + 2]
7j=1 7j=1
Observacion 3.14. Es facil observar como la definicién anterior, es precisamente el Lagran-
giano del problema de minimizacién,

1
f J —||®(v)]|3
min - J(v) + o[ 2(V)ll2

Sujeto a:
o(v)=0

que tiene el mismo minimo local que el problema (Q;y).

A continuacion, se introduce el siguiente lema que sera de gran utilidad para probar

un teorema que demuestra lo que se ha venido diciendo hasta el momento.

Lema 3.15. Sean P y Q dos matrices simétricas. Se asume que Q es semidefinida positiva
y que P es definida positiva en el espacio nulo de Q, es decir, d" Pd > 0 para todo d 0

con d' Qd = 0. Entonces, existe un escalar p tal que:
P+ pQ es definida positiva ¥Yp > p
Demostracion. Se puede ver en [10, pag. 274-275]. O

Teorema 3.16. Dado el problema (Qyy), si u € S cumple las condiciones suficientes de
sequndo orden del teorema con su multiplicador de Lagrange asociado A. Entonces,

existe un valor € tal que w es un minimo local de la funcion L.(v,X) para todo € < .

Demostracion. Calculando el gradiente y la hessiana de la funcion L.(v, &) respecto de la

variable v, se tiene:

£v.8) = VI + ¥ (€4 o)

. 1 Loy T
L0 &) = HIW)+ 3 (5 + o5)) Hos) + L) Ty
j=1

En particular, si u y A, satisfacen las condiciones del teorema [2.18] se tiene,
1
VoLlo(w,A) = VJ(u) + @ (u) <)\ + 8@(u)) =V L(u,A) =0 (3.15)

/4

HyLo(w,X) = HI(w)+ 3 (Aj + iqu(u)) H;(w) + - B(u) B(u) " =
j=1
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= H L(u, ) + % @' (u) " @' (u)

y usando la condicion suficiente de dicho teorema, se sabe que d"H L(u,A\)d > 0 para
todo d # 0 tal que dT ®(u)' ®(u)d = 0. Entonces, haciendo uso del lema anterior,

implica que existe un € tal que:
H,L.(u, ) es definida positiva para todo € < & (3.16)

Teniendo en cuenta y se estd en hipotesis del teorema por lo que se verifica

que para todo € < &, u es un minimo local de la funcion L.(v, ). O

Por tanto, si se conocen de antemano los valores de los multiplicadores de Lagrange A,
bastaria con un ntmero finito de subproblemas sin restricciones que minimicen al funcional
L-(v,A) para llegar a obtener la solucién del problema (Q;g).

Sin embargo, ésta es una situacion idilica, debido a que en la practica, dichos multipli-
cadores no se conoceran. Por este motivo, se recurre a una estimacién de dichos valores.
Para ver su deduccion, se considera el siguiente problema de minimizacién, que para un

valor fijo de X, es equivalente al problema (Q;q),

p
min - J(v)+ ; Ajdi(v)

Sujeto a:
o(v)=0

que al aplicarle el método de penalizacién exterior, tomando como funcién penalizadora

P(v)=1/2 Z?:1(¢j(v))27 se obtiene el siguiente subproblema en cada iteracion,

min +ZAJ¢J LS oy

j—l

que al suponer que varfa el valor de los A;, entonces los subproblemas también varfan. Pero

suponiendo que se busca un punto estacionario, entonces:

p

V)Y AV (v)+= Z $;(V)V;(v) =0 VJ(v +Z ()\ + ¢>J )) Voi(v) =0

De este modo, teniendo en cuenta las condiciones KKT del problema original (Qjg),

para un valor fijo de A, se observa que un buen estimador de los multiplicadores de Lagrange

seria A+—®(v). Por tanto, teniendo esto conceptos en cuenta, se puede plantear el siguiente
€

algoritmo basado en el Lagrangiano aumentado para la resolucién de los problemas de tipo

(Qig>-
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Algoritmo 3.17 (Método de Lagrangiano aumentado). Se procede con el siguiente método
iterativo:

PASO 0: Se toma un punto inicial, eg >0, § >0 y A0 e re.

PASO 1: Se toma como u®) la solucion del problema de minimizacion sin restricciones
definido por el funcional L, (v, \*)).

PASO 2: Si

1
1/10ey,, ulbt1) = k) y XEFD = (k) 4 ;@(u(k)) para volver al PASO 1.
k

VLo, (u®) AR < & entonces se para. En caso contrario, se toma g1 =

Observacion 3.18. Como se ha comentado en los anteriores métodos de penalizacion, 4 es
el parametro de tolerancia, un valor muy pequefio que permite comprobar que la solucién
obtenida es factible o esté proxima al conjunto admisible. Luego, si este criterio de parada
no se cumple, se pasa a reducir el valor de €, que en este caso se reduce multiplicando por

1/10, pero que se podria reducir de cualquier otra forma.

Visto este algoritmo, es necesario ver que efectivamente converge y que la deduccion

del método es correcta. Para ello, se introducen los siguientes resultados.

Teorema 3.19. Dado el problema (Qy4), se supone que el funcional objetivo y las restriccio-
nes son continuas. Si u®) es la solucion global de minimizar sin restricciones Le, (v, )\(k)),
donde {/\(k)}keN es una sucesion acotada y {ex} — 0 con 0 < exy1 < k. Entonces cual-

quier punto limite de la sucesion {u®)} es un minimo global del problema original (Qjy).

Demostracion. Sea u el limite de la sucesion {u(k)}keN, como u®) se define como el minimo
global de L., (v, /\(k))7 entonces:

Lo, (u® ARy < £ (v, AR)) Yv € R® (3.17)

Tomando como x el valor del funcional objetivo en el 6ptimo para el problema (Q;g),
entonces:

1
\ = min J(v) = min {J<v> + A0 T a(v) + 25k||<1><v>|%} = i £, (v, A1)

ves ves

Por lo que, tomando el minimo en el extremo derecho de la ecuaciéon [3.17/ en v € S, se
obtiene:

Lo (@® AB) = J@®) 4+ A® T u®) + %Ilfb(u““))llg <X
k

€k

Ahora bien, la sucesién {A(k)}keN es acotada y tiene como limite A. Tomando el limite
superior en la ecuaciéon anterior y usando la continuidad de las funciones J(v) y ®(v), se
obtiene que,

J() + AT ®(u) + lim sup %Hfb(u(k))H% <X

k—o0 €k
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pero como [|®(u®)||2 = 0y 1/ex — o0, se deduce que ®(u*)) — 0y por tanto, ®(u) = 0.
Por consiguiente, u es factible y ademas J(u) < y, por lo que u es el 6ptimo del problema

(Qig)- O

Sin embargo, este resultado, implica que el minimo de la funcién Lagrangiano aumenta-
do es calculado de forma exacta. Pero esto no sucede numéricamente, por lo que se necesita

un resultado més potente. En este sentido, se introduce el siguiente teorema.

Teorema 3.20. Sea u™ tal que ||VyLe, (v, A®)|| < 6, siendo la sucesion {2} ey
acotada, {e}, }ren — 0 decreciente y {0y }ren — 0. Entonces, si la sucesion de {u®} ey —

u siendo w un punto reqular, entonces u es un punto KKT para el problema (Q;q) y ademds

1
{}\(k) + 5CID('UJ("“))} — X stendo X los multiplicadores de Lagrange asociados a u.
k keN

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, se supone que {u(k)}keN — u, y se define para
todo k € N, A —aw + 1/e,®(u®). Entonces se obtiene que,

1

Vo Lo, (®,A0) = V(M) 4+ @) (*(“ i <I><u<’“>>> T
€k :

= VIu®) + /)" 1Y)
Como u es regular, ®’(u) tiene rango p y @’(u(k)) tiene rango p para todo k suficientemente
grande. Sin pérdida de generalidad, se asume que @’(u(k)) tiene rango p para todo k.
-1
Entonces, multiplicando la ecuacion [3.18) por (q)’(u(k)) q)’(u(k))T) @'(ul®), se obtiene

que,

B -1
A0 _ (CI)/(u(k)) @,(u(k))T> o ()1 (u®) (vvﬁgk(u(k>7 AR v J(uw)))

)

pero usando que por hipétesis, Vvﬁgk(u(k), )\(k)) — 0, entonces X(k — A donde,

A= (¢/®) @’(u(k))T>71 & (u®)v 7 (u®)

por lo que volviendo a tener en cuenta que Vvﬁak(u(k),)\(k)) — 0 de la ecuacion
se obtiene que V.J(u®)) + @’(u(k))T A® = 0. Ahora bien, como {A*)};cy es acotada y
AR 11 /e,®(uk)) — A, esto implica que {1/e,®(u))} es acotada. Pero como 1 /e, — +00,
se deduce que ®(u) = 0. O

Por tanto, este resultado muestra que si el punto u, al que converge la sucesién creada
por el método del Lagrangiano aumentado, es regular y los multiplicadores de Lagrange
convergen a un valor finito, entonces, u es un punto KKT. Y por consiguiente, un buen

candidato a ser minimo del problema (Q;g).
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Ahora bien, este método ha sido desarrollado para un problema del tipo (Qj4), pero
serfa interesante desarrollarlo para resolver un problema general del tipo (Q). Con este
objetivo, se pretende reescribir el problema (Q) de una forma equivalente en la que sélo

halla restricciones de igualdad. Asi pues, se puede introducir el problema,

min J(v)
(v,z)eRn+m
Sujeto a: (3.19)
spl(v)_FZzQ:O Z_lv )
Qsj (V) = 0 ] =4 7p
donde z;, i1 = 1,...,m son variables adicionales. Esta transformacion del problema original

(Q) en uno de este estilo de tipo (Q;g), se puede consultar en [10], pags. 286-287].

De este modo, se puede aplicar el algoritmo del Lagrangiano aumentado al problema
[B:19] para asi obtener un punto KKT de dicho problema, y en consecuencia del proble-
ma original. En esta linea, se plantea minimizar el Lagrangiano aumentado asociado al
problema que serfa el siguiente,

Lo(vm,,) = J3) + €780 + 1R + 3 {milev) 4 22) + Lot + 2
i=1

(3.20)
de modo que para resolver el problema (Q), se aplicara el algoritmo tomando como
funcion Lagrangiano aumentado la ecuacion [3.20] Ademaés, a esta ecuacion se le pueden
aplicar los resultados anteriores. Por tanto, si se conocen los valores exactos de los multi-
plicadores de Lagrange (A) y KKT (u), se puede aplicar el teorema que nos permite
concluir que bastarfan un nimero finito de subproblemas sin restricciones que minimicen
el funcional £.(v,z, u, A) para hallar la solucion del problema (Q).

Sin embargo, bastaria con resolver el problema de minimizacién respecto de la variable
v € R", debido a que la minimizacién referente a la variable auxiliar z € R™, se puede
calcular. Pues bien, minimizando en primer lugar L. (v, z, u, X) respecto de z, es equivalente

a minimizar,

1
, 2 .
min < wi(ei(v) +w;) + —(wi(v) + w;) Vi=1,...,m
w; >0 2e

que es una funcién cuadratica en w;. Su minimo teniendo en cuenta las restricciones, es
w = max{0,w;}, donde w; es el minimo del problema sin restricciones, y que por tanto,

1

cumple que anula la derivada, es decir, p; + 1/e(p;(v) + ;) = 0, luego:

w; =mazx {0, — (epi + @i(v))} (3.21)
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Entonces, una vez hallado el minimo respecto de la variable z € R™, se puede substituir
la expresiéon en la ecuacion [3.20] de tal modo que, para los valores fijos de los mul-
tiplicadores de Lagrange y KKT, se tiene que minimizar respecto de v € R" la siguiente
funcioén,

T 1 9 € < [ 1 ? 2
Lol ) = 0+ ATOW) - [W)[3 45 { (i {0+ 2w }) =i }
i=1
(3.22)
que se considerard como la funcion Lagrangiano aumentado para el problema (Q). En-
tonces, llegado este punto, con seguir el mismo procedimiento del algoritmo [3.17] con el
funcional se obtendria numéricamente un punto KKT para el problema (Q).

Claro que, en este caso, se saben los valores fijos de los multiplicadores, que se descono-
cen en la realidad. Para ello, se deben aproximar mediante un procedimiento iterativo. En
el caso de los multiplicadores de Lagrange, ya se dedujo anteriormente, pero teniendo en
cuenta la conversion hecha para el caso de restricciones de desigualdad, haciendo el mismo

procedimiento, se llega a que sus actualizaciones se corresponden con:

{A(k)+1®(u(k))} y méX{O,,u(k)—i-l\If(u(k))}
€k €k

3.2. Meétodos de direcciones factibles

En esta nueva seccion, se va a estudiar el método de las direcciones factibles. El cual es
similar al método del gradiente en el sentido de que se busca una direccién de descenso a
través de la cual se genera una sucesion de puntos que convergen al minimo. Sin embargo,
al considerar el problema (Q), se va a exigir a mayores que la direccion sea factible, para
asegurar que la sucesiéon de puntos, esta contenida en el conjunto admisible.

Con esta intencion, a lo largo de esta seccion, vamos a hablar del concepto de direccién
factible de descenso, que en base a lo visto en [2.4] y teniendo en cuenta la definiciéon de

direccién de descenso, se define como sigue:

Definiciéon 3.21. Se considera el problema (Q), y dado un punto v € S, se dice que

d € R" es una direccion factible de descenso si verifica que,
d'VJ(v)<0 y deDF(v,S)

Es importante resaltar que no siempre existen direcciones factibles de descenso. Por
ejemplo, se puede tomar el problema (Q) en dimensién 2, sujeto a una tnica restriccion de

igualdad que viene dada por la funcion ¢(v) = vy — vil. En este caso, dada la peculiaridad
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del conjunto S, independientemente del punto v € S escogido, DF(v,S) = 0, de modo
que no existen direcciones factibles de descenso.

Sin embargo, bajo algunas condiciones, la existencia de direcciones factibles de descenso
si estd garantizada. A continuacion, se muestra un resultado que muestra las peculiaridades

de como debe ser el conjunto admisible.

Teorema 3.22. Se considera el problema (Q) y se supone que el conjunto admisible S es
convexo y que el funcional J(v) también lo es. Entonces, dado un punto v € S, siempre va

a existir una direccion factible en v, si y sdlo si, v no es un minimo del problema (Q).

Demostracion. Obviamente, si v es minimo del problema, no van a existir direcciones de
descenso por el motivo de ser minimo. Por tanto, se asume que v no es minimo, y al

minimo, se denota por u € S. Pero como J(v) es convexo, aplicando se deduce,
d"VvJ(v) <0

siendo d = u—v. Ahora bien, como el conjunto admisible S es convexo y u,v € S, entonces

d € DF(v,S). De modo que se verifica que d es una direccion factible de descenso. O

Llegados a este punto, de la forma en la que se ha presentado el método, es facil presen-
tar un algoritmo genérico para la resolucion del problema (Q) a través de las direcciones

factibles, el cual es el siguiente:

Algoritmo 3.23 (Algoritmo genérico de direcciones factibles). Se siguen los siguientes
Pasos:

PASO 0: Se toma un iterante inicial w® € S y k = 0.

PASO 1: St no existe una direccion factible de descenso d® para el punto u*), entonces se
finaliza. En caso contrario, se calcula d®.
PASO 2: Se calcula el paso ay, > 0.

PASO 3: Se actualiza u*D = u®) 4 ap,d® | k =k +1 y se vuelve al PASO 1.

Observacion 3.24. FEn el PASO 2 del algoritmo anterior, se pide calcular el paso a asociado
a una direccién d y un punto v. Sin embargo, este paso no es el mismo del que se habld
en el primer capitulo para el caso sin restricciones. Pues bien, dicho valor o es un valor
positivo que resuelve el problema unidimensional,

{ d 2
vy Jred 529

por lo que se ve que se exige que el paso no estropee la factibilidad de los puntos de la

sucesion creada con el algoritmo.
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Para ello, en la resoluciéon del problema se puede optar por hacer una busqueda
numeérica del intervalo [0, d] que asegura la factibilidad del paso a. De este modo, poste-
riormente se podria aplicar a dicho intervalo un método de busqueda de paso mediante
dicotomia (con derivadas o sin ellas) de la forma que se describieron en m Para ver un
pseudocddigo que muestre esta inicializaciéon del algoritmo, se puede consultar el Anexo 11
al final del trabajo.

Sin embargo, no es recomendable aplicar un algoritmo del tipo CPP y CPG. Esto
es debido a que si el valor § obtenido no cumple el CPG, el algoritmo no tiene porqué
converger a un paso admisible haciendo que pueda tomar un paso excesivamente pequeno.

En este sentido, se podria optar por algin tipo de modificacién de dichos criterios. Por

ejemplo, en [15, pag 493-496] se aporta una propuesta modificada de la regla del Armijo.

3.2.1. Meétodo de Zoutendijk

En el contexto de los métodos de direcciones factibles, se considerara en primer lugar
el método de Zoutendijk. Este, puede tener diferentes versiones de su algoritmo segin se
trate de un problema de optimizacién con funciones lineales o no lineales. Sin embargo, en
este apartado, se considerara el caso genérico no lineal como se ha venido haciendo hasta
el momento.

Para ello, se comienza considerando el problema de optimizacién con restricciones de
desigualdad, es decir, un problema del tipo (Qges) para el que se desarrollara el método.

En este contexto, el siguiente resultado es la base del método.

Teorema 3.25. Sea v un punto factible del problema (Qges). Suponiendo que el funcional
objetivo y las restricciones activas son diferenciables y aquellas que no son activas son
continuas. Si VJ(v)'d < 0 y Vei(v) T d < 0 para todo i € I(v), entonces d es una

direccion factible de descenso.

Demostracion. Se supone que d satisface que VJ(v)Td <0y Vgi(v)d <0, € I(v).
Dado que para i ¢ I(v), p;(v) < 0y las funciones ¢;(v) son continuas en v, entonces
debe existir un § > 0 tal que @;(v + td) < 0 para todo t € [0,0]. Ahora bien, por la

diferenciabilidad de las funciones ¢;(v), para i € I(v),
pi(v+td) = i(v) +1 Vipi(v) T d + o(t]|d])

Como V;(v)Td < 0, entonces ¢;(v 4 td) < ¢;(v) = 0 para un ¢ > 0 suficientemente
pequeno. Ahora bien, ¢;(v+td) < 0 parai = 1,...,m paraun t lo suficientemente pequeno
(ya que si i ¢ I(v) cualquier direccion es factible), y por tanto existe un ¢ > 0 tal que
v + td es factible. Por consiguiente, como por hipotesis VJ(V)T d < 0, d también es una

direccién de descenso y entonces se concluye el resultado. O
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Tras lo visto, se deduce una posible forma de hallar direcciones factibles de descenso
dado un punto admisible v. Pues bien, se podria plantear un problema que minimice el

méximo entre VJ(v) T dy Vi;(v) T d coni € I(v). Por consiguiente, se plantea el siguiente

problema:
min 2
(z,d)eRn+1
Sujeto a:
VJ(v)Td—2<0 (3.24)
Vei(v)Td—2<0 ielv)

A partir de este punto, se denotara por (2, (_i) a la solucién del problema Como
(z,0) es factible para cualquier z > 0, entonces z < 0. Por tanto, como en la solucion del
problema Z < 0, al aplicar el teorema anterior, se tiene que d es una direccién factible

de descenso.

Teorema 3.26 (Teorema de Gordan). Dada una matriz A, xn, solo uno de los siguientes
sistemas tiene solucion:

(1) Az < 0, x € R".

(2) ATy=0, para un y e R™, con y> 0 e y# 0.

Demostracion. Se puede consultar en [I1], pag. 50-51]. O

Teorema 3.27. Dado un problema del tipo (Qges), y w un punto admisible. Entonces, u

es un punto de Fritz-John, si y sdlo si, en el dptimo del problema|3.24), z = 0.
Demostracion. El valor 6ptimo z del problema |3.24] es cero, si y sélo si, el sistema
VJu)'d<o0
Vei(u)Td <0 Vi € I(u)
no tiene soluciéon. Entonces, haciendo uso del teorema |3.26] éste sistema no tiene solucién,
si y solo si, existen escalares g, n; con i € I(u) tales que,
noVJ(u) + Z niVei(u) =0 connyg>0yn >0 Viel(u)
i€l(u)

donde 79 o n; son estrictamente mayores que 0 para algin ¢ € I(u). Lo cual es precisamente

la condicién de punto de Fritz-John. O

En este caso, no se puede asegurar la existencia de un punto KKT. Ademas, se ha visto
que 7o puede no ser estrictamente positivo, lo cual, serfa necesario y suficiente para que el

punto de Fritz-John fuese KKT.
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Por otro lado, visto este tltimo resultado, se puede deducir el método de Zoutendijk.
Pues bien, dado un punto inicial factible, se puede proceder mediante un procedimiento
iterativo en el que se obtenga una direccién factible de descenso mediante la resolucion del

problema De lo que se deduce el siguiente algoritmo:

Algoritmo 3.28 (Método de Zoutendijk). Se sigue el siguiente procedimiento iterativo:
PASO 0: Se toma u(%) € S factible y te toma k = 0.

PASO 1: Se calcula I(u(k)) y se resuelve el problema del que se obtiene una solucion
(2, d(k)). En caso de que z;, = 0, se finaliza y se obtiene un punto de Fritz-John, y en caso
contrario, se pasa al PASO 2.

PASO 2: Se calcula el paso ay, se toma ubtH) = k) 4 akd(k) y se vuelve al PASO 1.

Puede parecer contradictorio que para hallar una direcciéon factible de descenso, sea
necesario resolver un nuevo problema de minimizacién con restricciones. Sin embargo, el
problema planteado en [3:24] tiene una enorme ventaja, pues tanto el funcional objetivo
como las restricciones son lineales. Por tanto, se est4 ante un problema de programacién
lineal.

Asi, usando este hecho, se puede obtener la solucién de dicho problema mediante el uso
del algoritmo del Simplex, que permite su resoluciéon de forma sencilla. Este algoritmo (el
Simplex), no se ha introducido en el trabajo dado que se esta a considerar problemas en el
contexto no lineal, pero se puede consultar su deduccién e implementacién en el capitulo
13 de [13] pag 370] o en el capitulo 7 de [19 pag 420] (de éste ultimo, se puede consultar
su pseudocddigo en el Anexo II).

En lo que se refiere a la convergencia del método, ésta no esta asegurada. De hecho, se
puede ver aplicando el contraejemplo de Wolfe [11], pags 381-382|. Sin embargo, éste proble-
ma se solventa de algiin modo haciendo la modificacién que Topkis y Veinott propusieron
en 1967, y que garantiza la convergencia a un punto de Fritz-John.

Esta modificacion, consiste en substituir el problema [3.24] en el algoritmo [3.28] por el

siguiente:
min 2
(z,d)eRn+1
Sujeto a:
VJv)Td—2<0 (3.25)
V) Td=—z<-0(v)

—1<d;j <1 ji=1,....n

Notese, que sigue estando dentro del marco de los problemas de programacion lineal,
por lo que esta modificacién no implica una complejidad anadida en la resolucién del

subproblema. Esta nueva metodologia de resolucion, se conoce también como el algoritmo
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de Topkis-Veinott en honor a sus creadores. En lo que se refiere a la convergencia, se puede
aportar el siguiente resultado del que se omite su demostraciéon debido a que ésta se basa
en conceptos no introducidos en el trabajo, pero que se pueden consultar en la referencia

aportada.

Teorema 3.29. Se considera un problema del tipo (Qges) donde el funcional objetivo y las
restricciones son suficientemente diferenciables. Entonces, cualquier punto de acumulacion
de la sucesion {u(k)}keN generada por el algoritmo con la modificacion de Topkis-

Veinott, es un punto de Fritz-John.

Demostracion. Se puede consultar en [11, pags. 386-389). O]

3.2.2. Meétodo de los conjuntos activos

Otro método de tipo direcciones factibles, es el conocido método de conjuntos activos.
En este caso, se desarrollara para problemas de tipo cuadratico (vistos en [2.5)), debido a
que la resolucién de estos problemas se usara en la seccién posterior.

Primeramente, partiendo de la notacién descrita en [2.5] se va a denotar por a; € R”

coni =1,...,m la fila i-ésima de la matriz A, por lo que A = (aj | ... | a,,)". Y de forma
andloga, e; € R" con j = 1,...,p se corresponde con la fila j-ésima de la matriz E, de
modo que E = (e | ... | ep)T. Teniendo esto en cuenta, se va a comenzar introduciendo

el siguiente resultado basico.

Lema 3.30. Sea u un minimo local del problema (QP), entonces w es un minimo local del

siguiente problema:

. L T T
11)2}%711 5 v Qu—c' v
Sujeto a: (3.26)
Ev=f

a'v="0 iclI(u)
Reciprocamente, sea u un punto factible del problema (QP) que verifica las condiciones
KKT del problema con multiplicadores de Lagrange (A, p), de manera que X € RP y
JIAs R tal que,
wi >0, i € I(u) (3.27)

entonces u también es un punto cumpliendo las condiciones KKT para el problema (QP).

Demostracion. Como u es solucion del problema (QP), éste es factible y por tanto también
es un punto admisible para el problema |3.26] pero ademés, como los funcionales objetivos

coinciden para ambos problemas y u es solucion de (QP), entonces también lo es de
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Veamos ahora el segundo resultado, sea u un punto admisible para el problema (QP)
que verifica las condiciones KKT para [3.26] con sus correspondientes multiplicadores de
Lagrange cumpliendo se tiene que,

Qu-c+ETA+ > pia'=0

1€l(u)

wi(au—>0)=0 'y ;>0 Vi € I(u)
por lo que definiendo p; = 0 para i € {1,...,m} \ I(u), se obtienen inmediatamente las
condiciones KKT para el problema (QP). O

Una vez introducido este resultado, se puede detallar la idea en la que se basa el
algoritmo. Centrandose en ella, partiendo de un punto inicial factible, se desarrolla un
proceso iterativo, que en cada iteracion, resuelve un subproblema de tipo (QP;g).

Entonces, sea ul® un iterante inicial factible. A partir de aqui, en cada k-iteracion,

se calcula el conjunto de indices de las restricciones de desigualdad activas, es decir, I =

I(u®) c {1,...,m}. Entonces, se definen los valores,
d® =v_—u® c® =c—Quh gk = 1 (u(k))T Qu® — ¢Tu®
2
que se utilizan para simplificar la notacién al hacer el siguiente calculo,
1

Jop(v) = Jop(u® +d®)) = 5 @) Qd® — ()T a® 4 g®

y teniendo en cuenta que g¥) es una constante, se define el siguiente k-subproblema:

1 T T
{ Z(q® (k) _ (ck) (k)
G (@) Qd () d
Sujeto a: (3.28)
Ed® =0

ad® =0 ieI(u®)

Si en el minimo de dicho subproblema (al que se denotar& por d(k)) es el vector nulo,
entonces dicho valor tiene que cumplir las condicién estacionaria de las condiciones KKT.
Asi, se tiene que —c®) + ET >‘+Zielk a;i; = 0, lo que implica que u®) cumple la condicion
estacionaria del problema original (QP). Asi, si ademés veriﬁca entonces también sera
un punto KKT del problema y en consecuencia del problema inicial (QP). En caso
contrario, se reducird el conjunto I eliminando el indice i; tal que p;, < 0, es decir,
I = I\ {ir}. En este caso, cuando puede que haya varios indices de dicho modo, se
podria proceder tomando el i; correspondiente a:

Wi, = min u(k) (3.29)

) 7
i€ Iy
w® <o
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Por otra parte, si d® # 0, entonces se define un nuevo iterante como ultktl) = k) 4

( (k+1)

a,d® para un oy € [0, 1] de tal manera que u sea un punto factible, por lo que el

problema en este punto es encontrar el ai que cumple dicha propiedad. Esto es posible

)

dado que d® es una direccién factible. Pues bien, como d! cumple las restricciones del

k-problema tomando aj = 1 se cumplen las restricciones del problema (QP) que

tienen presencia en el subproblema |3.28) es decir:

Eu® +d®) = Bu® + E4® = 0
autftl) = gu® + aidzk) =au <b; iel(u®)
De modo que, basta constatar la propiedad para las restricciones definidas por las filas
i-ésimas de A tales que i ¢ I(u*)). Pues bien, considerando por un lado el caso a;d®) <0

para algin i ¢ I(u®)),

a;ut = a,u® 4 gpa,d® < au® <,

por lo que este caso no influye, pero si aid(k) > 0, entonces,

bi — aiu(k)

aiu(’”l) = aiu(k) + akaid(k) <b & ap= =
azd(k)

de modo que, para asegurar la factibilidad de u**t1) se toma:

. , b; — a;u®)
ap =min <1, min _
i¢ I(u®) aid(k)

Es importante llegado este punto, pensar en el conjunto i referente al nuevo iterante
ul*+1) | Entonces, si ay, < 1, se tiene que por la forma en la que se ha tomado «y, existe al
menos un i ¢ Iy tal que,

au®t) = a.u® 4 0, d® = p,

por lo que I+ = I U {i}. Sin embargo, si aj = 1, entonces I1 = I ya que lo anterior
no sucederia. Y llegado a este punto, se estd en condiciones de plantear un algoritmo que

permita resolver el problema (QP).

Algoritmo 3.31 (Método de los conjuntos activos). Se procede a través de los siguientes
PaSos:

PASO 0: Se aporta un u(¥ € S y se calcula Iy, k = 0.

PASO 1: Se obtiene d®) como la solucion al k-subproblema . Entonces:

Si d®) # 0, se pasa al PASO 2.
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En caso contrario, se comprueba la condicion , que en caso de cumplirse, se para
el algoritmo, y en caso contrario, se calcula el indice iy, que no cumple la propiedad de la
forma descrita en , se define Iny1 = I \ {ix}, u*+D) = u®) y se pasa al paso 3.
PASO 2: Se calcula oy, y se toma uF+1) = ulk) 4 akd(k). Ademds, si o, = 1, entonces se
pasa al PASO 3, y en caso contrario, se calcula Iy 11 = I(u(k“)) y se vuelve al PASO 1.
PASO 3: Se toma Ip41 = Iy, k =k + 1 y se vuelve al PASO 1.

Observacion 3.32. Para implementar este método, es necesario aportar un punto inicial
factible. Este hecho, puede resultar tedioso en algunos casos. Sin embargo, en MATLAB,
existen ciertos comandos que al combinarlos aportan ciertos métodos para la obtenciéon de

un punto inicial factible. Una propuesta en este sentido, se puede consultar en el Anexo II.

Finalmente, para terminar con el estudio del método, se introduce un resultado de

convergencia del algoritmo planteado.

Teorema 3.33. Si para todo k, los vectores ej con j =1,...,py a; coni € I(u®) son
linealmente independientes, entonces la sucesion generada por el algoritmo converge
a la solucion del problema (QP) en un nimero finito de iteraciones, o bien, el problema

(QP) no tiene minimo finito.

Demostracion. Se puede consultar en el teorema 9.4.4 de [15] pag 434]. O

Sin embargo, para poder aplicar el algoritmo [3.31} es necesario poder resolver los sub-
problemas cuadraticos sujetos a restricciones afines de igualdad (al que se denotara por
(QPig))-

Para ello, partiendo de un problema genérico (QP;g), se supone que rang(E) =p < n
y que las filas de E son linealmente independientes. Pues bien, si no lo son, o bien el
sistema es incompatible y por tanto no hay elementos factibles, o bien hay restricciones
redundantes.

En el caso p = n, s6lo existe un punto admisible, por lo que es trivial. En caso contrario,
p < ny se toma Z una matriz que tiene por columnas una base del ker(E). Ahora bien,
dado un elemento factible u(® cualquiera, la resolucion del problema (QPig) es equivalente
al problema:

mingegn Jop(u® 4 d)
Sujeto a: (3.30)
Ed=0

La restriccion sobre d, hace que este elemento pertenezca al ker(E), por lo que debe

existir un elemento y € R" P tal que d = Zy. Por consiguiente, el problema se
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reescribe como,

1
min Jop(u® +2y) = 5y Qzy — ez "y + Jor(u?) (3.31)
yeRr—P

donde Q; =Z'QZycz=12" (c — Qu(o)). Pero dado que JQp(u(O)) es una constante,
la solucién al problema es la misma que al del problema cuadratico sin restricciones:

1
yé?erlrlp 3 vy Qzy—cz'y (3.32)

Asi, una vez obtenida la solucién al problema m (a la que se denotaré por a), la solucion

al problema original (QP;,), serd u = u(®) 4 Zd.

Observacion 3.34. En este trabajo, se ha optado por esta propuesta para resolver el proble-
ma (QP;y) dado que se adecua al contexto y los contenidos introducidos con anterioridad.
Sin embargo, se podria consultar [23, Cap. 3| para ver otros puntos de vista o [I8], pags.
86-88| donde se aplica el Lagrangiano aumentado visto en al problema (QP;g).

3.3. Meétodos SQP

Uno de los métodos mas actuales, son los SQP (del inglés sequential quadratic program-
ming), el cudl consiste en reducir el problema (Q) a una serie de problemas cuadraticos
(QP) con restricciones lineales, de tal manera que la sucesion de soluciones de esta serie de
problemas converja a la solucion del problema inicial. A continuacién, se presentaran dos
propuestas basicas y su deduccion. Sin embargo, se omitiran aspectos de la convergencia
debido a que ésta se desmarca del contexto del trabajo, ya que para su demostracion se
debe usar aspectos muy especificos de dichos métodos, pero se aportaran referencias donde

se discuten dichos aspectos.

3.3.1. Meétodo de Lagrange-Newton

Un primer método SQP, es el conocido con el nombre de Lagrange-Newton que resuelve
problemas del tipo (Qjg).

Para su deduccién, recordando lo visto en la seccién una condicién necesaria para
que un punto u € R" sea un punto KKT, es la existencia de un vector A € RP de tal forma
que:

{ VeL(u,A) =VJ(u)+ & (u)"A=0 o VLWA) =0
VaL(u,A) =P(u) =0

Para resolver este sistema no lineal, se puede partir de un punto inicial (u(o), /\(0)) €

R™ x RP (proximo a la solucion (u,A) si es posible) para resolverlo mediante el método
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de Newton-Raphson. De modo que aplicando dicho procedimiento, para una k-iteracién

cualquiera, se satisface,

HoL® A®)  ¢/u®) T [Au® VJ(u®) + &' (u®) " AW
o' (u®) 0 AX® ) o (u®)

donde Hvﬁ(u(k), /\(k)) denota la matriz hessiana del Lagrangiano respecto de la variable v,
Aub) =y _yk) y AXF) = XEFD) _ X(B) - Ahora bien, la resolucién de dicho sistema,

aporta un punto KKT para el siguiente problema cuadratico:

min L q®T HoL (u(m, A(k)) d® 4 v.r <u<k>’ )\(k)> d®
d® eRrn

Sujeto a: (3.33)

@’ (u(k)) d® + o (u(k)) =0

Asi, si se denota por d® 1a solucion del problema vy a AP gus multiplicadores
de Lagrange asociados, se podria actualizar cada iterante como ubt1) = u(®) + a® y
A — (k) 4 A" sin embargo, esto es muy costoso debido al calculo de la Hessiana en
cada iteracion.

Por ello, se recurre a una aproximacion de la Hessiana como en la seccion [I.5.5] Pero
en este caso, no se desea aproximar la inversa de la Hessiana, sino la Hessiana en si. Con
este objetivo, en [I3], pags 536-538|, se propone una actualizacion de la Hessiana partiendo
de una matriz definida positiva, que ha resultado muy satisfactoria llevada a la practica.
En ella, denotando por By la aproximacion de la matriz Hessiana en la k-iteracién, viene
dada por,

Bis®) s® B, k) p®) T
s() T B, sk) (k) T p(k)

donde r®) = g,y + (1 — 6;,)Bys® y s¥), y(*) se definen como en y O viene dado

por:

Bii1 =By, — (3.34)

0, — 1 si S(k)Ty(k) > 0,2 s T Bys®)
T 080T Bys®)/(s® T Brs® — s® T y®)) i sW T yk) < 0 250Bs®)

Sin embargo, la convergencia del método presentado hasta el momento, no esta ase-

gurada. Segin el razonamiento planteado, se espera que (u(k+1),)\(k+1)> sea un mejor

aproximador de la soluciéon (u,A), que (u(k), )\(’“)>. Sin embargo, al igual que sucedia en
1.5.4] ésto no tiene que ser cierto a priori. Para asegurar que este echo sea asi, se recurre
a lo que se conoce como una funcion de mérito. Esta, involucra comunmente al funcional

objetivo y la cantidad de infactibilidad de las restricciones, ya que si el iterante &+ 1-ésimo



64 CAPITULO 3. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES, METODOS

es mejor que el k-ésimo, entonces el valor de la funcién de mérito se reduce. En este sentido,
el siguiente lema aporta un ejemplo de funcién de mérito y un importante resultado que

permite deducir el algoritmo que le sigue:

Lema 3.35. Si Q. es una aproximacion de H,L (u(k), )\(k)) definida positiva. Entonces,
(k)

si d® #£ 0, para un valor suficientemente grande de p, d"”, es una direccion de descenso

para la funcion (a la que se denominard funcion de mérito):
M(v) = J(v)+p®(v) ®(v) (3.35)
Demostracion. Se puede consultar en [§ pag 517]. O

Algoritmo 3.36 (Método de Lagrange-Newton). Se procede con el siguiente procedimien-
to iterativo:

PASO 0: Se aporta un punto inicial de arranque (u(o),)\(o)), una aproximacion de la hes-
stana Qy, y un nivel de tolerancia €, k = 0.

PASO 1: Se resuelve el problema cuadrdtico tomando como Hv/l(u(k),/\(k)) = Q,
siendo ésta una aproximacion de la Hessiana de la forma vista en|3.34] Del que se obtiene
como solucion d® Y A+,

PASO 2: Se calcula un paso oy, tal que M (u(k) + ozk(_i(k)) <M (u(k)).

PASO 3: Se toma uFtD = k) 4 aka(k) Y AGHD = A(B) 4 ozk.;\(k). Se comprueba st
HVE (u(k+1),)\(k+1)>H2 < g, que en caso afirmativo se finaliza, y en caso contrario se
vuelve al PASO 2.

Para conocer aspectos técnicos y detallados de dicho método, se podria consultar [15,
pags. 523-530).

3.3.2. Meétodo de Wilson-Han-Powell

Para abordar el problema genérico (Q), se introduce el método de Wilson-Han-Powell.
Para ello, se extiende el problema [3.33] por lo que a partir de un punto inicial cualquiera
(u®, u(), )\(0)) € R™ x R™ x RP, se define el problema,

min ~d® T g, L®, p® A0 G® v yu®) T g®
d®) crn
Sujeto a: (3.36)
T(u®) + v (u*)d® <o

d(u®) + @' (u*))d® =0

Observacion 3.37. Notese que este problema presenta una ligera modificacion respecto del

3.33, ya que utiliza el valor de VJ (u(k)) en lugar del gradiente del Lagrangiano. Pues
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)

bien, al resolver este problema, se obtiene como solucién un elemento d® ¢ rr y sus
multiplicadores asociados (ﬁ(k),j\(k)) € R™ x RP. Ademaés, si a® — 0, sus condiciones

KKT cumplirian,

vJ@®) + o' @* " A® + w@®) " g® = o
0

va®)<o y o@k)=0
g™ T w@®) =0
a®) >0

las cuales, son las condiciones KKT para el problema genérico (Q). Por tanto, llegado a
una k-iteracion donde d® = 0, ®) es un punto KKT para el problema original. Y es
por este motivo, que se utiliza el VJ (u(k)) en lugar del gradiente del Lagrangiano en el
problema [3.36] Ya que si se usase el gradiente del Lagrangiano, no se podrian obtener

(k)

las condiciones KKT para el problema original cuando d*”/ = 0. Entonces, resulta logico

plantear el siguiente algoritmo.

Algoritmo 3.38 (Método de Wilson-Han-Powell). Se procede con el siguiente procedi-
miento iterativo:

PASO 0: Se aporta un punto inicial de arranque (u(o)’“(o))\(o))’ se toma Qq una aproxi-
macion de Hessiana definida positiva y un nivel de tolerancia €, k = 0.

PASO 1: Se resuelve el problema cuadmtico tomando como Hvﬁ(u(k), puk), /\(k)) = Qy,
donde @y es una aprozimacion de la Hessiana que viene dada por[3.34} De lo que se ob-
(k)7 kA y k).

PASO 2: Si ||Z1(k)||2 < g, entonces se finaliza. En caso contrario, se actualiza u
u® 4 gk Ak = xF)

tiene como solucion d
(k+1) —

y pF D = 5 Se toma k =k +1 y se vuelve al PASO 1.

Observacion 3.39. Notese, que el algoritmo presentado, es un método bésico. Para poder
mejorarlo, se deberia introducir una funcién de mérito que al igual que en el caso de
Lagrange-Newton, asegurase descenso del funcional y de la infactibilidad de los puntos
calculados. Para ello, seria necesario calcular el paso y una nueva actualizaciéon de los
multiplicadores que tuviese en cuenta el paso calculado.

Sin embargo, la teoria que subyace detras de dichas cuestiones, es muy amplia y se desmarca
de los objetivos del trabajo, por lo que se omite y sélo se presenta esta versiéon reducida.
Para dar respuesta a las cuestiones planteadas, se podria consultar [15] pags. 530-537| o
[13, Cap. 18|.
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3.4. Problemas y ejecuciones

Finalmente, en esta seccion, se mostraran las ejecuciones de los diferentes algoritmos
planteados al aplicarlos a distintos problemas. Dichas ejecuciones, se han obtenido con los

c6digos programados en MATLAB de los diferentes algoritmos planteados en el trabajo.

3.4.1. Problema de la geodésica

Un problema usual en las compainias aéreas, es el de calcular la menor trayectoria en el
recorrido de los aviones. Intuitivamente, dicha trayectoria es la linea recta. Sin embargo, al
aproximarse la Tierra a una esfera, la trayectoria mas corta sera el arco de geodésica que
une ambos puntos.

El objetivo de este primer problema, es una versiéon de dicho problema. Se considerara
la esfera unidad y se querra calcular la curva de longitud minima que une dos puntos
dados. La solucion exacta, es conocida y se puede consultar sus detalles en |22, Cap. V.
Para plantear el problema de forma numérica, se desea hallar una discretizaciéon de dicha
curva para aproximarla por la curva que une los puntos de la discretizacion soluciéon. Asi,

se plantea el siguiente problema,

n—1
min Z \/(az’+1,1 —a;1)% + (ai412 — ai2)? + (@413 — a3)?
A(2:n—1,:)€R3(n=2) im1

Sujeto a: (3.37)
a?1+a%2—|—a%3:1 Vi=2,...,n—1

ajj = 0j Vi=2,...,n—1yalguni € {1,2,3}

donde A € M, «3 es la matriz que en cada fila contiene las coordenadas de cada punto.
Entonces, en la primera fila, se tiene el punto de partida, y en la dltima el punto de destino.
Asi, las variables son las coordenadas de los puntos incluidos en las filas interiores de la
matriz. De esta forma, se tiene un problema 3(n — 2)-dimensional con n — 2 puntos que
definen la discretizacion de la curva buscada.

Respecto a las restricciones, se tienen n — 2 primeras restricciones de igualdad que
aseguran que los puntos calculados pertenezcan a la esfera unidad. Y finalmente, para
asegurar que la discretizacién sea 1util para visualizar la trayectoria, se fija una de las
coordenadas de los puntos a un valor a elegir (0;), dejando las demaés libres.

En este caso, se tomara como punto de partida (\@/2,0, ﬁ/Q) y como punto de
destino (0, V2/2, \/5/2) con 100 puntos de discretizacién. Para los cuales, se han obtenido

los siguientes resultados con los diferentes métodos con los que se puede tratar el problema.
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Namero de iteraciones | Distancia | Tiempo de ejecucién
Penalizaciéon exterior 2 1.047107 2.4036 min
Lagrangiano aumentado 10 1.047192 13.0308 min
SQP (Lagr.-Newt.) 107 1.047192 2.1864 min

Tabla 3.1: Ejecuciones del problema de la geodésica

Para la obtencion de dichos resultados, se usé el mismo criterio de tolerancia para todos
(107°) y un método cuasi-newton con biisqueda de Wolfe-Powell y actualizacion B.F.G.S
de memoria limitada en la resoluciéon de los subproblemas. Por otra parte, la solucién se

representa en la siguiente figura.

08

X o 05 1 05
Penalizacién Exterior Lagrangiano aumentado Método SQP

Figura 3.3: Solucién del problema de la geodésica

En las iméagenes, el arco de la geodésica obtenida numéricamente, y el arco del paralelo
que une los dos puntos (el camino méas intuitivo en un primer lugar). La distancia del
recorrido del paralelo, es de 1,1107 u.d, mientras que la distancia del arco de la geodésica
exacta es arc cos(0,5) = 1,0472 u.d.

Por tanto, dentro de las soluciones obtenidas, seria la del Lagrangiano aumentado
la méas aproximada. Obteniendo una solucién similar, pero con mucho menor tiempo de
ejecucion, se encuentra el método SQP. Finalmente, penalizacion exterior, converge en dos
iteraciones, lo que impide la convergencia de {ex}reny — 0 y por consiguiente, de que sea
fiable el método. Por ello, seria conveniente aumentar el criterio de tolerancia para ver
como se suceden las soluciones segin siguiese decreciendo € en cada iteracion.

Asi, se puede empezar a concluir que el uso del método de penalizacién exterior es muy
intuitivo pero no muy eficaz en la practica. Mientras que, tanto el método del Lagrangiano
aumentado como un método SQP, si aportan buenos resultados en tiempos razonables de

ejecucion.
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3.4.2. Problema de la bancarrota

Otra de las aplicaciones de la optimizacion, es en la “Teoria de Juegos”. Pues bien,
en la obtencién de la soluciéon de Nash en los juegos de negociacién, es necesario resolver
problemas de optimizacion. En [6], se pueden ver los detalles relativos a esta disciplina, y
uno de los problemas que se plantea, que es el problema de la bancarrota.

En él, se presenta una empresa en quiebra, cuyo capital es insuficiente para pagar las
deudas contraidas. Ademas, la legislacion del pais, obliga a que el capital de la empresa se
reparta entre los acreedores, sin que ninguno de ellos, reciba mas de lo que se le adeuda, y
de un modo que sea aceptado por todos.

Entonces, se denota por n el nimero de acreedores, E > 0 el capital de la empresa y a
un vector de n componentes que contiene en la componente i-ésima los adeudamientos del
i-ésimo acreedor. Asi, en [0, pags 105-112], se plantea como posible respuesta la solucion

de Nash. La cuél, es la solucién al problema:

n
max H Vi
veRn? -
=1

Sujeto a:
ujeto a § (3.38)

El cual, se ha resuelto con los distintos algoritmos programados, para el caso particular
en el que n = 10, F = 5 millones de euros, y el vector a de los adeudamientos, es aquel

que viene dado por,
a:(l 0,8 05 1,1 0,7 0,2 09 1,5 0,1 1,2)

en millones de euros. Asi pues, con una tolerancia comtn de 107°, se ha obtenido:

Numero iteraciones J(u) Tiempo de ejecucion
Penalizacién exterior Diverge Diverge Diverge
Lagrangiano aumentado 14 2.7991.e-04 0.7227 seg
Zoutendijk (Topkis-Veinott) 1 1.696.e-07 0.6319 seg
SQP (W-H-P) 2 2.7994.e-04 0.026 seg

Tabla 3.2: Ejecuciones del problema de la bancarrota
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Entonces, en un primer lugar, el método de penalizacién exterior, diverge debido a que
la penalizacion no es capaz de conseguir que los funcionales J;, (v) tengan minimo
finito. Por otro lado, el método de Zoutendijk (con modificacion de Topkis-Veinott) si
converge, pero obteniendo una peor solucién que los demés. Esto es debido a la tolerancia
1075, pues bien, ésta deberfa de tomarse mas pequena para que realmente se aproximase
al minimo. Por ejemplo, tomando 1077, se obtiene resultados similares a los obtenido con
Lagrangiano aumentado o SQP, pero entonces, el tiempo de ejecucion se estable entorno a
1.4697 horas.

Finalmente, se aprecia como tanto el método de Lagrangiano aumentado como el mé-
todo SQP, son los que obtienen un mejor resultado en un tiempo razonablemente pequeno.
Es mas, resolviendo este problema con el paquete fmincon de Matlab, se obtiene que el
minimo el funcional valdria 2.7834.e-04. De modo que incluso se obtienen mejores resulta-
dos con los programas programados del Lagrangiano aumentado y SQP que con el paquete

fmincon.

3.4.3. Conclusiones

Estos dos casos anteriores, dan una visién de la amplia gama de problemas tan diversos
que se pueden abordar con el uso de la optimizacion. Y en lo que se refiere a los métodos,
en base a las ejecuciones mostradas, se puede concluir que el Lagrangiano aumentado, es
el mejor o uno de los mejores que se han introducido.

Por otra parte, los métodos SQP tienen un tiempo computacional muy pequeiio, y en
la realidad suelen funcionar muy bien. Sin embargo, para poder concluir que éstos fuesen
los mejores, habria que estudiar con detenimiento las funciones de mérito y toda la teoria
desarrollada detris de ellas para mejorar y completar la versiéon béasica que se ha dado
(dicho estudio permitiria concluir una buena convergencia, pero como se ha dicho, ésta era
una cuestion que de desmarcaba de los objetivos del trabajo).

Finalmente, el método de Zoutendijk con modificaciéon de Topkis-Veinott, necesita ni-
veles de tolerancia muy bajos y un enorme tiempo computacional, pero si converge hacia
un minimo y aporta resultados. Por el contrario, la penalizacién exterior, es muy intuitiva

y no siempre converge como en el problema de la bancarrota.
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Anexo I: Pseudocédigos de

optimizacién sin restricciones

1 J(v),grad_J(v),u,d,a,b,tol < % Elementos a aportar
2 phi=Q(v)J (utv.xd);

3 der phi=@(v)d’xgrad J(utvkd);

4 while (abs(b—a) > tol)
if (abs(der phi(alpha)) < 10xeps)

10

11
12

13 end

1 J(v),u,d,a,b,tol «
2 phi=Q(v)J(utvxdir);
3 c=(atb) /2;

return

% Definicion de la funcion phi(v)

% Definicion de la derivada de phi(v)

% Se toma como solucion alpha

elseif (der phi(alpha) > 0)

b=alpha ;

% Se modifica el extremo izquierdo

elseif (der phi(alpha) < 0)

a=alpha;
intervalo
end
alpha=(a+b) /2;

% Se modifica el extremo derecho del

Listing 1: Pseudocodigo dicotomia con derivadas

4 while (abs(b—a) > tol)

d=(atc) /2; e=(c+b)/2;

phic=phi(c);

if (phi(d) < phic)
b=c; c=d;

elseif (phi(e) < phic)
a=c; c=e;

else
a=d; b=e;

end

% Elementos a aportar
% Definicion de la funcion phi(v)

% Se toma el punto medio del intervalo

% Evalucion de phi en c¢

73
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alpha=(a+b) /2; % Se toma alpha como solucion

Listing 2: Pseudocodigo dicotomia sin derivadas

J(v),grad_J(v),u,d,alpha,amplificador ,itmax < % Elementos a aportar
phi=@(v)J (utvxd); % Definicion de la funcion phi.
der phi=Q(v)d’xgrad J(utv*d); % Definicion de la derivada de phi.
phiO=phi (0); der phi0O=der phi(0); % Evaluacion de phi y der phi en 0.
alpha min=0; % Se toma un valor inicial para el valor minimo de alpha.
% Se inicia la busqueda de un alpha max que cumpla CPG:
int=false; k=0;
while (Tint && (k <= itmax))
phi_alpha=phi(alpha); % Evaluacion de phi en alpha
der phi_alpha=der phi(alpha); % Evaluacion de la derivada de phi en alpha
CPG=(phi_alpha > phiO+mlxder phiOxalpha); % Criterio de paso grande
CPP=(der phi_ alpha < m2xder phi0) && (T"CPG); % Criterio de paso pequeno
k=k+1;
if CPG % Se cumple el CPG

alpha max=alpha;

int=true;
elseif CPP % Se cumple el CPP

alpha min=alpha;

alpha=alphaxamplificador; % Se aumenta el alpha (amplificador > 1)
else % El paso es admisible

alpha <+ %Se toma alpha como solucion
return ; % Se finaliza con exito
end

end

Listing 3: Pseudocodigo de biisqueda del intervalo de implementacion criterios de tipo CPP
y CPG

J(v),grad_J(v),u0,delta ,itmax + % Elementos a aportar
k=0;

% Se realiza una iteracion del metodo.

d < %Se toma una direccion de descenso.

alpha + % Se calcula el paso.

u=ul+alphaxd; k=k-+1;

% Se procede con un proceso iterativo:

while (norm(u—u0,2)/(1+norm(u,2)) > delta) || (norm(grad J(u),Inf) > delta)
& (k < itmax)

ul=u;

d < % Se toma una direccion de descenso.

alpha + % Se calcula el paso.

u=uO+alphax*d; k=k+1; % Se realizan las actualizaciones pertinentes.
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end

Listing 4: Pseudocodigo del algoritmo genérico de resolucion

J(v),grad_J(v),u0,d,m, tol ,itmax + % Elementos a aportar

k=0;

n=length (u0); % Dimension del problema.

% Realizacion de una iteraccion del algoritmo:

gradl=grad J(u0); % Evaluacion del grandiente en u0.
HO=eye(n); % Matriz inicial definida positiva.
d=HO0Oxgradl; % Obtencion de la direccion.

alpha + % Se llamaria a una funcion que calcule el paso
u=ul+alphaxd; grad2=grad J(u); s=u—ul; y=grad2—gradl; k=k+1;
ul0=u; gradl=grad2;

% Se empieza el proceso iterativo:

while ((norm(grad2,Inf) > tol) || (norm(s(:,end),Inf) > tol))
gamma—(s (: ,end) xy (:,end)) /(y(:,end) ’xy(:,end));
HO=gammaxeye (n) ;

g=grad J(u0); alfa=[];
for j=k—1:—1:k—size (s,2)
i=j+1+size(s,2)-k;
v=1/(y(:,1) *s(:,1))*s(:,1) *q;
alfa=[v;alfa|;
q=q—vx*y (:,1i);
end
r=HO0x*q;
for j=k—size(s,2):k-1
i=j+1l+size (s,2)—k;
beta=1/(y (:,1) '*s(:,1))*y(:,1) *r;
r=r+s (:,1)x(alfa(i)—beta);
end
d=r;
% Comprobacion de la direccion de descenso:
if (d’xgradl > 0)
d=d;
end
alpha + % Se llamaria a una funcion que calcule el paso
u=ul0+alphaxd; grad2=grad J(u);
if (k > m)
s(:,1)=[]; s=[s u—ul];
y(:,1)=[]; y=[y grad2—gradl];
else
s=[u—ul s];
y=[grad2—gradl y]|;

end
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42 k=k+1; u0=u; gradl=grad2; % Actualizacion de iterantes.
43 end

44 u — % Se toma u como solucion obtenida.

Listing 5: Pseudocédigo del método Cuasi-Newton con coste reducido B.F.G.S
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Anexo II: Pseudocédigos de

optimizacién con restricciones

u,d,amplificador ,contraccion ,itmax < % Elementos a aportar
% Se inicializa la busqueda de un intervalo en el que aplicar el algoritmo.
a=0; b=1; k=0;
if (utbxd € S)
while (utamplificadorxbxd € S) && (k < itmax)

b=amplificadorxb; % Se amplifica el intervalo (amplificador > 1)
k=k+1;
end
else
b=contraccionx*b;
while T (utcontraccionxbxd € S)
b=contraccionxb; % Se contrae el intervalo (contraccion € (0,1))
end
end

Listing 6: Pseudocodigo de biisqueda del intervalo donde calcular el paso

% Resolucion del problema de programacion lineal:

% Min fun’x, Sujeto a: Ax <= 0 y x>=0

% Calculo de una solucion basica factible de inicio:

[f,c]=size(A); % Dimensiones de la matriz de restricciones
fun=[fun;zeros(f,1)]; % Reescritura del vector que describe el funcional
A=[A eye(f)]; % Reescritura de la matriz de restricciones
B=eye(f); xB=b; IB=c+1:size(A,2); % Se toma una solucion basica factible
xN=zeros (c¢,1); IN=1l:c; % Se define la solucion complementaria
x=[xN;xB]; I=1:size (A,2);

% Se comienza con el proceso iterativo:
for iter=1:itmax

% Paso 1:

lambda=B’\ fun (IB) ;

cr=fun (IN)—(lambda’*A(: ,IN)) ’;

7
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if (cr >= 0)
break
end
% Paso 2: Determinar la columna de pivotacion:
[crq,q]=min(cr);
y=B\A(:,IN(q));
if (y <= 0)
fprintf(’El problema es ilimitado\n’);
x=[]; z=[]; < %Se toman soluciones vacias
return +~ % Se termina
end
% Paso 3: Determinar la fila de pivotacion. Analisis de Ratios:
w=xB./y; k=find(y <= 0); w(k)=Inf;
[theta ,p]=min(w) ;
% Paso 4: Pivotacion:
x(IN(q) )=theta;
x(IB)=x(IB)—thetaxy;
ep=zeros (f,1); ep(p)=1;
B=B+(A(:,IN(q))-B(:,p))*ep’;
I=IB(p); IB(p)=IN(q); xB=x(IB);
IN(q)=1;
end
x=x(1l:¢c); < %Se extraen las componentes que son solucion
z=fun (1:c¢) 'xx; < %Se calcula el valor del funcional en la solucion

Listing 7: Codigo método Simplex

K=E; k=f; g=rank(K); %Se inicia la matriz Ky el vector k con las

restricciones de igualdad

% Se adieren las restricciones de desigualdad que son linealmente
independientes con las que estan almacenadas en K
for i=1:length (b)
if (rank ([K;A(i ) ]) = a)
K-[KA(i ,:) 13
k=[k;b(i) 5
q=q-+1;
end
end
% Se completa K con el espacio ortogonal de K
if (q < length(c))
K=[K; null (K) ’];
k=[k; zeros (length(c)—q,1) |;
end
u=K\k; % Se toma como punto inicial factible el que resulve el sistema

Listing 8: Ejemplo busqueda de punto inicial factible en el método de conjuntos activos
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