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Resumo

Neste traballo veremos os principais conceptos da analise de datos topoldxica: estudaremos
varias teorias de homoloxia e veremos a idea de persistencia. Ademais, introducirémonos nos
sistemas dindmicos e estudaremos en profundidade a entropia. Finalmente, analizaremos a con-
xectura de Shub, que relaciona a entropfa do sistema co raio espectral entre grupos de homoloxia

e buscaremos unha versién do resultado usando a homoloxia persistente.

Abstract

In this work, we will explore the main concepts of topological data analysis (TDA): we will
study various homology theories and examine the idea of persistence. Additionally, we will intro-
duce dynamical systems and study entropy in depth. Finally, we will analyze Shub’s conjecture,
which relates the entropy of the system to the spectral radius between homology groups, and we

will seek a version of the result using persistent homology.
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Introducion

A analise topoloxica de datos é unha disciplina recente (situamos o seu nacemento a principios
dos 2000) que estad ganando moita atencién nos ultimos anos. O obxectivo desta rama é poder
extraer informacion topoldxica de grandes conxuntos de datos, que seran tratados como nubes
de puntos. As motivacions, por outra banda, son diversas: que non se cofieza ben o espazo ao que
pertencen os datos, que o uso dunha métrica particular non estea xustificada... O procedemento
estdndar é o seguinte: constriese unha familia de complexos a partir da nube de puntos en funcion
dun pardmetro; logo avaliase a homoloxia na familia e, en funcién da persistencia, i.e., o tempo
de vida, decidese que caracteristicas topoldxicas seran consideradas parte do “ruido topoléxico”

e cales seran da nosa interese.

Noutra lina, o estudo dos sistemas dindmicos e a teoria ergodica é un campo moito maéis
consolidado e verdadeiramente amplo. N6s centrarémonos no estudo dun destacado invariante
por conxugacion topoloxica: a entropia. A entropia dun sistema dindmico mide, dalgiun xeito,
a velocidade coa que se bifurcan e separan orbitas que nun momento no tempo estaban proxi-
mas. Para definila formalmente podemos chegar por caminos moi diferentes. Nos verémolo via

recubrimentos e via conxuntos separados e xeradores.

No estudo da entropia, Shub conxecturou que a entropia dun sistema dinamico estaba limitada
inferiormente polo logaritmo do raio espectral do morfismo entre grupos de homoloxia inducido
polo sistema dindmico. A conxectura resultou ser falsa tal como foi proposta, pero certa baixo
certas hipoteses. Deste xeito, ademais de encontrarse unha cota moi intersante, realacionaconse as
areas da topoloxia alxébrica coa de sistemas dindmicos. O que procuraremos nos neste traballo
serd levar esa conexién alén diso e encontrar un resultado similar que use as ferramentas da

homoloxia persistente.
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Capitulo 1
Analise de datos topoloxica

Nesta primeira seccidon trataremos de introducir os conceptos e resultados principais da area

de analise de datos topolodxica.

1.1. Homoloxia

A homoloxia é unha ferramenta para encontrar informacion topoléxica dun espazo. A defi-
nicién de homoloxia no sentido moderno foi proposta por Poincaré no 1895 en ’Analysis Situs’,
fito que marca o nacemento da area da Topoloxia alxébrica. A partir de entén, féronse pro-
ponendo distintas teorias de homoloxia que diferen en que obxectos e espazos consideran (por
exemplo simplices, simplices singulares, celdas,...). Eilenberg e Steenrod, a mediados do século
pasado, estableceron o que era unha teoria de homoloxia (ver [10]). Definimolo a continuacion,

pero primeiro introducimos un par de definiciéns necesarias. De acordo con [17],

Definicion 1.1. Unha categoria C consiste en:

» Unha clase de obxectos Ob(C),
» Para cada A, B € Ob(C), un conxunto Mor¢(A, B) de morfismos,
= Unha operaciéon de composiciéon:
o: Mor¢(B,C) x Mor¢(A, B) — More(A, C)
que cumpre:

1. Asociatividade: (fog)oh = fo(goh),
2. Identidades: Para cada A, existe 14 € Hom¢(A, A) tal que foly = felpof=f
para todo f: A — B.
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Observacion 1.2. Exemplos de categoria son os grupos cos homomorfismos; espazos vectoriais
coas aplicaciéns lineares; espazos topoléxicos con funciéns continuas; os complexos simpliciais

cos mapas simpliciais, que veremos mais adiante; ...

Definicién 1.3. Un funtor F': C — D entre categorias consiste en:

» Unha funcion F': Ob(C) — Ob(D)
= Para cada A, B € C, unha funcién
F: Mor¢(A, B) — Morp(F(A), F(B))
que cumpre:

1. F(14) = 1p(a) (preserva identidades)
2. F(go f) =F(g) o F(f) (preserva composicions)

Xa estamos preparados para definir teoria de homoloxia.

Definicion 1.4. Unha teoria de homoloxia é un functor
H, : Top? — GrAb”

que asigna:

» A cada par de espazos (X, A) (onde A C X) unha familia de grupos abelianos { H,, (X, A) },ez.

» A cada aplicacién continua f : (X,A) — (Y, B), homomorfismos f, : H,(X,A) —
H,(Y, B).

» Homomorfismos de conexion 9y, : H, (X, A) — Hp,—1(A).
que satistai os axiomas de Eilenberg-Steenrod, i.e.:

1. Functorialidade: (g o f)« = g« o fu e (idx)« = idy, (x)-
2. Exactitude: Parai: A= X e j: X — (X, A), existe sucesion exacta longa:

o Ho(A) 2 Hy(X) 25 Ho(X, A) 2% Hy 1 (A) —

3. Invarianza Homotoépica: Se f ~ g, entén f, = g..
4. Escision: Para U C int(A), a inclusion induce isomorfismos:

H,(X\UA\U)=H,(X,A)
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Z n=20
0 n#0

5. Dimension: H,({punto}) =

Observacion 1.5. Analogamente poderiamos falar de teorias de cohomoloxia, pero non é do noso

interese neste traballo.

Mais adiante particularizaremos para as teorfas simplicial e singular posto que son as maéis co-
necidas e porque son as que nos van ser utiles. Non obstante, agora continuamos con construciéns

xerais comuns, seguindo as linas de [19].

Definiciéon 1.6. O complexo de cadeas (C, J) sobre un anel A ¢é a coleccion de A-modulos Cj, e

mapas A-lineares 0y : C;, — Cj_1 tales que 9y o 0r_1 = 0 para todo k.

Observacion 1.7. A partir de agora imporemos a condicién de que A tena que ser un corpo, e

consecuentemente, os A-moddulos seran espazos vectoriais.

Definicion 1.8. Para cada dimension k > 0, o k-ésimo grupo de homoloxia do complexo de

cadeas (C,0) & o espazo vectorial cociente
Hy(C,,0s) = ker 0, /im0y 11 (1.1)

Dicimos que os elementos pertencentes 4 mesma clase de homoloxia son homologos. Ademais,

dicimoslle k-ésimo ntmero de Betti & dimensién do k-ésimo grupo de homoloxia, i.e.:
Br(Ce, 0s) = dim H(Cl, Os) (1.2)

Observacion 1.9. Aos elementos de ker J;, chamamolos k-ciclos, mentres que aos elementos de
im0y 1 chdmamolos fronteiras. Deste xeito, informalmente dicimos que a homoloxia é “ciclos

modulo fronteiras”, i.e., os ciclos que non son fronteira de nada.

1.1.1. Homoloxia simplicial

Definicién 1.10. Un complexo simplicial nun conxunto V' é unha colecciéon K de subconxuntos
de V tal que os elementos de V (chamados vértices) estan en K e se 7 pertence a K e o esta
comprendido en 7 entén o estéd en K. Dicimos, tamén, que o e unha cara de 7. Os elementos de

K chamaranse simplices.

Definicion 1.11. Sexan K, L dous complexos simpliciais. Dicimos que f : K — L é un mapa

simplicial se f(o) € L para todo o € K.

Definicion 1.12. A dimensién dun simplice o é a cardinalidade so simplice menos 1. Se un sim-
plice ten dimension k diremos que é un k-simplice. A dimensiéon dun complexo sera a dimension

maxima dos seus simplices.
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Definiciéon 1.13. Un subconxunto L dun complexo simplicial K é un subcomplexo se é un

complexo simplicial

Definicion 1.14. Sexa K un complexo simplicial. Unha filtracion sobre K é unha secuencia de
subcomplexos simpliciais:

KicKyc+-CcK,=K (1.3)

Definiciéon 1.15. Sexa (M, d) un espazo métrico finito. A filtracion de Vietoris-Rips de M ¢
unha familia crecente de complexos simpliciais V R.(M, d), na que un conxunto {zg, 1, ..., 2} C

M & un simplice k-dimensional en V R.(M,d) se e s6 se d(z;,x;) < € para todo 1, j.

Definicién 1.16. Sexa M un subconxunto finito do espazo métrico (Z,d). A filtracion de Cech
de M con respecto a Z definese como a familia crecente de complexos simpliciais C: na que un
subconxunto {z1,...,zx} C M forma un simplice se existir un z € Z tal que d(z;,2) < € para
todo i € {1,...,k}

Exemplo 1.17. Consideremos o conxunto M = {a, b, c} como na figura. Observamos que para
e =22¢e =23, os complexos de Vietoris Rips e o de Cech coinciden, non obstante, para ¢ = 2,2
[a, b, ] & un simplice de Vietoris-Rips, pero non de Cech. Na imaxe mostrase a filtracion de Cech

para os valores do pardmetro antes mencionados.

h

2 €=22 e=3

Definicion 1.18. A subdivisiéon baricéntrica dun complexo simplicial K é un novo complexo
simplicial Sd K definido do seguinte xeito: para cada dimension i > 0, os simplices i-dimensionais

estan formados por todas as secuencias
op <ol < <001 <0y
de simplices (distintos) en K ordenados pola relacion de “ser cara de”.

Definicion 1.19. A caracteristica de Euler dun complexo simplicial K é o enteiro obtido da
suma en k con signos alternados do numero de k-simplices, i.e.:

dim(K)
(1.4)

i_(\
=
H
]
L
4
=
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Onde #K; indica o ntimero de i-simplices de K.

No anexo I, chegamos a ver que a caracteristica de Euler ¢ invariante por homoloxia en [AZ6]

Para ver que isto implica a invarianza por homotopias referimonos a [12]

Definicién 1.20. Unha orientacién de o é unha clase de equivalencia de ordenaciéns dos seus
vértices, onde duas ordenaciéns son equivalentes se estan relacionadas por unha permutacién

par.

Proposicion 1.21. Cada simplice ten exactamente dias orientacions.

Demostracion. Dada unha ordeacion inicial (v, v1, ..., vy,), calquera outra ordenacion correspon-
de a unha permutacion @ € S, 11 (o grupo simétrico de n + 1 elementos). Duas permutacions

1

71 e m definen a mesma orientacion se e s6 se m; © o w2 € unha permutacion par. Isto divide o

conxunto de todas as ordenaciéns en duas clases:
» Orientacion positiva: Permutacions pares (signatura +1). Estas preservaran a orientacion
» Orientacion negativa: Permutacions impares (signatura —1). Estas mudaran a orientacion.
Sexa Sp+1 grupo simétrico e A,y o subgrupo alternante (permutacions pares). O grupo cociente
Sp+1/An+1 ten duas clases :
Sp+1 = Ant1 UTAL41, onde T é calquera transposicion (permutacion impar).

Polo tanto, hai s6 daas clases de equivalencia posibles para as ordenacions dos vértices. Como re-
sultado, un n-simplice ten exactamente dias orientaciéns: unha correspondente &s permutacions

pares e outra as impares. O

Observacion 1.22. Se fixamos unha orde nos vértices do complexo simplicial, inducimos unha
orientacién nos simplices.
Observacion 1.23. A partir de agora, consideraremos os simplices o = [v1,v2, ..., ,] como con-

xuntos ordeados.

Definicion 1.24. Sexa ¢ un simplice orientado. A fronteira alxébrica de o é a combinacion

linear
k
oo = Z(—l)ia_i (1.5)
i=0
onde o_i é a i-ésima cara de o = {wp, ..., v} definida como o_i = [vg, ..., Vi—1,Vit1, ... , V).

Definicion 1.25. Para cada dimensiéon k > 0 o k-ésimo grupo de cadeas do complexo simplicial
K sobre un corpo F é o espazo vectorial Cy(K) xerado o considerar os k-simplices de K como

elementos da base. Os elementos chamanse k-cadeas.
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Definicion 1.26. Para cada dimension k£ > 0, o k-ésimo operador fronteira do complexo sim-
plicial K é o mapa F-linear 0y, : Cx(K) — Ci_1(K) que asigna a cada elemento o da base a sua

fronteira alxébrica.

En particular (Ce(K),.) é un complexo de cadeas. En particular, podemos definir, como
fixemos en un grupo de homoloxia simplicial. Se consideramos un complexo simplicial finito
pode ser interpretada como unha teoria de homoloxia relaxando a definicion como se proba
en [9].

Notacion 1.27. Cando falamos do complexo de cadeas (Ce(K ), 0o ), podemos escribir directamen-

te Hk(K) e 5(K)

1.1.2. Homoloxia singular

A homoloxia simplicial ten a vantaxe de que é sinxela conceptualmente e sobre todo compu-
tacionalmente. De feito, na practica é a méis usada porque moitas veces non coniecemos o espazo
topoléxico en cuestién e s6 conecemos unha nube de puntos, ademais mesmo cando conecemos
0 espazo, é mais sinxelo traballar cunha mostraxe de puntos. Non obstante, non constitiie unha
teoria de homoloxia xa que non traballa con espazos topoléxicos, senon con complexos simpliciais.
Para solventar este problema introducimos a teoria de homoloxia singular seguindo o exposto en
[10] e [12]

Definiciéon 1.28. Chamamos realizacion xeométrica dun simplice 7 = {zg,...,x2x} C K ¢é a
combinaciéon convexa dos seus vértices mergullados como elementos dun conxunto linearmente

independente en R", sendon > k + 1, i.e.:

k k
|| = Ztixi | t; > 0 para todo ¢ eZti =1 (1.6)
i=0 i=0
Os t; chamanse coordenadas baricéntricas. Do mesmo xeito a realizacion xemétrica dun complexo
simplicial é simplemente a o conxunto das realizaciéns xeométricas dos simplices K cos vértices
mergullados como elementos dun conxunto linearmente independente en R con m o ntimero de

vértices de K.

Observacion 1.29. En moitos manuais traballan con simplices entendidos como simplices xeomé-

tricos (a realizacién xemétrica dun simplice).

Definicion 1.30. Un simplice singular nun espazo topoloxico X é unha aplicacion continua

dunha realizacion dun n-simplice de R"*! en X, ie., o : |7| = X.

Definicién 1.31. Sexa X un espazo topoloxico arbitrario. Definimos C(X) como o grupo xerado

por todos os k-simplices singulares en X. Definimos tamén o operador fronteira d : Cp41(X) —
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Ck(X) analogamente ao que faciamos para homoloxia simplicial, i.e.:

onde o é agora un simplice singular.

Definiciéon 1.32. Definimos agora o grupo de homoloxia singular, tamén igual que o faciamos

para a simplicial, i.e., é o espazo vectorial cociente

Hy(C,0) = ker 0 /imJg+1 (1.8)

Referimonos a [12] para ver que a homoloxia singular é unha teoria de homoloxia.Referimonos
ao capitulo IIT de [I0] para comprobar a equivalencia entre todas as teorias de homoloxia (e coa
homoloxia simplicial) para espazos topoloxicos triangulables (i.e., existe un complexo simplicial

finito K tal que a sta realizacion xeométrica é homeomorfa a X).

Na préctica, moitas veces a filtracion vén dada por subniveis dunha funcién (por exemplo
unha funcién altura). Para probar despois a estabilidade dos diagramas de persistencia, traballar
desta maneira seranos comodo, polo que imos ver uns poucos resultados primeiro. Nesta seccién

guidmonos polo articulo [§] e [6]
Sexa X un espazo topoldxico arbitrario e f unha funciéon real continua en X

Definicion 1.33. A filtracion de X inducida por f é a familia

Fr=(f1(=00,0))acr

Exemplo 1.34. Consideremos X =R e f = —22 + 1.

Y

SN

(—1,0¥(0,0) 1,0)

Nesta figura F := (f~1(—00,a))eer = (—00, —@) U (@7 +00)

Exemplo 1.35. Imos ver outro exemplo agora dado pola seguinte figura:
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Observamos que F3, ¢ un intervalo, F, ¢ a unién de dous e F;, volve ser s6 un.

Definiciéon 1.36. Un punto critico k-homoléxico é un nimero a € R tal que para ¢ > 0 su-
ficientemente pequeno, o morfismo Hy(f 1(—o00,a — ¢]) — Hi(f *(—o0,a + ¢€]) inducido pola
inclusiéon non é un isomorfismo. Do mesmo xeito, dicimos que a funcién f é tame se ten un
ntimero finito de puntos criticos k-homoléxicos e os grupos de homoloxia Hy(f~!(—oc,a]) tefien

dimensioén finita para todo k € Z e a € R.

Observacion 1.37. Se a funcién f que induce a filtracion no médulo de persistencia é tame, o o

modulo de persistencia serd tame no sentido de e os valores criticos ser’an os mesmos.

Observacion 1.38. As funciéns de Morse, en particular son funciéns tame.

Exemplo 1.39. Consideremos un toro mergullado en R3 coa funcién altura f : T2 — R. Es-
ta funciéon tén catro puntos criticos (p1,p2,p3,ps) (ver imaxe) p; e py son minimo e maximo,

respectivamente e p2 e p3 son puntos de sela.

A coleccion (f~1(—o00,t))ser conforma unha filtacién para o toro. Observamos que f~1(—oo, t)
() para todo t < f~1(p). Para f~1(p) < t < f~1(q) temos que f~!(—o0,t) ¢ homeomorfo a un
disco. Para f~1(q) < t < f~1(r) temos que f~!(—o0,t) é homeomorfo a un cilindro. Para

f~Hr) <t < f~1(s) temos que f~!(—o0,t) é un “toro furado”. No resto dos casos ¢ directamente

o toro. Observamos, asi, como cambian os grupos de homoloxia ao avanzar o parametro t.

z
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Lema 1.40 (Lema do valor critico). Se un intervalo pechado [x,y] non contén ningin punto
critico homoldzico de ningin k € Z enton Hyi : Hi(f~(—o0,2]) — Hy(f 1(—o00,y]), onde

i (f7H(~o00,2]) = (f~1(—00,y]) € a inclusion, é un isomorfismo para todo k € Z.

Notacion 1.41. Escribiremos Hyis para referirmonos a Hyi : Hy,(f~(—o0,z]) — Hy(f~(—00,%])

Demostracion. Sexa m = (z+1y)/2, temos Hyi4 = Hyip, o Hi™. Se Hyi% non é un isomorfismo,
enton ou Hyipy, ou Hyi™ tampouco o é. Por induciéon obtemos unha secuencia decrecente de

intervalos cuxa interseccion e un valor critico homoloxico en [z, y] contradicindo a nosa suposicion.

O

1.2. Persistencia

Continuamos agora introducindo a nociéon de persistencia, guiandonos polo exposto en [19]

Definiciéon 1.42. Un moédulo de persistencia N-indexado sobre un corpo F é unha secuencia

(Vi,a;) con i € N de F-espazos vectoriais e aplicacions lineares, como no seguinte diagrama:
ag al
Vo — Vi — ...

Dicimos, ademais, que (Vy,, an)nen € de tipo finito se a dimension de todos os espazos vectoriais

é finita e os mapas a; son isomorfismos a partir dun certo indice.
Definicién 1.43. Para cada i,j € N definimos o grupo de persistencia entre ¢ e j dun modulo
de persistencia (V,, an)nen como o subespazo de V; dado por:
P; j (Vo an)nen) = im(a;—;) = im(aj—1 0 - 0 a;)
Observacion 1.44. P; j((Vy, an)nen) esta contido en Py ;((Vi, an)nen) se i’ > i.

Definicion 1.45. Dicimos que v € V; nace en i se v non esti na imaxe de a;—1. Analogamente,
dicimos que v € V; morre en j se v non estd na imaxe de a;i1. Se v nace en i e morre en j

dicimos que ten intervalo de vida I = (3, j).

Definiciéon 1.46. Un morfismo entre modulos de persistencia (Vy,, ap)nen) € (Wi, by )nen) € unha
familia de mapas lineares ¢y, : Vi — W}, tales que b; o ¢; = ¢;+1 0 a; para todo i > 0.
Observacion 1.47. O par conformado por modulos de persistencia e os morismos entre moédulos

de persistencia conforma unha categoria.

Definiciéon 1.48. A suma directa de dous modulos de persistencia (Vy,, an)nen) € (Wa, bn)nen)
¢ o0 novo modulo de persistencia (V & W, a @ b) na que os espazos vectoriais son a suma directa

de cada espazo vectorial e a; ® b; ten representacién matricial

aiO
0 b
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Proposicion 1.49. Sexa (1o, ce) un modulo de persistencia non nulo, N-indexado, sobre un corpo

F. Suponamos que existen indices i < j coni € N e j € NU {oo} tal que:

1 sei<p<y 1 sei<p<yg
dim I, = e rank(cy: 1l = Ipy1) =
0 noutro caso 0 noutro caso

Enton, (Ie,ce) € indescomponible.

Demostracion. Sexa (1o, ce) > (Vo, ae) D (W, be) unha descomposicion en suma directa calquera.
Para cada p € {i,i+1,...,j} temos que dim V, + dim W, = dim I, = 1; sen perda de xeralidade
suponiamos que dimV; = 1 e dim W; = 0. Isto forza que o mapa b; sexa nulo, e por definicién

temos o seguinte diagrama conmutativo:

F—=— > F

G

Feo —2 Vie1 & Wi

W
onde A é a matriz (02 O) e todas as frechas etiquetadas por ~ son isomorfismos de espazos

vectoriais. Séguese que a; ten rango 1, entén dimV;;1 = 1 e dim W;4; = 0. Procedendo por
inducion en i, vemos que (Va, as) € isomorfo a (I, ce) mentres que (W, be) € trivial; polo tanto,

(Is, ce) € indecomponible, como queriamos. O]

Definiciéon 1.50. Para cada par 0 < i < j < oo (con @ # 00), o médulo de intervalo N-indexado

(Is7,cs’) sobre F definese como

. L <p <7 . i ), < ]
i F sei<p<y . i — idp set<p<j

P P
0 noutro caso 0 noutro caso

Onde idp denota a identidade de F — F.

Teorema 1.51 (Teorema de estrutura). Para calquera modulo de persistencia (Ve,as) de tipo

finito indexado por N sobre un corpo F, existe un conzunto
Bar(Vs,ae) C {(4,j) e Nx NU {00} : 0 <i < j}
chamado cédigo de barras (ou ’Barcode’ en inglés) e unha funcion multiplicidade
u: Bar(Ve,ae) - N
tal que existe unha descomposicion en suma directa:

(Ve, ae) ~ P ey
(i,j)€Bar(Ve,ae)

Esta descomposicion € unica (excepto isomorfismo de mddulos de persistencia).
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Demostracion. Como (Vs,ae) é de tipo finito, existe n > 0 tal que cada a; : V; — Vj41 é un iso-
morfismo para i > n. Consideramos o espazo vectorial V' = €, V; e o operador de desprazamento
t:V — V definido por

t(v) = (0,a0(vo),a1(v1), ..., ap—1(vn-1),0,...)

Enton V' adquire estrutura de moédulo sobre o anel F[t]. Como F[t] é un dominio de ideais
principais, calquera médulo de tipo finito sobre el descomponse como suma directa de parte libre
e parte torsion:

VeeFoT

A parte libre F' é suma directa de copias de F[t], cada unha isomorfa a un médulo de intervalo
do tipo (If’oo,ci’oo). A parte torsion T descomponse en médulos do tipo F[t]/(#7%), que son

isomorfos a intervalos finitos (17, cs”).

As multiplicidades de cada intervalo aparecen na funcion u, e a descomposicion completa estéa
dada pola suma directa dos moédulos de intervalo correspondentes. Isto concliie a demostracion.
O

Observacion 1.52. O barcode ¢ un multiconxunto. Un multiconxunto é un par (P, m) onde P é
un conxunto e m : P — N é unha funcién multiplicidade, pero, informalmente, pode ser pensado

simplemente como un conxunto onde os elementos poden estar repetidos.

Vexamos agora que podemos levar estas ideas do mundo discreto ao continuo.

Definicion 1.53. Un modulo de persistencia indexado por Rt sobre F é un par (Vs, ae) formado
por un espazo vectorial V; sobre [F para cada ntimero real ¢ > 0, e unha aplicacion linear as<; :

Vs — V; para cada par s < t de nimeros reais non negativos. Estas aplicacions deben satisfacer:

» a;<¢ ¢ a aplicacion identidade en V; para cada t > 0, e
" Gg<t O Gr<s = Qr<t Para cada terna 0 < r < s <t de ntimeros reais.

Definiciéon 1.54. Un modulo de persistencia (Vs, ae) denominase tame se cumpre diias propie-
dades:

= Os espazos vectoriais V; son de dimension finita para todo t > 0, e

» Existe un nimero finito de valores ¢t > 0, chamados valores criticos, para os cales o mapa
At—e<t+e - Viee — V;f+5

non é un isomorfismo para valores € > 0 arbitrariamente pequenos.
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Corolario 1.55. Para cada mddulo de persistencia tame (Vs,ae), existe un conzunto finito
Bar(Vs,as) de intervalos da forma [s,t] C RT (con t = oo permitido) e unha multiplicidade
w: Bar(Vs, ae) — N tales que temos unha descomposicion inica como suma directa de médulos
de intervalo:

(Ve,ae) = EB(If’t, cf’t)ﬂ(sat)7
[s,t]

onde [s,t] percorre todos os intervalos en Bar(V,, as).

Demostracion. O feito de ser tame permitenos usar o Teorema sen restriciéons, mesmo con
indexaciéon por R — cada modulo de persistencia tame (Vs, as) pode ser reducido a un modulo

de persistencia de tipo finito indexado por N (V] a,) do seguinte xeito:

Sexan 0 <t <ty < -+ < t,, < 00 os valores criticos de (Vs, ae) € definimos:

;7 r_
V;;_Vti € Q; = A <t;iq-

O codigo de barras de (VY a,) pode reinterpretarse como o codigo de barras de (Va, ae) mediante
a transformacion que envia cada intervalo [4, j] ao correspondente [t;,¢;]. O modulo de intervalo

(Ifi’tj,cii’tj) soportado en [t;,t;] ten a definicion:

Itiutj B F set; <t< L‘j
t
en caso contrario

tit; id]F se [S,t] C [ti,tj]

ngt = .
en caso contrario.

O

Observacion 1.56. Na practica, 4 hora de representar en R?, o barcode moitas veces incliense
tamén os puntos {(z,z) | * € R} da diagonal de R’ aos que lles asignamos por convenio mul-
tiplicidade infinita. Isto ten sentido xa que serian “clases homoloxicas” que nacen e morren no
mesmo tempo e polo tenien tempo de vida cero. Consecuentemente, os elementos do barcode que
estan proximas 4 diagonal, ao teren un tempo de vida curto, poden ser interpretados como ruido

topoléxico.

Definicion 1.57. Ao conxunto explicado na observacion chamamolo diagrama de persis-

tencia e denotamolo D(V,, as).
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1.2.1. Persistencia para a homoloxia simplicial

Vexamos como encaixa a homoloxia simplicial coa persistencia.

Sexa K un complexo simplicial. Consideremos unha filtracion F = K1 C Ko C -+ C K, = K
(habitualmente consideramos a filtracion dada por Vietoris-Rips ao aumentar o parametro ¢).
Consideremos, tamén as aplicacions inclusion i; : K; < Kj11, que ademais son mapas simpliciais.
Temos que

.
Hy(Ko) —= Hy(K) <

Hyiy Hyin—1
<

Hk(Kn) (1'9)

¢ un moédulo de persistencia N-indexado. Ademais, se K ¢ finito, como ¢é habitualmente na

préctica, sera de tipo finito, e poderemos falar entén tamén de codigo de barras como en

Exemplo 1.58. Imos ver un exemplo para unha filtracion discreta de catro vértices como se
ve no diagrama. As barras vermellas correspondense co grao de homoloxia cero, mentres que as

azuis, co grao de homoloxia un.

Notemos que debuxamos o punto (0,2) en cor vermella madis oscura para remarcar que ten

multiplicidade 2, e a diagonal esta en violeta porque pertence & homoloxia de graos un e dous.
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1.2.2. Persistencia e homoloxia singular

Imos introducir nesta subseccion resultados sobre homoloxia singular en X un espazo topo-
loxico compacto cunha filtracién inducida por unha funcion continua como explicamos en [1.33]e

persistencia que nos axudaran a probar a estabilidade dos diagramas de persistencia.

Definicién 1.59. Dicimoslle k-ésimo namero de Betti persistente entre z e y a:
Be(f, (x,y)) = dim(im(Hyif)). (1.10)

Definiciéon 1.60. Sexa f : X — R umha funcion tame, A = {(a;) | i = 1,...,n} o conxunto de
puntos criticos k-homoloxicos e A = {(z,7) | * € R} a diagonal de R’. Chamamos diagrama de
persistencia ou codigo de barras ao conxunto Dy(f) = {(a;,q;) | aj,a; € A} UA C R’ onde os

puntos {(a;,a;) | aj,a; € A} tenen multiplicidade

pig =By — Bl + B = B
eb|i=0,..,n;b;—1 < a; < b; son puntos que intercalan os a;.
Observacion 1.61. As multiplicidades estdn ben definidas polo lema do valor critico.

Definicion 1.62. Definimos a multiplicidade dun subconxunto A C R” como a suma das mul-
tiplicidades dos elementos de D(f) N A e denotamolo por #A.

Exemplo 1.63. #D(f) — A = ZKj ,ug

Lema 1.64 (Lema do k-tridngulo). Sexa X wun espazo topolézico, f : X — R wunha funcion
tame e denotemos por Qg = [—00,x] X [y, +00] C R® o cuadrante superior esquerdo tomando
o punto (x,y) como orize (ver figura). Suponamos r < y e que nin x nin y son puntos criticos

homolozicos. Enton

By = #(D(f) N Quy)

Demostracion. Como xa fixeramos antes, consideramos {a1,...,a,} o conxunto dos puntos cri-

ticos de homoloxia e sexa {b1, ..., b,} puntos que intecalen os a;. Enton

l b b b bj_ b; b bi_ bi_ i
#Quy= D k= D B - BB =B =B =B+ B =8 = u

k<i<j<l k<i<j<l
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b

j

byt

1.3. Estabilidade

O noso obxectivo agora é establecer condiciéns poder garantir a estabilidade do cédigo de
barras Bar(Va, ae) i.e., que pequenas variacions no espazo topoloxico X resultaran en pequenas

variacions no diagrama de persistencia ou codigo de barras. Nesta seccién imonos guiar por [§] e

6]

Definicién 1.65. Definimos a norma infinito || - ||o : R > R como||z||c = max{zi,x2} e,

analogamente, para unha funcions reais continuas, | f|lco = sup, f(z).

Definicion 1.66. Sexan X e Y dous multiconxuntos. As distancias de Hausdorff e de gargalo

('Bottleneck’ en inglés) entre X e Y son, respectivamente:

du(X,Y) = méx{sup inf |z — y||s, supinf ||z — y[|o } (1.11)
T Yy Y z
dp(X,Y) = inf sup ||z — v(2) (1.12)
vel' »

sendo I' o conxunto de bixeccions entre X e Y.

Exemplo 1.67. Na imaxe a continuaciéon vemos os elementos da distancia de Hausdorff.

N
S supyey N, X)
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Definicién 1.68. A distancia de Gromov-Haussdorf entre dous espazos métricos (X,dx) e
(Y,dy) é:
de((X,dx),(Y,dy)) = nf dy(yx(X),7v(Y)) (1.13)

ZX VY

sendo vx e 7y mergullos dos espazos (X, dx) e (Y,dy) nun terceiro espazo (Z,dz).

Observacion 1.69. dp(X,Y) > dy(X,Y) xa que a distancia de gargalo satisfai unha restricion a
maiores: a bixeccion entre os puntos. Por outra banda, a distancia de garalo non ten en conta a

eventual calidade de multiconxunto.

Lema 1.70 (lema da caixa). Seza R = [a,b] X [c,d] C R e R. =[a+e,b—¢|x[c+e,d—e] CR
e f unha funcion tame. Enton, #(D(f) N R:) < #(D(g) N R)

Como a demostracion ¢ algo extensa referimonos a [8] para os detalles.

Lema 1.71 (Lema da bixeccion facil). Sexan f,g: X — R con f,g moi zuntas, i.e., ||f—gllco <
min{|lp —qf [p# ¢ conp € D(f)\ A e q € D(f)}/2. Enton dg(D(f), D(9)) < || = 9lloo-

Demostracion. Denotemos por p a multiplicidade do punto p en D(f) \ A e por [, o cadrado
con centro en p e radio € = || f — g||oc. Polo Lema da temos:

n < #(D(g) NO:) < #(D(f) NOae).

Dado que 2e < d¢, p é o tnico punto de D(f) en Oa., o que implica #(D(g) N DE) = . Asi,

podemos asociar todos os puntos de D(g) N . a p.

Repetindo este proceso para todos os puntos fora da diagonal de D(f), os tnicos puntos de
D(g) sen imaxe estan a unha distancia maior que € de D(f) \ A. Como a distancia de Hausdorff
entre D(f) e D(g) é como maximo ¢, estes puntos de D(g) estan a unha distancia < ¢ da
diagonal. Asocidandoos aos seus puntos maéais proximos en A, obtemos unha bixeccién entre os

multiconxuntos D(f) e D(g) (lembrando que os puntos en A tenen multiplicidade infinita).
Xa que a bixeccién move os puntos como maximo &, isto remata a demostracion. O

Lema 1.72. Sexan f,§ : X — R dias funcions lineares a cachos. Entén dp(D(f), D(g)) <
1 = glloo

Demostracion. Descompoifiemos a interpolacién linear en pasos pequenos abondo para poder
aplicar o Lema en cada paso. Sexa ¢ = ||f — §|loo € observe que para cada A € [0,1],
hy é tame e §(\) = d, é positivo. Disto segue que o conxunto C' de intervalos abertos Jy =
(A= 6(N)/4e, A+ 6(X)/4c) forma un recubrimento aberto do intervalo [0, 1].

Consideremos agora un subrecubrimento minimal Cy de C. Como [0, 1] é compacto, Cy é

finito. Sexan A1 < Ay < ... < A, os puntos medios dos intervalos en Cy. Como Cy é minimal,
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calquera dous intervalos consecutivos, Jy, e Jy tefien unha interseccién non baleira. Polo

10
tanto,
(i) +0(Xix1) < max{d(Ai),0(Aix1)}

Mg — N\ <
A= 4 = 2

Por definicion de ¢, [|hy;, — A, [loo = ¢(Ait1 — A;). Como consecuencia,

max{d(\;), 6(Aiv1)}
5 ;

Hh)\i - h>\¢+1H00 <

o que implica que hy, esta moi proxima a hy,,, ou viceversa. Podemos asi aplicar o Lema

que garante que a distancia de gargalo entre D(hy,) e D(hy esta limitada superiormente por

’L+1)
Hh}‘i - h/\i+1”oo paral <¢<n—1.

Tomando A\g = 0 e Ap4+1 = 1, vemos que a desigualdade anterior tamén se cumpre para ¢ = (
et =mn, xa que hg estd moi proxima a hy, e hy estd moi proxima a hy,. Usando a desigualdade

triangular, obtemos:

n

dB(D(f)aD(g)) < ZdB(D(hM)’D(hAH-l)) < Z Hh)w - h/\i+1||00‘
i=0 i=0

Pero como os hy, mostran a interpolaciéon linear desde f ata g, a suma anterior ¢ igual a

F— g 0, 0 que remata a demostracion. O
1f = dllss, 0 @

Teorema 1.73 (Estabilidade I). Sexa X un espazo topoldzico triangulable e f,g : X — R
funcions tame continuas. Enton || f — g|| > dp(D(X), D(Y)).

Demostracion. Estamos agora preparados para combinar os resultados técnicos acumulados e
completar a demostracién do teorema. Lembremos que asumimos un espazo topoloxico triangu-
lable X e dtas funciéns tame continuas f,g: X — R. Por definicién de triangulabilidade, existe

un complexo simplicial (finito) L e un homeomorfismo ®: L — X.

Notemos que o diagrama de persistencia é invariante baixo este cambio de variables, é dicir,
fo®: L — R é tame e ten o mesmo diagrama de persistencia que f. Sexa § > 0 abondo pequeno.

Como f e g son continuas e L é compacto, existe unha subdivision K de L tal que:
[fo®(u) = fo®(v)]| <4, [go®(u)—god(v)[<4

sempre que u e v sexan puntos dun mesmo simplexo en K.

Definamos agora f ,g: Sd K — R como as interpolacions lineares por partes de fo® e go ®

en K. Por construciéon de K, estas funciéns cumpren:

If=fo@lw<d e [[§—go®|o <6
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Rematamos o argumento usando a desigualdade triangular para limitar dg(D(f), D(g)) pola
suma de distancias de bottleneck entre os diagramas de persistencia de funciéns adxacentes na

secuencia f, f ,§,g. Para o par central obtemos:

dp(D(f), D(@) < If = 3l < IIf = glloo + 26,

usando o lema o feito de que f e ¢ diferen en § como maximo de fo® e go ®, e que
If = 9glloo = [If 0 ® — g0 Pl

Para o primeiro par da secuencia, asumimos ¢ < d¢/2 e aplicamos o obtendo:

dp(D(f), D(f)) = dp(D(f o ®), D(f)) < 6.

Analogamente, para o terceiro par, se 6 < dq4/2, temos dg(D(g), D(g)) < é. En total:

dp(D(f), D(g)) < [If — glloc +40.

Esta desigualdade é certa para todo § > 0, que podemos facer arbitrariamente pequeno.
Polo tanto, a desigualdade tamén se cumpre sen o termo 49, o que demostra a afirmacion do

teorema O

Observacion 1.74. Camprese tamén que ||f — g|| > dg(D(X), D(Y)) pola observacion previa.

Observacion 1.75. Como estamos traballando con espazos topoléxicos triangulables, este teorema

garante tamén a estabilidade para homoloxia simplicial.

Este resultado, se ben, é moi interesante, a nés o que nos interesa seria obter a estabilidade

dos diagramas coa distancia entre os complexos de Rips. Vexamolo:
Lema 1.76. Calquera espazo métrico finito (X,d) con #X = n pode ser merqullado isometrica-

mente en (R™1°°).

Demostracion. Sexa X = {z1,...x,}. Consideremos o embebemento f : X — R" definida como

f(z;) = (d(x;, 21), ..., d(zi, x,)). En efecto, f é unha isometria,

1. Inxectividade: Se f(z;) = f(x;), enton d(zj, ) = d(x;, ) para todo k = 1,...,n. En

particular, tomando k =i e k = j, temos:
(i, x5) = d(zj,2;) = 0 = a; = a;.
2. Preservacion de distancias: Para calquera z;, z; € X, a distancia £* entre f(z;) e f(x;) é:

1f (i) = f(@))lloo = llélggn |d(ws, vx) — d(xj, 21)|-
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Tomando k = j:
|d(i, 25) — d(xj, 25)| = d(wi, z5).

Por outra banda, pola desigualdade triangular:
|d(zs, 1) — d(xj, 2)| < d(zi,25)  VE.
Logo, [[f(zi) = f())]lec = d(zi, ;).

O

Lema 1.77. Para calquera conzunto finito X C R temos que para a distancia infinito (definida
en , a filtracion de Vietoris-Rips e a de Cech coinciden, i.e.,

Co(X,doo) = VRon (X, do)

para todo o € R

Para a demostracion remitimonos a [6]

Lema 1.78 (Nervo persistente). Sezan X C X' dous espazos paracompactos (i.e., un espazo
topoldzico no que todo recubrimento aberto ten un refinamento que € localmente finito), e sexan
U={Us}aca e = {U.}oca recubrimentos abertos bos de X e X' respectivamente, baseados no
mesmo conzunto finito de pardmetros A, tales que U, C U, para todo o € A. Enton, se denotamos
por NU e NU' os nervos dos recubrimentos U e U’ respectivamente, existen equivalencias de
homotopia NU — X e NU' — X' que conmutan coas inclusions canonicas X — X' e NU —

NU' a nivel de homolozia e homotopia.

Para a demostracion remitimonos a [7]

Teorema 1.79 (Estabilidade II). Sexan (X,dx) e (Y,dy) dous espazos métricos. Para cada
k € N temos:

dp(Dp(VR:(X,dx)), Dr(VR(Y,dy))) < 2dau (X, de), (Y, dy))

Demostracion. Sexa ¢ = dgu((X,dx),(Y,dy)). En [2] demostrase que os infimos da definicion
de é de feito un minimo, o que significa que existe un espazo métrico (Z, dz) e dous mergullos

isométricos vx: X — Z e yy: Y — Z tales que a distancia de Hausdorff d% (yx (X), vy (Y)) é e.

Consideremos agora o subespazo vx(X) Uy (Y) C Z, dotado da métrica inducida. Como
este subespazo ¢é finito, pode ser mergullado isometricamente en (R", /), onde n = #X + #Y,

polo Lema Sexa 7y este mergullado isométrico. Enton temos que d3f (yoyx (X),yoyy (Y)) =
df(1x (X), v (V) =e.
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Polo tanto, dentro de (R™, /), a funcion distancia dx a v o yx(X) e a funciéon distancia oy
a yovy(Y) estan a distancia € na norma do méaximo. Ademais, como dx e dy son envolventes
inferiores dun ntmero finito de funciéns lineais a anacos, son elas mesmas lineais a anacos e, polo
tanto, tame e continuas. Como consecuencia, os seus diagramas de persistencia estédn a distancia

€ na distancia bottleneck, polo Teorema |1.79

Recordemos que para todo a@ € R, o conxunto aberto a-subnivel de dx é o a-offset de
v o vx(X), é dicir, a unién das boélas abertas ¢, de raio a arredor dos puntos de 7y o yx(X),
denotado (7 o vx(X))®. Como as bdlas ¢, son hipercubos, son convexas e, polo tanto, as stas
interseccions son baleiras ou contractiles. Como resultado, o Lema [[.78] asegura que dx e a

filtracion de Cech C(y 0 vx (X)), lso) tefien diagramas de persistencia idénticos.

Ademais, o LemalL.77 garante que C-(yovx (X)), {s0) coincide coa filtracién de Rips V Rae (7o
vx(X),lx), que & stia vez ¢ igual a V Ry (X, dx) xa que yo~yx é un mergullo isométrico. Como
consecuencia, o diagrama de persistencia de VR(X,dy) coincide co diagrama de persistencia
de dx. O mesmo é certo para Y, polo que os diagramas de persistencia de V Ro (X, dx) e

V Ro-(Y,dy) estan a unha distancia bottleneck de como méaximo 2e entre eles. O

Observacion 1.80. Este resultado é interesante por si mesmo desde un punto de vista compu-
tacional. En efecto, calcular a distancia de Gromov-Hausdorf é un problema non polinomial
(NP), mentres que calcular a distancia de gargalo (Bottleneck) ten complexidade polinomial (o
algoritmo de “perfect matching” ¢ O(n?) como se ve en []), polo que este teorema establece unha

cota inferior para a distancia de Gromov-Hausdorf moi interesante.



Capitulo 2
Dinamica topoldxica

O obxectivo deste capitulo serd introducirnos brevemente no mundo dos sistemas dinamicos,

introducir o concepto da entropia topoléxica e facer o seu calculo para alguns exemplos.

2.1. Introducion e exemplos salientables

Guiarémonos nestas primeiras definicions e resultados por [11]
Definicién 2.1. Dado un semigrupo G sobre un conxunto, chamamos accién a unha aplicacion
v : G x X = X que cumpre:

» o(x,1g) =z para todo z € X sendo 1¢ € G o elemento neutro.

» o(gh,z = p(g,¢(h,x))) para todo x € X e g,h € G.
Definicién 2.2. Un sistema dinamico é un par (X, f) onde X é un espazo topoloxico e ¢ é unha
accion f: X x A — X. Distinguimos dous casos segundo o que sexa o (semi)grupo A:

= Dicimos que o sistema dinamico é discreto se A =7Z ou A = N.

= Dicimos que o sistema dinamico é continuo se A = R

Observacion 2.3. A é un semigrupo se A = N, no resto dos casos é un grupo.

Observacion 2.4. Cando o sistema dinamico é discreto moitas veces escribese (X, ) onde ¢ :

X — X representa unha iteracion, i.e., f(z,n) = ¢"(x).

Observacion 2.5. Cando o distema dindamico é continuo, f tén que ser continua e é chamado

fluxo.

21
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Os sistemas dindmicos continuos xa foron estudados en profundidade durante o grao, por iso

nos centraremos nos discretos.

Definiciéon 2.6. Para un sistema discreto, chamamos orbitas de y ao conxunto O = {z € X |
dn € Z tal que ¢"(y) = x}. Particularmente, chamamos semiorbita positiva e negativa os puntos
para os que existe un n positivo e negativo, respectivamente. Ademais, ao n minimo chamémolo

periodo.

Exemplo 2.7. Un algoritmo grafico moi interesante para o célculo da érbita dun punto nun
sistema discreto é o diagrama de Cobweb. O procedemento é o seguinte: a partir da grafica
dunha funcion con valores en R trazamos a diagonal principal (se f : R" — R™) enton conside-
ramos a variedade diagonal de R™ x R™) e proxectamos a imaxe do punto x nela, e procedemos

recursivamente a partir de ai como se mostra na imaxe.

Observacion 2.8. Para o caso continuo, estes conceptos xa os introducimos ao longo do grao.
Definiciéon 2.9. Dicimos que = é un punto fixo de ¢ se p(x) = =.
Exemplo 2.10. No exemplo observamos que o punto x = 1 é un punto fixo.

Definiciéon 2.11. Sexa (X, ¢) un sistema dindmico con X un espazo métrico. Dicimos que un
punto fixo x € X é estable no senso de Poisson se para cada € > 0 existe un § > 0 tal que
para cada y € B(z, ) a semiorbita positiva O esta contida en B(z,€). Dicimos, ademais que é
asintoticamente estable se existir un entorno r > 0 de x para o que todos os puntos de B(z, )
son estables no senso de Poisson. Finalmente dicimos que e x é un punto fixo repulsor se existe

e > 0 tal que para todo y € B(x,¢) existe un n, € N tal que ¢"™0(y) ¢ B(z,¢).

Observacion 2.12. Este concepto é analogo para sistemas dindmicos continuos e v’imolo na asig-

natura de ecuacidns diferenciais.
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Exemplo 2.13. O método de Newton para encontrar raices reais de funciéns pode ser interpre-

tado como un sistema dindmico no que a raiz é un punto fixo estable.

Exemplo 2.14. As rotaciéns no circulo S' = {z € C | |z| = 1} = R/Z definense, para cada

(2micr)

a € R como R, (z) = ze con notacion multiplicativa, ou ben, Ry (z) = x + « mod (1).

Proposicién 2.15. Se a ¢ Q enton a semidrbita positiva de calquera punto x € S' dunha
rotacion no circulo O (R,) € densa no circulo. Analogamente para a semidrbita negativa. Por

outra banda, se o € Q, enton para todo x € S*, O (Ry, ) € pechada.

Demostracion. Sexan x,z € S'. Para ver que z esta na clausura da semiorbita positiva de z,
sexa £ > 0. A semidrbita positiva de z é infinita, e ningunha colecciéon de k > |1/e| + 1 puntos

pode ter todas as distancias por riba de €. Polo tanto, existen [, k € N tales que [ < k < |1/¢] e:
d(R(x), Ro () < &
Entén, como RZ' conserva distancias:
d(Ri ! (x),x) = d(Rg(x), Ry(x)) < <.
De feito, esta distancia non depende de x. Se y € S, entén y = RY"%(x) e:
d(Re!(y),y) = d(Ry™'(RY*(2)), RV (x))

d(

= d(R*DT 0 (2), RV (2))
d(RY* (R (x)), RV ())
d(

Polo tanto, os indices k e [ pédense escoller independentemente de x.

Agora, escollemos 6§ € [—1/2,1/2] tal que § = (k — l)ae (mod 1), e definimos p := |0] < e.
Enton RE=! = RY. Sexa N = |1/p]+1 (independente de x). O conxunto {R*(x) | i =0,1,..., N}
pertence 4 semiorbita positiva de x e divide o circulo en intervalos de lonxitude p < ¢, entén hai
un n < N(k —1) tal que d(R2(x),z2) < e.

Para ver que O" (R, x) é pechada consideramos o = % con ged(p, ) = 1. A rotacion R, ten
orde ¢ pois:

Ri(z)=z+q-

Q 3

=x+p=x mod 1.
A orbita completa é:
O(Ry,x) = {x—l—% mod1|k=0,1,..,q— 1},

un conxunto finito O
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Definicién 2.16. Dicimos que dous sistemas dindmicos (X, f) (Y, g) son topoléxicamente con-

xugados se existe un homeomorfismo h: X — Y tal que g =h~' o f o h.

Imonos introducir agora na dinamica simbdlica. Para iso seguiremos o exposto en [16]. Con-
sideremos un conxunto A = {A1, Ay, ..., A;,} ao que chamaremos alfabeto. Os seus elementos

chamrémolos simbolos

Definiciéon 2.17. O conxunto de todas as sucesions bi-infinitas (i.2., indezadas en Z, en contra-

posicion coas indexadas en N) en A, A% ¢ o espazo A-shift completo.

Definicién 2.18. Un shift é unha aplicacion o : A% — AZ definida como o((wp)nez) =

(wn+1)n€Z
Definicion 2.19. Unha palabra de A é un elemento de A™ para algun n € N
Definicion 2.20. Un subconxunto X C A% ¢ un subshift se ¢ invariante baixo a aplicacion shift.

Definicion 2.21. Sexa T un conxunto de palabras de A. Un espazo shift é un subconxunto X C
P? de secuencias de A% que non contefien ningtinha palabra de 7. Dicimos que un subconxunto

X CY de Y un espazo shift é un espazo subshift de tipo finito se é un shift.

Observacion 2.22. Primeiro establecemos unha orde p : A — {1, ;m} en P. A partir dunha
matriz de adxacencia B € M, xn, (i-€., que so ten ceros e uns), o conxunto de todas as secuencias

permitidas por A (i.e. by (zis1) = 1, paratodoi € Z) é un espazo shift. A matriz B chaméamola

mi)v“
matriz de transiciéon de markov. E interesante observar o paralelismo coas matrices estocasticas

nos procesos de Markov.

Exemplo 2.23. Podemos considerar que un grafo é un alfabeto, cuxos simbolos son os nodos.

6‘9

Neste grafo a matriz de adxacencia seria

S = = O
_ = O =
S O = =
S O = O

O estudo dos shifts xorde naturalmente ao estudar outros sistemas dindmicos. Nun sistema

dindmico en X arbitrario podemos simplificar o xeito no que vemos unha érbita: se consideramos
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unha particién finita de X ’codificamos’ a érbita dun punto x € X cos elementos da particion

que vai visitando. Considerando asi a particién como un alfabeto vemos como isto é un shift.

Introducimos, agora, outra familia de sistemas dindamicos que van resultar da nosa interese:

os sistemas de Anosov. Guiarémonos por [5]

Definicion 2.24. Un difeomorfismo f: M — M dunha variedade compacta M dise de Anosov
se existen constantes K > 0 e 0 < A < 1, e unha descomposiciéon T, M = S, ® U, do espazo
tanxente en cada punto x € M, que satisfan as seguintes condicions:

1. Continuidade: Os subespazos S, (estable) e U, (inestable) varian continuamente con .

2. Descomposicion: S, ® U, = T, M (suma directa).

3. Invarianza: Os subespacios son invariantes baixo f:

Df,(S,) = Sf(gc) e Df,(Uy) = Uf(x), Ve € M.

4. Contracion exponencial na direcciéon estable: Para todo s, € S, e n > 0,

D3 (s2) | < KA [|s]l-

5. Expansién exponencial na direccién inestable: Para todo u, € U, e n > 0,

1D (u) [| < KX [z |-

Exemplo 2.25. Un exemplo clasico é o isomorfismo linear dado por A = <1 ) Como A esta

en SL(2,7Z) (i.e., as matrices 2 X 2 de nameros enteiros con determinante 1), esta ben definida,
ao identificar or bordes do cadrado. f é un exemplo tipico de difeomorfismo linear de Anosov
no toro entendido como T ~ Zsy X Zs. Como A ten determinante 1 vanse preservar as areas e as

clases de equivalencia.

Proposicion 2.26. Os difeomorfismos de Anosov son expansivos no sentido de que existe unha
constante (chamada de expansividade) p > 0, tal que d(f*(x), f*(y)) < p para todo k € Z se e

soamente se x =y

Definicion 2.27. Sexa f: M — M un difeomorfismo. Definense:

= O conxunto estable de f polo punto x € M como:

W) = {y € M| lim_dist(f"(y), f"(x)) = 0}
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= O conxunto inestable de f polo punto z € M como:
W) = {y € M| lim_dist(f"(y). ["(x)) = 0)

Proposicion 2.28. Sexa f: M — M un difeomorfismo expansivo con constante de expansividade

p. Enton:

1. O conzunto estable pddese expresar como:

Wé(x)={y € M | 3N €N tal que dist(f"(z), f*(y)) < p Vn> N}

2. O conzunto inestable pddese expresar como:

W z)={y e M |3IN €N tal que dist(f " (x), f"(y)) < pVn >N}

Demostracion. Da definicién de conxunto estable obtense inmediatamente que:
Wé(z) C {y € M | dist(f"(x), f"(y)) < p Vn suficientemente grande}

Para demostrar a outra inclusién, suponamos por reducién ao absurdo que existe y € M tal que:

w dist(f"(x), f"(y)) < p para todo n > N

w dist(f"(x), f*(y)) # 0 cando n — +o00

Entén existe unha sucesiéon ny — +oo tal que:
dist(f™ (2), f™(y)) = ¢ >0 ¥k

Pola compacidade de M, podemos escoller unha subsucesion (que seguiremos denotando por ny,)

para a cal existen:
xo= lim f™(z), yo= lim f"(y)

k——+o0 k——+o0

Para calquera p € Z, temos que:
dist(F% P (z), fHP(y)) < p Vg > N —p
Tomando o limite cando & — +00, obtemos:
dist(f*(z0), fP(y0)) <p VpEZ
Pola expansividade de f, isto implica que x¢y = ¥y, 0 que contradi a elecciéon de ny, xa que:
dist(f"™ (), f** (y)) > € >0

Esta contradicion completa a demostracion para W#(x). O caso para W*(x) é analogo conside-

rando 1. O
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Definicion 2.29. Sexa f: M — M un difeomorfismo dunha variedade compacta M. Para € > 0

e x € M, definense:

= O e-conxunto estable de f por x como:

We(z) = {y € M [ dist(f"(z), ["(y)) <€ ¥Vn =0}

= O e-conxunto inestable de f por x como:
We(z) = {y € M | dist(f"(z), f"(y)) < ¢, Yn <0}

Proposicion 2.30. Dado 0 < € < p/2 existe 6 > 0 tal que Wi(x) UWX(y) é un sé punto para
x,y € M tales que d(z,y) < 6.

Definicion 2.31. Definimos a funcion [-,-] : M x M — M como [z, y] := Wi(xz) N W¥(y).

Definicién 2.32. Sexa 0 < € < p/2 e 6 > 0 escollido como en Dicimos que R C M ¢é

un rectangulo para f se tén didmetro menor que 4, e ademais, [x,y] € R para todo z,y € R.

Ademais, dicimos que R é proprio se R = Int(R)
Definicion 2.33. Definimos a e-variedade estable de 2 en R como
Wé(z,R) := Wi(z)N R

Analogamente, definimos

Wz, r):=W2z)NR

Definicién 2.34. Dicimos que unha particion por pechados (i.e., un recubriemnto cos interiores
disxuntos dous a dous) é unha particion de Markov para o difeomorfismo de Anosov f se esta

constrituida por rectangulos propios Ry, R, ..., Ry, tales que se z € R; N f~1(Int(R;)), entén,

= fW3(x, Ri)) € Wo(f (), Rj)

= WU(f(z),R;) C fF(W"(z, Ry))

Dada unha particién de Markov podemos construir unha cadea de Markov topoléxica, a partir

1 se Int(R;) N f~1(Int(R; ,
dunha matriz de transicion A € M, xy, definida como a;; := (Ba) N f7 (Int(Ry)) #
0 en caso contrario.

Esta 'xera’ todas as sucesions (z,)nez tales que A = 1 para todo n € Z. En particular son

subshift de tipo finito.

TnTn+1
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2.2. Entropia topoléxica

O concepto de entropia introduciuse por vez primeira no ano de 1865 no contexto da ter-
modinamica. Dende enton, tenense definido moitos conceptos analogos en diversos campos do
saber humano que venen a intentar medir tamén a desorde nun sistema. Exemplo do anterior
son a entropia estatistica de Boltzman (que contaria o nimero de microestados compatibles nun
macroestado), a de Gibbs (que xeraliza a anterior usando probabilidades: S = k), p;logp;).
A partir disto, Shannon introduciu o concepto para o campo da teoria da informaciéon. Tamén
apareceu o concepto no campo dos sistemas dinamicos en topoloxia (que veremos no seguinte

capitulo) e en moitos outros terreos como a mecadnica cuantica ou en sistemas adaptativos.

No Anexo I, falamos amplamente de entropia persistente (ver [14]), un concepto introducido
para traballar o problema de saber cando unha clase persistente é da nosa interese ou, se, pola
contra, podemos considerala ruido topoldxico. Con todo, non acabou tendo bo encaixe neste

traballo pero é un precedente interesante.

Nesta seccion centrarémonos na entropia topoloxica guidndonos por [14]. A entropia topolo-
xica é un concepto introducido nos anos sesenta do século pasado por Konheim e McAndrew.
Intuitivamente, a entropifa dun sistema dindmico mide a desorde do sistema, a velocidade coa
que se separan Orbitas proximas. Podemos abordar esta idea desde diversos puntos de partida,
pero, o mais natural é a partir da entropia dun recubremento ou usar a definiciéon de Bowen. Nos

o que faremos serd empezar pola primeira e acabaremos probando a equivalencia coa segunda.

Con isto en mente consideremos, de agora en adiante, un espazo compacto (M, ), e C(M)

o conxunto dos seus recubrimentos abertos. Sexa tamén ¢ : M — M unha aplicaciéon continua.

Definiciéon 2.35. A entropia dun recubremento A € C(M) definese como o logaritmo do cardinal

do seu subrecubremento minimal, i.e.,
h(A) = log(min{#B | B & un subrecubrimento de A})

Definicién 2.36. Definimos a xuncion de dous recubrementos A, B como a unién das intersec-

cions de elemento de A con elementos de B, i.e.,
AvB={ANB|Ac A Bec B}

Proposicion 2.37. Para todo U, B € C(M) cumprese que a cardinalidade do subrecubrimento
minimal da xuncion de ambos € menor que o produto das cardinalidades dos subrecubrimentos

minimais. Le., denotando por N(A) o cardinal dun subrecubrimento minimal de A,
N({UV B) < N(U)N(B)

e consecuentemente

HUVB)< H({U)+ H(B).
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Demostracion. Sexan U’ := {Uy,...,Uyw)} e B' := {B1, ..., By(p)} subrecubrimentos minimos
de U e B respectivamente. EntonU’ vV B’ = {U;NB; | i =1,...,N(U); j=1,..,N(B)} é un
subrecubrimento de U V B, polo que: N(UV B) < N(U)N(B). O

Proposicion 2.38. Para todo U € C(M) cimprese:

N(@@~'(U)) < NU).

Demostracion. En efecto: sexa U' = {Us, ... ,Un )} un subrecubrimento minimal de U. Enton:

¢ U') = {o7HU), ., 07 (Unan)}
& un subrecubrimento de ¢! (U). Disto dediicese que:

N(o~'(U)) < NU). m

Lema 2.39 (Lema de Fekete). Sexa (an)nen unha sucesion de niumeros reais positivos tal que

aiyj < a; +aj para todo i,j € N. Enton existe limy,_, o0 an/n

Demostracion. Temos que ag, < ka, para k natural como consecuencia da condicién a;y; <
a; + a;. Dividindo ambos lados da desigualdade por n e facendo tender £ a infinito obtemos que

¢ :=1infpenap/p < an/n para todo n € N.

Por outra banda, polas propiedades do infimo, para todo £ > 0 vai existir un natural n. € N
tal que a,,/n. < ¢+ e. Escribindo agora n = gn. + r (con ¢ e r naturais froito duna division).

Temos entén que
al _ Qgne+r < qQan, + ar <

nooqne+r T gne+ L) T one

Qn,

ayr ar
+—<cH+e+—
n n

Para n grande obtemos entén ¢ < limy, 40 an/n < ¢+ 2¢ e como € > 0 é arbitrariamente

pequeno, ¢ = limy, o0 ap/n. O

Proposicion 2.40. Para cada U € C(M) cimprese que:

n—

1
lfm 1h( dfk(u)) = lim_ %h (uvdfl(u)v---vdf(”‘”(m)
0

n—oo n
k=

existe e € finito.

Demostracion. Sexa a, = h (\/Z;é gi)_k'(Z/{)). Temos:

n—1 n—1 m—1
(nm = h (\/ as—k(u)) = H (\/ pFU v U) v/ dfk(u))
k=0

k=0 k=0
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Por temos:
n—1 m—1
k=0

Usando agora [2.38] temos:

n—1 m—1
tnym < H <\/ czf‘f(u)) +H <<u> v\ ¢—’“<u>>

k=0

E dicir, Aptm < ap + apy. Da definicion de (a,) temos que a, > 0. Asi, obtemos que existe polo

Lema 2.3%
lim 2 — lim H \/ o F
n—oo n - n—oo n

e este limite é finito. O

Definicion 2.41. Dados ¢ : M — M e (U) € C(M), definimos a entropia de ¢ con respecto a

U como
1
U 9) =l 0= N D (V a )
Ademais, definimos a entropia de ¢ como

h(9) := supnec(rmyh(e,U)

Imos ver agora por que é un concepto interesante. Resulta que a entropia topoléxica é un

invariante topoldxico. Vexédmolo:

Teorema 2.42. Sexan M e M’ espazos topolozicos compactos e ¢ : M — M unha aplicacion

continua. Se v : M — M’ é un homeomorfismo, enton:

h(¢) =h(ogop™).

Demostracion. Como @ é un homeomorfismo, induce unha bixeccién entre os recubrimentos

abertos de M e M'. En particular, para calquera recubrimento aberto U de M’, existe un recu-

brimento aberto V de M tal que (V) = U (pédese collerr V = ¢p~1(U)).
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Calculamos a entropia de 1) o ¢ 0 ¢p~! respecto do recubrimento ¥(U):

Wt o oy p(U)) = lim ~H ($(U) V (o dorp~!) " (1))

n—oo N

VeV (o gou ) D (p(U)))

—$$HH<V )

k=0

St (o (Vo)
=$&nH<V¢k )
= h(¢,U).
Dado que 1) establece unha bixeccién entre os recubrimentos abertos de M e M’, temos:
sup{h( ooy~ V) |V € C(M")} = sup{h(¢,U) | U € C(M)}.
Polo tanto:

h(popoy™) = h(¢).
O

Todos os resultados que acabamos de probar conforman un xeito de entender a entropia
topoloxica. Imos agora con outro sentido (dirémoslle sentido de Bowen) de definir a entropia
topoloxica que probaremos equivalente. Sexa agora (X,d) un espazo métrico compacto e f :

X — X unha aplicacién continua.

Definiciéon 2.43. Dicimos que un conxunto £ C X é (n,e)-separado se para calquera par de

£)-
puntos z,y € E existe un 0 < j < n tal que d(f7(z), f/(y)) <e

Definicién 2.44. Dicimos que un conxunto F' C X é (n,e)-xerador ou que xera X se para todo

z € X existe un y € F tal que d(f?(z), f/(y)) < e para todo 0 < j < n.
Observacion 2.45. Estas definiciéns poden ser reformuladas usando a n-ésima distancia dindmica,
Le., df(z,y) = méxo<j<n{d(f/(z),d(y))} paraunn € Ne z,y € X.
Definicion 2.46. Definimos os seguintes enteiros:
rn(e, K) == min{#ZF | F (n,e)-xera K}
sn(e, K) == max{#F | E ¢ (¢,n)-separado e £ C K}

Ademais,

r(e, K) = limsup — - log(rn(a K))

n—oo

s(e, K) = limsup — log(sn(a K))

n—oo T
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Lema 2.47. 1. Para ey < &g tense que r(e2, K) <r(e1,K) e s(eg, K) < s(e1, K).

2. (e, K) < spe,K) <y (%e,K) < 00.

Demostracion. 1. Sexa F' C X un conxunto que (n,e1)-xera a K. Enton, para todo x € K,
existe y € F tal que d(f'(z), f{(y)) < e1, 0 < i < n, polo que d(fi(x), fi(y)) < &1 < éa.
Asi, F' (n,e9)-xera a K.

Definindo G, (e, K) = {F C X | F' (n,¢)-xera K}, temos:
Gn(El, K) g Gn(627 K)

min{Card(F) | F € Gp(e2,K)} < min{Card(F) | F € Gn(e1,K)}
7ﬁn(52al(v) < Tn(61,K)

1 1
r(g2, K) = limsup — log ry, (g2, K) < limsup — logr,(e1, K) = r(e1, K)
n n

n—oo n—o0

Sexa agora F C K un conxunto (n,ez)-separado. Enton, para z,y € E con x # y, existe
j (0 < j < n)tal que d(f7(z), f/(y)) > e2 > €1, polo que E & (n,e1)-separado. Definindo
Sn(e, K)={E C K | E & (n,c)-separado}, tense:

Sn(e2, K) C Sp(e1, K)
sp(e1, K) > sp(eg, K) e s(e1, K) > s(eg, K)

2. Por compacidade de X, o ntimero de boélas disxuntas de raio € esta limitado por unha
constante N;. Sexa E € S, (e, K) un conxunto (n,¢)-separado. Enton Card(E) < N, pois

os puntos f7(x) deben estar en bolas distintas. Asi, s, (g, K) < oo.
Ademais, para todo x € K existe y € E tal que d(f(z), fi(y)) < e (0 < i < n), pois en

caso contrario poderiase ampliar E. Consecuentemente, E (n,e)-xera a K, e polo tanto:

rn(e, K) < sp(e, K)

Finalmente, sexa F un conxunto que (n, ¢)-xera a K e E un conxunto (n,e)-separado.
Para cada @ € E, existe y = T(z) € F tal que d(f'(z),f{(y)) < 2 (0 < i < n). A

aplicacion T : E — F é inxectiva, pois se T'(x) = T'(z), enton:

d(f'(z), f{(«)) < d(f'(2), f{(T(2))) +d(f(T(a"), f(2)) < e

para todo i, o que contradi que E sexa (n,e)-separado. Asi, Card(F) < Card(F), e polo

tanto:

1
sn(e, K) <y <2E,K)
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Corolario 2.48. Temos:

1. r(e,K) <s(e,K) <r(e, K)
2. lime_or(e, K) = lim._0 s(e, K)

Definicion 2.49. Dada f: X — X e K C X compacto, definimos a entropia topoloxica de f
con respecto a K como

ht(ny) = T(EaK) = 11,_1}(1]5(57K)

e a entropia topoloxica de f serd hi(f) := hi(f, X).

Definicion 2.50. Dados f: X — X e A un recubrimento de X, dicimos que E C Ax A x--x A
& un n-recubrimento f e para se para todo x € X existe (Ag, A1, ..., Ay) tal que f*(2) € a;, para
todo 0 < k < n.

Lema 2.51. A entropia topoldzica de (f, A) vén dada por:

o1
htop(f, A) = lim —log My (f, A)

onde My(f,A) € a cardinalidade minima dun n-recubrimento de (f, A).

Demostracion. Asociado a cada (Ay, ..., Ap—1) € € temos:

AN f AN NN~ DA, ) e AV fHA) V- v D)

Definindo:
Uy = {400 1A N0 O () | (A, Ag) €6

onde £ é un n-recubrimento minimal con M,(f, A) = Card(£), obtemos un subrecubrimento
minimal de:

AV YA Vv T (4)
Polo tanto:
Card(€) = Card(U.) = N (,4 VAV ey f—<n—1>(A)>

E consecuentemente: . .
lim —log M,,(f, A) = h;m —log Card (&)
n—o0o N

n—oo n

— lim llogN(Avf*l(A)v---vf*("*)(A)) = hiop(f, A)

n—o0o n
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Teorema 2.52. Para X compacto e f: X — X continua cimplese que h(f) = hi(f) onde h(f)
¢ a entropia definida en [2.71]

Demostracion. Sexa A un recubrimento aberto finito de X e sexa § > 0 o ntimero de Lebesgue
de A (isto ¢é, para toda Bg(z) existe A(z) € A tal que Bg(z) C A(x)).

Sexa ) un conxunto (n,)-separado maximal (é dicir, Card(Q) = s,(58,X)). Para cada
z € @, definimos:
B(z) = {Ao(2), A1(2), ..., An-1(2)}
onde Ag(z) € A son tales que Bg(f*(2)) C Ag(2) para 0 < k < n. Definimos &, = {B(z) | z €
Q}

Vexamos que &, ¢ un n-recubrimento para (f,.A).

En efecto, para cada » € X, existe z, € Q tal que d(f*(x), f*(2;)) < B para 0 < k < n.
Se non fose asi, haberia algiin x € X tal que para todo z € @ existiria algiin £k con 0 < k < n
para o cal d(f¥(x), f¥(2)) > B. Isto significaria que Q U {x} seria (n, 3)-separado, contradicindo

a maximalidade de Q.

Polo tanto, para cada z € X existe z, € Q tal que d(f*(z), f¥(2,)) < B para 0 < k < n.
Disto dedticese que f¥(x) € Bg(f*(2;)) C Ag(zz), o que implica que &, é un n-recubrimento
para (f, A).

Isto demostra que M, (f, A) < Card(&,) = Card(Q) = s,(8, X). Polo tanto:
1
hiop(f, A) < lim sup . log s,(8,X) = s(8, X).
n—oo

Tomando o limite cando 8 — 0, obtense:

hiop(f) = sup{htop(f, A) | A & un recubrimento aberto de X} < éﬁ% s(B, X) = h(f).
4>

Agora, para demostrar a desigualdade inversa:

Sexa & C Ax--x A (n veces) un n-recubrimento para (f,.A), e sexa R un conxunto (n, d(A))-

separado, onde d(A) = sup{d(C) | C € A} e d(C) = sup{d(z,y) | z,y € C}.

Para cada z € R, definimos g(x) = (Ao(x),..., Ap_1(7)) € € tal que f*(z) € Ax(x) para
0 <k <n.Seg(x)=g(y), enton Ai(z) = Ax(y) para todo k, e poédese garantir que:

d(f* (), fF(y)) < d(Ar(z)) < d(A).
Isto contradiria que R é (n,d(.A))-separado. Polo tanto, g : R — £ é inxectiva, o que implica:

Card(€) > Card(R).
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Disto deducese que M, (f, A) > s,(d(A), X), e polo tanto:
htop(f7 A) 2 S(d(A)7 X)

Tomando o supremo sobre todos os recubrimentos abertos A, obtense usando que s é mondtona

decrecente:

hiop(f) > sup{s(d(A), X) | A é un recubrimento aberto de X} = h¢(f).

En conclusion, demostrouse que hiop(f) < he(f) € htop(f) > he(f), 0 que implica a igualdade:

htop(f) = ht(f)
O

Este teorema proba a devandita equivalencia. A continuacién o que faremos sera ilustrar
este concepto, facendo o calculo da entropia para os exemplos de sistemas dindmicos da seccion

anterior.

2.3. Calculo da entropia nalgiins exemplos

Como avanzaramos, procedemos ao célculo da entropia dalgtns sistemas dinamicos salienta-
bles.

2.3.1. Entropia das rotaciéns no circulo

Imos ver cal é a entropia dunha rotacion. Para iso imos ver o seguinte resultado de [3].
Teorema 2.53. Seza (X,d) un espazo métrico compacto e sexa f: X — X unha isometria

continua, é dicir, d(x,y) = d(f(x), f(y)) para todo xz,y € X. Enton, h(f) = 0.

Demostracion. Dado que f é unha isometria, temos que d(z,y) = d(f"(x), f*(y)) para todo

n € N. Polo tanto, r, (e, X) non varia con n. Asi,

he(f) = lim = log(r(n, ) =0,

n—oo N

0 que conclie a proba. O

Obtemos como corolario que as rotacioéns no circulo tenen entropia nula.
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2.3.2. Entropia da aplicacién z? no circulo

Imos calcular a entropia do sistema dindmico (S, f) onde f : S' — S! é o mapa definido por
f(e8)) := e(286), que tamén se pode interpretar como f(x) = 2z mod 1. Guiarémonos outra

vez por [3].

Lema 2.54. Sexan z,y € S'. Enton,

doy) < 7 = d(f(@), 7)) = 2(z.y)

Demostracion. Claramente, d(z,y) = |z —y| cando |z —y| < 3. Sexan z,y tales que d(z,y) < 1.
Isto significa que [z —y| < 1.

Usando a definicién de f, temos:

d(f(x), f(y)) = d(2z mod 1,2y mod 1)
=min(|2z — 2y mod 1],1 — |2z —2y mod 1]).

Notemos que |2z — 2y| < %, polo que 2z — 2y mod 1 = 2z — 2y. Polo tanto,

d(f(x), f(y)) = 2|z —y|
= 2d(x,y).

O

Lema 2.55. Consideremos a familia de conzuntos diddicos Sy, = {2% |ie{0,1,....25}}. Spyn

€ un conzunto (n,e)-zerador.

1

Demostracion. Fixemos € > 0. Escollamos k£ > 2 tal que 2,6% <e< 5

. Notamos que para

calquera r € S1, existe i € {0, ..., onthk _ 1} tal que

1 1+1
S 2n+k’2n+k :

Sexa y € Sy, calquera dos extremos dese intervalo didico. Entén,

1
2n+k

1
d < -,
Usando o Lema [2.54] isto implica:

A (@), F(9) = 2d(,9) < gy <

| =

Polo tanto, podemos aplicar o lema de novo para obter:

2
AP @), £(9)) = 207 (@), ) < g
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Procedendo recursivamente, para calquera j que satisfaga 0 < j < n, obtense:

TN j 27 _2vt 1
d(f (@), [ (y)) = Yd(,y) < 57 < 5oz < g1 S &

Asi, para calquera x € S' temos:

méx d(f7 (), f(y)) = du(z,y) <e,

0<ji<n

para algin y € S,1, 0 que conclte a proba. O

Lema 2.56. S,,_11x € un conzunto (n,¢)-separado.

Demostracion. Fixamos € > 0. Escollemos k > 2 tal que 2,6% <e< 2%

Sexan x,y dous puntos distintos en S;,,_14x. Queremos demostrar que d,(x,y) > €. Isto
significa que debemos mostrar que existe j con 0 < j < n — 1 tal que d(f’(z), f/(y)) > e.

Se existe j tal que d(f7(z), f/(y)) > i enton xa esta demostrado, pois por construcion e < %.

Se non ¢ este o caso, entén para todo j temos d(f7(z), f/(y)) < %, polo que podemos aplicar

o Lema [2:54] n — 1 veces para obter:

d(f" ), f*Hy)) = 2" d(x, y).

Notemos agora que para todos x,y € S,,_11 distintos, temos d(z,y) > ﬁ, 0 que nos da:

on—1 1

-1 .
2" d(x,y) > =1tk — ok > €,

o que completa a demostracion. O

Chegamos finalmente a poder probar o resultado que procurabamos.

Teorema 2.57. A entropia do sistema € h(f) = log?2

Demostracion. Sabemos polo lemamque Sp+k € un conxunto (n, €)-xerador. Ten cardinalidade

2"+k xa que os numeradores das fraccions varian entre 0 e 2% — 1. Polo tanto,

s(n,e) < 2K,
Calculando a entropia:

1
he(f) = lm —log(span(n, e, f)) < lim

n—0o n

Analogamente, como polo lema Sn—1+k € un conxunto (n, €)-separado, temos:

he(f) > lim (n—l—{—kz)log2:

n—o0 n

log 2.

Polo teorema do sandwich para limites, lim,_,g+ ho(f) existe e é igual a log 2. O
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2.3.3. Entropia para os difeomorfismos de Anosov lineares

1
Imos calcular a entropia do difeomorfismo de Anosov dado pola matriz. A = <1 1) intro-

ducida en Vemos primeiro un resultado auxiliar introducido en [1]

Proposicion 2.58. Sexa A unha matriz de enteiros 2 X 2 con determinante 1 e valores propios
A, AL onde |A| > 1. Sexa A:T2 5 T2 automorfismo hiperbdlico do toro asociado. Enton, a
entropia topoloxica de A ¢

h(A) = log|\|.

Demostracion. A proba baséase en calcular o niimero minimo de bdlas necesarias para cubrir o

toro baixo a distancia dindmica.

Consideramos a proxecciéon natural m : R? — T? = R?/Z2, que ¢ un homeomorfismo local.
Escollemos unha métrica d en R? invariante por traslacions enteiras, que induce unha métrica d

en T2,

Sexan Vi, Vg vectores propios unitarios de A correspondentes a A e A™!. Para x,y € R?,

escribimos x —y = a1vy + asve e definimos:

d(x,y) = max(|a1], |az]).

Unha béla de radio € na métrica dinamica d,, ¢ un paralelogramo con lados 2¢|A|~" (direccion
v1) e 2¢ (direccion vo). A area euclidiana desta bola é < 4€2|\|7™.

O ntimero minimo de boélas necesarias para cubrir T? é:

iy~ A
cov(n,e, A) > —-.
( ) — 462

Disto dedicese que h(A) > log|\|.
9[A["

Ce?
va.Logo, h(A) < log |\ O

Existe un recubrimento do toro con < bolas, onde C' depende do éngulo entre vy e

Consecuentemente, a entropia topoloxica do difeomorfismo dado pola matriz A é h(A) =
log(3+—2\/g).

2.3.4. Entropia para o shift

Imos calcular agora a entropia do shift. Se consideramos, como antes, un alfabeto, A =

{ai,...;an} e P% o espazo dos shifts, o un shift, e X un subshift. Temos o seguinte resultado:
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Proposicion 2.59. A entropia topoldxica da aplicacion shift restrinzida ao subshift X €

1
h(o]x) = lm —log|W,(X)]

onde Wy (X) € o conzunto de palabras de lonzitude n que hai en X .

remitimonos a [I] para a demostracion. A continuaciéon Imos intentar relacionar a entropia
topoloxica do shift coa entropia da teoria da informacion. Sexa A un alfabeto, A% o espaz A-shift
completo, o unha aplicacion shift e p = (p1, ..., pm) un vector non negativo tal que y ;" p; = 1.
O vector p define unha medida sobre o alfabeto {1,2,...,m}. A medida produto asociada f,

sobre A chamase unha medida de Bernoulli. Para un conxunto cilindrico, temos
nl» B
Hp ( J1seesJk ) Hpﬁ

Sexa £ = {C’O j = 1,....,m}. Enton £ é un xerador (unilateral ou bilateral) para o, xa que

diam ( ) — 0 con respecto & métrica

z—fm

onde ! = min{|i| : w; # w,}. Polo tanto,

=0

n—1
hl‘p( ) /Jp(a f) - nh_?go TILH (\/ O-_i§> .

Para i # j, as particiéns ¢°¢ e 07¢ son independentes, asi que
n—1 .
H (\/ O'_Zf> =nH(&).
i=0
Polo tanto,
Iy, (0) = H(E) = = pilogpi.

En [I] probase que a entropia topoloxica de o é logm.
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Capitulo 3
Homoloxia persistente e entropia

O noso obxectivo deste capitulo vai ser relacionar persistencia e entropia procurando unha

desigualdade similar & da conzectura de Shub.

3.1. Conxectura de Shub

Antes de enunciar a conxectura precisamos dalgunhas definicions e resultados previos.

Definicion 3.1. Sexa V' un F-espazo vectorial e sexa f : V' — V un mapa linear en V. Definimos
o raio espectral de f como o maximo dos autovalores da matriz asociada a f. Ao conxunto dos

autovalores de f ou denotarémolo por o(f) = o(A) e o raio, por p(f)

Observacion 3.2. A definicion podese xeralizar como o o supremo do espectro dun elemento
dunha alxebra de Banach. Deste xeito quedaria tamén definido para todos as aplicaciéns conti-
nuas entre espazos de Banach, pero pola complexidade desta definicion decidimos restrinxirnos

a0 que expuxemos.

Teorema 3.3. O raio espectral dunha aplicacion linear f coincide coa norma de f" elevada a
1/n, i.e.,
- 1 n|l/n
p(f) = ltm [lf"l
Demostracion. Traballaremos nesta proba coa matriz A € Mgim v asociada a f e consideremos
a norma de Frobenius | - ||p. Probaremos primeiro o menor ou igual: Como p(A) é un autovalor
de A, temos que A™v = p(A)"v para algin v € V. Enton, collendo normas, ||A"v|| = |p(A)|"||v]],

e consecuentemente, ||A™|| > % = p(A)", e limy,_, o0 ||A™]|" > p(A).

Suponiamos agora que A sexa diagonalizable e consideremos a norma de Frobenius |- ||r (i.e.,

a raiz da suma dos cadrados dos autovalores). Enton, existe unha matriz invertible P € Mginm v

41
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e outra matriz D € Mgimy diagonal tal que A = P~'DP. Temos que p(A) = p(A™)'/" <
1A™| /" = | PD PII}" < ||P|l#|I DIEIIP~ |7 = IID|I% co que obtemos o outro lado da desigual-

dade para matrices diagonalizables.

Se pola contra A non fose diagonalizable, como a norma de frobenius s6 depende dun lado da
matriz, podemos considerar A triangular. Denotemos por |A| a matriz A coas entradas en valor
absoluto e consideremos unha secuencia de matrices triangulares diagonalizables non negativas
(Bm)men tal que lim,,, 4 oo By, = A. A sucesion existe e ¢ facil de construir (por exemplo collendo
By, = |A| + 1/mlI). Como os B,, son diagonalizables, estamos no caso do paraagrafo anterior, e

consecuentemente,

1/n

1 ,
Yn < limsup || BY ||

lm sup || A"}/ < limsup ||| A["]
n—oo n—oo

Collendo, agora o limite cando m tende a infinito en ambos extremos da desigualdade,

limsup A"} < lm  p(Bn) = p(A)
n—o0

m—+400

Ademais, Tamén temos que p(A) < liminf, o HA”H%", porque p(A) = p(A™)/" < HA"H},/"

para todo n. Co que se concliie a demostracion. O

Conxectura 3.4 (Shub). Sexa M unha variedade compacta de dimension finita e sexa f: M —

M unha aplicacion continua. Enton

h(f) > log p(f+)
onde f, denota o homomorfismo inducido fs : @;_gyaman Hi(M,R) = @;_gyaman Hi(M,R) e
p(fi) € o raio espectral de fy, i.e., p(fs) = limy—400 HffH%
Esta conxectura probouse falsa en xeral, pero con algunhas modificaciéns si que se cumpre.

Teorema 3.5. Se M € unha variedade compacta sen borde e diferenciable, f : M — M é un
mapa continuo e fo : Hi(M,R) — Hy(M,R) é o morfismo inducido no primeiro grupo de

homolozxia, enton:

h(f) > log(p(fi1))

Teorema 3.6. Seza (X,d) un espazo métrico compacto que satisfai as sequintes propiedades:

» Para todo € > 0 existe un 6 > 0, tal que, se x,y € X son tales que d(z,y) < § entdn existe

un camino o de x a y con didmetro menor que €.

» Eziste un ey tal que todo camino pechado de diametro € < gy € homotopicamente trivial en

X.
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Enton, para calquera mapa continuo f : X — X, temos que h(f) > log(p(fs1))-

Referimonos a [I8] para as demostracions destes resultados.

Isto fai que tenamos unha valiosa cota inferior para a entropia, que en moitos casos nos da a

igualdade. Vexamolo nalgtins exemplos da subseccion 2.3

Exemplo 3.7. Para as rotacions no circulo vimos en que a entropia e nula polo que é

evidente que acadamos a igualdade tendo en conta que o raio espectral das rotaciéons é 1.

Exemplo 3.8. Para o sistema dindmico introducido en temos que a entropia de f é log2.
Vexamos se a cota de acada a igualdade. E facil comprobar que o primero grupo de homoloxia
singular do circulo Hy(S!,R) ¢ R. Por outra banda, observando que f o que fai ¢ dar o dobre de
voltas, temos que o morfismo inducido fy([u]) = 2[u]) polo que obtemos que o tnico elemento
do espectro o(f«1) de fi € 0 2, polo que o raio espectral p(fi1) de fi1 € 2 e obtemos que si se

acada a igualdade.

Exemplo 3.9. Para o exemplo de difeomorfismo linear de Anosov exposto en tamén se
acade a igualade como consecuencia inmediata de e porque a matriz asociada a f é a

mesma que a asociada a fy1.

Exemplo 3.10. Para encontrar un exemplo no que non se dea a igualdade consideramos S3 =
{(21,22) €C x C | |z1] + |22] = 1} e f : S* = S3 dado por f(z1,22) = (22, 22). Como, por ser S*
unha 3-esfera, Hy(S?,R) ~ 0 obtemos que o morfismo inducido f,1 : 0 — 0 é trivial, polo que,
por convencion, raio é 1. Ademais, razoando como en temos que a entropia é estritamente

positiva, co que obtemos finalmente que non se acada a igualdade.

Observacion 3.11. Notemos que o exemplo non entra non é un caso que atinxa o teorema

3.2. Version persistente da conxectura de Shub

En [I3] introdiicese unha 'homoloxia de escala’, que usa unha nociéon de continuidade mais
laxa para abordar a conxectura de Shub doutro xeito. Inspirados por iso e por [18| imos facer

unha ’version persistente deses resultados.

Sexa (M, g) unha variedade riemanniana compacta, con d : M — [0, +0o0] a distancia asociada
4 métrica g. Escollemos a menor ca o raio de inxectividade de M, i.e., o maior x > 0 tal que

para todo x € M a respectiva aplicacién exponencial é inxectiva nunha boéla de raio x.

Definicién 3.12. Dicimos que un conxunto P C M é e-denso se para todo x € M existe y € P

tal que d(z,y) < e.
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Lema 3.13. Sexa P C M un conzunto €/4-denso, t € R tal que 0 < ¢ <t < « e sexa u un
1-ciclo de C1(VRi(P)). Enton existe un 1-ciclo de ¢ de C1(V R:(P)) tal que u e ¢ son homdlogos
en VRy(P), i.e., u € [c] € H(C(VR,(P),F)).

Demostracion. Consideremos un simplice [z,y] € VR,(P). Sexa v : [0,1] — M a xeodésica de
minima distancia que une z con y (existe porque M é unha variedade riemanniana completa
ao ser compacta). Sexa By, Ba, ..., By, un recubrimentode ([0, 1]) formado por bélas centradas
en y(t;) con 0 = tg < t1 < ... < t, = 1 e raio ¢/4 tales que d(v(t;i—1),7(t;)) < /2. para cada
i €{1,...,k} collemos p; € B;NP con py = zepy, = y. Definimos agora a cadea ¢ = Zle[pi_l,pi].
Temos d(pi—1,pi) < d(pi—1,v(ti—1) + d(y(ti=1),v(t:)) + d(v(t;),pi) < e/d+¢e/2+¢e/4 = ¢, polo
que ¢ € C1(VR(P),F) para todo t > e. Sexa T € [0,1] tal que v([0,7]) e v([T,1]) tefien a
mesma lonxitude. Sexa p; € B(y(T'),e/4) N P. De novo, pola desigualdade triangular, temos
que méax{d(z,p;),d(y,pj)} < 2= < t. Polo tanto [z,p;,y] € VRi(P). Analogamente e de forma
indutiva deducimos que [z,p;—1,p;], [y, pj—1,pj] € VR(P). Disto dedtcese que ¢ e [z,y] son
homologos en V R:(P). O

Sexa (M, f) un sistema dinadmico definido en M. Consideremos un conxunto @, C M (n,e/6)-
denso con £ < a. Imos intentar definir un morfismo f2=1 : H1(VR(Q,)) — H1(VR(f"1(Qn))),
con € <t < a. Isto non é inmediato, xa que f non é unha aplicacién simplicial, i.e., non conserva

os simplices. O que imos facer é xogar coa homolxia para obter unha aplicacién ben definida.

Sexa u un 1-ciclo de C(VRy(Qy),F). Podemos escribir w = ), ; a;0; con I = {0,1,-- , b},
a; €F, 0; = [qi—1,4qi], e ¢i € Qn para todo i € I . Observamos que os simplices son consecutivos
porque, doutro xeito, u deixaria de ser un 1-ciclo. Ademais, é claro que gy = ¢, por ser u un

1-ciclo.

Antes de seguir observemos que como @, é (n, e/6)-xerador entén é £ /6-denso para a distancia

dindmica df. En particular, Q,, e " HQ) seran e/6-densos para a distancia estatica d.

Agora para cada ¢ € I consideramos a xeodésica de minima distancia v : [0,1] — M que
une ¢;_1 con ¢;, que, de novo, sabemos que existe porque M é compacta. Sexa By, ..., By un
recubrimento finito de ([0, 1]) formado por bolas de raio /6 centro y(¢;) con 0 =ty < t1 <
.. < tp =1 e tales que ¢/12 < d(y(ti—1),7(ti)) < €/6 para todo i8{0,...,k} . Collemos enton
pi € Qn, N B; que sabemos que non ¢é baleiro pola densidade de @), ademais, impofiemos pg = ¢;_1
e pi = ¢i- Temos que d(pi—1,p;) < d(pi—1,7(ti-1)) +d(y(ti-1),v(t:)) + d(v(t:),pi) <e/6+¢/6+
€/6 = ¢/2. Enton, se definimos ¢; = Z?Zl[pj_l,pj] e C(VRy(Qn),F) temos que f"1(¢;) :=
Z;?:l[fn_l(pj,l), S (p;)] € unha 1-cadea de C1(VR./2(f"(Qn))) ¢ en particular tamén serd
unha 1-cadea de C1(V R:(f"1(Qn))).

Proposicién 3.14. O homomorfismo fr~' : H{(VR;,F) — Hi(VR,F) definido para u =
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Sier @i, [rH(u) =Yg aif"Y(c;), onde os ¢; estin definidos como acabamos de explicar,

estd ben definido.

Demostracion. Temos que ver que ff_l([u]) non depende do representante da clase de u nin dos

¢; que escollemos na construciéon. Vexamolo:

Fixado u sexa para ¢}, = Z?;l [P _1,1;] € C(VR(Qy),F) outra cadea coas mesmas propieda-
des que ¢; = Z?:l[pjflapj] € C(VRi(Qn),F). Temos que, para cada indice j € {1, , k'} existe
un indice m; € {1, , k} tales que d?’(pj,pénj) <e/2e d?(pjﬂ,p;nj) < t por construcion das bo-
las. Isto fai que os simplices [f" =1 (p;), f* ' (py41), [~ ()] € £ (05) 77100 )5 £ (D, 1)]
(se mj = k, entén serfa o simplice [f"~(p;), /" 1(p},), f* (P}n,)]) poidan estar definidos en
VR(f"Y(Qn),F), para todo i € {1, ,k}, o que provoca unha equivalencia homoléxica entre

. /
¢ ec;.

Sexa agora u' € [u] (obviamente v’ € C(VR:(Qy),F)). Suponamos, por simplicidade, que u
e u' s6 se distinguen nun tnico 2-simplice de V R.(Q,). O caso xeral veriamolo por inducion.
Sabemos que d(z,y), d(y, z), d(z,z) < e < a e recordemos que toda bdla na métrica d de raio
menor que « é convexa. Sexa exp, a aplicacion exponencial en z e sexan a’ | ¢/, 2’ os puntos
correspondentes en T, (M)(é claro que z’ se corresponde coa orixe). As xeodésicas que unen z,
y, z en M levantanse a camifios en T, M que unen ', 3/, 2’ onde os caminos que unen x’ con
y' e 2’ son segmentos rectos, pero o camifio de 3’ a 2z’ pode ter certa distorsion. Sexa A(t) ese
camifio e consideremos para cada t € [0,1] os camifios radiais ¢(s,t) = (1 —s) + A(t) - 5. E
claro que ¢ parametriza unha superficie en T,, M que se proxecta pola aplicacién exponencial en
M, sexa A a imaxe desa superficie. Sexa By, ..., By un recubrimento aberto de A formado por
bolas na distancia dindmica de raio €/6 centradas en puntos da forma d,, f(¢(s,t)). Sen perda de
xeneralidade, asumiremos que os centros destas bolas se escriben da forma ¢(s;,t;), 0 < i < mn,

0<j<m,demodoque0<s; <s;41<1,0<¢t;<tjp1<1,50=0=1tp,sp,=1=1t,e
dnf(p(sist;), p(siv1,t5)) < /6,  dnf(p(sits), o(sitjr1)) < /6.
Sexa ¢; ; € Qn tal que dy, f(¢(si,t5),qi;) < €/6. Da desigualdade triangular obtemos que:
dnf(Qijs Git1,5) <€/2y  dnf(dij,Gij+1) <e/2.
De onde se deduce que os 2-simplices:
[ i) S @) S g+ )] e U7 aig)s £ (i g)s S (i)

estan definidos en VR.(f""1(Q)) e dan lugar a unha equivalencia de homoloxia entre a cadea

> ilai-1,0,4i0] + Zj [q1,j—1,q1,5] € a cadea > ;[gi—1,1,¢i,1]. Estas son cadeas usadas para definir
n=1 ¢ polo tanto f*~1(u') é homoélogo a f*~1(u) en VR (f*~1(Qn)). O
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Proposicion 3.15. Na construcion do morfismo de podemos coller un c; = Zle [pj—1,p4] €
C1(VR{(Qn),F) construido como con k < #Q,

Demostracion. Suponiamos que ¢; é unha cedea con k > #@Q,, enton existiria unha sub-1-cadea
d; = Z;:l [pj—1,p;] de ¢; que é un ciclo (p—1 = pr). Podese probar que d; é fronteira dunha
2-cadea de C1(VR((Qr))-

En efecto, ao ser v unha xeodésica minimizante, para calquera par de subindices 7, j entre [ —1
er, ie,l—1<1i,j<rtemos que d(y(t;—1),v(tr)) > d(v(t:),v(t;)). Sexa p = d(y(t;—1), Y(tr)).
Temos que p <€, pois d(¥(ti-1),7(tr)) < d(y(ti-1), pi-1) + d(pi—1, pr) + d(pr, ¥(tr)) <e/2+0+
g/2=e.

Por construcién temos que existe un [ — 1 < J < r tal que d(y(ti—1),7(ts)) < p/2 +
e/6 e d(y(t;),¥(ts)) < p/2 + €/6. Conseceuntemente, se [ —1 < 4,5 < J enton d(p;,p;) <
d(y(ti),v(t;))+1/3 < d(y(ti=1),v(ts))+1/3 < p/2+¢e/6+1/3 < e. Analogamente se J < 7,5 <,
d(pi,pj) < d(v(t:),v(t;)) +1/3 < d(v(tr),v(ts)) +1/3 < p/2+¢/6+1/3 < e. Consecuentemente
os simplices da forma [p;, pit1,pi] estdn definidos en V R.(Q,) o que anula homoloxicamente o

ciclo ¢; = Z?Zl[pj—lapj] -

Consideremos unha nube de puntos P C M e £ > 0 un nimero real positivo.

Definicion 3.16. Sexa ¢ = ) . ;a;0; € C1(VR.(P),F) unha 1l-cadea finita dun complexo

simplicial K, con a; € F coeficientes do corpo F, 0; € K j-simplices e I o conxunto finito de

indices. Definimos o operador || - ||z : C1(V R:(P),F) como a suma dos coeficientes, i.e.,
lelle = las]
icl
para. Definimos tamén |[|-[|, : H1(Ce(V Re(P),F)) — R como |[|[u]]|, := infp—p{l|v]lc,}

Proposicion 3.17. A funcion || - || definida en C1(V R:(P),R) € unha norma.

Demostracion. ||c||c = >, |ai| > 0 pois é suma de valores absolutos.|c|l: =0 <= |a;| =0

para todo ¢ <= a; = 0 para todo i <= ¢ = 0. Para A € R,

Y (ai)o Z [Aail = |A| Z |ail = [Allle]l.-
i=1

Parac=> " ajoc; ed=> b,

[Aclle =

n

Z(al + bi)o

i=1

HC + d”e =

Z\al—l—b\
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<D il + 1bil) = D lail + Y 1bil = llelle + l1d]le.
=1 i=1 i=1

Proposicién 3.18. |||, € unha norma para o espazo vectorial Hi(Co(V R-(P),R))

Demostracion. E claro que [|[u]]|, > 0 para todo [u] € Hi(VR-(P),R). Antes de probar que e
definida positiva imos ver as outras condicions. Para todo a € R e [c] € H1(Co(V R:(P),R)),

lafelll. = mE{[[z]le | [2] = a[c]}
= nf{flaw| | [w] =c]} (pois [¢] = alc] & 2 = aw con [w] = [c])
= mf{|o||w] | [w] =[]} (por homoxeneidade en Cy)
= |a| if{[jwlle | [w] = [c]}
= | l[e]]l. -
Para [c1], [co] € Hi(Ca(V R.(P),R)),

Illea] + [e2llle = mf{lizlc [ [2] = [ea] + [eal}

= mf{|[z1 + 22l | [21] = [e1], [22] = [e2]}

< mf{]lz1le + llz2lle | [21] = [e1], [22] = [ea]}

= mf{|[z1]lc | [z1] = [e2]} + Imf{][22]c [ [22] = [c2]}

= [llealll + Ne2]ll. -
Vexamos agora que [[[u]|, =0 <= [u] = 0. Por ser ||[u]|, = 0 temos que existe unha sucesion
de ciclos (zn)nen con [z,] = [u] € Hi(Ce(VR:(P),R)) para todo n € N e || limy,— 400 2n|le = 0.
Ademais, por ser [u] = [2,], existe wy, € Ca(V R-(P),R) tal que 2z, = u+ 0wy, polo que collendo o
limite en ambos lados da igualdade, obtemos 0 = limy, 4o u+0w,, = limy, 4 o0 u+1imy, 400 Owy,

polo que u = lim,_, | Qw,. Disto, deducimos que u é unha fronteira xa que 9 é un operador
linear, e en consecuencia 9(C2(V R:(P),R)) & pechado. O

Observacion 3.19. Para un corpo arbitrario F non é certo que || - || sexa unha norma.

Proposicion 3.20. Seza Q,, un conzunto (n,e/6)-zerador, con € < o. Enton

l727 (D], < #Qn 1l

Demostracion. Sexa w =), a;0; o minimo da stia clase (sempre se acada o infimo), i.e., ||[u]|, =

>, la;|. Pola definicion de f7~1, e considerando os ¢; como antes,

Z aif" Na)|| < Z |ai

fn—l(ci)

I, = H

L < #QZ |a;| = #Qn || [u]]|.
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Sexae < aee <t < a.Sexa P C M unha nube de puntos /8-densa e Q),, C M un conxunto
(n,e/12)-xerador.

Proposicién 3.21. Ezxisten dias aplicacions mg,, : fYQ,) = P er:P— Q, dias 'prozec-
cions’ tales que d(p,mp(p)) <e/8 e d(q, 7(Qn)) < /8.

Demostracion. Podemos garantir a existencia de ambas porque tanto @, como P son €/8 densos.
O

Consideremos, como antes, u = ;4 .. 3 @i[pi—1,pi] € Hi(VR(P),F) para un n € N con
po = pn. Definimos 77p : Hi(VRy(P),F) = Hi(mp(VR(P)),F) emp(u) := 3 icqq ... 3 @ilmp(pi-1), mp(pi)]-
Como u € VR¢(P), polo lema existe v €€ VR, 5(P) tal que [u] = [v] €€ VRy(P) , polo que
que o nacemento da clase persistente de u é anterior a £/2, e a de morte, posterior a t. Polo teo-
rema de estabilidade temos que mp(u) define unha clase persistente en Hy(V Remp(K)F)
que estd viva (como minimo) entre os tempos 5 + § = 32 e t — ¢/4 xa que dgy (P, mp(P))e/8

pola construciéon de wp.

Definindo m.q,, : H1(VRi(Qn),F) = Hi(mp(VR(Qn)), F) como m.q, ([ul) := > icq1 ...y @ilmQ(Pi-1), 7Q, (pi
e analogamente para P e razoando como no paragrafo anterior obtemos que se t > 3¢/2 entén

TQ, o fi~ Lo mep([u]) esta viva en Hy(V R.(P),TF).

36 ffl 35 7Q €

Corolario 3.22. Sexan e <t < a, P e Q,, como en eu € C1(VR(P),F) con tempo de
vida Iy, C [¢/2,3¢/2]. Enton

I o fo~t o mep([u)) . < #Qu ]l

Demostracion. E inmediato da proposicion tendo en conta que polo exposto no paragrafo

n 1

anterior m,g,, © omyp([u]) € Hi(VR.(P),F) e nin m,p nin m,g, alteran a norma. O

Notacion 3.23. Sexa R € M unha nube de puntos arbitraria. Dados «,8 > 0 con a < 3,
denotamos por % H{(VRy(R),F) — Hi(VRg(R),F) o morfismo inducido pola inclusion
i 1 VRo(R) — VRg(R)

Conxectura 3.24. Sezan P, Qy, T«p, TxQ, €& como antes. Enton, o limite de[3.23non depende

dos conzuntos QQy, escollidos.

Definicion 3.25. Ao limite

h’msup (H‘W*Qn ] *”H ]O 7T>kP m ) |07é [U] eii/?,&s/?

n—+400 |||6

chamarémolo raio espectral persistente e denotarémolo p. pq,, -
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Conxectura 3.26. Sezan P, Qy, T«p, TxQ, €& como antes. Enton, o limite de[3.23non depende

dos conzuntos @, escollidos.

Conxectura 3.27. O raio espectral persistente do morfismo inducido por un mapa continuo

nunha variedade coincide co rato espectral do mapa.

Observacion 3.28. Aqui o raio espectral do mapa é unha xeralizacion de como explicamos en
9.2

Observacion 3.29. Se a conxectura [3.32] resulta ser certa, significaria que demos cunha demos-

tracion alternativa de [3.5]

Corolario 3.30. limsup,, . log(pe rg,) < r(f,e)

Demostracion. Séguese inmediatamente de tomando limites en ambos lados da desigualdade

(notemos que limsup,,_,., #Q = s(¢)) O

Corolario 3.31. lim._,olimsup,,_, ., log(pe,r0,) < h(f)

Demostracion. Séguese do Corolario tomando o limite cando ¢ tende a cero e observando a

definicién de entropia [2.49 OJ

Conxectura 3.32. O raio espectral persistente do morfismo inducido por un mapa continuo

nunha variedade coincide co rato espectral do mapa.

Observacion 3.33. Aqui o raio espectral do mapa é unha xeralizacion de como explicamos en
9.2

Observacion 3.34. Se a conxectura [3.32] resulta ser certa, significaria que demos cunha demos-

tracion alternativa de [3.5]

servacion 3.35. Evidentemente, puidemos escribir os resultados anteriores sen considerar as
Ob 3.35. Evident te, d b Itad t d
proxeccions mg e mp, e serfa mais sinxelo. A razén principal ¢ computacional: non temos acceso

aos conxuntos (), mentres que é ben mais sinxelo encontrar unha nube de puntos e-densa.

Observacion 3.36. A interese destes resultados é a seguinte: consideremos un conxunto pechado
atractor A C M e U C M aberto tal que A C U, poderiamos facer unha version dos resultados
anteriores con P ¢/12 denso en U e @ (n,e/6)-xerador de A.

Asi, o raio espectral limita inferiormente a entropia de f|4. A vantaxe disto é que un aberto
U pode ser non trivial homoléxicamente mesmo se o ambiente M o é, polo que obteriamos cotas

non triviais para a entropia a partir do raio espectral persistente.

Desgraciadamente, debido as limitaciéns deste proxecto, non deu tempo a avanzar méis nesta

direccién, pero, sen dubida serd obxecto de proximos desenvolvementos.
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3.3. Algoritmo para o calculo do raio espectral persistente

Motivados polos resultados da seccién anterior imos intentar conseguir un algoritmo encontre
unha cota inferior da entropfa dun sistema dindmico. Para iso, imonos servir da libreria “Ripser”
disponible para Python que, entre outras cousas, dada unha nube de puntos, calcula o seu

diagrama de persistencia.

Observacion 3.37. Se ben é certo que a libreria Ripser traballa con cohomoloxia en vez de con
homoloxia, o diagrama de persistencia resultante é o mesmo (este resultado é conecido comoa
dualidade de Poincaré, pero por non termos falado nada de cohomoloxia non imos profundizar
mais).

Observacion 3.38. Motivados pola Observacion [3.37] usaremos a libreria gudhi de onde se poden
obter as ferramentas para crearmos a funcion “cocycle to cycle(cociclo, complexo)”, que nos

devolvera o ciclo de norma minima.

Observacion 3.39. Imos usar tamén unha subrutina “calculaVR(P,e)” que o que fai é calcular o

complexo V R.(P). é facil encontrar subrutinas semellantes en internet.

Observacion 3.40. Outro obxectivo intermedio sera encontrar o punto medio da xeodésica mini-
mizante que une dous puntos de M. Para iso p6dense empregar diferentes algoritmos observando
que o punto que nos interesa serd un z € M tal que z = argminyep(d(z,p) + d(y,p)) (hai
unha funcion distanciapor ser M riemanniana). Nos recomendaremos o descenso do gradiente

por termolo visto no grao. A funcién que calcule este punto chamaremola “mid(x,y)”

Observacion 3.41. A tultima funcién que introduciremos serd un booleano bool(ciclo,Pe) que
devolvera true se “ciclo” € Hi(VR:(P)). O que este booleano faria seria comprobar se existe

unha 2-cadea en VR.(P) tal que a sua fronteira sexa “ciclo”.

Sexa € > 0,M C R" unha variedade riemanniana e P unha nube de puntos e-densa.
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Algorithm 1 Calculo do raio espectral persistente

VR=calculaVR(P,e/2)
resultados = Ripser(X, maxdim = 1, do_cocycles = True)
diagramas = resultados|’dgms’|
cociclos = resultados|'cocycles’]
for all ¢ indices de diagramas|1]| do
if diagramas|1|[i].nacemento < £/2 e diagramas|l1|[i].morte > 3¢/2 then
clase =1
return
end if
end for
cociclo = cociclos[1][clase]
ciclo=cocycle to_cycle(cociclo, VR)
ciclonorma= #ciclo
fciclo= simplices de ciclo collendo como novos vertices a imaxe por 7!
while bool(fciclo, f*~1(P),e/2)== False do
for all simplices 0 = [z, y] en ciclo do
if bool(fciclo, f*~1(P),e/2)== True then return
end if
ciclo= ciclo o
ciclo= ciclo U[z, mid(x,y)| U [mid(z,y), y]
fciclo= fciclo [f"~1(z), f* 1 (y)]
ciclo= ciclo U[f(z), f(mid(z, 3))] U [f(mid(z, 1)), f ()]
end for
end while
fnorma= # fciclo

raio—fnorma/ciclonorma
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Anexo A
Entropia dun diagrama de persistencia

A continuacién veremos a entropia para diagramas de persistencia, un concepto deste século,

baseado na entropia de Shannon. A informacion deste apartado vén de [?].

Definicién A.1. Sexa K un complexo simplicial con |K|=neF = {Ky C --- C K;, = K} unha
filtracion. Un filtro sobre F é un unha funcion bixectiva f : K — {1,...,n} tal que se o C 7,
enton f(o) < f(7)), e ademais, a filtracion asociada ao filtro, K; = {f~1(1),..., f~1()}, respecta

a orde preestablecida por F.

Observacion A.2. Facendo un certo abuso de notacion, identificaremos o filtro coa suaa filtracion

inducida.

Proposicion A.3. Dado un filiro F' sobre un complexo simplicial K, existe unha funcion ben
definida f : K — {—1,+1} que asigna a cada simplice oy € K un signo positivo se provoca o

nacemento dunha nova clase de homolozia, ou negativo se, pola contra, a destrie.

Demostracion. O
Teorema A.4. Dado un complexo simplicial K, un grao de homoloxia k, e un filtro F, a cardi-
nalidade do codigo de barras é

#K
#Barg(F) = Bp(F) + Y ()" (#K; - 8)) (A.1)

j=k+1

E dicir, € independente do filtro escollido.

Demostracion. Por unha banda, os intervalos de lonxitude infinita coinciden cos nimeros de
Betti persistentes. Da outra banda, pola proposicién contar o nimero de intervalos finitos é

equivalente a encontrar o numero di1 de (k4 1)-simplices negativos. Temos que dy = dp,41 =0
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e #K, = by + di e B = by — di41, onde di é o nimero de k-simplices positivos. Entoén,
d, = #K, — b, = #K, — By, e por inducién, obtemos:

dp = #K—by, = # Ky —Br—di1 = #Kp—Br— > (—D)IHE;—-5;) =D ()M (#K;-8)
j=k+1 Jj=k

O

Corolario A.5. A caracteristica de euler x(K) pode ser expresada como a suma alternada dos

numeros de Betti, i.e.,

n n
X(K) =) (1Y #K; = (-1)/8
§=0 §=0
Demostracion. Séguese inmediatamente da proba anterior, tendo en conta que dy = 0. O

Corolario A.6. A caracteristica de Euler € invariante por homoloxia e, consecuentemente, por

homotopias.

Se non temos un xeito uniforme de construir filtros é posible que acabemos. Ademais, se
consideramos un obxecto topoldxico con forma, por exemplo de parabola, se ordeamos os vértices
de esquerda a dereira non aparecera ningtin burato, pero se or ordeamos de abaixo, habera un

burato ata a eventual incorporaciéon do vértice mais alto.

Un concepto esencial da persistencia homoldxica é que as caracteristicas que sobreviven moito
no tempo son as importantes, mentres que as outras son interpretadas como ruido. E este o motivo

da introducion da entropia nesta area

Definicién A.7. Dado un filtro F e o seu correspondente diagrama de persistencia Bar(F') =
{la;,b;] : 7 € J}, definimos a entropia de F como
E(F)=-> p;-log(p)) (A.2)
jeJ
onde pj = (bj — a;)/ 3 e 1 (bi — ai)

Observacion A.8. Aos intervalos da forma [a, 00), podemos asignarlles a lonxitude |F| + 1 — a.

A partir desta definicién estudaronse algoritmos para encontrar o filtro con entropia minima
(intuitivamente isto seria que todos os intervalos tivesen lonxitudes similares). Un resultado

interesante & hora de desenar ese algoritmo é o seguinte:

Teorema A.9. Sexan K e F un complezo simplicial e un filtro, respectivamente e Bar(K, F) =
{(a;,b5) : j € J}. Suporiamos que bj —a; = cons sexa igual para todo j € J excepto para un certo
i € J con lonzitude L € [m,M] C [1,#K]. Enton o valor minimo da entropia E(F(L)) estd en
L=m oul =M.
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Demostracion. Fixando o resto de parametros e variando mathcal(L), a entropia pode ser escrita
como E(F(L)) = log(L + L) — (¢ + Llog(L))/(L + L) con L e ¢ diaas constantes positivas.
Derivando e igualando a cero obtemos £ = e/ e ademais, E”(F(e“/1)) < 0 co que obtemos o

resultado. O

Observacion A.10. L < #K —1
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