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Titulo: Teorema Fundamental de la Teoria Local de Super-

ficies en R?

Breve descriciéon do contido

Se demuestra detalladamente el Teorema Fundamental de la Teoria

Local de Superficies en R? usando el teorema de Frobenius de inte-

grabilidad de ecuaciones en derivadas totales.
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Resumen

Dado un abierto U de R?, es bien sabido, (de la materia Curvas y Superficies del Grado
de Matematicas), que toda parametrizacion ® : U — R? tiene asociadas dos funciones

matriciales

I,II U — M2><2(R)

que reciben el nombre de primera y segunda forma fundamentales de la parametrizacion
y que a cada punto de U le asignan sendas matrices 2 x 2 simétricas, siendo I(u) definida
positiva para todo u € U.

En este trabajo probaremos el Teorema Fundamental de Superficies, el cual dice lo

siguiente: dadas dos funciones

g,L U — MQXQ(R)

definidas en un abierto U de R? y con valores en el espacio vectorial de las matrices
simétricas 2 x 2 (con la primera de ellas definida positiva) y fijados ug € U, po € R?
y una base ortonormal {w1,ws,ws} de orientacién positiva en R3 entonces existen un
entorno abierto Uy C U y una parametrizaciéon ® : Uy — R? cuya imagen S es una
superficie que contiene a ®(ug) = pp, y cuya base Xi(po) = D1®P(ug), Xa2(po) = D2®(up)
del plano tangente T}, S verifica X1 (po) = w1, Xa2(po) = wa, (X1(po) x X2(po))/[| X1(po) x
Xa(po)|| = ws. Ademas para todo u € Up las matrices de la primera forma fundamental de
la parametrizacion en u coinciden respectivamente con g(u) y L(u).

La primera y segunda forma fundamental se definen, de manera tinica, en una superficie
de R3 salvo isometrias, y dadas dos formas cuadraticas podemos construir una superficie
tal que esas formas cuadraticas sean su primera y segunda forma fundamental si satisfacen
ciertas condiciones llamadas ecuaciones de compatibilidad.

Esto fue estudiado por primera vez por el matematico francés Pierre Ossian Bonnet
(1819-1892). En diversos textos se puede encontrar este teorema bajo el nombre de Teorema
de Bonnet.

Actualmente es complicado encontrar en la literatura basica de geometria una demos-

tracion uniforme de estos resultados y es eso precisamente lo que haremos en este trabajo.
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También veremos la relacién que tiene este teorema con el criterio de Frobenius, que utili-
zaremos para saber si un sistema de ecuaciones diferenciales parciales tiene solucién comun.

Observaremos a lo largo del trabajo que la primera y segunda forma fundamental de una
superficie estan relacionadas mediante las ecuaciones de Mainardi-Codazzi y la ecuacién
de Gauss, que son conocidas como las condiciones de compatibilidad y son una condicién
suficiente para la demostracion del teorema. Estas ecuaciones fueron demostradas inicial-
mente por Gauss con una notaciéon algo complicada y posteriormente fueron demostradas

con una notaciéon més accesible por Mainardi y Codazzi de forma casi simultédnea en 1856.

Abstract

Given an open U of R2, it is well known, (from the subject Curves and Surfaces of
the Mathematics Degree), that all parameterization ® : U — R3 has two matrix functions
associated

I,I11:U — Max2(R)

which receive the name of first and second fundamental forms of the parametrization and
that to each point of U assigns 2 x 2 symmetrical matrixes, being I (u) defined positive
for all w € U. In this work we will prove the Theorem of Local Surface which says the
following: given two functions

g,L U — MQXQ(R)

defined in an open U of R? with values of the vector space of the symmetric matrixes 2 x 2
(with the first of them defined positive) and fixed ug C U,py € R and an orthonormal
basis {w1,ws, w3} of positive orientation in R then there is an open environment Uy € U
and a parameterization ® : Uy — R? whose image S is a surface containing ®(ug) = po,
and whose base X;(pg) = D1®(uo), X2(po) = D2®(up) of the tangent plane T),,S verifies
X1(po) = w1, Xa(po) = w2, (X1(po) x X2(po))/[|X1(po) x X2(po)|| = ws. In addition,
for all u € Uy the matrixes of the first fundamental form of the parameterization in u
coincide respectively with g (u) and L (u). The first and second fundamental form are
defined, in a unique way, in a surface of R3 except isometries, and given two quadratic
forms we can construct a surface such that those quadratic forms are their first and second
fundamental form if they satisfy certain conditions called compatibility equations. This
was first studied by the French mathematician Pierre Ossian Bonnet (1819-1892). This

theorem can be found in some texts under the name of Bonnet’s Theorem. Currently, it is
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difficult to find a uniform demonstration of these results in the basic geometry literature
and that is precisely what we will do in this work. We will also see the relationship that this
theorem has with the Frobenius criterion, which we will use to know if a system of partial
differential equations has a common solution. We will observe throughout this work that
the first and second fundamental form of a surface are related by the Mainardi-Codazzi
equations and the Gaussian equation, which are known as the compatibility conditions
and are a sufficient condition for the proof of the theorem. These equations were initially
demonstrated by Gauss with a complicated notation and were later demonstrated with a

more accessible notation by Mainardi and Codazzi almost simultaneously in 1856.






Capitulo 1

SUPERFICIES REGULARES

Repasamos brevemente los concepto de parametrizacion y de superficie regular en R3.
De manera intuitiva, podemos pensar que una parametrizacion ® : U — R3 transforma un
abierto U del plano R? en un subconjunto homeomorfo P = ®(U) C R? (al que llamaremos
abierto parametrizado) tal que que en cada p = ®(u) € P hay un plano tangente. Una
superficie S C R3 es un subespacio topolégico de R? que es unién de abiertos relativos

parametrizados.

Definicion 1.1. Sea U un abierto no vacio de R?. Una parametrizacion ® : U — R3 de

clase r > 1 es una aplicacion diferenciable de clase » > 1 en el abierto U tal que:

1. Para cada u = (u!,u?) € U, la diferencial D®(u) : R? — R3 de ® en el punto u,
es (una aplicaciéon lineal) INYECTIVA. Por tanto en la base canonica, su matriz

jacobiana

R

(que es 3 x 2) tiene rango 2 y por tanto las dos parciales
D1®(u) = 0®/0u’ (u),

Dy®(u) = 0 /9u(u)

son dos vectores columna indepependientes en R3.

2. Si dotamos a P = ®(U) de la topologia relativa de R3 entonces ® : u € U — ®(u) €

P = ®(U) es un homeomorfismo.
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Si p = ®(u), denotaremos
X1(p) = D12(u), X2(p) = D2®(u)

los cuales son base de un plano que llamaremos el plano tangente en p al abierto parame-
trizado P = ®(U).

La primera condicién de la definicién anterior puede expresarse pidiendo que los vectores
columna X;(p) = D1®(u), X2(p) = Da®(u) sean independientes, o equivalentemente que
el producto vectorial

OD(u)/Ou’ x 0B (u)/Ou® # 0.

Definicion 1.2. Un subespacio topoldgico S C R? es una superficie regular si, para cada
p € S, existe un abierto V de p en en R? y una parametrizacion ® : U — R? tal que
oU)=VnNS.

Diremos que p es una parametrizacion de S en p o que es un sistema (local) de coor-
denadas en un entorno de p. El entorno P = V N S se denomina un entorno coordenado

del punto p.

1.0.1. CAMBIO DE PARAMETROS EN UNA SUPERFICIE REGU-
LAR.

Cada punto de una superficie regular pertenece a un entorno coordenado y los puntos de
tal entorno son caracterizados por medio de una parametrizacion. Esto nos permite definir,
de manera local, las propiedades que nos interesen en términos de esas coordenadas. Sin
embargo, un punto de la superficie puede pertenecer a mas de un entorno coordenado. Si
este es el caso, es posible pasar de la parametrizacién de un entorno coordenado a otro
a través de un difeomorfismo que se conoce como cambio de pardmetros. Esto se expresa

formalmente asi:

Teorema 1.3. Sean ® : U — R™ y ® : U — R™ dos parametrizaciones de una superficie
regular S C R™ de clase r > 1. Si Q = ®(U) N ®(U) # 0, entonces V = d1(Q) y

V = ®71(Q), son abiertos no vacios de R? y el homeomorfismo

(5|_QIO(I)|V:V—>‘7

es un DIFEOMORFISMO de clase r. Ademds, para todo p = ®(u) = ®() se verifica

1. D®(u) = DP(@) o D(B g 0 @y ) (u).



2. Si, para todo h € R, denotamos h = D(®~1 o ®)(u)h, tenemos
D®(u) - h = DO(@) - h.

3. D®(u)(R2) = D®(u)(R2).

La demostracion puede verse en [I] o en [2].

1.0.2. PLANO TANGENTE A UNA SUPERFICIE EN UN PUNTO.

Sean S C R? una superficie regular de clase 7 > 1, p un punto de S y ® : U — R3 una
parametrizacion de S en p = ®(u) entonces, por hipotesis, la diferencial D®(u) : R? — R3
es lineal e inyectiva, luego

S, = D(u) (B?)

es un subespacio vectorial bi-dimensional de R3. Si @ : U — R3 es otra parametrizacion
de la superficie S en el mismo punto p = ®(u) = ®(@), entonces, por el teorema de cambio

de parametros, se cumple
Sp = D (u)(R?) = DB(@)(R?),

es decir, el subespacio vectorial bi-dimensional S, C R? no depende de la parametriza-
cion elegida, o dicho de otro modo, S, es la imagen de R? por la diferencial en ®~!(p) de
CUALQUIER parametrizacion ® de S en p.

Definicién 1.4. El plano 7,5 C R" tangente a S en p es la imagen del plano S}, por la

Unica traslacion que lleva 0 en p. Es decir,
T,S = {p+veR*ve S}

NOTACION, si X = ® : U — R? es una parametrizaciéon de una superficie S y
p = ®(u) € S entonces

0P dp

Xi(p) = w(u)a Xo(p) = @(U)

forman una base del plano tangente 7,S. Abusando de la notaciéon llamaremos X a la

parametrizaciéon donde

ox o
Toul’ T ou

Las derivadas de segundo orden de la parametrizacion (que NO son en general vectores

X1

tangentes) las denotamos
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X
 Ouiouwd

Xij(p) (u)

O*X
Xj (p) = Oul Ou' (u>

Ahora veremos que la condicion (iii) de la definicién 1 garantiza que, para cada p € S, el
conjunto de vectores tangentes a las curvas parametrizadas de S que pasan por p, constru-
yen un plano.

Dado un punto p de una superficie regular S, hay dos vectores unitarios de R? que son
normales al plano tangente 7,(.5), se llama a cada uno de ellos un vector unitario normal
en p. La recta en R? que pasa por el punto p y contiene a un vector unitario normal en p
se denomina recta normal en p.

Fijando una parametrizacion ¢ : U C R?> — S en p € S, podemos determinar la
elecciéon de un vector unitario normal en cada punto p = ®(u) € ®(U) por

X1 x Xy

N(P):mp):

D1<I>(u) X DQ(I)(U)
[D1®(u) x Da®@(u)|”

Notese que (X1 x X2)(p) # 0y que N(p) es perpendicular al plano tangente 7),S.

1.0.3. FUNCIONES DIFERENCIABLES ENTRE SUPERFICIES.

Definicién 1.5. Sean S C R3 una superficie regular de clase 7 > 1y f : M — R™ una
aplicaciéon. Diremos que f es DIFERENCIABLE de clase » > 1 si para toda parametri-

zacién ® : U — R3 de M si cumple que la composicion f o ® es de clase 7 en el abierto

U c R2.

Definicién 1.6. Sean S C R® una superficie regular de clase r > 1y f : S — R3
una aplicacion diferenciable de clase r. Llamaremos APLICACION TANGENTE a f en
p = ®(u) (o DIFERENCIAL de f en p) a la aplicacion lineal

Tf(p): T,M — R"
definida, para v = D®(u) - h € T,M, por

Tf(p)-v=D(fo®)(u)-h.



Lema 1.7. La definicion de T f(p) - v no depende de la parametrizacion elegida.
Demostracion. Si @ : U — R™ es otra parametrizacion en p = ®(u) = (1) y
h=D(® o ®)(u)h
entonces v = D®(u) - h = D®(@W) - h y
D(fo®)(u)h=D(fo®od Lod)(u)h
= D(f o ®)(@) o D(® " 0 ®)(u)h
= D(f o ®)(a) - h.
O

Teorema 1.8. Sean M C R?, N C R? superficies requlares y f : M — R3, g: N — R3

aplicaciones diferenciables de clase r > 1 verificando f(M) C N. Entonces, se verifica
1. La aplicacion compuesta g o f es diferenciable de clase r

2. Para todo p € M, con q = f(p), la aplicacion tangente a go f es composicion de las

aplicaciones tangentes de f en p y de g en q, es decir
T(go f)(p) =Tyg(q)oTf(p)
3. Para M =Ny f=idy :p€ M — idy(p) =p,
Tidp (p) = idr,nm-

La demostracion puede verse en [I] o en [2].

1.0.4. COEFICIENTES DE LA PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL
ASOCIADA A UNA PARAMETRIZACION.

Los planos tangentes a una superficie S heredan el producto interior natural de R3, es
decir, el producto interior natural de R3 O § induce en cada plano tangente 7; »S aSun
producto interior, que se denotard por I, y que se denomina primera forma fundamental
de S en p. Si v,w € T,S C R3 entonces I,(v,w) =< v,w > es igual al producto interior de
vy w como vectores de R3. I, es una forma bilineal simétrica definida-positiva, es decir,
si v # 0 entonces

I,(v,v) = (v,v) > 0.
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Si ® : U — R? es una parametrizacion de S de clase r > 1, podemos expresar los
vectores v, w € TS en la base de las primeras derivadas parciales de la parametrizacién

v =v"D;®(u), w=w D;j®(u) y entonces
(v, w) = Sv'w! (z;, 2;) = Sv'w! g;;(u),
donde , para todo u = (uy,u2) € U, con p = ®(u), es
9ij(u) = (Di®(u), Dj®(u)) = (Xi(p), X;(p))-

son los coeficientes de la matriz de Gram del producto interior 7, en la base
Xi(p) = D1®(u), Xo = Da®(u) de T},S.
Las funciones
9ij :U—R
son de clase r — 1 y se las conoce como los coeficientes de la primera forma fundamental en
la parametrizaciéon ®. Puesto que I, : T,,5 x 1,5 — R es una aplicacion bilineal simétrica

definida-positiva, para todo u € U su matriz de Gram [g;j(u)] es definida positiva y en

particular invertible.

NOTACION. Denotaremos

g™ (w)]

es la matriz 2 x 2 inversa de g;;(u), es decir, para i,7,k = 1,2,
9" (w)gjr(u) = 4,

(suma en el indice repetido arriba y abajo). Observemos que la matriz [g" (u)] es también
simétrica. Observemos que la funcién g = det|g;;] es una funcién estrictamente positiva,
dado que, por el criterio de Sylvester, al ser I, una aplicacion simétrica estrictamente
definida-positiva, su matriz de Gram [g;j(u)] también lo es luego, para todo v € U se

cumple

g11(u) >0,

g(u) = det[g;j(u)] > 0.



1.0.5. SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL ASOCIADA A UNA PA-
RAMETRIZACION.

Sea ® : U — R? una parametrizacion de superficie regular Sy N el campo de vectores
unitario y normal asociado

_ Di®(u) X Dy®(u)
N(®(u)) = HDiq)(u) X qu)(u)n

La superficie S se llama orientable si es posible recubrirla con una familia de entornos
parametrizados tales que si un punto g € S pertenece a dos entornos parametrizados de
dicha familia, el jacobiano del cambio de parametrizacion es positivo en q. Esta familia se
llama una orientacion de S. Esto equivale a que los campos normales locales N asociados

a cada parametrizacion coinciden en las intersecciones.

Existen superficies no orientables, pero cada abierto parametrizado es una superficie
orientable.

Supondremos en el resto del trabajo que todas las parametrizaciones son de clase r > 3.

Para cada u € U la segunda forma fundamental I, en p = ®(u) es la aplicacién bilineal
11, :T,S xT,S = R
dada asi: dados v = v'D;®(u), w = w/ D;®(u) € T,S
IT,(v,w) = v'w? (D;;®(u), N(P(u))).

Puede verse que si cambiamos a otra parametrizaciéon ® cuyo campo normal asociado sea

N el numero II,(v,w) no cambia cuando N(p) = N(p), mientras que su signo cambia si
N(p) = =N(p))-

Los COEFICIENTES DE LA SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL 1, asociados a

la parametrizaciéon ® : U — R3 son las funciones L;; : U — R definidas por
Lij(u) = (Dig®(u), N(®(u))).

Es corriente llamar X en lugar de ® a la parametrizacion y X;;(p) = D;i;®(u); asi se escribe
habitual (y abusivamente)
Lij = (Xi5, N).
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Capitulo 2

ECUACIONES DE
COMPATIBILIDAD

2.0.1. FORMULAS DE GAUSS Y WEINGARTEN

Usando las condiciones vistas en el capitulo anterior, para cada punto p = ®(u), con u €
U, podemos expresar las parciales de orden dos X;(p) = D;j®(u) de una paramatrizacion

® : U — R3 como combinacion lineal de los tres vectores de la base de R? dada por
Xi(p) = D1®(u), Xa(p) = D2®(u), X3(p) = (N o ®)(u),

de este modo

Dy;®(u) = Al Dp®(u) + Bij(N o ®)(u).

(suma en el indice repetido h = 1,2). Resulta inmediatamente [7], que
Bij = Lij(u)
(coeficientes de la segunda forma fundamental) mientras que
Al = (Dij®(u), Dp®(w))g"" (w).

Llamaremos simbolos de Christoffel asociados a la parametrizacion ® a las funciones

F?j : U — R dadas por
T (u) = (Dij®(u), Dp®(u))g™" (u),

(que expresan los coeficientes de tipo A en la expresion anterior). Asi hemos demostrado

9
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Teorema 2.1. (Férmulas de Gauss) Sea ® : U — R3 una parametrizacion, entonces, para

todo uw € U y para todo i,j = 1,2, se cumple
Dy;®(u) = S T5 (u) Dp®(u) + Lij(u)(N o @)(u).
Si llamamos p = ®(u), X;(p) = D;®(u), Xij(p) = Di;j®(u), lo anterior se escribe ast
Xij = Sl (u) Xy, + Lij N. (2.1)

La siguiente propiedad juega un papel muy importante en este trabajo y expresa que los
simbolos de Christoffel son funciones de los coeficientes de la primera forma fundamental

gij vy de sus primeras derivadas parciales.

Teorema 2.2. para todo i,j,k=1,2

[\

=(1/2) Z i951 — Digij + Djgi) g™

(hay suma en el indice repetido arriba y abajo).

Demostracion. Para esta demotracién se usa la técnica llamada permutacion ciclica de

indices
Digj = Di(X;, Xi) = (Xji, Xp) + (X, Xu) (2.2)
Digij = Di{Xi, Xj) = (Xar, Xj) +(Xi, Xj1) (2.3)
Djgii = DXy, Xi) = (Xy5, Xi) + (Xi, Xij) (2.4)
Consideramos que X es de clase CS,X,-J- = Xj;. Combinando estas tres ecuaciones
obtenemos

(1/2)(Digji — Digi; + Djgu) = (X4, Xi)

Si multiplicamos este resultado por ¢'* y el sumatorio sobre 1, obtenemos

[\

(1/2) Y (Digji — Digij + Djgu)g™ =Y (X, X1)g™* =T,
=1
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Fijada la parametrizacién, el campo normal unitario N define una aplicacién diferen-
ciable N : P = ®(U) — S? (llamada a veces la aplicaciéon de Gauss). Es diferenciable como
aplicacion de superficies y T'N (p) es una aplicacion lineal de T),(S) en Ty, (5?), porque, pa-
ra todo u € U, al hacer las parciales de la aplicacion constante 1 = ((No®)(u), (No®)(u)),
se cumple, para i = 1,2,

(N0 ®)(u), Di(N o ®)(u)) = 0.

Como T,S' y TN(p)52 son planos oprtogonales a N (p) podemos identificarlos, y asi TN (p)
puede verse como un endomorfismo lineal en 7,,(S). Por lo anterior, las parciales D;(n o
®)(u) son vectores tangentes a S. Las formulas de Weingarten consisten en expresar D;(no
®)(u) como combinacion lineal de las primeras parciales de la parametrizacion ®

Sean p = ®(u) € Sy v =v'X1(p) + v2Xa(p) = D®(u) - (v'E;) € T,,S. Es facil ver que

(N(p), Di(n o ®)(u)) =0,

luego la aplicacién lineal

L,:T,S —R?

conocida como operador de Weingarten o shape operator, que lleva un vector tangente
v =v"X1(p)+v?X2(p) = DP(u)- (v'E;) en Ly(v) = =T N(p)-v = —D(No®)(u)- (v'E;) =

—v'D;(n o ®)(u) es un endomorfismo del plano tangente 7T,,(S).

Teorema 2.3. (Weingarten) Sea ® : U — R3 una parametrizacion de una superficie S,

entonces, para todo v, w € TS,

1. El operador de Weingarten L, y la seqgunda forma fundamental 11, verifican

(Lp(v), w) = IIp(v, w).

2. El operador de Weingarten L, es un endomorfismo autoadjunto, es decir
(Lp(v), w) = (v, Lp(w)).

3. Si L(Xy) = ELZXZ, entonces

Li=g*Ly;.

La demostracién puede verse en [7] o en [3]. De lo anterior se deduce la siguiente

propiedad importante.
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Corolario 2.4. (Férmulas de Weingarten). Sea ® : U — R> una parametrizacion de una
superficie S y N el campo normal asociado sobre el abierto P = ®(U) de S. Se tiene, para
j=1,2

D;(N o ®)(u) = ~Li Di(u),

(suma en el indice repetido) lo que se denota
Ny = —-L;X;.

abreviadamente.

2.0.2. ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD DE GAUSS Y CODAZZI-
MAINARDI.

Para todo 1 < i,1, 7,k < 2, las funciones Rlijk : U — R definidas por

l
o ony  ony
kT Oy ouk

R + S0 T, — T2TL). (2.5)

definen el llamado tensor curvatura de la superficie. Esto significa lo siguiente:
Sia,b,c € TS, entonces la aplicacion R : T),S x TS x T,,S — T,S dada, para a = a' X;,
b= ijj, c = c* X, por

R(a'X;, ¥ X;, " Xy) = a'bI "R, X,

es tri-lineal e independiente de la parametrizaciéon usada. Se dice que R es un campo de
tensores de tipo (2, 3), o simplemente un tensor (en este caso, el tensor de curvatura de la

superficie S parametrizada con )

Teorema 2.5. Para todo 1 < 1i,1,7, k < 2. se tiene

(i) Ecuactiones de Gauss

Rﬁjk = LikLé» — LiLk; (2.6)

(i) Ecuaciones de Codazzi-Minardi

OLi; 0Ly,

ouF oul

= S(TY Lij — rﬁlek). (2.7)
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Demostracion. Usando las formulas de Gauss (2.1), tenemos que X, = O(LijN—l—EFéle)/Guk.
Por lo tanto
OLjj or

i !
Duk N + LZ]]V]C + X Duk X+ Finlk

Xijk =

OLi; ! oL L z

OLi; ! ar
= (5p T2 L) N + B —

De forma similar

LiLi + ST0TL 0 X,

0L, ort,
oul oul

Asumimos que X es por lo menos de clase C3,

Xirj = ( + ST L) N + X( — Lip L} + X%, ) X,

»BPX X
Xk = - X,
R oukouiout  Oul OuFou ikj

{X1, X2, N} es una base de R? en cada punto, de modo que las diversas componentes

de X con respecto a esta base deben ser iguales a las de X;;;. Entonces

8Lij

(o2 + ST Ly) = (— + ST L) (2.8)

ou ou’

ary, ar!
(8u’fj = LijLj, + 2T ) = ( auzf — Lix L + STGL,) (2.9)

La ecuacion (2.8) se puede reescribir como

OL;;  OLy
L

que son precisamente las ecuaciones de Codazzi-Minardi (2.7). La ecuacion (2.9) se puede

reescribir como

l
6F§k _ arij
ouw  OuF

+ (00T, — TV = Lk Ll — Lij L.

Dado que la parte izquierda de la ecuacion es Rﬁjk (por definicion), obtenemos la

ecuacion de Gauss. O
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Vamos a reformular Gauss y Weingarten usando las matrices P y Q que calcularemos

mas adelante y vienen dadas por:

y

Observemos que

es una funcién matricial sélo de la variable u = (u',u?) € U

Entonces las formulas quedarian de la siguiente manera

(Xl,XQ,N)u1 = (Xl,Xg, N)P
(X1, X2, N),2 (X1,X2,N)Q

donde P = (pi;), @ = (gij)-
Esto significa para la primera igualdad

X111 = puXi+paXo+palV,
Xo1 = p12X1 4+ p2Xo + p3alV,
N1 = p13Xq1 + p23Xs + p33N,

v para la segunda
X2 = quXi+qa1Xo+ g,
X2 = q12X1+ q22X2 + g2,
Ny = qi3 X1+ q23 X2+ g3sN,

donde el conjunto de ecuaciones que contienen a X1, Xo1, Xo1 v X292 son las ecuaciones

de Gauss y las que contienen a N7 y Ny son las ecuaciones de Weingarten.
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Recordemos que las formas fundamentales vienen dadas por:
9ij = Xi - Xj, Lij = —X; - Nj = X;; - N.

Vamos a proceder al calculo explicito de las matrices P y Q para lo que necesitaremos

la siguiente proposicién.

Lema 2.6. Sea V un espacio vectorial real con producto interior (,) y Vi, Va,...,Vy, una

base de V. Sea & € V un vector cuya expresion en términos de la base es & =Y ;" | x;V;.

Entonces
X1 &1
Xs &2
=G !
| Xn | én

Demostracion. Notemos que

&= (Vi) = (Zﬂfgvpvz) = Z%(Vsz) = Zgijxj-
= =1 =1

entonces tenemos que

—51_ _X1_
) Xo
=@

n Xn

Lema 2.7. Las siguintes afirmaciones son verdaderas:

(i) Las matrices Py @ pueden escribirse en términos de gi;,Li; y de la derivada de la

primera parcial de g;;.

(1t) {pij, qi;|1 <1i,5 <2} se pueden calcular a partir de la primera forma fundamental.



16 CAPITULO 2. ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD

Demostracion. Veremos que X;; - X, X;; - N, N; - X; , N; - N, pueden ser expresadas en
términos de g;; , Li; y de la derivada de la primera parcial de g;;, para ello procedemos de

la siguiente manera:

1
Xii - Xy = % gzg i
le . Xz = 2(9%)], st 1 ;é ],
1 L
X“'Xj = ( ) X Xﬂ_(glj) 2(gij)jvszz#ja
entonces
Xij -N = Lij,
Xi-Xj = —Liy,
X;-N = 0.
Tenemos
g1 g12 0
G=|gi2 g2 0
0 0 1

Por la proposicién anterior tenemos

g2 0 %(911)1 %(911)2 —Lqy
P=|g2 42 0 (912)1 — %(911)2 5(922)1 —Lip| = G 1A, (2.10)
00 L L1y 0
y
gl g2 0 %(911)2 (g12)2 — %(922)1 —Lyo
@=1g" g% 0 5(922)1 %(922)2 Ly, | =G A
0 0 1 Lis Lo 0
O

Teorema 2.8. Las matrices P y @ satisfacen la ecuacion:
Py= P+ [P,Q]=0

Demostracion. Definimos la funcién X : U — R? por
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X1
X — X2
N
X es diferenciable, por lo que satisface
X192 = Xo1.

Si desarrollamos usando la forma matricial de las férmulas de Gauss y Weingarten tenemos

(X)12 = (X1)2 = (PX)2
=PX +PX,
= PX + PQX
= (P + PQ)X
Andlogamente
(X)21 = (X2)1 = (@X)
=X +0QXy
=X +QPX
= (P +QP)X
Igualando las expresiones anteriores tenemos
(P +PQ)X = (P +QP)X
entonces
P+ PQ=P +QP

y al igualar a cero obtenemos

Pob—P+PQ—-QP=0 (211)
U

Esta ecuacién es conocida como condiciéon de compatibilidad o ecuacién de Gauss-
Codazzi. La ecuacién de Gauss y las ecuaciones de Mainardi-Codazzi se conocen con el
nombre de ecuaciones de compatibilidad.

Es logico preguntarse si existen otras relaciones de compatibilidad entre la primera
y segunda forma fundamental, como veremos en el teorema fundamental de superficies la
respuesta es negativa. Dicho de otra forma, mediante derivaciones sucesivas u otro proceso,
no podemos obtener nuevas relaciones entre los coeficientes de la primera y segunda forma

fundamental y sus derivadas.
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CAPITULO 2. ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD



Capitulo 3

TEOREMA DE FROBENIUS

Existen diversas formulaciones del teorema de integrabilidad completa de Frobenius
[5], el cual establece una condiciéon necesaria y suficiente para la existencia de soluciones
de las llamadas ecuaciones de Pfaff completamente integrables o ecuaciones diferenciales
en derivadas totales. Aqui lo formularemos en una versién moderna y muy sencilla, tal
como aparece enunciado en [10] y de modo avanzado en [4], donde se dan demostraciones

detalladas. Una version clasica mas general (que no precisaremos) aparece en [6].

Sean E, y E; las respectivas bases canénicas de R y R” (j =1,...,mya=1,...,n).
Denotemos por

al espacio vectorial de las matrices reales de n filas y m columnas, (que es isomorfo al
espacio vectorial de las aplicaciones lineales de R en R™) . Sean U un abierto en R™, V
un abierto en R” y

F:UxV—>M

una, aplicaciéon diferenciable de clase r > 1, cuyas imégenes por tanto son matrices de n
filas y m columnas

F(u,v) = [Fuj(u,v)],

siendo cada componente
Faj :UxV =R

una funcioén diferenciable de clase 7 > 2, paraa =1,...,nyj =1,...,m. Una ECUACION
EN DERIVADAS TOTALES (J4]) asociada F' es una igualdad formal del tipo

DE(u) = F(u,&(u))

19
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donde decimos que una funcion diferenciable £ : U — V es una hipotética solucién, cuando
es diferenciable de clase > 1 en U y su diferencial en cada u € U (equivalentemente, su
matriz jacobiana en wu) verifica la igualdad anterior en todo u € U. Es decir, £ es una
solucion de la ecuaciéon en derivadas totales asociada a la funcién F si y sélo si es de clase
> 1y para todo u € U tiene una matriz jacobiana en u cuyas componentes son los ntimeros
Foj(u,&(u)). Luego, que £ sea solucion de la ecuacion asociada a F' equivale al sistema de

m X n ecuaciones en derivadas parciales

o

) = Fayu,€(w)

o con la notacién alternativa para las parciales
D;j&*(u) = Fuj(u, §(u))

Observemos que si F' es de clase k entonces una eventual solucién es necesariamente
de clase k + 1. En particular , si F' es de clase k > 1 entonces una eventual solucién & seria

necesariamente de clase k + 1 > 2 y por el Lema de Schwarz tendriamos
D&% (u) = Dji™(u),

es decir
Di(D;€%)(u) = D;(Di€)(u),

Si denotamos momentaneamente
Hyj:ueU — Hyj(u) = Foj(u,§(u)) € R

es evidente que H,; es al menos de la misma clase que F'. Ademds,que § sea solucion de

la ecuacién significa que se cumple (para todoa=1,...,ny j=1,...,m)
D;¢* = Hyj
Por tanto de D;(D;£%) = D;(D;§*) deducimos que tiene que cumplirse la identidad
D;H.; = DjH,;.

Por otra parte, aplicando la regla de la cadena y cambiando a la notacién clasica para las

parciales, (D;Hqj(u) = 5 O;j (u)) obtenemos que
u

OH,; OF OEP | OF,;
Vo () = 5 (o, ) + Do (1) Ty % (0, )

= % o €u)) + P, €))% )
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(suma en el indice repetido ().

Analogamente obtenemos que

OHo; OF; o8 OF,;
oty = O o, gu)) + o () 2, (1)

(‘9Fm- aFai
= 50 (u,&(u)) + Fg;(“,f(”))w(%f(“))

(suma en el indice repetido 3).

Asi, con todo lo anterior hemos probado

Teorema 3.1. Con las notaciones anteriores, dada una funcion F : U x V. — M de

clase k > 1 y a valores en el espacio de matrices M = My xm(R), para que el sistema de

ecuactones 5
,UOC
i~ Fei(u,v)

admita una solucion & :u € U — v =E&(u) € V es condicion necesaria que se cumplan las
iqualdades

OF,; OF,;

203 (u, ) + 2, () P, ()

0Fy; 0Fy;

= S0 () + 5, €() iy (0, ()

(suma en el indice repetido).
La demostracion se puede observar en[4], [5], [6] v [10] .
El Teorema de Frobenius es exactamente el reciproco de este enunciado, pero exigiendo

que F' sea de clase k > 2. Se pueden anadir unas condiciones iniciales para que la solucién

sea Unica.

Teorema 3.2. (Frobenius, 1875). Sean M = Mpxm(R) el espacio vectorial de las matrices

reales de n filas y m columnas, U un abierto en R™, V un abierto en R" y
F:UxV—>M

una aplicacion diferenciable de clase k > 2.

1. Una condicion suficiente para que exista una funcion & :u € U — v =§(u) € V que

cumpla el sistema de ecuaciones

Ov® | (u) = Fj(u,v)
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es que se cumplan las 1gualdades

OFu; | OFay, _ OFai  OFu
oul ovB T ou ovb

Foj,
(suma en el indice repetido).

2. Si se cumplen las anteriores condiciones y fijamos un ug € U, un vg € V y una

matriz Wy € M, entonces existen un entorno abierto Uy de ug y una unica solucion

¢ : Uy — V verificando £(up) = vo y DE(up) = Wp.

La demostracion se puede observar en[4], [5], [6] y [10] .



Capitulo 4

TEOREMA FUNDAMENTAL DE
SUPERFICIES EN R°

4.1. SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL Y COEFICIENTES DE
WEINGARTEN ASOCIADOS A UN PAR DE FOR-
MAS CUADRATICAS

Empecemos creando unas funciones Fék (denotadas asf porque son analogas a los sim-
bolos de Christoffel de una parametrizacion, la cual construiremos despues en el teorema
de Bonnet y de la que seran efectivamente sus Christoffels) y otras Lé» que emulan a los
coeficientes de Weingarten de una parametrizacién pero que lo seran de la misma que vale

para los gamma.

Teorema 4.1. Sean U un abierto de R% y g,L : U — M dos funciones diferenciables de
clase r > 3 a valores en el espacio vectorial M de las matrices 2 x 2, con g(u) = [gi;(u)]
simétrica y definido positiva para todo u € U mientras que L(u) = [Lpx(u)] es siempre

simétrica. Definamos las funciones
guLF:U >R
definidas asi:

1. la matriz

97 (w)] = [gr(w)] "]

L] (u) = ™" (u) Ly (u).

23
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8. Para todo i,j,k =1,2

2

T = (1/2) S (Digy — Digij + Digi)g™*
=1

(hay suma en el indice repetido arriba y abajo).

l
, _ory, oy

Riji = oul Ouk

+ Z(F?kFﬁlj - rgrgk). (4.1)

Si tres campos de vectores Vi, Va, Vs : U — R? diferenciables son solucion del sistema en

derivadas totales

‘;3 =THhVi+T3, Vo + Ly Wi
g:j; =TLVI +T2%,Va + LoV
% =T Vi + T3, Vo + Loy V3
gzg =T, Vi +T%Va + Loo V3
% — (LX) + L2X,)
g:f;’ = —(LiX1 + LX)

entonces las funciones anteriormente definidas satisfacen las condiciones de Gauss, y
Codazzi-Mainardi.

La demostracion se puede encontar en [7]

4.2. TEOREMA FUNDAMENTAL DE SUPERFICIES EN
Riﬂ

Teorema 4.2. (Teorema Fundamental de la Teoria Local de Superficies en R3 )(P. O.
Bonnet 1865)

Sea U un abierto de R? y g, L :— M estdn definidos dos funciones diferenciables de clase
r > 2 a valores en el espacio vectorial M de las matrices 2 x 2 SIMETRICAS, con g(u)
definida positiva para todo u € U entonces existe una parametrizacion X = ® : U — R3

que tiene como primera forma fundamental a g y como segunda forma fundamental a h.
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Sean Py @) dos matrices definidas en términos de g;; y L;j, entonces Py @ satisfacen la

condicion de compatibilidad

P,—P+PQ—-QP =0

Demostracion. El punto de partida consiste en buscar un triedro mdvil , es decir , tres

campos de vectores independientes
Vi, Vo, V3: U — R?

que dependan de u = (uj,u2) € U, y que satisfagan seis (6) ecuaciones diferencia-
les vectoriales anélogas a las formulas de Gauss (las cuatro primeras) y a las formulas

Weingarten (las dos altimas) es decir,

oV

871; =THVi+T2 Vo + L1 V3
oV

Tu; =TLVI +T2,Va + L15V3
oVs

872; =Y Vi 4T3, Vo + Loy Vs
o (4.2)
W = Fégvl + F%QVQ + LaoV3
V-

a—ui’ = —(LIX1 + L2 X>)

V-

873 = —(LiX1 + L3X>)

si escribimos los tres vectores columna

Vl = 52 )
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entonces el vector £ € R formado por las tres columnas Vi, Vo, V3 € R3, que también

puede pensarse como la matriz 3 X 3

~

=M,V V3.

Las 18 funciones que aparecen en el segundo miembro de las seis ecuaciones vectoriales
anteriores las denotamos
F,j:UxRY =R

son funciones de las coordenadas (u, &), u = (u1,u2), £ = (&1,...,&), a« = 1,...,9, que

forman una matriz 9 X 2 y que cumplen

O[O = fa;(u, ),

Las ecuaciones precedentes definen el siguiente sistema de 2 x 9 = 18 ecuaciones en deri-

vadas parciales en U x R?

gill = Fu(u,9),
% = Fa1(u,§);
% = Fs1(u, §);
% = Fia(u, §),
% = Foa(u, §);
% = Fs(u, §);
2541 = Fi(u, ),
gi? = Fr1(u, §);
gﬁ = Fe1(u, §);
gf; = Fia(u,9),
gf; = Fsa(u,§);
% = Fz(u,¢)
i1 Fri(u,§),

oul
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O€s

ot = e 8);
gfﬁ = Foi(u,§);
% = Fra(u,¢),
2582 = Fyo(u, §);
% = Foa(u, §);

donde:
Las 12 primeras ecuaciones mimetizan las féormulas de Gauss, que expresan las parciales de
segundo orden de la parametrizacién ® que buscamos en funcién de las parciales de primer
orden X7 y X5 de ®.
Por ejemplo, las tres primeras ecuaciones tienen que ser un sucedaneo de la siguiente

férmula de Gauss
X1 = Dllq)(u) = FZ(U)Dk(I)(U) + Lll(u)(Xg o (I))(’LL)

Analogamente las ultimas seis ecuaciones (13-18) deben mimetizar las féormulas de
Weingarten, que expresan las parciales del campo V3 (asociado a dicha parametrizacion

buscada, respecto a la que seria V3 = N) en funcién de Vi y Va.

Siguiendo las notaciones de [I1] podemos escribir las nueve ecuaciones que llevan parcial

respecto a uy asi

améz’v?’] = [V, Va, V3] P(u)
Anélogamente podemos escribir las nueve ecuaciones que llevan parcial respecto a us
asi
LAY v, v, i)

Las 18 funciones
F.:UxR>R

son funciones de las coordenadas (u,&), u = (u1,u2), & = (&1,...,&). que forman una
matriz 9 x 2.

Dado que existe solucion del anterior sistema &(u) = [Vi(u), Va(u), Va(u)] , fijando
un ug = (a',a?) en U, un py € R® y una base Wi, Wy, W3 en R?® que verifique W3 =

(W1 x Wa)/||W71 x Wa|| la parametrizacion buscada es

d:Uy— R3
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tal que Uy C U sea un entorno de ug de la forma

Up = (a* —€e,a' —€) x (a® — €,a* — ¢)

asi
1

s=u t=u?
d(ut,u?) = / Vi(s,u?)ds —I—/ Vi(ul, t)dt + po.

:al t:a2

Aplicando el teorema fundamental del calculo integral obtenemos, para todo u € Uy es

Vilu) = 2 (u)

Valu) = o ()

Vamos a plantear ahora el sistema de ecuaciones

(Vlax/ZaVé)ul — (‘/17‘/27‘/23>P3
(V17‘/2a‘/3)1l,2 - (X17X2aN)Q7 (43)

(VLV%VB)(U?,Ug) = (UJ1,UJ2,U)3).

La condicién necesaria del teorema la tenemos demostrada, puesto que si tenemos
una parametrizacién, sabemos que verifica las féormulas de Gauss y Weingarten que son
equivalentes al sistema (3.3), derivando estas obtenemos la ecuacion de Gauss-Codazzi que
es la condicién de compatibilidad. Usando el teorema de Frobenius el sistema (3.3) tiene

una dnica solucién. A continuacién queremos resolver

Xl = ‘/la
Xo= Vs,

(I)(u(l)v ug) = Do-

La condicion de compatibilidad es (V1)2 = (V2)1. Pero

3
(Vi)2 = Z qi1V1,

j=1

3
(Va)1 =Y _pjaVh.

=1
Sabemos que la segunda columna de P es igual que la primera columna de @, entonces

(V1)2 = (Vo)1 por lo que ® es tinica.
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V3 es perpendicular a la superficie @, |[V3|| =1, X; - X; = gij, y (V3)i - Xj = —Lj, es

decir, ® es una superficie en R? con

I = Zgijduiduj,
]
Il = Z Lijduiduj,
tj
como su primera y segunda formas fundamentales. Vamos a demostrar que la funcién

matricial 3 x 3, ® = (V; - V;) es igual a la matriz G, donde G es la matriz

g1 g12 0O
g12 g22 O
0 0 1

Para esto calculamos la primera derivada de ¥. Dado que V7,V5,V3 satisfacen el sistema de

ecuaciones (3.3) tenemos

Vi-Vi)ir=i)1-Vi+Vi-(Vih

= ZPkin Vit Vi Vi = Zpkigjk + gikDr;j
k k
= (GP)ji + (GP)ij = (GP + (GP)");;.

Por la formula (2.10) tenemos que GP = G(G™1A;) = Ay y A; + Al = G4. Por lo tanto
(GP)'+GP =Gy y

P, = Gl.
De forma similar tenemos

Py = Go.
Pero el valor inicial ®(uf,u3) = G(u?,u). Entonces ® = G. En otras palabras, hemos
demostrado que

Xi-Xj=gij, Xi-V3=0.

Por lo tanto
1. X1, X5 son linealmente independientes,
2. V3 es un campo vectorial normal unitario a la superficie X,

3. la primera forma fundamental de X es Zij gijdu;du;.
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Para calcular la segunda forma fundamental usamos de nuevo (3.3)

~(WB)1-Vj = (¢" L1y + g2 L12) Vi - Vi + (¢'2 L1y + 6% L12)Va - V;
= (¢"' L1 + ¢"%L12)g1; + (9" L11 + g% L12) g2
= Lui(9" g1j + 9'%92)) + Lu2(9* 915 + 9% 2))
= L1101 + L1262;.

Entonces

—(V3)1- Vi =Ly, —(V3)1- Vo= Lqa.

De forma similar

—(Va)2 - Vj = La;.

Esto prueba que ), j Lijdu;du; es la segunda forma fundamental de X. O
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