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Resumo

A teorfa das alxebras de Hopf nace nos anos 40 do século pasado a raiz do traballo do topélogo
aleman Heinz Hopf. Debido 4s stias numerosas aplicaciéns, principalmente no ambito da fisica

cuantica, o interese por esta area de estudo incrementouse notablemente nas tltimas décadas.

O obxectivo deste traballo é dar unha visién xeral desta teoria, coa intencién de demostrar
un dos seus resultados clasicos: o Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf. En primeiro
lugar, co propdsito de definir o concepto de édlxebra de Hopf, introduciranse as nociéns de
alxebra, codlxebra, bidlxebra e antipoda, e estudaranse algunhas das stas propiedades bésicas.
Posteriormente, presentaranse as nociéns de médulo sobre unha &alxebra e de comédulo sobre
unha coalxebra coa intencién de, finalmente, establecer o concepto de médulo de Hopf e probar o
xa mencionado teorema. Para concluir, ilustrarase a importancia deste resultado mediante algins

exemplos de aplicacién do mesmo.

Abstract

Hopf algebra theory first appeared in the 1940s through the work of the German topologist
Heinz Hopf. Due to its numerous applications, mainly in the field of quantum physics, interest

in this area of study has notably increased over the last few decades.

The aim of this project is to provide a general overview of this theory, with the goal of proving
a classic result: the Fundamental Theorem of Hopf Modules. Firstly, in order to define the concept
of Hopf algebra, the notions of algebra, coalgebra, bialgebra and antipode are introduced, and
some of their basic properties are studied. Subsequently, the notions of module over an algebra
and comodule over a coalgebra are presented in order to establish the concept of Hopf module
and prove the aforementioned theorem. Lastly, the importance of this result is showcased through

some examples of application.
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Introducién

A teoria das &dlxebras de Hopf é unha area das matemaéticas que experimentou un gran
desenvolvemento nas ultimas décadas debido, principalmente, 4s stias aplicaciéns na fisica cuantica.
Estas alxebras deben o seu nome ao matemético aleman Heinz Hopf quen, en 1941, publicou no
ambito da topoloxia alxébrica o artigo que deu orixe a esta nova teoria matematica [9]. No seu
traballo Hopf definiu un coproduto sobre aneis de cohomoloxia de grupos de Lie compactos,
dando lugar a un caso particular do que hoxe en dia se conece como &dlxebra de Hopf. Porén,
foi Armand Borel quen, en 1953 [4], se referiu por primeira vez con ese nome a estas estruturas,
en reconecemento as importantes contribuciéns realizadas por Hopf nos anos anteriores. Non
obstante, a primeira definicién formal de dlxebra de Hopf aparece baixo o nome de hyperalgebra
nos traballos sobre teoria de representacions de Pierre Cartier [6], ainda que a sta formulacion
experimentou certas modificaciéns ao longo dos anos ata chegar & definicion actual. Na década
dos 60 a teoria das alxebras de Hopf atravesou un proceso de consolidacién, culminando coa
publicacion do libro Hopf Algebras [18] de Sweedler no ano 1969. Este fito marcou o nacemento
da teoria das alxebras de Hopf como un campo de estudo independente. A raiz deste proceso
de desenvolvemento, foron descubertas aplicaciéns das alxebras de Hopf en numerosas areas
das matemaéticas: teorfa de Lie, combinatoria, teoria de Galois, teorfa de niimeros, xeometria
alxébrica, por mencionar algunhas. A dia de hoxe contintan aumentando as aplicaciéns das
alxebras de Hopf, estendéndose incluso a areas alleas 4s matemaéticas como, por exemplo, a

lingiiistica [15].

O interese por este campo incrementouse nos anos 80 a raiz do descubrimento dun novo
subtipo de alxebras de Hopf conecidas como grupos cudnticos, termo que foi acuiado en 1986
por Drinfield [8]. A importancia destes obxectos radica nas stias aplicacions na fisica, xa que
permiten a obtencién sistemética de soluciéns da Ecuacion Cuédntica de Yang-Baxter, que ten a
seguinte formulacién: Se V' denota un k-espazo vectorial, un automorfismo c: V@iV = V@,V

é solucion da Ecuacién Cuéntica de Yang-Baxter se satisfai a seguinte condicién:
(c®idy) o (idy ®c)o (c®idy) = (idy @ c)o (c®idy) o (idy & c).
Esta ecuacién foi proposta por Yang no ambito da mecénica cuédntica e por Baxter no da mecanica
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X Introducién

estatistica.

Por unha banda, en [20] Yang estuda a versiéon cudntica do clasico problema dos n-corpos
en mecanica celeste. Neste, considerase un sistema de particulas microscépicas que interacttian
entre si, entendendo por microscopicas que son o suficientemente pequenas como para que as
leis da mecénica cuéntica constitian o marco adecuado para a descricién deste sistema. Yang
estuda este problema nun espazo unidimensional, empregando o método ansatz de Bethe para
calcular a funcién de onda asociada ao sistema. A Ecuacion Cuéntica de Yang-Baxter aparece

neste contexto como unha das condiciéns que debe satisfacer esta funcién de onda.

Por outra banda, en [2] Baxter estuda o modelo dos oito vértices. No ambito da mecénica
estatistica, os sistemas de particulas represéntase por medio de modelos de vértices, que consisten
nunha construcion reticular onde cada vértice se corresponde cunha particula. Ademais, en cada
un dos vértices represéntase o estado da particula asociada mediante catro frechas, orientadas
cara ou contra o vértice. En particular, no modelo que estudou Baxter admitense como validas
oito das dezaseis combinaciéns de frechas posibles, tendo en conta as distintas orientaciéns que
poden tomar estas. No seu traballo Baxter busca a funcién de particién asociada a estes modelos,
a partir da cal se poden derivar variables do sistema como a enerxia total, a enerxia libre de
Gibbs, a entropia, a presién ou a temperatura. A Ecuacion Cuéntica de Yang-Baxter aparece
neste contexto como unha das condiciéns que deben satisfacer certas matrices empregadas na

obtencién desta funcién de particion.

A maiores das seus usos orixinais, a relevancia desta ecuacién contintia sendo elevada na
actualidade, con aplicacions tanto na fisica, por exemplo na obtencién de portas cuanticas [22],
como nas mateméaticas, por exemplo na teorfa de nés ou no estudo de grupos de trenzas. E
por isto que a obtencién e clagificacion de solucions da Ecuacion Cuantica de Yang-Baxter é un

problema de interese, que ainda segue aberto na actualidade.

Neste traballo preténdese introducir algins dos conceptos bésicos relativos & teorfa das
alxebras de Hopf, facendo fincapé nun dos seus resultados clasicos: o Teorema Fundamental
dos Mo6dulos de Hopf, probado en 1969 por Larson e Sweedler [13]. Ademais, este ¢ un resultado
de gran relevancia tamén no contexto da Ecuacién Cuantica de Yang-Baxter, debido a que os
moédulos de Hopf son unha ferramenta utilizada para a obtencién de soluciéns desta ecuacion.
Co obxectivo de estudar este teorema, estruturouse esta memoria en tres capitulos da seguinte

forma:

No Capitulo [I] establécense as definiciéons dalgins conceptos elementais e fixase a notacion
que se empregari no resto do traballo. En particular, estidase o produto tensorial de médulos e

recompilanse algunhas das stas propiedades basicas, que serdn esenciais ao longo da memoria.

O obxectivo do Capitulo [2| é definir o concepto de alxebra de Hopf, asi como proporcionar
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resultados que permitan afondar na comprension destes obxectos. Con este propoésito, preséntanse
os conceptos duais de alxebra e codlxebra, e estudase baixo que condiciéns son compatibles ambas
estruturas, dando lugar a unha bidlxebra. Na derradeira seccién, caracterizanse as alxebras de
Hopf como aquelas bidlxebras que admiten un tipo de endomorfismo cofiecido como antipoda.
Ademais, ao longo do capitulo, estidanse varios resultados basicos da teoria das alxebras de

Hopf, facendo especial énfase nas propiedades de dualidade destes obxectos.

Por dltimo, no Capitulo [3| definense os m6dulos sobre unha 4lxebra e o seu concepto dual de
comédulo sobre unha codlxebra. Tras analizar a stia relacion de dualidade e proporcionar algins
exemplos, estidase de que forma se poden compatibilizar ambas estruturas, dando lugar aos
moédulos de Hopf. Ademais, serd neste capitulo onde se probe o resultado central deste traballo:
o Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf. Para finalizar a memoria, estidanse dous casos
de aplicacion deste teorema, que pretenden ilustrar a sda importancia, asi como ofrecer unha

visién xeral dalgiin tema de investigacién que ainda contintia activo na actualidade.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo definirase o produto tensorial de médulos e estudaranse algunhas das

stias propiedades bésicas, que se utilizaran ao longo do traballo.

De aqui en adiante R denotard un anel conmutativo e unitario.

Definicién 1.1. Un R-moédulo é un grupo abeliano (M, +) xunto cunha aplicacion

RxM—M

(a,x) — ax
satisfacendo as seguintes igualdades:

a(z +y) = az + ay,
(a4 b)x = ax + b,
(ab)x = a(bz),

lz =z,

Vz,y € M, Va,b € R.

Definicién 1.2. Sexan M e N R-moédulos. Un homomorfismo de R-mo6dulos (ou aplicaciéon

R-lineal) é unha aplicacion f: M — N satisfacendo:

flx+y) = f(z)+ fy),
flax) = af(x),

Vz,y € M, Va € R.
Definicion 1.3. Sexan M, N e P R-mo6dulos. Unha aplicacién f: M x N — P dise que é

1



2 1. Preliminares

R-bilineal se para todo z € M e para todo y € N as aplicaciéns

M — P N — P

m +— f(m,y) n— f(z,n)
son R-lineais.

Definicion 1.4. Sexan M e N R-moédulos. Considérese o R-modulo libre:
n
RMXN . {Zai(mi,yi): a; €ER, z;e M, y; € N, n € N}
i=1

e o submédulo S de RM*N xerado por elementos das seguintes formas:
(i‘ + xl>y) - (-f,y) - ('rlay) )

(2 y+y) = (z.9) — (z,9),
(CL:E, y) - CL(IE, y),
($7 ay) - a(xv y),

onde z,2' € M, y,y' € N e a € R. Nestas condicions, coniécese como produto tensorial de M
e N ao R-moédulo cociente
M ®p N = RM*N/g.

Ademais, para todo x € M e y € N, denétase & clase de equivalencia de (z,y) en M ®pg N por
rRYy.

Observacion 1.5. Noétese que M ®@p N estd xerado como R-médulo polos elementos x ® y. En
consecuencia, se {x;}icr € {y;}jes son conxuntos de xeradores de M e N, enton {z; @y} (i j)erxs

¢ un conxunto de xeradores de M ®r N.

A seguinte propiedade universal caracteriza ao produto tensorial de R-mddulos.

Proposicion 1.6 ([I], Proposition 2.12). Sexan M e N R-mddulos. Existe un par (T,g), onde
T ¢ un R-mddulo e g: M x N — T unha aplicacion R-bilineal, tal que para todo R-mddulo P e
toda aplicacion R-bilineal f: M x N — P existe unha tinica aplicacion R-lineal f: M®N — P
tal que fog = f. Ademais, se (T, g) e (T",g') son dous pares satisfacendo esta propiedade, enton

existe un tnico isomorfismo h: T — T' tal que ho g = ¢ .

Demostracion. Para probar a existencia, tomese T' = M ®r N e g: M X N - M ®r N a

aplicacion definida por g(x,y) = = ® y. Por definicion, os z ® y son tales que

r+2)Yoy=2zy+2 @y,



rRy+y)=2zy+rey,
axR@y=ar®y) =R ay

para todo xz,2’ € M; y,y' € N e a € R. Polo tanto g é R-bilineal. Ademais, calquera aplicacion
f: MxN — P pode extenderse por linealidade a un homomorfismo de R-modulos f': RM*N — p.
Se f é R-bilineal, f’ anularase nos xeradores do submo6dulo S descrito na Definicion polo que
#' induce unha aplicacion R-lineal f: M @z N — P tal que f(z ® y) = f(z,y). Como ademais

0s ¢ ® y son xeradores de M ®r N como R-mddulo, a aplicacion f é unica.

Para probar a unicidade, considérense dous pares (T, g) e (T’,¢’) que satisfan a propiedade
anterior. Enton, tomando P =T’ e f = ¢/, existe unha tnica aplicaciéon R-lineal h: T — T tal
que hog = ¢’. Analogamente, existe unha tinica aplicacion R-lineal h': T — T tal que h'og’ = g.

Componendo con h e h' en cada igualdade:
hoh'og'=hog=g,

hohog=hog =g,
de onde hoh' =idy e h' o h = idp, polo que h é un isomorfismo de R-modulos. O
Observacion 1.7. Na proposicién anterior, en lugar de aplicaciéons R-bilineais, poderianse ter
considerado aplicaciéns R-multilineais f: My x My x ... x M,, — P, é dicir, aplicaciéons que
son R-lineais en cada variable. Deste xeito obtense unha propiedade universal, analoga 4 da

Proposicion[1.6| anterior, que caracteriza ao produto multitensorial de R-médulos, denotado
por M1 ®r Ms ®p ... ®p M.

Notacion 1.8. De agora en adiante, sempre que estea claro sobre que anel R se est4 considerando

o produto tensorial, empregarase a notacion M @ N .= M ®@r N.

Proposicion 1.9. Sexan M, N e¢ P R-mddulos. As sequintes aplicacidns son isomorfismos de

R-mddulos:

1. MR— M

rT®a+— ar

2 MON —NM
TRQUr—yYQux

3. (MaN)®@P —Ma&N®P — M&(N®P)
RY V22— rRYR 22— 2R (YR 2)

Demostracion.
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1. A aplicacién

MxR—M

(z,a) — ax

é R-bilineal. Enton, pola propiedade universal do produto tensorial (Proposicion ,

induce unha aplicaciéon R-lineal

fTM®R—M

r®ar— azx,
que ten por inversa 4 aplicacién definida por f=1(m) =m ® 1 Vm € M.
2. A aplicacion R-bilineal

MxN-—NoM
(z,y) —y@w

induce unha aplicacion R-lineal f: M @ N - N ® M tal que f(z ® y) = y ® x, que ten

por aplicacién inversa a fl(y®@z) =z ®y.
3. Para cada p € P fixado, a aplicacién R-bilineal

MxN-—M@N®P
(r,y) 2 RYyp

induce unha aplicaciéon R-lineal

fpr M®&N —-MON®P
TRQUYr— T @Y QDp.

Polo tanto, a aplicaciéon

(M@N)xP—M@N®P

(t,p) — fpt) =t@p
é tamén R-bilineal é induce unha aplicacién R-lineal

fi(M&@N)@P—M@N®P
(rRy)@pr— 1Yy Dp,

que ten por inversa a f~}(z®y®p) = (x ®y) @p. Analogamente, probase que a aplicacion
g: M®(N®P) — M®N® P definida por g(z® (y®p)) = 2@y ®p é un isomorfismo. [



Proposicion 1.10. Sezxan f: M — M' e g: N — N’ homomorfismos de R-mddulos. A aplicacion

f®g M®@N — M @ N’
z@y— f(z)®g(y).

€ R-lineal. Fsta aplicacion denominase produto tensorial de f e g.

Demostracion. A aplicacion

fxg:MxN— M xN'
(z,y) — (f(z),9(v))

¢ R-bilineal. Tamén o é, por construcién, a proxeccion no produto tensorial M’ x N — M’ @ N’,

e, polo tanto, tamén a composicién de ambas:

Mx N — M @ N’

(z,y) — f(x) @ g(y).

Pola propiedade universal do produto tensorial (Proposicion concliiese a R-linealidade de
f®ag. O]

Proposicion 1.11. Sexan M Jom Ly M7 e NS NS N homomorfismos de R-mddulos.
Enton

(flef)@(gog)=(f®g)o(f®g)
Demostracion. Paratodox € M ey e N

(flof)@(d eg)xzey) = f(f(x)®4d (9(y) = (f'@d)(f(@)®g(y) = (f@g")o(f®9))(z®Y).

Como os elementos da forma z ® y son un conxunto de xeradores de M ® N, concltese o
resultado. ]

Sexa k un corpo. Notese que os k-espazos vectoriais non son mais que k-modulos e, polo tanto,
todo o visto neste capitulo tamén se aplica a eles. Ao longo do resto do traballo estudaranse
obxectos cunha estrutura subxacente de k-espazo vectorial, e serd especialmente relevante a
nocion de espazo dual, que se recorda a continuacién: Dados k-espazos vectoriais V e W, den6tase
por Homy (V, W) ao k-espazo vectorial formado polas aplicacions k-lineais de V' en W. Como caso

particular tense o k-espazo vectorial dual, Homy(V, k), que se denotara por V*.

Ademais, tamén seré relevante o seguinte resultado sobre o produto tensorial de k-espazos

vectoriais.
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Proposicion 1.12. Se V e W son k-espazos vectoriais con bases {€;}icr € {e;}jer, respectivamente,

enton {e; ® gj}(z‘,j)eIxJ é unha base do k-espazo vectorial V@ W.

Demostracion. Supodnase que

Z Q€ @ ej = 0
(4,5)eIxJ

con a;; € kVi € I, j € J Sexan iy € I e jo € J arbitrarios, verase a continuacién que

necesariamente «;j, = 0. Considérese a seguinte aplicacién k-bilineal:

VxW—=Ek

(v, w) = Viywjy,

onde v;, e wj, se corresponden coa coordenada ip-ésima do vector v na base {e;}icr e coa
coordenada jo-ésima do vector w na base {e;};c7, respectivamente. Pola propiedade universal

do produto tensorial, existe unha tnica aplicacién k-lineal

VW =k
VW > Vi Wy -
En particular, f(e;, ® e?o) =1pe fle;® eNJ) =0Vi#ig, j# jo. Por ser [ k-lineal:
0=f| Y ajea®e| =aij
(¢,5)eIxJ

Pola Observacién concliese o resultado. O

Como consecuencia directa deste resultado, para dous k-espazos vectoriais V e W calquera,
dim(V @ W) = dim(V)dim(W).



Capitulo 2

Alxebras de Hopf

O obxectivo principal deste capitulo é definir o concepto de dlxebra de Hopf, asi como estudar
algunhas das propiedades bésicas destes obxectos alxébricos. Con esta fin, iranse introducindo ao
longo das diferentes seccidons os conceptos requiridos para a sta construcion: alxebras, codlxebras,
bidlxebras e antipoda. Como ao longo do capitulo se traballard con espazos vectoriais, de aqui

en adiante k denotara sempre un corpo.

2.1. Alxebras e coalxebras

Nesta primeira seccién dualizarase o concepto de alxebra para dar lugar a unha nova estrutura
alxébrica: a codlxebra. Tamén se veran varios exemplos de ambas, e enunciaranse dous resultados

que afondan no estudo da relacién de dualidade entre ambos obxectos.

Definiciéon 2.1. Unha k-alxebra ¢ unha terna (A,7na,u4) onde A é un k-espazo vectorial

e pa: ARA— Aensa: k — A son aplicaciéns k-lineais facendo conmutativos os seguintes

diagramas:
AR A
Ao Ao A pA®idA A A 77A®y %@7714
. koA HA ARk
idAQuA HA N N
A® A £ A A
Diagrama 2.1: Asociatividade. Diagrama 2.2: Unidade.

As aplicaciéns pua e na denominanse produto e unidade, respectivamente.

7



8 2. Alxebras de Hopf

Se ademais conmuta o seguinte diagrama dirase que a k-alxebra é conmutativa:

AgA—2% L AgA

N

Diagrama 2.3: Conmutatividade.

onde, dados dous k-espazos vectoriais A e B, 74 p: A® B — B® A denota a aplicacion k-lineal
definida por
TA,B(a® b) =b®a

Ya e A, be B.

Notacion 2.2. Cando non haxa posibilidade de confusién, usarase a seguinte notacién para o

produto:
ab = pa(a®Db)

Ya,b € A.

Definicion 2.3. Sexan (A,n4,u14) e (B,nB, up) k-alxebras. Unha aplicacion k-lineal f: A — B

¢ un morfismo de k-alxebras se os seguintes diagramas:

A®A fof B®B
A ! B
rA 1B
. N %
A B k
Diagrama 2.4: Preserva o produto. Diagrama 2.5: Preserva a unidade.

son conmutativos. E dicir, f(ab) = f(a)f(b) e fons =np Va,b € A.

Exemplo 2.4. Alguns exemplos de alxebras son os seguintes:

1. Se k é un corpo equipado coa estrutura natural de k-espazo vectorial, entén é unha k-alxebra

onde tanto o produto como a unidade son as propias do corpo.

2. Todo k-espazo vectorial V' # 0 admite unha estrutura de k-alxebra. En efecto, tomando
un vector e € V non nulo e amplidandoo a unha base {e,z;}ic; C V, definese o produto
satisfacendo as relacions

er; = x; = xie, xr;x; =0

Vi,j € I, e a unidade verificando n(1) = e.
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. Sexa (A,n4,p1a) unha k-alxebra. Considerando o produto u% = pa o 74 4 obtense unha

nova estrutura de k-alxebra A% := (A,na,pu%), que se cofiece como alxebra oposta.

Notese que A serd conmutativa se e s se g = uzp.

Sexan (A,na,pa) e (B,np,pup) k-dlxebras. O espazo A® B é unha k-alxebra con produto
paeB = (1A ® pp) o (idg ® T A ®idp) e unidade Nagp == N4 @ NB.

Dado un monoide (X, ), considérese kX o k-espazo vectorial con base X. Podese dotar
a kX de estrutura de k-alxebra estendendo por linealidade a operacién de X a todo o
espazo. Ademais, a unidade corresponderase co neutro do monoide. En particular, deste

xeito, pédese construir unha k-alxebra a partir dun grupo G calquera.

A continuacion introdtcese o concepto de codlxebra, que se constriie dualizando os diagramas
da Definicion 211

Definicién 2.5. Unha k-coalxebra é unha terna (C,ec, Ac) onde C' é un k-espazo vectorial

e Ag: C - C®C ecec: C — k son aplicaciéns k-lineais facendo conmutativos os seguintes

diagramas:
C Ac C®C = =
‘ ke C Ac C®k
AC Ac®2dc
A Ec®k 4®€c
CeC woBle CoC®C ok=Ye
Diagrama 2.6: Coasociatividade. Diagrama 2.7: Counidade.

As aplicacions A¢ e e¢c denominanse coproduto e counidade, respectivamente.

Se ademais conmuta o seguinte diagrama dirase que a k-coalxebra é coconmutativa:

coCc —22° L, cgC

N

Diagrama 2.8: Coconmutatividade.

Exemplo 2.6. Amosanse a continuacion algins exemplos de codlxebras:

1.

Sexa S un conxunto non baleiro e kS o k-espazo vectorial con base S. Podemos dotar a

kS de estrutura de k-coalxebra coas aplicaciéns lineais definidas polas relaciéns

A(s) =s®s, e(s) = 1
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Vs € S. En particular, calquera corpo k é unha k-codlxebra con estas operacions.

2. Sexa (C,ec, A¢) unha k-coédlxebra. Considerando o coproduto AZ?" = 7c,c © Ac obtense
unha nova estrutura de k-coalxebra C°? := (C,ec, AZ"), que se cofiece como coalxebra

cooposta. Notese que C' serd coconmutativa se e s6 se Ag = Azfp.

3. Sexan (C,ec,Ac) e (D,ep,Ap) k-codlxebras. O espazo C' ® D é unha k-coalxebra con
coproduto Acgp = (idc ® 7c,p ®idp) o (Ac ® Ap) e counidade ecgp = ec @ ep.

Seguidamente introducense uns elementos destacados das coalxebras: os grouplike. Estudaranse
algunhas das propiedades destes elementos na tltima seccién do capitulo, onde se vera que papel

xogan nas dlxebras de Hopf.

Definiciéon 2.7. Sexa (C,ec, A¢) unha k-coalxebra. Un elemento ¢ € C dise que é grouplike

Se se cumpre que

O conxunto dos grouplike dunha coalxebra denétase por G(C).

Proposicion 2.8 ([I8], Proposition 3.2.1). Se (C,ec, Ac) € unha k-codlzebra, enton G(C) € un

subconzunto linealmente independente de C.

Demostracion. Se G(C) = (), enton é linealmente independente. Se G(C) # 0, pola linealidade
de ¢ tense que £¢(0) = 0 e, polo tanto, 0 ¢ G(C). En consecuencia, {g} é un conxunto
linealmente independente Vg € G(C). Polo tanto, se G(C) ten un tnico elemento, serd un
conxunto linealmente independente. A continuacion considérase o caso no que G(C) ten 2 ou

mais elementos.

Suponase que G(C) non ¢ linealmente independente, é dicir, que existe algin subconxunto
finito de G(C) linealmente dependente. Sexa n € ZT o maior enteiro tal que todo subconxunto
de n elementos de G(C') é linealmente independente e considérense n + 1 elementos distintos

91,925 -y gnt1 € G(C) formando un conxunto linealmente dependente. Enton:

On+1 = Q191 + Q292 + ... + Qngn

para certos ar, ag, ..., an € k—{0}. Ademais, o conxunto {g;®g;}';_; € linealmente independente

por selo {g;}1_ ;. Por outra parte, pola linealidade do coproduto, téfiense as seguintes igualdades:

Z 0050 @ G5 = Gn+1 @ Gnt1 = AC gn-i—l Z OleC gz Z a;ig; @ i,
i,5=1
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de onde se deduce que

n n
Z(%Z — ;)9 @ gi + Z g ®gj =0 => o] —; =0 = oy Vi, j € {1,....n}, i # j.
i=1 i,j=1,i%]

Por ser os o; non nulos Vi € {1,...,n},
aia; ZOViAEj=n=1= g =101 e a%:oq:>oz1:1k.

Como consecuencia tense que ga = g1, 0 que contradi que os g; sexan distintos. Polo tanto G(C)

é un subconxunto linealmente independente de C. O
Observacion 2.9. Do resultado anterior dedtucese que para un conxunto S calquera, G(kS) = S.

Introducese agora unha notacién para o coproduto nunha codlxebra. Sexa (C,ec, A¢) unha

k-coélxebra. Dado un ¢ € C, escribirase a sta imaxe polo coproduto como

AC(C) = 261 & ca,

que é un xeito de representar un elemento arbitrario de C ® C. Esta notacién denominase

notacion de Sweedler.

A verdadeira utilidade da notacién de Sweedler dése cando se opera repetidas veces co

coproduto. Por exemplo, pola propiedade coasociativa (Diagrama [2.6)

ZAC(CI) ®co = 2(61)1 ®(c1)2®co = 201 ® (c2)1 ® (c2)2 = Z c1 ®Ac(ez). (%)

Aplicando a propiedade coasociativa iterativamente é facil ver que todas as formas posibles de

aplicar A¢ n — 1 veces sobre un ¢ € C' dan lugar ao mesmo elemento de O®" .= C @ C ® ) ®C,

como se acaba de probar para n = 3 en . Este elemento denotarase por

Ag_l(c) = ch Ry R ... Q cp.

Con esta notacion é posible expresar as propiedades da counidade (Diagrama [2.7) e da
coconmutatividade (Digarama [2.8)) como segue:

25(01)02 =c= 2016(02)7
ch ®Xcy = ZCQ ®cr.

Definicién 2.10. Sexan (C,ec, A¢) e (D,ep, Ap) k-codlxebras. Un morfismo de k-coalxebras

é unha aplicaciéon k-lineal f: C' — D que fai conmutativos os seguintes diagramas:
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C ! D
N N C ! D
Cec fof D@D \ k /
Diagrama 2.9: Preserva o coproduto. Diagrama 2.10: Preserva a counidade.

Empregando a notaciéon de Sweedler, un morfismo de k-coalxebras f: C — D é aquel que

cumpre que
Y@ fle2= fler) ® f(e)
e ademais
ep(f(c)) = ec(c)
Vee C.

A continuaci6én introdiicense dous resultados que exemplifican a relaciéon dual entre alxebras

e coalxebras. Podense consultar ambos na Proposition 1.3.6 e Proposition 1.3.9 de [7].

Observacion 2.11. Se V' é un k-espazo vectorial e V* o seu espazo dual, entén a aplicacién lineal
AV V* = (V®V)* definida por

AMf®@g)(u®v) = flu)g(v) (2.1)
Vf,g € V" eVu,v € V éinxectiva. En efecto,

Mf@g)=0<= AN[®g9)(u®v)=0Vu,veV < f(u)g(v) =0Vu,v eV

— f(u)=0VueVouglv)=0YWweV <<= f=0oug=0<= fg=0.

Ademais, se V' ¢ de dimension finita n, entén dim(V* ®@ V*) = n? = dim ((V ® V)*) e polo tanto

A serd un isomorfismo.

Proposicion 2.12. Se (C,ec, A¢) € unha k-codlzebra, entén o espazo vectorial dual C* admite
estrutura de k-dlrebra onde o produto e a unidade estin determinadas polas aplicacions duais

AR

Demostracion. Sexa A\: C*®C* — (C® C)* o monomorfismo lineal definido en (2.1). Probarase
que as aplicacions pco+ = Af o X e o+ = €f, definen unha estrutura de k-élxebra sobre o espazo
dual, para o que ¢é suficiente comprobar que os Diagramas e conmutan. Notese que como

as aplicaciéns « e no+ son lineais, en lugar de comprobar a asociatividade para un elemento
C C )
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xenérico do produto tensorial C* ® C* ® C*, basta probalo para os elementos da forma f® g h
con f,g,h € C*. Ademais, dados c € C e f,g € C*, tense que:

po-(f ©9)(e) = Mf®g)(Ac(e) =) fla)g

Aplicando a coasociatividade de A¢ déducese a asociatividade de pc«. En efecto, sexa c € C

arbitrario:

(per o (pox ®ido+))(f ® g @ h)(c)
=pc+(pe(f ® g) @ h)(c)

- ZMC*(f @ g)(ch(e) (definicion de jic-)
= Z f((e1)1)g((e1)2)h(c2) (definicion de pc+)
= Z fler)g Yh((c2)2) (coasociatividade de A¢)
= Z fler)pc+(g @ h)(c2) (definicion de pc)
=pc+(f @ pex(g @ h))(c) (definicion de pc)

)
=(pc o (idc= @ pe=))(f @ g @ h)(c).

Por outro lado, a propiedade da unidade séguese de:

po(no(1x) ® f)(c ch* 1) (e1) f(c2) (definicion de pe~)
= Z ec(er) flea) (definicion de ne+)
—f (Z 50(01)02) (linealidade de f)
=f(c) (propiedade da counidade)
=f (Z CIEC(CQ)) (propiedade da counidade)
= Z f(c)ec(e2) (linealidade de f)
= Z flcer)ne(1x)(co) (definicion de nc+)
=pc+(f @ nex(1x))(c) (definicion de pes). O

Proposicion 2.13. Sexa A un k-espazo vectorial de dimension finita. Se (A,na,pua) € unha
k-dlxebra, enton existe unha estrutura de k-codlrebra sobre A* onde o coproduto e a counidade

estdn determinados polas aplicacions duais p1%y e n’y.

Demostracion. Como A ten dimension finita, a aplicacion lineal A\: A*® A* — (A® A)* definida
en (2.1)) é un isomorfismo, e polo tanto poédense definir as aplicacions A« = A~1 o Wy e =1y,
Para probar que dotan ao espazo dual dunha estrutura de k-codlxebra seré suficiente comprobar

que os Diagramas e conmutan.
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Nétese que para calquera f € A*, S fi ® fo = Ax«(f) = A" (f o a), e polo tanto

> A@he) = A (D Ao f) (@@ b) = (fopa)(a®b) = f(ab) (2:2)

VYa,b € A. Empregando esta propiedade dediicese a coasociatividade:

(A @ida)(Aa)(flla®b®c)

(Z(fl (f1)2® f2) a®b®ec) (definicion de A 4+)
= Z (fi)1 2(b) fa(c) (multilinealidade do produto tensorial)
=" filab) fa(c) (aplicando (2:2))
=f(abc) (aplicando ([2.2)) e a asociatividade)
_Z fi(a)fa(be) (aplicando (2.2) e a asociatividade)
—Zfl b)(f2)2(c) (aplicando (2.2))

(Z f1® (f2)1 ® (f2)2 ) (a®b®c) (multilinealidade do produto tensorial)
=(ida ® Aa)(Aa)(f)la®@b®c) (definicion de A4-).

Por outra banda, aplicando e a propiedade da unidade en (*):
(Z5A* fi f2) = Aina(lp)) f2(a )2 fla),
(Z fiea<(f2) ) = fila) f2(na(1r)) Y f(a),

e polo tanto (A*, e+, Ag+) € unha k-codlxebra. O]

2.2. Bialxebras

A continuacién introdtcese o concepto de bialxebra: un espazo vectorial que é simultaneamente

unha alxebra e unha coalxebra satisfacendo certa condiciéon de compatibilidade entre elas.

Proposicion 2.14 ([1I], Theorem 111.2.1). Se (B,np,up) € unha k-dlzebra e (B,ep, Ap) €

unha k-codlzebra, enton os sequintes enunciados son equivalentes:

1) Ap e ep son morfismos de k-dlzebras.

2) up e np son morfismos de k-codlzebras.

Demostracion. Suponiase que Ap e eg son morfismos de k-alxebras. Ténense enton as seguintes

igualdades:

1 2 . . 3
Apoup & pBeBo(ABRAB) @ (up@pup)o(idp@Tp pRidg)o(Ap®AR) © (uB®uRB)oABgB,



2.2. Bialxebras 15

@ ®)
EBOUB = EBXERB = EBB
onde (1) e (4) son consecuencia de que Ap e ep conservan o produto e (2), (3) e (5) das definicions
de upsB, ApsB € €BgB, respectivamente. Como resultado, pp € un morfismo de k-coédlxebras.
Do mesmo xeito:
@ (2)
Apong = npep = N5 QO NB,

@ @., 6
EBONB = N = id = &y,

onde (1) e (3) son consecuencia de que Ap e ep conservan a unidade e, (2), (4) e (5) das

definiciéns de npg B, Nk € €k, respectivamente. Polo tanto, np é un morfismo de k-coélxebras.

A proba do reciproco é anéloga. O

Definicién 2.15. Unha k-bialxebra é unha 5-tupla (B,np,up,cp,Ap) onde (B,np,up) é
unha k-élxebra, (B,ep, Ap) unha k-coédlxebra e ademais pp e np son morfismos de k-codlxebras

(ou, equivalentemente, Ap e £ son morfismos de k-dlxebras).

Observacion 2.16. A condicidon de que pp sexa un morfismo de k-codlxebras poddese escribir da

seguinte forma, para todo z,y € B:

Ap(zy) = Ap(z)Ap(Y),
ep(zy) =ep(z)ep(y).

Definicién 2.17. Unha aplicacion entre k-bidlxebras f: B — B’ é¢ un morfismo de k-bidlxebras

se é un morfismo tanto de k-alxebras como de k-coalxebras.

Exemplo 2.18. Son exemplos de bidlxebras os seguintes:

1. Se (B,nB, iB,€B,Ap) € unha k-bidlxebra de dimension finita, entéon das Proposicions
e deducese que (B*,np+, up+,ep+, Ap+) tamén o é.

2. Sexa (B,nB, 1B, €B, Ap) unha k-bidlxebra. Enton tameén o son B? = (B, ng, 5,5, AB),
Beop = (B77737,UBv€BaACBop) e BPP = (anBvutévaBaAgp)'

3. Sexa (X,-) un monoide. Como se viu no apartado 5 do Exemplo e no primeiro do
Exemplo kX ten estrutura tanto de k-alxebra como de k-codlxebra. Ademais, estas

estruturas son compatibles e fan de kX unha k-bidlxebra.

Observacién 2.19. Nunha k-bidlxebra (B,ng,up,ep,Agp), como Ap e ep conservan o produto,
tense que G(B) é un conxunto pechado para o produto da bidlxebra. Polo tanto, G(B) é un

monoide con neutro ng(1).
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2.3. Alxebras de Hopf

Nesta seccion introducese a nocién de dlxebra de Hopf: unha bidlxebra que conta a maiores cun
endomorfismo lineal, conecido como antipoda, satisfacendo certa propiedade. Con este obxectivo
introdiicese en primeiro lugar a operacién convolucién, que é necesaria para dar a definicion
deste morfismo. Ademais, probarase un importante resultado que explica o comportamento da
antipoda coas outras operaciéns da alxebra de Hopf. Para rematar a secciéon, estudarase a sia

invertibilidade e veranse algtins exemplos importantes de 4lxebras de Hopf.

Proposicion 2.20 ([16], Definition 1.4.1). Sexa (A,na, a) unha k-dlzebra e (C,ec, Ac) unha
k-codlzebra. O conzunto de homomorfismos k-lineais Homy(C, A) ten estrutura de monoide coa

operacion convolucion:
fxg:=pao(f®g)oAc,

con neulro Na o c.

Observacion 2.21. Coa notacion de Sweedler pédese escribir a convolucién como:

(f+9)(c) = fle)gl

Ve e C.

Demostracion. En primeiro lugar, comprobarase que a operaciéon é asociativa. En efecto, dados
fyg,h € Homy(C, A), ce C

((frg)xh)(c) =D (Frg)(e)hlca) =) flen)glea)hles) =D fler)(gxh)(ca) = (f*(gxh))(0),

onde as igualdades se deducen da asociatividade de p4 e coasociatividade de Aq.

Notese ademais que, grazas & propiedade da unidade e da counidade, 4 o e € Homy(C, A)

é o neutro para a convolucién:

((nacec)* f)le) =Y eole)f(ea) = f (260(01)02) = f(c),
(f* (naoec))(e) =Y fla)ec(ea) (quc 62)=f(0),

de onde se conclie o resultado. O

Definiciéon 2.22. Sexa (H,ngy, pm,em, Ay) unha bidlxebra. Cofiécese como antipoda a un
endomorfismo Sy € Homy(H, H) que é inverso da idy con respecto & operacion convolucion, é
dicir:

SH*idH:nHoéH:idH*SH (2.3)
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ou, coa notacién de Sweedler:
> Su(h)ha = (na oen)(h) =Y h1Su(hy)
para todo h € H.

Proposicion 2.23. Sexa (H,ng, pm,cx, Ag) unha k-bidlzebra. Se a antipoda existe, é inica.

Demostracion. Se existen duas antipodas Sy, Sy, € Homy(H, H), enton:

S L Sy« (i oen) L S (id + Sy) D (Su widu) + Sy L (g o) Sy 2 Sy

onde (1) e (5) son consecuencia de que ng oepg € o0 neutro para a convolucion, (2) e (4) séguense
de e (3) da asociatividade da convolucion. O

Definiciéon 2.24. Unha k-alxebra de Hopf ¢é unha 6-tupla (H,nmg, pmg,em, A, S) onde

(H,nm, m,em, Am) € unha k-bidlxebra e Sy é a antipoda.

Ademais, dirase que H é conmutativa (respectivamente, coconmutativa) se o é a sia

k-alxebra (respectivamente, k-coédlxebra) subxacente.

Definicion 2.25. Unha aplicacion f: H — D entre k-alxebras de Hopf é un morfismo de

k-alxebras de Hopf se é un morfismo de k-biadlxebras.

Proposicion 2.26. Sexan (H,ng, um,em, A, S) e (D,np, ip,ep, Ap, Sp) k-dlzebras de Hopf.

Se f: H— D é un morfismo de k-dlxebras de Hopf, enton tense a sequinte igualdade:

Spof=foSu.
Demostracion. Por unha banda:
fx(Spof)=pupo(f@(Spof))oAy (definicion de )
=ppo (idp ® Sp)oApo f (f morfismo de coédlxebras)
= (idp * Sp)o f (definicion de *)
=npoepof ([2.3) para Sp)
=npocy (f morfismo de coélxebras).
Por outro lado:

(foSy)xf=pupo((foSy)® f)oAy (definicion de x)
=fougo(Sy®idy)o Ay (f morfismo de alxebras)
= fo(Sy *idgy) (definicion de *)
=fonumoen ([2.3) para Sp)

=nNpocH (f morfismo de alxebras).
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Pola unicidade de inverso para a convoluciéon en Homy(H, D), concliese o resultado. O

Viuse no Exemplo da seccién anterior que o dual dunha bidlxebra admite tamén estrutura
de bialxebra, no caso de que esta sexa de dimensién finita. Resulta natural preguntarse se a
bidlxebra dual é tamén unha &alxebra de Hopf, i. e., se admite antipoda. O seguinte resultado

resolve esta cuestion.

Proposicion 2.27 ([19], Proposition 3.1.12). Se (H,nm, pm, e, A, Sp) € unha k-dlzebra de
Hopf de dimension finita, enton a k-bidlzebra dual (H*, N+, pg+, g+, A=) € unha k-dlzebra de
Hopf con antipoda S7;.

Demostracion. Sexa h € H, f € H*:

(3= Suf)f) (1) = 3 Sir(f) () fa(ha) (definicion de jup-
= Z f1(Su(h1)) fo(he) (definicion de aplicacion dual
=f (Z SH(hl)hZ) (definicion de Ag-

= f((ng oen)(h)) (3) para Sy
= (g5 on)(f)(h) (definicion de aplicacion dual).

)
)
)
)

De xeito analogo demdstrase que (idy= * St;)(f) = (ng+ o eg+)(f), o que proba o resultado. [

O seguinte resultado describe de que forma interactiia a antipoda co resto de operacions da

alxebra de Hopf.

Proposicion 2.28 ([16], Proposition 1.5.10). Sexa (H,nm, pm,cu, Mg, Su) unha k-dlzebra de
Hopf. Tense que:

1) Sy € un antimorfismo de k-dlxebras, ¢ dicir:
Sgopn = paotamo (Sy®SH),
SHong =nu-
2) Sy € un antimorfismo de k-codlxebras, é dicir:
Ag oSy =rT1ano(Sg®SH)oAn,

5HOSH:5H-
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Demostracion. Para probar a primeira igualdade de 1) definense as seguintes aplicacions w, 6 €
Homy(H ® H,H):

w = Sy oy, 0 :=pugotymo(Sy®SH).

Entoén, para todo h,g € H tense a seguinte cadea de igualdades:

(s pm)(h @ g) = 3 w((h® g))un((h @ g)2) (definicion de +)
= Zw(hl ® g1)pm (he ® g2) (definicion de Apggm)
= Z St (h1g1)hage (definicion de w)
= ZSH((hg)l)(hg)Q (Apg morfismo de alxebras)
= (nm o em)(hg) ([.3) para Su)
=uoepgn)(h®g) (e morfismo de alxebras).

Doutra banda,

(ne *0)(h®@g) = pa((h®g)1)0((h @ g)2) (definicion de )
= Z'“H(hl ® g1)0(h2 ® g2) (definicién de Agen)
= hg15u(g2) Sk (ha) (definicion de )
= hinu(en(9))Su(hs) ((.3) para Su)
= nu(en(h))nu(en(9)) (nz unidade, para Spr)
=nu(eg(hg)) (e morfismo de alxebras, ny lineal)
= (uoeugn)(h®g) (e morfismo de alxebras).

Como (Homy(H ® H, H),*) & un monoide con neutro ng o £ggm, pola unicidade do inverso

concluese que w = 6, como se queria demostrar.

A segunda igualdade dedticese do seguinte:

Suonu = pr o ((Suonm) ®nm) (nm unidade)
=ppo (S ®idy) o (Mg @ nm) (Proposicion
=pg o (Syg®idyg) o Ay ong (A g morfismo de alxebras)
= (Sy xidg) ony (definicion de )
=ngoEygoNy (2.3 para Sg)
=ng (e morfismo de alxebras),

co que queda probado 1).
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Para a demostracion de 2) definense as aplicaciéons ¢, v € Homy(H, H @ H)

w::AHOSH7 V:T[—LHO(SH@SH)OAH

Dado h € H,

(o Ap)(h) = Ap(Su(h1))Au(he) (definicion de * e de )
= Ay (Z SH(hl)lm) (Ag morfismo de dlxebras)
= Au(nu(en(h))) (2-3 para Su)
= (Mg ocm)(h) (A morfismo de alxebras).

Por outra parte,

(Ag *v)(h) = (h1 ® hg)(Su(ha) ® Su(hs)) (definicién de * e de v)
= hSu(ha) ® haSu(hs) (definicion de ppem)
= Zh15H(h3) @ nu (e (he)) (2.3 para Sg)
= hiem(he)Su(hs) @ n (1) (linealidade de ng)
= hSu(hs) @ nu(ly) (eg counidade)
=nu(eu(h)) @ nu(1lk) para Sq)

= (Mugm ocm)(h) (definicion de nggmH)-
De novo, por ser (Homy(H, H® H),*) un monoide con neutro nggm © £, concliese que ¢ = v.

Por altimo, tense que para calquera h € H

eg(Su(h)) =¢en (SH (Z 5H(h1)h2>> (eg counidade)
- (Z 6H(h1)SH(h2)) (linealidade de Sy )
= ZeH(hl)eH(SH(hg)) (linealidade de epy)
=cg (Z hlsH(h2)> (e morfismo de alxebras)
=en(nu(en(h))) (2.3 para Sg)
=cpu(h) (eg morfismo de é&lxebras),
e, polo tanto, o resultado queda probado. O

Observacion 2.29. No6tese que no enunciado da proposicién interior a primeira condicién é
equivalente a que Sgr: H — HP sexa un morfismo de k-alxebras e a segunda a que Sgr: H — HP
sexa un morfismo de k-coalxebras. Como consecuencia, Sg: H — HP ¢ un morfismo de

k-bidlxebras.



2.3. Alxebras de Hopf 21

Observacion 2.30. Obsérvese que se H é unha alxebra de Hopf con antipoda Spr, a bialxebra
HOPP ¢ tamén unha alxebra de Hopf con antipoda Sp. Sen embargo, para poder dotar a HP

e HP de estrutura de 4lxebra de Hopf, debe existir un morfismo Sy € Homy(H, H) tal que

Z gH(hQ)hl = (77H e} EH)(h) = Z hQSH(hl) (2.4)
Vh € H. Cofiécese a Sy como antipoda retorcida de H.

Proposicion 2.31 ([16], Lemma 1.5.11). Sexa (H,nu, pu,€u, Mg, Sy) unha k-dlzebra de Hopf.
A sia antipoda Sy é invertible se e sé se existe Sy a antipoda retorcida de H e, nese caso,
Syt =Sy.

Demostracion. Stponase en primeiro lugar que Sp é invertible. Nese caso, o seu inverso Sﬁl sera
tamén un antimorfismo tanto de alxebras como de coalxebras. Isto débese a que un antimorfismo
de alxebras e codlxebras non é mais que un morfismo de bidlxebras de H en H°PP e os

isomorfismos de bidlxebras son precisamente os morfismos bixectivos. Tendo en conta isto:

> S ha)hn =) Syt (h2) S5 (Su(ha)) (S ¢ bixectiva)
= SI} (Z Sy (hi) h2) (51}1 antimorfismo de alxebras)
= Sy (nu(en(h))) (2.3 para Sg)
=nu(eg(h)) (S antimorfismo de alxebras),

e analogamente Y ha Sy (h1) = (nm o ei)(h), polo que S;;' ¢ unha antipoda retorcida.

A continuacién probarase que tamén se satisfai a outra implicacién. Sexa Sy a antipoda de

H e Sy a antipoda retorcida. Para calquera h € H

Su(Su(h)) = Su(Su(en(h)hi)) (ezr counidade)
= en(h2)Su(Su(h)) (linealidade de Sg e Sg)
= h3Su(ha)Su(Su(h1)) (4 para Sp)
= h3Su(Sp(h1)hy) (Sp antimorfismo de alxebras)
= haSu(nu(en(h))) (2.3 para Sy)
= Z er(hi)hs (S antimorfismo de dlxebras)
=h (em counidade). O

Observacion 2.32. Sexa H unha alxebra de Hopf con antipoda invertible Sp. Nétese que pola
Proposicion m tanto Si: H — H°PP como o seu inverso 5;11: H°P — HP son morfimos de
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alxebras de Hopf e polo tanto H =2 HPP ¢ HP = HP Adicionalmente, se H é conmmutativa
ou coconmutativa, entén terase que Sﬁl = Sy pola unicidade da antipoda, e en consecuencia
S =idy.

Como ultimo resultado, demostrarase unha proposiciéon que xustifica o nome que se lles deu

aos grouplike.

Proposicion 2.33 ([L1], Proposition 111.3.7). Sexa (H,nm, iH,cH, A, Sg) unha k-dlzebra de
Hopf. O conzunto dos grouplike G(H) ten estrutura de grupo.

Demostracion. Por ser H unha bidlxebra, G(H) é un monoide. Agora ben, dado un h € G(H)

arbitrario, Sy (h) tamén estd en G(H) xa que

Ap(Su(h)) = Su(h) ® Sg(h),
en(Su(h)) =en(h) = 1,

por ser Sy un antimorfismo de coalxebras. Ademais, pola definicién de antipoda
Su(h)h = hSu(h) = nu(er(h)) = na(1k)

polo que Sg(h) = h™' € G(H) e entén & un grupo. O

Para finalizar o capitulo porporciénanse varios exemplos importantes de dlxebras de Hopf:

Exemplo 2.34.

1. Considérese un grupo (G, -) con neutro e. No Exemplo viuse que o espazo vectorial kG
ten estrutura de k-bidlxebra, por ser G en particular un monoide. Neste caso a invertibilidade

dos elementos de GG permite definir un endomorfismo lineal S tal que

Ska(g) =g7*

Vg € G. Deste xeito, como Sia(9)g = ¢ = gSka(g9) Vg € G e Sk € lineal, satisfaise
a propiedade (2.3) da antipoda. Polo tanto kG ten estrutura de k-alxebra de Hopf con
antipoda Spg. Notese ademais que kG € coconmutativa, independentemente do grupo G,

mentres que serd conmutativa se e s6 se G é abeliano.

2. Sexa (G un grupo finito. Acdbase de ver que kG € unha k-alxebra de Hopf, e pola Proposicion
tamén o serd enton (kG)*. A continuacién describense as operacions desta k-alxebra
de Hopf sobre os elementos dunha base. Considérese por exemplo {p,}seq, tales que
pg(z) =042 Vg, € G, onde dgy = 1 Vg € G e §g, = 0 se g # . Por definicion de
H(kG)*:

(pgpn)(x) = (pg © pn)(Ara(x)) = pg(x)pn(x) = 0g.20n0
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Vg,h,z € GG, e polo tanto pg = py € pgpr = 0 se g # h. Ademais, por definicion de A )«

D )1(@)(Pg)2(y) = py(y) = G4,z

Vg, x,y € G, do que se deduce que

Agcy-(pg) = > P @Dy
ht=g

Por outra parte

Sey (0g(7)) = Sk (Pe(2)) = pg(Sic (7)) = pg(a™") = Gy -1 = pm1,

Vx € G e entén Sy« (pg) = pg—1. De igual maneira deddcense que a unidade e counidade

son tales que

U(kG)*(lk) = Zpg € £(kG)* (Pg) = dg.e-
geG

Neste caso (kG)* é un exemplo de alxebra de Hopf conmutativa, que ademais serd coconmutativa

se e 86 se G é abeliano.
3. Para introducir o seguinte exemplo € preciso dar duas definiciéns previas:

= Sexa V un k-espazo vectorial. Considérese o k-espazo

T(V)=@PTV),

k>0

onde T(V) = k e TH(V) = V®k Wk > 1. Cofiécese 4 k-alxebra (T(V),n, 1) como

k-alxebra tensorial de V', onde pensontalesqueVs,r > lexy,...,Ts, Y1, ..., Yr €V
(218 .. 0T) (@ ... QY)) =21 R ... Ty QY1 & ... @ Y,

n(l) = 1i.

» Unha k-alxebra de Lie ¢ un par (g, [, |) onde g é un k-espazo vectoriale [, |: g x g — ¢
unha aplicacién k-bilineal satisfacendo as seguintes propiedades:
e Antisimétrica:
[x’y] = —[y,m],

e Identidade de Jacobi:

[z, [y, 2]] + [y, [z, 2] + [2, [, y]] = O,

Vr,y,z € g.
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Sexa (g,[ , ]) unha k-alxebra de Lie e T'(g) a sta k-alxebra tensorial. Sexa I(g) o ideal

bilatero de T'(g) xerado polos elementos da forma

ry —yr — 2,9,

con x,y € g. Conécese como k-alxebra envolvente universal de g 4 k-alxebra cociente
U(g) == T(g)/1(g)-

Ademais, podese dotar a U(g) de estrutura de k-alxebra de Hopf mediante aplicacions e, A

e S que actiian sobre os elementos de g da seginte forma:
Alz) =z 1+ 1, @z, e(x)=0 e S(z) = —.

Polo tanto U(g) ¢ un exemplo de k-alxebra de Hopf coconmutativa. Para ver esta construcion

en mais detalle podese consultar, por exemplo, [I1].

. Sexa k un corpo de caracteristica distinta de 2 e considérese a k-alxebra

H=Fk1,z9zg: g°=1,22=0,29g = —gz).

Po6dese dotar a H de estrutura de dlxebra de Hopf mediante aplicaciéns ey, Ay e Sy tales

que
Ap(9) =9®y, Ag(r)=rz1+gw,
EH(g) = 1k7 EH(:B) = Oa
Su(g) =g, Su(r) = —g=.

Este exemplo foi introducido por primeira vez por Sweedler en [I8], e tratase da alxebra
de Hopf non conmutativa e non coconmutativa de menor dimensiéon. Este tipo de dlxebras

de Hopf cofiécense como grupos cuanticos.



Capitulo 3

Modulos de Hopf

Neste capitulo introducirase o concepto de médulo de Hopf e probarase o teorema fundamental
destes obxectos, que da nome a este traballo. Con este obxectivo introducirase o concepto de
moédulo sobre unha alxebra, asi como o seu concepto dual: comédulo sobre unha coélxebra. Para

finalizar, darase algtin exemplo de aplicacion deste resultado.

3.1. Mobdulos e comdbdulos

Nesta primeira seccién definiranse os conceptos de mddulo e comddulo, acompanados de
exemplos e dun resultado de dualidade semellante aos vistos para alxebras e coalxebras na
primeira seccién do capitulo anterior. Ademais, para unha &alxebra de Hopf H e un H-mo6dulo
M, introduciranse os conceptos de submédulos de invariantes e coinvariantes de H en M, sendo
este ultimo necesario para enunciar o Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf na seccion

seguinte.

Definiciéon 3.1. Sexa (A,n4,pa) unha k-dlxebra. Un A-médulo pola esquerda é un par
(M,~pr) onde M é un k-espazo vectorial e ypr: A ® M — M unha aplicacion k-lineal facendo

conmutativos os seguintes diagramas:

ARA®M paidu A M koM naSidu A M
idA®yn Y™ = Y™
A®M ™ A M
Diagrama 3.1 Diagrama 3.2

25
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A aplicacion v); denominase accién pola esquerda.

De xeito andlogo pddese definir o concepto de A-modulo pola dereita.
Notacion 3.2. Cando sexa conveniente empregarase a seguinte notacion para a accion de A-modulos:
a-m:=ym(a®m)
Yae A, me M.

Dualizando os diagramas anteriores obtense a definicién de comédulo sobre unha codlxebra.

Definicion 3.3. Sexa (C,ec, A¢) unha k-codlxebra. Un C-comédulo pola dereita é un par
(M, ppr) onde M & un k-espazo vectorial e ppr: M — M ® C unha aplicacion k-lineal facendo

conmutativos os seguintes diagramas:

M PM M Q C M M M ® C
PM idp @Ac = idp®ec
M&C prride MeCeC Mok
Diagrama 3.3 Diagrama 3.4

A aplicacién pps denominase coaccion pola dereita.

De xeito andlogo pddese definir o concepto de C-como6dulo pola esquerda.

Observacion 3.4. Notese que todo A-modulo pola dereita (M, ~yr) da lugar a un A°P-modulo

pola esquerda (M, ~),) con
’wa =IYMOTAM-
De igual forma, todo C-comédulo pola esquerda (M, pyr) correspondese cun C°P-comédulo pola
dereita (M, py;) con
p/M = TC,M © PM-
En consecuencia, todo resultado que sexa certo para médulos pola esquerda (respectivamente,

comodulos pola dereita) tamén o serd para modulos pola dereita (comodulos pola esquerda).

Polo tanto, ao longo desta seccion consideraranse s6 modulos (comodulos) do primeiro tipo.

Sexa (M, ppr) un C-comodulo pola dereita. A imaxe dun m € M calquera pola aplicacion

pm denotarase por

pm(m) = Zmo ®my,
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con mg € M, m; € C. Empregando esta notacién, o Diagrama [3.3] e o Diagrama poden

escribirse como segue:
Z(mo)0®(mo)1®m1 = Zmo®m1 ® ma, (3.1)
Zac(ml)mg =m.

A propiedade (3.1) garante que, dado un m € M, todas as formas posibles de aplicar pys e
A¢ iterativamente n — 1 veces sobre ppr(m) = > mo ® my dan lugar ao mesmo elemento de
M @ C®". Este denotarase por

ng Xmp @ ma ... & My,
onde mpe M em; e CVie{l,..,n}.
Definicion 3.5. Sexan (M, ) e (N,yn) A-modulos pola esquerda. Unha aplicacion k-lineal
f: M — N é&un morfismo de A-médulos pola esquerda se o seguinte diagrama:

ida®f

A M A® N

Y™ IN

M N

Diagrama 3.5: A-linealidade de f.

é conmutativo. Equivalentemente, se se cumpre que
a-f(m) = f(a-m)
para todom € M e a € A.

Definiciéon 3.6. Sexan (M, pyr) e (N, py) C-comodulos pola dereita. Unha aplicion k-lineal

f: M — N é un morfismo de C-comédulos pola dereita se fai conmutativo ao seguinte

diagrama:
M ! N
pM PN
M&C [@ide Ne®C

Diagrama 3.6: C-colinealidade de f.
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ou, equivalentemente, se se cumpre que

D (Fm)o@ (f(m) = flmo) ©m
para todo m € M.
A vista da relacion dual entre alxebras e coalxebras estudada no capitulo anterior, cabe
preguntarse se a accién dunha alxebra sobre un espazo vectorial M induce unha coaccién da sia

coalxebra dual sobre M, e viceversa. Preséntase a continuacién un resultado que da resposta a

esta cuestion.

Observaciéon 3.7. Sexa k un corpo e V e W k-espazos vectoriais. Entén a aplicacion k-lineal
o: V@ W* — Homy (W, V) definida por

o(v® f)(w) = f(w)v
Yw € W, é inxectiva. En efecto, para todo f e W*ewv € V:
oc(v@f) =0<= o(v@f)(w) = f(w)v =0Vw € W <= f(w) =0Vw € Wouv =0<=vxf =0.

Proposicion 3.8 ([16], Lemma 1.6.4).

1) Se (M, pyrr) € un C-comddulo pola dereita, entén M admite unha estrutra de C*-mddulo

pola esquerda inducida por pyr.

2) Se (M,~nr) € un A-mddulo pola esquerda e A ten dimension finita, entén M admite unha

estrutura de A*-comddulo pola dereita inducida por vyr.

Demostracion.

1) Considérese a aplicacion lineal v: C* @ M — M satisfacendo

Y(f@m)= mel

para todo f € C*, m € M. (M,~) é un C*-modulo pola esquerda. En efecto, dados
fyg € C*, m € M arbitrarios, aplicando a definicién de «y en (1) e (3), a definicion de pc~
en (2), e a conmutatividade do Diagrama [3.3|en (3):

V(pe+(f © g) ® ) ng mo—z:f ma)g(ma)mo,
)

(f®zg my m0> Zf m1)g(ma)mo,

de onde se conclie que v satisfai a conmutatividade do Diagrama [3.1} Por outra parte, a

U®7w®mD

propiedade do Diagrama deducese da definicion de no« e de que pys fai conmutativo ao
Digrama [3.4}
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2) Fixado un m € M, o k-espazo vectorial A-m = {yy(a®m)|a € A} ten dimension finita, e
polo tanto podese tomar unha k-base da forma {m;}! ;. Enton Va € A, a-m =3y | aim;
para certos a; € k. Esta relacion determina unhas aplicacions f; € A* tales que f;(a) = a;

Vie{l,...,n} e Va € A. Considérese a aplicacion k-lineal p: M — M ® A* definida por

(m) =Y mi® f;
i=1

para todo m € M. Esta aplicacién estd ben definida, como se comproba a continuacion:
Sexa m € M, sexan {m;}7_, e {m;}7, bases distintas de A-m, e {f;}7,, {f;}7_, C A* as
aplicacions lineais asociadas a cada base. Pola Observacion o: M ®A* — Homy (A, M)

¢é inxectiva e, en consecuencia,

n n ~ n n ~
Zfi(a)mi =a-m= Zfi(a)mi Vae A = Z:mZ ® fi = Zmz ® fi,
i=1 i=1 i=1 i=1

polo que p estd ben definida.

Por ultimo, comprébase que (M, p) é un A*-coméddulo pola dereita. Denotando p(m) =
doimimi @ fie p(mg) =300 ml @ fl, Vi€ {1,...,n}, tense que

((p®ida) o p)( ZZm ® f} @ fi

=1 j=1

((ZdM@AA*)Op szz® fz (fz)Q

Sexan A: M @ A*RA* - M@ (A®A)* eoc: M ® (A® A)* — Homi(A® A, M) os
monoformismos definidos nas Observacions e [3.7] respectivamente. Aplicandolle a sta

composicion o o A s daas expresions anteriores e avaliando en a® b € A ® A:

> fib) i:f;(a)m; =a-Y_ filbymi=a-(b-m),
i=1 j=1 i=1

Zmz Z(fz) z Zmzfz ab )
=1

onde todas as igualdades son consecuencia da definicién de p e (%) da definicion de A 4-.
Como ~ satisfai o Diagrama e 0 o A é inxectiva, concliese que p fai conmutativo ao
Diagrama [3.3] Por outra parte, a propiedade do Diagrama dediicese directamente da

definicion de e 4+:

((ZdM ®€A*) op Zml ®€A* fz Zmz ® fi nA(lk)) (:) m,
=1 =1

onde (*x) se debe a que > | fi(na(lg))m; = na(lg) - m = m, pola definicion de pps. O
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Observacion 3.9. Para unha alxebra (A,n4, pa) de dimension finta, sexa (M, ) un A-modulo
pola esquerda e (M, p) o A*-comédulo pola dereita inducido pola proposicion anterior. Notese

que, por construcién, a coaccién p estd caracterizada pola seguinte propiedade:
a-m= Zml(a)mo
YVae A, me M.

Exemplo 3.10. Os seguintes son exemplos de médulos e comodulos:

1. Toda k-alxebra (A,na4,pa) ¢ un A-moédulo pola esquerda coa accion v4 = p4. De igual

xeito, toda k-codlxebra (C,ec, Ac) é un C-como6dulo pola dereita coa coaccion po = Ac.

2. Dada unha k-élxebra de Hopf (H,nmg, pm, e, Am, Sir), todo k-espazo vectorial M admite

unha estrutura de H-modulo pola esquerda, que ven dada pola accién
yv(h@m) =eg(h)m
VYm € M, h € H. Conécese a (M, ) como H-médulo trivial pola esquerda.

3. Dada unha k-dlxebra de Hopf (H,ng, pm,eq, Am, Sg), todo k-espazo vectorial M admite

unha estrutura de H-comodulo pola dereita mediante a coaccién
prm(m) :=m @ nmg (1)
VYm € M. Conécese a (M, pps) como H-comoédulo trivial pola dereita.

4. Sexa (H,nmg, bm,€m, A, Sp) unha k-alxebra de Hopf e (M, var), (N, var) H-moédulos pola

esquerda. Enton M ® N é un H-moédulo pola esquerda coa accidén
YmenN = (v @) o (idy @ T Q idy) o (Ap ®idpyen),
ou, en termos de elementos,
h-(m®n) :Z<h’1 -m) ® (ha - n)
Vh € H, m € M en € N. Noétese ademais que, se H é coconmutativa,

(e o (idg ® Ty n))(h@m @n)) = (hy-n) ® (ha - m)
= (hy-n) @ (hy - m)

= (Tm,N o Ymen)(h @ m®n)

e polo tanto Ty nv: M ® N = N ® M é un isomorfismo de H-moédulos pola esquerda.
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5. Analogamente, se (H,ng, im0, Ag, Sp) € unha k-dlxebra de Hopf, (M, par) e (N, par)

H-comédulos pola dereita, entén M ® N é un H-como6dulo pola dereita coa coaccién

pueN = (idyeon @ pr) o (idy @ Tan ®idg) o (pm ® pN),
ou, con outra notacion:

pupN(m@n) = mo®ng @ min

para todo m € M, n € N. De forma aniloga ao exemplo anterior, se H é conmutativa

cumprese a seguinte igualdade:

(pNoM o TMN) (M@ n) = Z no ® mo ® nymy
= Zno®mo®m1n1

= ((TmeN ® idi) © ppeN)(m @ n),
polo que Ty nv: M @ N — N ® M é un isomorfismo de H-comédulos pola dereita.

6. Considérese a k-alxebra de Hopf kG descrita no Exemplo Verase a continuacién que
un k-espazo vetorial M admite estrutura de kG-comoddulo pola dereita se e s6 se M &
un k-espazo vectorial G-graduado, é dicir, se existe unha coleccién de subespazos de M
{My: g € G} tal que M = €D e My
En primeiro lugar, se (M, py) € un kG-comédulo pola dereita, entén podese escribir a

coaccién sobre un m € M da seguinte forma:
pr(m) = Ym0,
geG
Como pjs satisfai o Diagrama, [3.3] camprense as seguintes igualdades:
Y (mdh@h@g=> pulmg) @g=> my®Aalg) =Y my®gyg,
g:heG g€G geG geG

de onde se deduce que (mgy)y = 64nmg Vg, h € G e polo tanto
prm(mg) =mg @ g.

Para cada g € G considérese o conxunto My = {mgy: g € G}, que é un subespazo de
M por ser pyr k-lineal. Entén, dados h # g de G e my € My, my € My non nulos,
prm(mg) # pu(my) = mg # my, e polo tanto a suma dos My é directa. Ademais, como pyy

satisfai o Diagrama [3.4]

m® 1y, = ((idv @ exe) 0 pur)(m) = Y mg ®epalg) = Y mg® 1,
geG gelG
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Ym € M, co que ®gEGMg =M.

Para probar a outra implicacion, dado un k-espazo vectorial M = @@ My, chega con

geG
considerar a aplicacién lineal definida por

prm(mg) =mg ® g
Vmg € My. Tendo en conta como actian Ayg e exg sobre os elementos de G, é inmediato

probar que pys fai conmutativos os Diagramas e

A continuacién introducense, para unha alxebra de Hopf H e un H-modulo M, os conceptos
de submoédulos de invariantes e coinvariantes de H en M, que serdn de importancia na seguinte

seccion.
Definicion 3.11. Sexa (H,ng, pm, e, Am, Sg) unha k-dlxebra de Hopf.
1) Dado un H-moé6dulo pola esquerda (M, vys), conécense como invariantes de H en M aos

elementos de
M ={meM:h-m=eg(h)ym, Yh € H}.

2) Dado un H-como6dulo pola dereita (M, pypr), conécense como coinvariantes de H en M

aos elementos de
Ml = {m e M: pp(m) =m @ ng(1;)}.

De xeito analogo tamén se poden considerar os invariantes dun H-mo6dulo pola dereita ou

os coinvariantes dun H-comdédulo pola esquerda, para os que se emprega a mesma notacion.

Exemplo 3.12. Estidase agora a relaciéon dual entre estes dous conceptos, asi como o caso

particular dos invariantes en kG-médulos e dos coinvariantes en kG-comoédulos.

1. Considérese unha k-alxebra de Hopf (H,nm,pm,cm, A, Sg) de dimension finita. Sexa
(M, ~ypr) un H-mo6dulo pola esquerda e (N, py) un H-comoédulo pola dereita, con (M, par)
e (N,yn) o H*-como6dulo e H*-moédulo asociados, dacordo coa construccion da Proposicion

[3.8] Enton os invariantes e coinvariantes de H e H* estan relacionados do seguinte xeito:
MH — McoH* NH* — NcoH
En efecto, para un m € MH
hem=en(B)ymVhe H-% prr(m) = m®@ ey = m @ n-(13),
e para un m’ € Mt

par(m') = m' @ (1) = m! ® ey =% h-m! = e (h)ym’ Vh € H,
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onde (x) é consecuencia da definicion de pps que se deu na demostracion de 2) na Proposicion

B8

Analogamente, se n € N®H entén, aplicando en (x*) a construcién de vy vista na
demostracion de 1) na Proposicion

pn(n) = n @0 (1) S v (f @ n) = Fonu(1e)n = en-(f)n ¥f € H*

esen € NI,

> fno © an(f @n) = ep-(fin = Flou(Le)n VI € HY,
de onde se deduce que py(n) = n @ ng(1y).

2. Sexa kG a k-alxebra de Hopf descrita no Exemplo [2.34]

Considérese un kG-modulo pola esquerda (M, yr). Como exi(g) = 1 Vg € G, os invariantes
de kG en M son os elementos que permanecen invariantes baixo a accién restrinxida ao
grupo G. E dicir,

MY = {meM:g-m=m, YgeG}.

Por outra parte, se (IV, py) € un kG-como6dulo pola dereita, probouse no Exemplo que
N =@ cq Ng € pn(ng) = ng ® g Vng € Ny. Polo tanto Me*G = M, onde e & o neutro
de G.

3.2. Mobdulos de Hopf

Nesta seccién definirase o concepto de médulo de Hopf: un k-espazo vectorial con estrutura
tanto de moédulo como de comédulo satisfacendo ambas certa condicién de compatibilidade.
Ademais, probarase o principal resultado deste traballo, o Teorema Fundamental dos Modulos
de Hopf.

Definiciéon 3.13. Dada unha k-alxebra de Hopf (H,ng, um,eq, Ag, Sy), un H-médulo de
Hopf pola dereita ¢ unha terna (M, ~vyas, par) onde

1) (M,~ar) € un H-moédulo pola dereita,
2) (M, ppr) € un H-comodulo pola dereita,

3) par € un morfismo de H-modulos pola dereita, ¢ dicir

Z(m . h)o & (m-h)1 = Zmo -h1 ® mihs.
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Observacion 3.14. Notese que a condicién 3) é equivalente a que 7y sexa un morfismo de

H-comddulos pola dereita.

Observacion 3.15. Analogamente tamén se poderian definir os médulos de Hopf pola esquerda
e os modulos de Hopf mixtos, é dicir, con estrutura de médulo pola esquerda e comoédulo pola
dereita ou de modulo pola dereita e comdédulo pola esquerda, modificando a relacion 3) de

compatibilidade de xeito adecuado.

Definicién 3.16. Sexan (M, yar, par) € (N, vn, pn) H-modulos de Hopf. Unha aplicacion f: M — N
¢ un morfismo de H-médulos de Hopf pola dereita se é tanto un morfismo de H-médulos

pola dereita como de H-comddulos pola dereita.

Exemplo 3.17. Os seguintes son exemplos de médulos de Hopf:
1. Se (H,nm, pm, e, Am, Sgr) € unha k-dlxebra de Hopf, enton (H, pp, Ag) € un H-moédulo
de Hopf.

2. Se (M, ~ar) € un H-médulo pola dereita, enton (M ® H, yyrem, idy @ Apg) € un H-modulo

de Hopf, xa que idy; ® Ay é un morfismo de H-modulos pola dereita:

YmeHeH((idy @ A ®idg)(m @ h® g))

= TMeHQH (Zm ®h1 ® hg ® g)

= Z YumeH(Mm @ h1 @ g1) @ hago (definicion de YyoHoH)
= Z m- g1 ® h1gs ® hags (definicion de e m)
= Z m- g1 ® (h1g2)1 ® (h1g2)2 (A morfismo de alxebras)
= (idy @ Ap)(YmMea(m @ h® g)) (definicion de Yarem),

para todom € M e h,g € H. Adicionalmente, se (M, ypr) é¢ o H-moédulo trivial pola dereita
(ver Exemplo [3.10)), dirase que M ® H é un H-mo6dulo de Hopf trivial. Dito doutro xeito,
(M ® H,~,p) ¢ un H-médulo de Hopf trivial se e 86 se

(m@h)-g=mohg e pmeh)=me Au(h)
paratodome M e h,g € H.

3. Sexa kG a k-alxebra de Hopf descrita no Exemplo e (M,va, py) un kG-modulo
de Hopf pola dereita. Probouse no Exemplo que M = P cq My e que py(my) =
mg® g Vmg € My. A continuacion estudarase como acttia yas sobre os My. Como pps € un

morfismo de kG-modulos:

pv(mg-h) = (mg®g)-h=mg-hi ®ghy =mg-h® gh,
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e polo tanto my-h € My, Vg, h € G, Vmg € My. Enton My -h C My, Vg, h € G e ademais,
como 7y satisfai os Diagramas [3.2] (x) e [3.1] (xx),

()

9 My, - (h7h) 2 (

My, -h™ € M, = My, My, -h™)-hC M, h,

co que My - h = My, Yg,h € G. En particular My = M, - g Vg € G.

Observacion 3.18. Notese que a definicion de H-mddulo de Hopf pode xeneralizarse sen ningtn
cambio ao caso no que H é unha bidlxebra calquera. Non obstante, a conveniencia de que H

admita unha antipoda queda patente no seguinte resultado.

Teorema 3.19 (Teorema Fundamental dos Mo6dulos de Hopf). Sexza (H,ng, im, em, Ag, Si)
unha k-dlzebra de Hopf e (M, v, par) un H-mddulo de Hopf pola dereita. Enton, M é isomorfo

a M°H @ H como H-médulos de Hopf pola dereita, onde M°H @ H ten estrutura de H-mddulo
de Hopf trivial.

Demostracion. Considérense as aplicacions lineais ¢: M" @ H — M e ): M — M ® H tales

que:

pm'®@h)=m'-h e  P(m) :ZmO'SH(m1)®m2

para todo h € H, m € M e m’ € M®H_ Verase a continuaciéon que estas aplicaciéons son unha
a inversa da outra e que definen un isomorfismo de H-moédulos de Hopf pola dereita entre M e
MeH @ H. Noétese en primeiro lugar que pas (Y. mo - Sg(m1)) = . mo-Sg(m1)@ng (1) Ym € M
e polo tanto (M) C M®H @ H. En efecto, para todo m € M

pM (Z mg - SH(ml))

= Z mo - Sg(mi))o ® (mo - Sa(mi))

= (mo)o - (Su(m1))1 ® (mo)1(Sa(m1))a (par morfismo de modulos)
= mo- (Su(ma))1 @ mi(Sk(ma))s (par coaccion (Diagrama [3.3)
= Z mo - Sg(ms) @ mySg(ma) (Sy antimorfismo de coélxebras)
= " mo - Su(ma) @ n(eu(m)) ([2.3) para Sy)
= mo- Su(er(mi)ms) ® nu(ly) (linealidade Sg)
= mo- Su(m1) @ ng(1y) (ey counidade),



36 3. Médulos de Hopf

como se queria ver. A continuaciéon probarase que ¢ é a inversa de 1 e viceversa. Sexa m € M:

(pop)(m) = (mo-Su(ma)) - ma
=> mo- (Su(m1)my) (yar accion (Diagrama[3.1)))
= mo-nu(em(m)) (Si antipoda (23))
= en(mi)mo (yar accion (Diagrama[3.2))
(pam coaccion (Diagrama [3.4)),

co que ¢ o) = idys. Por outro lado, tomando m’ € MH e h € H:

(wod)(m' @h) =2 (m' h)o- Su((m'-h)1) @ (m-h);
= Z(m’ “h)o - Sa(((m'-h)1)1) @ (M- h)1)2  (pm coaccion (Diagrama [3.3))
= Z(m6 ~h1) - Sy ((mih2)1) ® (m}ha)a (par morfismo de modulos)
= Z(m6 ~h1) - Sg(m}hs) @ mhhs (Apg morfismo de alxebras)
= (m’-h1) - Su(hs) @ h3 (m' e M«H)
=m'-h1Sy(he) @ hs (vm accion (Diagrama [3.1]))
=m’ -nu(eg(h)) ® he (S antipoda (2.3))
=m' @eg(h1)hs (vm accion (Diagrama [3.2))
=m'®@h (eg counidade),

de onde se conclie que ¥ o ¢ = idys. SO falta comprobar que ¢ é un morfismo de H-mddulos de
Hopf pola dereita. Por unha banda, dados m’ € MH  h, g e H:

@

o((m' @ h)-g) L o(m' @ hg) =m’ - (hg) 2 (m' -h) - g = p(m’ @ h)- g

aplicando en (1) que M ® H ten estrutura de H-moédulo de Hopf trivial e en (2) que vy é
unha accién, polo que se pode aplicar a conmutatividade do Diagrama Por dltimo, tamén

se cumpren as seguintes igualdades:

@)

((p @ idp) o pppeotigp)(m' @ h) = (¢ @idpy) (Zm ®h1®h2) => m' - hi®hy,

(pr 0 @) @h) =3 (m - h)o @ (m - h)s 23" mly - by @mihs 2 S m - by @ ho,

onde (3) se deduce da estrutura de H-mo6dulo de Hopf trivial para MH @ H, (4) de que pys é

un morfismo de H-médulos pola dereita e (5) de que m’ esta en M. O

Observacion 3.20. O teorema anterior tamén é certo para H-moédulos de Hopf pola esquerda,
sendo a demostraciéon analoga & que se acaba de ver. Sen embargo, no caso dos H-modulos de

Hopf mixtos, é necesaria a hip6tese adicional de que a antipoda de H sexa invertible. Para a
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demostracién, no caso de que M sexa, por exemplo, un H-médulo pola esquerda e H-comdédulo
pola dereita, chegarfa con definir ¢'(m) = 3" S5'(m1) - mo ® ma en lugar de 1 e empregar
cando sexa preciso que Sﬁl é unha antipoda retorcida satisfacendo a igualdade (2.4), resultando

a demostracién analoga & xa vista.

Observacion 3.21. No caso dos kG-modulos de Hopf pola dereita (M, vas, par), viuse no Exemplo
que MFG — M, Entén, polo Teorema Funcamental dos Modulos de Hopf, existe un
isomorfismo de kG-mo6dulos de Hopf ¢: M, ® kG = M. Ademais, como o produto tensorial
conmuta coa suma directa ([I1], Proposition II.1.4), tense que Me ® kG = @ cq(Me ® g), €

viuse antes que M = @ .- My, co que @gEG(Me ®g) = EBgEQ My. Como ¢ é en particular un

geG
morfismo de comédulos, para calquera me € M., g € G

pm(p(Mme®g)) = (p®idkc) (PMm.crc(Me®g)) = (pQidre)((idym, ®Ake)(Me®g)) = p(Me®g)®g,

polo que ¢(me ® g) € M, e polo tanto as compoilentes da suma directa son isomorfas como
k-espazos vectoriais, M, ® g = M, Vg € G. Tendo en conta a construciéon de ¢ que se deu na
demostracion do Teorema My, = ¢(M, ® g) = M, - g, que é a mesma conclusion & que se
chegou no apartado 3 do Exemplo [3.17]

3.3. Aplicaciéons do Teorema Fundamental dos Mé6dulos de Hopf

Nesta seccion trataranse dous casos de aplicacion do Teorema Fundamental dos Moédulos
de Hopf (ver Teorema . No primeiro empregarase o teorema para estudar as propiedades
das k-alxebras de Hopf de dimensién finita. En particular, demostrarase que a antipoda dunha
k-alxebra de Hopf de dimension finita é sempre un isomorfismo. No segundo, estudarase o caso

particular das proxeccions de alxebras de Hopf.

En primeiro lugar, enunciarase un resultado para k-alxebras de Hopf de dimensién finita
probado por Larson e Sweedler en [I3]. Antes de enunciar o teorema en cuestion, serd preciso
introducir os conceptos de integral e de alxebra de Frobenius. Ademais, tamén sera necesario dar
un resultado previo, onde, para unha k-alxebra de Hopf H de dimensién finita, se dota ao seu

espazo dual H* de estrutura de H-mdédulo de Hopf.

Definicién 3.22. Sexa (H,ngy, pmg,em, Ay, Sy) unha k-dlxebra de Hopf. Unha integral pola
esquerda de H é un elemento h € H tal que

th = EH (t)h
Vt € H. Analogamente, unha integral pola dereita de H ¢ un elemento h' € H tal que

h't =ep(t)h
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Vt € H. Ademais, as integrais pola esquerda de H conforman un k-espazo vectorial, que se denota
por [ Il{, e 0 mesmo ocorre coas integrais pola dereita de H, que conforman o k-espazo || 17—} En
efecto, se h,h' € fIl{,

t(h+h)=th+th =ey(t)h+eg(t)h =ey(t)(h+1'),

t(ah) = a(th) = asg(t)h = eg(t)ah,

Vt € H, a € k, como consecuencia da linealidade de pg, polo que | Il{ é un k-espazo vectorial.

. ., 4 4 T 2 2
Realizando as comprobacions anédlogas dedticese que | y tamén o é.

Observacion 3.23. Notese que, se se considera o par (H, py) como un H-moédulo pola dereita,

enton HH = f;} Se pola contra se considera (H, jug) como H-médulo pola esquerda, HY = fll{
Definicion 3.24. Sexa (A,na, it4) un unha k-alxebra de dimension finita e 8: A® A — k unha

aplicacion k-lineal.

= Dise que (§ é asociativa se cumpre que, para todo a,b,c € A,
Blab® c) = Ba ® be).

= Dise que 8 é non dexenerada se satisfai a seguinte condicién:
Bla,b) =0Vbe A= a=0.

Definicion 3.25. Sexa A un k-espazo vectorial de dimensién finita. Unha k-alxebra de Frobenius

é unha k-alxebra (A,na, ua) equipada cunha aplicacion k-lineal
(,):A®A—k

non dexenerada e asociativa.

Esta clase de 4lxebras son de gran interese en areas como a teorfa de representaciéons ou a
teoria topol6xica cudntica de campos. Pédese consultar mais informacién acerca destes obxectos
no segundo capitulo de [I2]. No Teorema probarase que toda dlxebra de Hopf de dimensién

finita admite unha estrutura de alxebra de Frobenius.

Proposicion 3.26. Sexa H un k-espazo vectorial de dimension finita e (H,ng, pr, e, A, S)
unha k-dlzebra de Hopf. Considérese o H*-mddulo pola esquerda (H*, pug+), € sexa p a coaccion
pola dereita de H sobre H* inducida pola Proposicion . Enton (H*,~,p) é un H-mddulo de
Hopf pola dereita, onde a accion vy € tal que Vf € H* eVh e H

Yf@h) = fa(Su(h)fi.
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Demostracion.

s (H*,7v) ¢ un H-mo6dulo pola dereita:

En efecto, v fai conmutativo ao Diagrama (3.1}

(vo(y@idp)(f@het) =Y v (fo(Su(h)fr @ 1) (definicion de 7)
= f3(Su(h) f2(Su(t) fr (definicion de )
= F(Su®)Su(h)fi (definicion de Ag-)
= f(Su(ht) A (S antimorfismo de alxebras)
=9(f ® ht) (definicion de )

= (yo (idg* @ pug))(f @h®t),

e ao Diagrama 3.2}

(v o (idu= @nm))(f © 1k) = Y fo((Sur o nir) (1) fi (definicion de )
= Z fo(nar (1)) f1 (SH antimorfismo de alxebras)
=f (definicion de Ag+, ng unidade),

para todo f € H* e h,t € H.

» (H*,p) é un H-comddulo pola dereita:

Considérese 0o H*-modulo pola esquerda (H*, pup-). Pola Proposicion 3.8 (H*,p) é un

H-comédulo, onde, por construcion, p é tal que

9f=>_g(f)fo

Vg € H*.

» (H*,7,p) ¢ un H-mo6dulo de Hopf pola dereita:

Para probar que p é un morfismo de H-médulos pola dereita, hai que ver que se cumpre a

seguinte igualdade:
p(fh)= Z(fo h1) ® fihe

Vh € H, f € H*. Como a coaccion p esta caracterizada por ser tal que gf = > g(f1)fo Vg €
H* (ver Observacion , isto é equivalente a probar que Vg € H* se satisfai:

h) =" g(fiha)(fo - ).
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En efecto:

g(F - (O =9 (X L(Su()fi) (@) (definicion de 7)
=" fa(Su(h))g(tr) fi(t2) (definicion de yup+)
=" £(Su(h)g2(na (1x)g1 (t1) f1(t2) (definicion de Ap-, 7y unidade)
= £(Su(h)g2(na (1x)g1 f1(t) (definicion de pp-)
=" fo(Sulen(ha)h))g2(nm (1x))g1 fi(t) (ex counidade)
= fo(Su(h))g2((nm o eu) (h2))gr f1(t) (linealidade de Su, f2.92,1m)
= Zf2(SH(h1))92(S (h2)h3)g1f1(t) (@3] para Sp)
=" fo(Su(h1))gs(hs)g2(Su (h2))gr f1(t) (definicion de Agy-)
= Z f2((Su(h1))2)g3(h2)g2((SH(h1))1)g1f1(t)  (Sy antimorfismo de coalxebras)
=" g5(h2)g2f2(Su (h1))g1 f1() (definicion de pug+)
= g2(h2)(91.£)2(Sr (h1))(g1./)1(2) (A« morfismo de alxebras)
= 92(h2)(91(f1) f0)2 (S () (91 (f1) fo)1 (¢) (definicion de p)
= 292 (h2)g1(f1)(fo)2(Su (h1))(fo)1(t) (linealidade de Ag-)
=" g(f1h2)(fo)2(Su () (fo)1 (1) (definicion de Ag)
= " g(frha)(fo - h1)() (definicion de ),

paratodot € Hege H*. O

Teorema 3.27 ([16], Theorem 2.1.3). Sexa H wun k-espazo vectorial de dimension finita e

(H,ng, pm,em, A, Sg) unha k-dlzebra de Hopf. Enton:

1) Sy € bizectiva.
2) ﬁl e f;} son k-espazos de dimension 1.

3) H admite estrutura de H*-mddulo tanto pola esquerda como pola dereita, de forma que estd

zerado por un dnico elemento.

4) H admite unha estrutura de k-dlzebra de Frobenius.

Demostracion.

1) Tomando a estrutura de H-modulo de Hopf sobre H* descrita na Proposicion polo

Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf existe un isomorfismo de H-médulos de Hopf
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¢: (H)°" @ H — H*. Sexa f € (H*)®H non nulo e h € Ker(Sy), por definicién de ¢ en
(1) e de v en (2), e por linealidade de f2 en (3) tense que

o(fom) L n2 S falSuh)n 2

e, como ¢ é inxectiva, tense que f ® h = 0. Enton, por ser f # 0, necesariamente h = 0.
Polo tanto Sy é un endomorfismo k-lineal inxectivo. Como ademais H é de dimensién

finita, S é bixectiva.

De novo, polo Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf, H* e (H*)*°H @ H son isomorfos
como H-moédulos de Hopf pola dereita e en consecuencia (H*)®H & necesariamente un

k-espazo vectorial de dimensiéon 1. Ademais, como se viu no Exemplo [3.12]
!
(H*)" = (H" = {f e H*: gf = ep-(9)f, VgeH*}:/ .

Simplemente tomando H* en lugar de H obtense que | 151 é un subespazo de dimensién
1. Por outra parte, se h pertence a fllq, aplicando en (1) que Sy é un antimorfismo de
k-alxebras, en (2) a definicion de fIl{, en (3) a linealidade de Sy e en (4) que Sy é un
antimorfismo de k-coalxebras:

Su(m)Su(t) L Su(th) 2 Sulen®h) Y cn()Su(h) L en(Sut)Su(h),

Vt € H polo que, tendo en conta que polo apartado 1) Sy (H) = H, tense que Sy (h) € f;—
e SH(fIl{) C [5;. Ademais, de novo polo apartado 1), existe Si' e, para todo h € [,
satisfaise a seguinte cadea de igualdades, aplicando en (5) que S’I_Jl é un antimorfismo de
k-alxebras, en (6) a definicion de [}, en (7) a linealidade de Sy' een (8) que S;' é un
antimorfismo de k-codlxebras:

(5) (6) ©) (8)
) = )

Syt (t)Sy'(h) = Sy (ht) = Sp'(en(t)h) = en(t)Sy' (h) = en(Sy' (1) Sy' (h),

vVt € H, de onde se conclie que SH(f;I) = flg e polo tanto ambos espazos tefien dimension
1.

Tomando f € (H*)H f # 0e ¢: (H*)°! @ H — H* o isomorfismo do Teorema
Fundamental dos Médulos de Hopf, como f® H e H* son k-espazos coa mesma dimension,
o(f ® H) = H*. Como por definicion ¢(f @ H) = f - H, H* esta xerado como H-m6dulo
pola dereita por f. Adicionalmente, podese considerar (H*, Ag+) como H*-como6dulo pola

dereita que, pola Proposicién induce unha estrutura de H-moédulo pola esquerda sobre

Ve )= fa(h)

Enton, H* estd xerado como H-moédulo pola esquerda por f, xa que, aplicando o apartado

1) en (%)

H* mediante a accion:

*

H =~(fo H)=5SuH) o ) CYHe f),
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e polo tanto H* estd xerado como H-moddulo pola esquerda por f.
Sexa f € (H*)®H  f 0 e considérese a seguinte aplicacion:
(,))H®H —Fk
h®t+— (h,t) = f(ht).

E unha aplicacién k-lineal por ser composicién de aplicaciéns k-lineais, e é asociativa por

selo pp. Ademais, é non dexenerada, xa que, se para algun h € H se ten que (h, H) = 0,

enton

= (h,H) O3 papin) 250 @ ) D 1 o),
e polo tanto h = 0, onde (1) é consecuencia da definicion de Ag~, (2) da definicion de 7 e
(3) do apartado 3). O

Como segundo caso de aplicacion estudaranse as proxeccions de alxebras de Hopf, un dos

problemas méis estudados dentro da teoria das alxebras de Hopf.

Definicion 3.28. Sexan (H,ng, o, eq, A, Sg) e (D,np, up,ep,Ap, Sp) k-dlxebras de Hopf

ef: H— Deg: D— H morfismos de k-alxebras de Hopf tales que go f = idy. Nesta situacion

dise que a 4-tupla (H, D, f, g) ¢ unha proxeccion de k-alxebras de Hopf.

Proposicion 3.29. Sexa (H, D, f, g) unha prozeccion de k-dlzebras de Hopf. Enton (D,~vp, pp) €

un H-mddulo de Hopf pola dereita coa accion yp = upo(idp® f) e coaccion pp = (idp®g)oAp.

Demostracion.

(D,~vp) € un H-moédulo pola dereita:

~vp é k-lineal por ser composiciéon de aplicacions k-lineais. Ademais satisfai as propiedades
dos H-mo6dulos, tanto a do Diagrama

(vp © (vp ®idy))(d@h @ t) =vp(df(h) ® ) (definicién de vp)
= (df (h))f(t) (definicion de yp)

=d(f(h)f(t)) (asociatividade de up)

= df (ht) (f morfismo de élxebras)

=vp(d ® ht) (definicion de yp)

= (ypo (idp @ pm))(d@h®t),

como a do Diagrama

(vp o (idp @ nm))(d @ 1) ) d(f o ni)(1x) @) dnp(15) 3) d

para todo d € D e h € H, onde (1) é consecuencia da definicion de yp, (2) de que f é un
morfismo de k-alxebras e (3) da propiedade da unidade de D.
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» (D, pp) é un H-comddulo pola dereita:

pp é k-lineal por ser composiciéon de aplicaciéns k-lineais. Ademais satisfai as propiedades
dos H-comoddulos, tanto a do Diagrama

((pp o idsr) 0 pp)(d) = (pp @ idsr) (Z d ® g(dg)) (definicion de pp)
= d1 ®g(da) ® g(ds) (definicién de pp)
= di1 ®g(da)1 ® g(da)2 (g morfismo de coalxebras)
= (idp ® An) (3. di @ g(ds))
= ((idp ® Ag) o pp)(d) (definicién de pp),

como a do Diagrama

(idp ®ep) o pp)(d) £ (idp @) (3 di @ g(da)) £ " dv @ ep(da) P

Vd € D, onde (1) é consecuencia da definicién de pp, (2) de que g é un morfismo de

k-codlxebras e (3) da propiedade da counidade de D.

= pp é un morfismo de H-moédulos pola dereita:

Para calquerade De h € H:

(pp 0 vp)(d @ h) = pp(df (h)) (definicién de vp)
=Y (df ()1 @ g((df (h))2) (definicién de pp)
= dif(h)1 ® g(daf(h)2) (Ap morfismo de lxebras)
= dif(h1) ® g(daf(ha)) (f morfismo de coslxebras)
= dif(h) ® g(d2)g(f (h2)) (g morfismo de alxebras)
=Y dif(h1) © g(da)hs (9o f=idmy)
= (@ pur) (3 i @ by @ gldo) @ o) (definicién de 7p)
= ((vp @ pr) o THH © (pp @ Ap))(d @ h) (definicién de pp).

Polo tanto (D,~p, pp) é un H-médulo de Hopf pola dereita. O

Como consecuencia deste resultado e do Teorema Fundamental dos Moédulos de Hopf, D e
Dt @ H son isomorfos como H-mo6dulos de Hopf pola dereita, onde D" ® H ten a estrutura
de H-médulo de Hopf trivial. Tendo en conta que D e H son k-alxebras de Hopf, resulta natural
preguntarse se ¢ posible dotar a D°°H @ H dunha estrutura de k-alxebra de Hopf de xeito que

D e D°H © H sexan isomorfas como &lxebras de Hopf. Radford da resposta a esta pregunta
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en [I7], onde, para daas k-alxebras de Hopf H e D, considera unha estrutura de k-alxebra de
Hopf sobre o seu produto tensorial D ® H mediante o produto smash e o coproduto cosmash,
que son unha xeneralizacién do produto semidirecto de grupos e do cocadrado cartesiano de
grupos alxébricos afins, respectivamente, e interpreta esta estrutura no contexto das proxecciéns
de alxebras de Hopf. Mais concretamente, se D® H é unha k-alxebra de Hopf con esta estrutura,
entén existe unha proxeccion de k-alxebras de Hopf (H, D, f,g), e para toda proxeccion de
k-alxebras de Hopf (H, D, f, g), D ¢ isomorfa a D @ H dotada do produto smash e do coproduto
cosmash. Posteriormente, en [14] Majid interpretou o resultado previo de Radford no contexto
das categorias trenzadas. Nesta memoria considerouse a estrutura de alxebra de Hopf unicamente
na categorfa dos k-espazos vectoriais, que constitie un caso particular de categoria trenzada. No
traballo de Majid, considéranse as dlxebras de Hopf na categoria dos médulos de Yetter-Drinfield,
unha estrutura alxébrica introducida por Yetter en [21], e establece unha equivalencia categorica
entre estas e as proxeccions de alxebras de Hopf. Mais adiante, Bespalov [3] estendeu estes
resultados ao caso das categorias monoidais trenzadas con idempotentes escindidos. Dadas as
contribucions dos autores mencionados previamente, este resultado é conecido na actualidade

coma o Teorema de Radford-Majid-Bespalov.

Ademais das &dlxebras de Hopf, tamén son de interese outros obxectos alxébricos “de tipo
Hopf”, ¢ dicir, estruturas nas que se relaxan algunhas das condiciéns da definicién que se
deu neste traballo, como poden ser as cuasidlxebras de Hopf ou as alxebras de Hopf débiles.
Debido & importancia do Teorema de Radford-Majid-Bespalov na teoria das dlxebras de Hopf, a
xeneralizacion deste resultado a outras estruturas é un tema de investigacién atractivo e ainda
activo na actualidade. Por exemplo, unha versiéon para cuasidlxebras de Hopf foi proposta por
Bulaco e Nauwelaerts no 2002 [5]. Ademais, tamén son de interese outro tipo de estruturas que
xeneralizan a nociéon de alxebra de Hopf como, por exemplo, os Hopf braces, para os que unha

reinterpretacion do resultado anterior foi proposta por Gonzalez Rodriguez no 2021 [10].
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