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Resumo

A teoría das álxebras de Hopf nace nos anos 40 do século pasado a raíz do traballo do topólogo

alemán Heinz Hopf. Debido ás súas numerosas aplicacións, principalmente no ámbito da física

cuántica, o interese por esta área de estudo incrementouse notablemente nas últimas décadas.

O obxectivo deste traballo é dar unha visión xeral desta teoría, coa intención de demostrar

un dos seus resultados clásicos: o Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf. En primeiro

lugar, co propósito de de�nir o concepto de álxebra de Hopf, introduciranse as nocións de

álxebra, coálxebra, biálxebra e antípoda, e estudaranse algunhas das súas propiedades básicas.

Posteriormente, presentaranse as nocións de módulo sobre unha álxebra e de comódulo sobre

unha coálxebra coa intención de, �nalmente, establecer o concepto de módulo de Hopf e probar o

xa mencionado teorema. Para concluír, ilustrarase a importancia deste resultado mediante algúns

exemplos de aplicación do mesmo.

Abstract

Hopf algebra theory �rst appeared in the 1940s through the work of the German topologist

Heinz Hopf. Due to its numerous applications, mainly in the �eld of quantum physics, interest

in this area of study has notably increased over the last few decades.

The aim of this project is to provide a general overview of this theory, with the goal of proving

a classic result: the Fundamental Theorem of Hopf Modules. Firstly, in order to de�ne the concept

of Hopf algebra, the notions of algebra, coalgebra, bialgebra and antipode are introduced, and

some of their basic properties are studied. Subsequently, the notions of module over an algebra

and comodule over a coalgebra are presented in order to establish the concept of Hopf module

and prove the aforementioned theorem. Lastly, the importance of this result is showcased through

some examples of application.
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Introdución

A teoría das álxebras de Hopf é unha área das matemáticas que experimentou un gran

desenvolvemento nas últimas décadas debido, principalmente, ás súas aplicacións na física cuántica.

Estas álxebras deben o seu nome ao matemático alemán Heinz Hopf quen, en 1941, publicou no

ámbito da topoloxía alxébrica o artigo que deu orixe a esta nova teoría matemática [9]. No seu

traballo Hopf de�niu un coproduto sobre aneis de cohomoloxía de grupos de Lie compactos,

dando lugar a un caso particular do que hoxe en día se coñece como álxebra de Hopf. Porén,

foi Armand Borel quen, en 1953 [4], se referiu por primeira vez con ese nome a estas estruturas,

en recoñecemento ás importantes contribucións realizadas por Hopf nos anos anteriores. Non

obstante, a primeira de�nición formal de álxebra de Hopf aparece baixo o nome de hyperalgebra

nos traballos sobre teoría de representacións de Pierre Cartier [6], aínda que a súa formulación

experimentou certas modi�cacións ao longo dos anos ata chegar á de�nición actual. Na década

dos 60 a teoría das álxebras de Hopf atravesou un proceso de consolidación, culminando coa

publicación do libro Hopf Algebras [18] de Sweedler no ano 1969. Este �to marcou o nacemento

da teoría das álxebras de Hopf como un campo de estudo independente. A raíz deste proceso

de desenvolvemento, foron descubertas aplicacións das álxebras de Hopf en numerosas áreas

das matemáticas: teoría de Lie, combinatoria, teoría de Galois, teoría de números, xeometría

alxébrica, por mencionar algunhas. A día de hoxe continúan aumentando as aplicacións das

álxebras de Hopf, estendéndose incluso a áreas alleas ás matemáticas como, por exemplo, a

lingüística [15].

O interese por este campo incrementouse nos anos 80 a raíz do descubrimento dun novo

subtipo de álxebras de Hopf coñecidas como grupos cuánticos, termo que foi acuñado en 1986

por Drin�eld [8]. A importancia destes obxectos radica nas súas aplicacións na física, xa que

permiten a obtención sistemática de solucións da Ecuación Cuántica de Yang-Baxter, que ten a

seguinte formulación: Se V denota un k-espazo vectorial, un automor�smo c : V ⊗k V → V ⊗k V

é solución da Ecuación Cuántica de Yang-Baxter se satisfai a seguinte condición:

(c⊗ idV ) ◦ (idV ⊗ c) ◦ (c⊗ idV ) = (idV ⊗ c) ◦ (c⊗ idV ) ◦ (idV ⊗ c).

Esta ecuación foi proposta por Yang no ámbito da mecánica cuántica e por Baxter no da mecánica
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x Introdución

estatística.

Por unha banda, en [20] Yang estuda a versión cuántica do clásico problema dos n-corpos

en mecánica celeste. Neste, considerase un sistema de partículas microscópicas que interactúan

entre si, entendendo por microscópicas que son o su�cientemente pequenas como para que as

leis da mecánica cuántica constitúan o marco adecuado para a descrición deste sistema. Yang

estuda este problema nun espazo unidimensional, empregando o método ansatz de Bethe para

calcular a función de onda asociada ao sistema. A Ecuación Cuántica de Yang-Baxter aparece

neste contexto como unha das condicións que debe satisfacer esta función de onda.

Por outra banda, en [2] Baxter estuda o modelo dos oito vértices. No ámbito da mecánica

estatística, os sistemas de partículas represéntase por medio de modelos de vértices, que consisten

nunha construción reticular onde cada vértice se corresponde cunha partícula. Ademais, en cada

un dos vértices represéntase o estado da partícula asociada mediante catro frechas, orientadas

cara ou contra o vértice. En particular, no modelo que estudou Baxter admítense como válidas

oito das dezaseis combinacións de frechas posibles, tendo en conta as distintas orientacións que

poden tomar estas. No seu traballo Baxter busca a función de partición asociada a estes modelos,

a partir da cal se poden derivar variables do sistema como a enerxía total, a enerxía libre de

Gibbs, a entropía, a presión ou a temperatura. A Ecuación Cuántica de Yang-Baxter aparece

neste contexto como unha das condicións que deben satisfacer certas matrices empregadas na

obtención desta función de partición.

A maiores das seus usos orixinais, a relevancia desta ecuación continúa sendo elevada na

actualidade, con aplicacións tanto na física, por exemplo na obtención de portas cuánticas [22],

como nas matemáticas, por exemplo na teoría de nós ou no estudo de grupos de trenzas. É

por isto que a obtención e clasi�cación de solucións da Ecuación Cuántica de Yang-Baxter é un

problema de interese, que aínda segue aberto na actualidade.

Neste traballo preténdese introducir algúns dos conceptos básicos relativos á teoría das

álxebras de Hopf, facendo �ncapé nun dos seus resultados clásicos: o Teorema Fundamental

dos Módulos de Hopf, probado en 1969 por Larson e Sweedler [13]. Ademais, este é un resultado

de gran relevancia tamén no contexto da Ecuación Cuántica de Yang-Baxter, debido a que os

módulos de Hopf son unha ferramenta utilizada para a obtención de solucións desta ecuación.

Co obxectivo de estudar este teorema, estruturouse esta memoria en tres capítulos da seguinte

forma:

No Capítulo 1 establécense as de�nicións dalgúns conceptos elementais e fíxase a notación

que se empregará no resto do traballo. En particular, estúdase o produto tensorial de módulos e

recompílanse algunhas das súas propiedades básicas, que serán esenciais ao longo da memoria.

O obxectivo do Capítulo 2 é de�nir o concepto de álxebra de Hopf, así como proporcionar
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resultados que permitan afondar na comprensión destes obxectos. Con este propósito, preséntanse

os conceptos duais de álxebra e coálxebra, e estúdase baixo que condicións son compatibles ambas

estruturas, dando lugar a unha biálxebra. Na derradeira sección, caracterízanse as álxebras de

Hopf como aquelas biálxebras que admiten un tipo de endomor�smo coñecido como antípoda.

Ademais, ao longo do capítulo, estúdanse varios resultados básicos da teoría das álxebras de

Hopf, facendo especial énfase nas propiedades de dualidade destes obxectos.

Por último, no Capítulo 3 defínense os módulos sobre unha álxebra e o seu concepto dual de

comódulo sobre unha coálxebra. Tras analizar a súa relación de dualidade e proporcionar algúns

exemplos, estúdase de que forma se poden compatibilizar ambas estruturas, dando lugar aos

módulos de Hopf. Ademais, será neste capítulo onde se probe o resultado central deste traballo:

o Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf. Para �nalizar a memoria, estúdanse dous casos

de aplicación deste teorema, que pretenden ilustrar a súa importancia, así como ofrecer unha

visión xeral dalgún tema de investigación que aínda continúa activo na actualidade.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste primeiro capítulo de�nirase o produto tensorial de módulos e estudaranse algunhas das

súas propiedades básicas, que se utilizarán ao longo do traballo.

De aquí en adiante R denotará un anel conmutativo e unitario.

De�nición 1.1. Un R-módulo é un grupo abeliano (M,+) xunto cunha aplicación

R×M −→M

(a, x) 7−→ ax

satisfacendo as seguintes igualdades:

a(x+ y) = ax+ ay,

(a+ b)x = ax+ bx,

(ab)x = a(bx),

1x = x,

∀x, y ∈M, ∀a, b ∈ R.

De�nición 1.2. SexanM e N R-módulos. Un homomor�smo de R-módulos (ou aplicación

R-lineal) é unha aplicación f : M → N satisfacendo:

f(x+ y) = f(x) + f(y),

f(ax) = af(x),

∀x, y ∈M, ∀a ∈ R.

De�nición 1.3. Sexan M , N e P R-módulos. Unha aplicación f : M × N → P dise que é

1



2 1. Preliminares

R-bilineal se para todo x ∈M e para todo y ∈ N as aplicacións

M −→ P N −→ P

m 7−→ f(m, y) n 7−→ f(x, n)

son R-lineais.

De�nición 1.4. Sexan M e N R-módulos. Considérese o R-módulo libre:

RM×N :=

{
n∑

i=1

ai(xi, yi) : ai ∈ R, xi ∈M, yi ∈ N, n ∈ N

}

e o submódulo S de RM×N xerado por elementos das seguintes formas:(
x+ x′, y

)
− (x, y)−

(
x′, y

)
,(

x, y + y′
)
− (x, y)−

(
x, y′

)
,

(ax, y)− a(x, y),

(x, ay)− a(x, y),

onde x, x′ ∈M , y, y′ ∈ N e a ∈ R. Nestas condicións, coñécese como produto tensorial de M

e N ao R-módulo cociente

M ⊗R N := RM×N/S.

Ademais, para todo x ∈ M e y ∈ N , denótase á clase de equivalencia de (x, y) en M ⊗R N por

x⊗ y.

Observación 1.5. Nótese que M ⊗R N está xerado como R-módulo polos elementos x ⊗ y. En

consecuencia, se {xi}i∈I e {yj}j∈J son conxuntos de xeradores deM e N , entón {xi⊗yj}(i,j)∈I×J

é un conxunto de xeradores de M ⊗R N .

A seguinte propiedade universal caracteriza ao produto tensorial de R-módulos.

Proposición 1.6 ([1], Proposition 2.12). Sexan M e N R-módulos. Existe un par (T, g), onde

T é un R-módulo e g : M ×N → T unha aplicación R-bilineal, tal que para todo R-módulo P e

toda aplicación R-bilineal f : M ×N → P existe unha única aplicación R-lineal f̂ : M ⊗N → P

tal que f̂ ◦g = f . Ademais, se (T, g) e (T ′, g′) son dous pares satisfacendo esta propiedade, entón

existe un único isomor�smo h : T → T ′ tal que h ◦ g = g′.

Demostración. Para probar a existencia, tómese T = M ⊗R N e g : M × N → M ⊗R N a

aplicación de�nida por g(x, y) = x⊗ y. Por de�nición, os x⊗ y son tales que

(x+ x′)⊗ y = x⊗ y + x′ ⊗ y,
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x⊗ (y + y′) = x⊗ y + x⊗ y′,

ax⊗ y = a(x⊗ y) = x⊗ ay

para todo x, x′ ∈M ; y, y′ ∈ N e a ∈ R. Polo tanto g é R-bilineal. Ademais, calquera aplicación

f : M×N → P pode extenderse por linealidade a un homomor�smo deR-módulos f ′ : RM×N → P .

Se f é R-bilineal, f ′ anularase nos xeradores do submódulo S descrito na De�nición 1.4, polo que

f ′ induce unha aplicación R-lineal f̂ : M ⊗R N → P tal que f̂(x⊗ y) = f(x, y). Como ademais

os x⊗ y son xeradores de M ⊗R N como R-módulo, a aplicación f̂ é única.

Para probar a unicidade, considérense dous pares (T, g) e (T ′, g′) que satisfán a propiedade

anterior. Entón, tomando P = T ′ e f = g′, existe unha única aplicación R-lineal h : T → T ′ tal

que h◦g = g′. Analogamente, existe unha única aplicación R-lineal h′ : T ′ → T tal que h′◦g′ = g.

Compoñendo con h e h′ en cada igualdade:

h ◦ h′ ◦ g′ = h ◦ g = g′,

h′ ◦ h ◦ g = h′ ◦ g′ = g,

de onde h ◦ h′ = idT ′ e h′ ◦ h = idT , polo que h é un isomor�smo de R-módulos.

Observación 1.7. Na proposición anterior, en lugar de aplicacións R-bilineais, poderíanse ter

considerado aplicacións R-multilineais f : M1 × M2 × ... × Mn → P , é dicir, aplicacións que

son R-lineais en cada variable. Deste xeito obtense unha propiedade universal, análoga á da

Proposición 1.6 anterior, que caracteriza ao produto multitensorial de R-módulos, denotado

por M1 ⊗R M2 ⊗R ...⊗R Mn.

Notación 1.8. De agora en adiante, sempre que estea claro sobre que anel R se está considerando

o produto tensorial, empregarase a notación M ⊗N :=M ⊗R N .

Proposición 1.9. Sexan M , N e P R-módulos. As seguintes aplicacións son isomor�smos de

R-módulos:

1. M ⊗R −→M

x⊗ a 7−→ ax

2. M ⊗N −→ N ⊗M

x⊗ y 7−→ y ⊗ x

3. (M ⊗N)⊗ P −→M ⊗N ⊗ P −→M ⊗ (N ⊗ P )

(x⊗ y)⊗ z 7−−→ x⊗ y ⊗ z 7−−→ x⊗ (y ⊗ z)

Demostración.
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1. A aplicación

M ×R −→M

(x, a) 7−→ ax

é R-bilineal. Entón, pola propiedade universal do produto tensorial (Proposición 1.6),

induce unha aplicación R-lineal

f : M ⊗R −→M

x⊗ a 7−→ ax,

que ten por inversa á aplicación de�nida por f−1(m) = m⊗ 1 ∀m ∈M .

2. A aplicación R-bilineal

M ×N −→ N ⊗M

(x, y) 7−→ y ⊗ x

induce unha aplicación R-lineal f : M ⊗ N → N ⊗M tal que f(x ⊗ y) = y ⊗ x, que ten

por aplicación inversa a f−1(y ⊗ x) = x⊗ y.

3. Para cada p ∈ P �xado, a aplicación R-bilineal

M ×N −→M ⊗N ⊗ P

(x, y) 7−→ x⊗ y ⊗ p

induce unha aplicación R-lineal

fp : M ⊗N −→M ⊗N ⊗ P

x⊗ y 7−→ x⊗ y ⊗ p.

Polo tanto, a aplicación

(M ⊗N)× P −→M ⊗N ⊗ P

(t, p) 7−→ fp(t) = t⊗ p

é tamén R-bilineal é induce unha aplicación R-lineal

f : (M ⊗N)⊗ P −→M ⊗N ⊗ P

(x⊗ y)⊗ p 7−→ x⊗ y ⊗ p,

que ten por inversa a f−1(x⊗y⊗p) = (x⊗y)⊗p. Analogamente, próbase que a aplicación

g : M⊗(N⊗P ) →M⊗N⊗P de�nida por g(x⊗(y⊗p)) = x⊗y⊗p é un isomor�smo.
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Proposición 1.10. Sexan f : M →M ′ e g : N → N ′ homomor�smos de R-módulos. A aplicación

f ⊗ g : M ⊗N −→M ′ ⊗N ′

x⊗ y 7−→ f(x)⊗ g(y).

é R-lineal. Esta aplicación denomínase produto tensorial de f e g.

Demostración. A aplicación

f × g : M ×N −→M ′ ×N ′

(x, y) 7−→ (f(x), g(y))

é R-bilineal. Tamén o é, por construción, a proxección no produto tensorialM ′×N ′ →M ′⊗N ′,

e, polo tanto, tamén a composición de ambas:

M ×N −→M ′ ⊗N ′

(x, y) 7−→ f(x)⊗ g(y).

Pola propiedade universal do produto tensorial (Proposición 1.6) conclúese a R-linealidade de

f ⊗ g.

Proposición 1.11. Sexan M
f→ M ′ f ′

→ M ′′ e N
g→ N ′ g′→ N ′′ homomor�smos de R-módulos.

Entón

(f ′ ◦ f)⊗ (g′ ◦ g) = (f ′ ⊗ g′) ◦ (f ⊗ g).

Demostración. Para todo x ∈M e y ∈ N

((f ′◦f)⊗(g′◦g))(x⊗y) = f ′(f(x))⊗g′(g(y)) = (f ′⊗g′)(f(x)⊗g(y)) = ((f ′⊗g′)◦(f⊗g))(x⊗y).

Como os elementos da forma x ⊗ y son un conxunto de xeradores de M ⊗ N , conclúese o

resultado.

Sexa k un corpo. Nótese que os k-espazos vectoriais non son máis que k-módulos e, polo tanto,

todo o visto neste capítulo tamén se aplica a eles. Ao longo do resto do traballo estudaranse

obxectos cunha estrutura subxacente de k-espazo vectorial, e será especialmente relevante a

noción de espazo dual, que se recorda a continuación: Dados k-espazos vectoriais V eW , denótase

por Homk(V,W ) ao k-espazo vectorial formado polas aplicacións k-lineais de V enW . Como caso

particular tense o k-espazo vectorial dual, Homk(V, k), que se denotará por V ∗.

Ademais, tamén será relevante o seguinte resultado sobre o produto tensorial de k-espazos

vectoriais.
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Proposición 1.12. Se V eW son k-espazos vectoriais con bases {ei}i∈I e {
∼
ej}j∈J , respectivamente,

entón {ei ⊗
∼
ej}(i,j)∈I×J é unha base do k-espazo vectorial V ⊗W .

Demostración. Supóñase que ∑
(i,j)∈I×J

αi,jei ⊗
∼
ej = 0

con αi,j ∈ k ∀i ∈ I, j ∈ J . Sexan i0 ∈ I e j0 ∈ J arbitrarios, verase a continuación que

necesariamente αi0j0 = 0. Considérese a seguinte aplicación k-bilineal:

V ×W → k

(v, w) 7→ vi0wj0 ,

onde vi0 e wj0 se corresponden coa coordenada i0-ésima do vector v na base {ei}i∈I e coa

coordenada j0-ésima do vector w na base {∼
ej}j∈J , respectivamente. Pola propiedade universal

do produto tensorial, existe unha única aplicación k-lineal

f : V ⊗W → k

v ⊗ w 7→ vi0wj0 .

En particular, f(ei0 ⊗
∼
ej0) = 1k e f(ei ⊗

∼
ej) = 0 ∀i ̸= i0, j ̸= j0. Por ser f k-lineal:

0 = f

 ∑
(i,j)∈I×J

αi,jei ⊗
∼
ej

 = αi0j0 .

Pola Observación 1.5 conclúese o resultado.

Como consecuencia directa deste resultado, para dous k-espazos vectoriais V e W calquera,

dim(V ⊗W ) = dim(V )dim(W ).



Capítulo 2

Álxebras de Hopf

O obxectivo principal deste capítulo é de�nir o concepto de álxebra de Hopf, así como estudar

algunhas das propiedades básicas destes obxectos alxébricos. Con esta �n, iranse introducindo ao

longo das diferentes seccións os conceptos requiridos para a súa construción: álxebras, coálxebras,

biálxebras e antípoda. Como ao longo do capítulo se traballará con espazos vectoriais, de aquí

en adiante k denotará sempre un corpo.

2.1. Álxebras e coálxebras

Nesta primeira sección dualizarase o concepto de álxebra para dar lugar a unha nova estrutura

alxébrica: a coálxebra. Tamén se verán varios exemplos de ambas, e enunciaranse dous resultados

que afondan no estudo da relación de dualidade entre ambos obxectos.

De�nición 2.1. Unha k-álxebra é unha terna (A, ηA, µA) onde A é un k-espazo vectorial

e µA : A⊗A→ A e ηA : k → A son aplicacións k-lineais facendo conmutativos os seguintes

diagramas:

A⊗A⊗A A⊗A

A⊗A A

µA⊗idA

idA⊗µA µA

µA

Diagrama 2.1: Asociatividade.

A⊗A

k ⊗A A⊗ k

A

µA

ηA⊗idA

∼=

idA⊗ηA

∼=

Diagrama 2.2: Unidade.

As aplicacións µA e ηA denomínanse produto e unidade, respectivamente.

7
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Se ademais conmuta o seguinte diagrama dirase que a k-álxebra é conmutativa:

A⊗A A⊗A

A

τA,A

µA µA

Diagrama 2.3: Conmutatividade.

onde, dados dous k-espazos vectoriais A e B, τA,B : A⊗B → B ⊗A denota a aplicación k-lineal

de�nida por

τA,B(a⊗ b) = b⊗ a

∀a ∈ A, b ∈ B.

Notación 2.2. Cando non haxa posibilidade de confusión, usarase a seguinte notación para o

produto:

ab := µA(a⊗ b)

∀a, b ∈ A.

De�nición 2.3. Sexan (A, ηA, µA) e (B, ηB, µB) k-álxebras. Unha aplicación k-lineal f : A→ B

é un mor�smo de k-álxebras se os seguintes diagramas:

A⊗A B ⊗B

A B

f⊗f

µA µB

f

Diagrama 2.4: Preserva o produto.

A B

k

f

ηA ηB

Diagrama 2.5: Preserva a unidade.

son conmutativos. É dicir, f(ab) = f(a)f(b) e f ◦ ηA = ηB ∀a, b ∈ A.

Exemplo 2.4. Algúns exemplos de álxebras son os seguintes:

1. Se k é un corpo equipado coa estrutura natural de k-espazo vectorial, entón é unha k-álxebra

onde tanto o produto como a unidade son as propias do corpo.

2. Todo k-espazo vectorial V ̸= 0 admite unha estrutura de k-álxebra. En efecto, tomando

un vector e ∈ V non nulo e ampliándoo a unha base {e, xi}i∈I ⊆ V , defínese o produto

satisfacendo as relacións

exi = xi = xie, xixj = 0

∀i, j ∈ I, e a unidade veri�cando η(1k) = e.
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3. Sexa (A, ηA, µA) unha k-álxebra. Considerando o produto µopA := µA ◦ τA,A obtense unha

nova estrutura de k-álxebra Aop := (A, ηA, µ
op
A ), que se coñece como álxebra oposta.

Nótese que A será conmutativa se e só se µA = µopA .

4. Sexan (A, ηA, µA) e (B, ηB, µB) k-álxebras. O espazo A⊗B é unha k-álxebra con produto

µA⊗B := (µA ⊗ µB) ◦ (idA ⊗ τB,A ⊗ idB) e unidade ηA⊗B := ηA ⊗ ηB.

5. Dado un monoide (X, ·), considérese kX o k-espazo vectorial con base X. Pódese dotar

a kX de estrutura de k-álxebra estendendo por linealidade a operación de X a todo o

espazo. Ademais, a unidade corresponderase co neutro do monoide. En particular, deste

xeito, pódese construír unha k-álxebra a partir dun grupo G calquera.

A continuación introdúcese o concepto de coálxebra, que se constrúe dualizando os diagramas

da De�nición 2.1.

De�nición 2.5. Unha k-coálxebra é unha terna (C, εC ,∆C) onde C é un k-espazo vectorial

e ∆C : C → C ⊗ C e εC : C → k son aplicacións k-lineais facendo conmutativos os seguintes

diagramas:

C C ⊗ C

C ⊗ C C ⊗ C ⊗ C

∆C

∆C ∆C⊗idC

idC⊗∆C

Diagrama 2.6: Coasociatividade.

C

k ⊗ C C ⊗ k

C ⊗ C

∼=∼=

∆C

εC⊗idC idC⊗εC

Diagrama 2.7: Counidade.

As aplicacións ∆C e εC denomínanse coproduto e counidade, respectivamente.

Se ademais conmuta o seguinte diagrama dirase que a k-coálxebra é coconmutativa:

C ⊗ C C ⊗ C

C

τC,C

∆C ∆C

Diagrama 2.8: Coconmutatividade.

Exemplo 2.6. Amósanse a continuación algúns exemplos de coálxebras:

1. Sexa S un conxunto non baleiro e kS o k-espazo vectorial con base S. Podemos dotar a

kS de estrutura de k-coálxebra coas aplicacións lineais de�nidas polas relacións

∆(s) = s⊗ s, ε(s) = 1k
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∀s ∈ S. En particular, calquera corpo k é unha k-coálxebra con estas operacións.

2. Sexa (C, εC ,∆C) unha k-coálxebra. Considerando o coproduto ∆cop
C := τC,C ◦∆C obtense

unha nova estrutura de k-coálxebra Ccop := (C, εC ,∆
cop
C ), que se coñece como coálxebra

cooposta. Nótese que C será coconmutativa se e só se ∆C = ∆cop
C .

3. Sexan (C, εC ,∆C) e (D, εD,∆D) k-coálxebras. O espazo C ⊗ D é unha k-coálxebra con

coproduto ∆C⊗D := (idC ⊗ τC,D ⊗ idD) ◦ (∆C ⊗∆D) e counidade εC⊗D := εC ⊗ εD.

Seguidamente introdúcense uns elementos destacados das coálxebras: os grouplike. Estudaranse

algunhas das propiedades destes elementos na última sección do capítulo, onde se verá que papel

xogan nas álxebras de Hopf.

De�nición 2.7. Sexa (C, εC ,∆C) unha k-coálxebra. Un elemento c ∈ C dise que é grouplike

se se cumpre que

∆C(c) = c⊗ c,

εC(c) = 1k.

O conxunto dos grouplike dunha coálxebra denótase por G(C).

Proposición 2.8 ([18], Proposition 3.2.1). Se (C, εC ,∆C) é unha k-coálxebra, entón G(C) é un

subconxunto linealmente independente de C.

Demostración. Se G(C) = ∅, entón é linealmente independente. Se G(C) ̸= ∅, pola linealidade

de εC tense que εC(0) = 0 e, polo tanto, 0 /∈ G(C). En consecuencia, {g} é un conxunto

linealmente independente ∀g ∈ G(C). Polo tanto, se G(C) ten un único elemento, será un

conxunto linealmente independente. A continuación considérase o caso no que G(C) ten 2 ou

máis elementos.

Supóñase que G(C) non é linealmente independente, é dicir, que existe algún subconxunto

�nito de G(C) linealmente dependente. Sexa n ∈ Z+ o maior enteiro tal que todo subconxunto

de n elementos de G(C) é linealmente independente e considérense n + 1 elementos distintos

g1, g2, ... , gn+1 ∈ G(C) formando un conxunto linealmente dependente. Entón:

gn+1 = α1g1 + α2g2 + ...+ αngn

para certos α1, α2, ... , αn ∈ k−{0}. Ademais, o conxunto {gi⊗gj}ni,j=1 é linealmente independente

por selo {gi}ni=1. Por outra parte, pola linealidade do coproduto, téñense as seguintes igualdades:

n∑
i,j=1

αiαjgi ⊗ gj = gn+1 ⊗ gn+1 = ∆C(gn+1) =
n∑

i=1

αi∆C(gi) =
n∑

i=1

αigi ⊗ gi,
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de onde se deduce que

n∑
i=1

(α2
i − αi)gi ⊗ gi +

n∑
i,j=1,i ̸=j

αiαjgi ⊗ gj = 0 =⇒ α2
i − αi = 0 = αiαj ∀i, j ∈ {1, ... , n}, i ̸= j.

Por ser os αi non nulos ∀i ∈ {1, ... , n},

αiαj ̸= 0 ∀i ̸= j ⇒ n = 1 ⇒ g2 = α1g1 e α2
1 = α1 ⇒ α1 = 1k.

Como consecuencia tense que g2 = g1, o que contradí que os gi sexan distintos. Polo tanto G(C)
é un subconxunto linealmente independente de C.

Observación 2.9. Do resultado anterior dedúcese que para un conxunto S calquera, G(kS) = S.

Introdúcese agora unha notación para o coproduto nunha coálxebra. Sexa (C, εC ,∆C) unha

k-coálxebra. Dado un c ∈ C, escribirase a súa imaxe polo coproduto como

∆C(c) =
∑

c1 ⊗ c2,

que é un xeito de representar un elemento arbitrario de C ⊗ C. Esta notación denomínase

notación de Sweedler.

A verdadeira utilidade da notación de Sweedler dáse cando se opera repetidas veces co

coproduto. Por exemplo, pola propiedade coasociativa (Diagrama 2.6)∑
∆C(c1)⊗ c2 =

∑
(c1)1 ⊗ (c1)2 ⊗ c2 =

∑
c1 ⊗ (c2)1 ⊗ (c2)2 =

∑
c1 ⊗∆C(c2). (∗)

Aplicando a propiedade coasociativa iterativamente é fácil ver que todas as formas posibles de

aplicar ∆C n− 1 veces sobre un c ∈ C dan lugar ao mesmo elemento de C⊗n := C⊗C⊗
(n)
··· ⊗C,

como se acaba de probar para n = 3 en (∗). Este elemento denotarase por

∆n−1
C (c) =

∑
c1 ⊗ c2 ⊗ ...⊗ cn.

Con esta notación é posible expresar as propiedades da counidade (Diagrama 2.7) e da

coconmutatividade (Digarama 2.8) como segue:∑
ε(c1)c2 = c =

∑
c1ε(c2),∑

c1 ⊗ c2 =
∑

c2 ⊗ c1.

De�nición 2.10. Sexan (C, εC ,∆C) e (D, εD,∆D) k-coálxebras. Unmor�smo de k-coálxebras

é unha aplicación k-lineal f : C → D que fai conmutativos os seguintes diagramas:
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C D

C ⊗ C D ⊗D

f

∆C ∆D

f⊗f

Diagrama 2.9: Preserva o coproduto.

C D

k

f

εC εD

Diagrama 2.10: Preserva a counidade.

Empregando a notación de Sweedler, un mor�smo de k-coálxebras f : C → D é aquel que

cumpre que ∑
f(c)1 ⊗ f(c)2 =

∑
f(c1)⊗ f(c2)

e ademais

εD(f(c)) = εC(c)

∀c ∈ C.

A continuación introdúcense dous resultados que exempli�can a relación dual entre álxebras

e coálxebras. Pódense consultar ambos na Proposition 1.3.6 e Proposition 1.3.9 de [7].

Observación 2.11. Se V é un k-espazo vectorial e V ∗ o seu espazo dual, entón a aplicación lineal

λ : V ∗ ⊗ V ∗ → (V ⊗ V )∗ de�nida por

λ(f ⊗ g)(u⊗ v) = f(u)g(v) (2.1)

∀f, g ∈ V ∗ e ∀u, v ∈ V é inxectiva. En efecto,

λ(f ⊗ g) = 0 ⇐⇒ λ(f ⊗ g)(u⊗ v) = 0 ∀u, v ∈ V ⇐⇒ f(u)g(v) = 0 ∀u, v ∈ V

⇐⇒ f(u) = 0 ∀u ∈ V ou g(v) = 0 ∀v ∈ V ⇐⇒ f = 0 ou g = 0 ⇐⇒ f ⊗ g = 0.

Ademais, se V é de dimensión �nita n, entón dim(V ∗⊗V ∗) = n2 = dim ((V ⊗ V )∗) e polo tanto

λ será un isomor�smo.

Proposición 2.12. Se (C, εC ,∆C) é unha k-coálxebra, entón o espazo vectorial dual C∗ admite

estrutura de k-álxebra onde o produto e a unidade están determinadas polas aplicacións duais

∆∗
C e ε∗C .

Demostración. Sexa λ : C∗⊗C∗ → (C⊗C)∗ o monomor�smo lineal de�nido en (2.1). Probarase

que as aplicacións µC∗ := ∆∗
C ◦λ e ηC∗ := ε∗C de�nen unha estrutura de k-álxebra sobre o espazo

dual, para o que é su�ciente comprobar que os Diagramas 2.1 e 2.2 conmutan. Nótese que como

as aplicacións µC∗ e ηC∗ son lineais, en lugar de comprobar a asociatividade para un elemento



2.1. Álxebras e coálxebras 13

xenérico do produto tensorial C∗⊗C∗⊗C∗, basta probalo para os elementos da forma f ⊗ g⊗h
con f, g, h ∈ C∗. Ademais, dados c ∈ C e f, g ∈ C∗, tense que:

µC∗(f ⊗ g)(c) = λ(f ⊗ g)(∆C(c)) =
∑

f(c1)g(c2).

Aplicando a coasociatividade de ∆C déducese a asociatividade de µC∗ . En efecto, sexa c ∈ C

arbitrario:

(µC∗ ◦ (µC∗ ⊗ idC∗))(f ⊗ g ⊗ h)(c)

=µC∗(µC∗(f ⊗ g)⊗ h)(c)

=
∑

µC∗(f ⊗ g)(c1)h(c2) (de�nición de µC∗)

=
∑

f((c1)1)g((c1)2)h(c2) (de�nición de µC∗)

=
∑

f(c1)g((c2)1)h((c2)2) (coasociatividade de ∆C)

=
∑

f(c1)µC∗(g ⊗ h)(c2) (de�nición de µC∗)

=µC∗(f ⊗ µC∗(g ⊗ h))(c) (de�nición de µC∗)

=(µC∗ ◦ (idC∗ ⊗ µC∗))(f ⊗ g ⊗ h)(c).

Por outro lado, a propiedade da unidade séguese de:

µC∗(ηC∗(1k)⊗ f)(c) =
∑

ηC∗(1k)(c1)f(c2) (de�nición de µC∗)

=
∑

εC(c1)f(c2) (de�nición de ηC∗)

=f
(∑

εC(c1)c2

)
(linealidade de f)

=f(c) (propiedade da counidade)

=f
(∑

c1εC(c2)
)

(propiedade da counidade)

=
∑

f(c1)εC(c2) (linealidade de f)

=
∑

f(c1)ηC∗(1k)(c2) (de�nición de ηC∗)

=µC∗(f ⊗ ηC∗(1k))(c) (de�nición de µC∗).

Proposición 2.13. Sexa A un k-espazo vectorial de dimensión �nita. Se (A, ηA, µA) é unha

k-álxebra, entón existe unha estrutura de k-coálxebra sobre A∗ onde o coproduto e a counidade

están determinados polas aplicacións duais µ∗A e η∗A.

Demostración. Como A ten dimensión �nita, a aplicación lineal λ : A∗⊗A∗ → (A⊗A)∗ de�nida
en (2.1) é un isomor�smo, e polo tanto pódense de�nir as aplicacións∆A∗ = λ−1 ◦ µ∗A e εA∗ = η∗A.

Para probar que dotan ao espazo dual dunha estrutura de k-coálxebra será su�ciente comprobar

que os Diagramas 2.6 e 2.7 conmutan.
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Nótese que para calquera f ∈ A∗,
∑
f1 ⊗ f2 = ∆A∗(f) = λ−1(f ◦ µA), e polo tanto∑

f1(a)f2(b) = λ
(∑

f1 ⊗ f2

)
(a⊗ b) = (f ◦ µA)(a⊗ b) = f(ab) (2.2)

∀a, b ∈ A. Empregando esta propiedade dedúcese a coasociatividade:

(∆A∗ ⊗ idA∗)(∆A∗)(f)(a⊗ b⊗ c)

=
(∑

(f1)1 ⊗ (f1)2 ⊗ f2

)
(a⊗ b⊗ c) (de�nición de ∆A∗)

=
∑

(f1)1(a)(f1)2(b)f2(c) (multilinealidade do produto tensorial)

=
∑

f1(ab)f2(c) (aplicando (2.2))

=f(abc) (aplicando (2.2) e a asociatividade)

=
∑

f1(a)f2(bc) (aplicando (2.2) e a asociatividade)

=
∑

f1(a)(f2)1(b)(f2)2(c) (aplicando (2.2))

=
(∑

f1 ⊗ (f2)1 ⊗ (f2)2

)
(a⊗ b⊗ c) (multilinealidade do produto tensorial)

=(idA∗ ⊗∆A∗)(∆A∗)(f)(a⊗ b⊗ c) (de�nición de ∆A∗).

Por outra banda, aplicando (2.2) e a propiedade da unidade en (∗):(∑
εA∗(f1)f2

)
(a) =

∑
f1(ηA(1k))f2(a)

(∗)
= f(a),(∑

f1εA∗(f2)
)
(a) =

∑
f1(a)f2(ηA(1k))

(∗)
= f(a),

e polo tanto (A∗, εA∗ ,∆A∗) é unha k-coálxebra.

2.2. Biálxebras

A continuación introdúcese o concepto de biálxebra: un espazo vectorial que é simultaneamente

unha álxebra e unha coálxebra satisfacendo certa condición de compatibilidade entre elas.

Proposición 2.14 ([11], Theorem III.2.1). Se (B, ηB, µB) é unha k-álxebra e (B, εB,∆B) é

unha k-coálxebra, entón os seguintes enunciados son equivalentes:

1) ∆B e εB son mor�smos de k-álxebras.

2) µB e ηB son mor�smos de k-coálxebras.

Demostración. Supóñase que ∆B e εB son mor�smos de k-álxebras. Téñense entón as seguintes

igualdades:

∆B ◦µB
(1)
= µB⊗B ◦(∆B⊗∆B)

(2)
= (µB⊗µB)◦(idB⊗τB,B⊗idB)◦(∆B⊗∆B)

(3)
= (µB⊗µB)◦∆B⊗B,
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εB ◦ µB
(4)
= εB ⊗ εB

(5)
= εB⊗B

onde (1) e (4) son consecuencia de que∆B e εB conservan o produto e (2), (3) e (5) das de�nicións

de µB⊗B, ∆B⊗B e εB⊗B, respectivamente. Como resultado, µB é un mor�smo de k-coálxebras.

Do mesmo xeito:

∆B ◦ ηB
(1)
= ηB⊗B

(2)
= ηB ⊗ ηB,

εB ◦ ηB
(3)
= ηk

(4)
= idk

(5)
= εk,

onde (1) e (3) son consecuencia de que ∆B e εB conservan a unidade e, (2), (4) e (5) das

de�nicións de ηB⊗B, ηk e εk, respectivamente. Polo tanto, ηB é un mor�smo de k-coálxebras.

A proba do recíproco é análoga.

De�nición 2.15. Unha k-biálxebra é unha 5-tupla (B, ηB, µB, εB,∆B) onde (B, ηB, µB) é

unha k-álxebra, (B, εB,∆B) unha k-coálxebra e ademais µB e ηB son mor�smos de k-coálxebras

(ou, equivalentemente, ∆B e εB son mor�smos de k-álxebras).

Observación 2.16. A condición de que µB sexa un mor�smo de k-coálxebras pódese escribir da

seguinte forma, para todo x, y ∈ B:

∆B(xy) = ∆B(x)∆B(y),

εB(xy) = εB(x)εB(y).

De�nición 2.17. Unha aplicación entre k-biálxebras f : B → B′ é unmor�smo de k-biálxebras

se é un mor�smo tanto de k-álxebras como de k-coálxebras.

Exemplo 2.18. Son exemplos de biálxebras os seguintes:

1. Se (B, ηB, µB, εB,∆B) é unha k-biálxebra de dimensión �nita, entón das Proposicións 2.12

e 2.13 dedúcese que (B∗, ηB∗ , µB∗ , εB∗ ,∆B∗) tamén o é.

2. Sexa (B, ηB, µB, εB,∆B) unha k-biálxebra. Entón tamén o son Bop := (B, ηB, µ
op
B , εB,∆B),

Bcop := (B, ηB, µB, εB,∆
cop
B ) e Bopcop := (B, ηB, µ

op
B , εB,∆

cop
B ).

3. Sexa (X, ·) un monoide. Como se viu no apartado 5 do Exemplo 2.4 e no primeiro do

Exemplo 2.6, kX ten estrutura tanto de k-álxebra como de k-coálxebra. Ademais, estas

estruturas son compatibles e fan de kX unha k-biálxebra.

Observación 2.19. Nunha k-biálxebra (B, ηB, µB, εB,∆B), como ∆B e εB conservan o produto,

tense que G(B) é un conxunto pechado para o produto da biálxebra. Polo tanto, G(B) é un

monoide con neutro ηB(1k).
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2.3. Álxebras de Hopf

Nesta sección introdúcese a noción de álxebra de Hopf: unha biálxebra que conta a maiores cun

endomor�smo lineal, coñecido como antípoda, satisfacendo certa propiedade. Con este obxectivo

introdúcese en primeiro lugar a operación convolución, que é necesaria para dar a de�nición

deste mor�smo. Ademais, probarase un importante resultado que explica o comportamento da

antípoda coas outras operacións da álxebra de Hopf. Para rematar a sección, estudarase a súa

invertibilidade e veranse algúns exemplos importantes de álxebras de Hopf.

Proposición 2.20 ([16], De�nition 1.4.1). Sexa (A, ηA, µA) unha k-álxebra e (C, εC ,∆C) unha

k-coálxebra. O conxunto de homomor�smos k-lineais Homk(C,A) ten estrutura de monoide coa

operación convolución:

f ∗ g := µA ◦ (f ⊗ g) ◦∆C ,

con neutro ηA ◦ εC .

Observación 2.21. Coa notación de Sweedler pódese escribir a convolución como:

(f ∗ g)(c) =
∑

f(c1)g(c2)

∀c ∈ C.

Demostración. En primeiro lugar, comprobarase que a operación é asociativa. En efecto, dados

f, g, h ∈ Homk(C,A), c ∈ C

((f ∗g)∗h)(c) =
∑

(f ∗g)(c1)h(c2) =
∑

f(c1)g(c2)h(c3) =
∑

f(c1)(g∗h)(c2) = (f ∗(g∗h))(c),

onde as igualdades se deducen da asociatividade de µA e coasociatividade de ∆C .

Nótese ademais que, grazas á propiedade da unidade e da counidade, ηA ◦ εC ∈ Homk(C,A)

é o neutro para a convolución:

((ηA ◦ εC) ∗ f)(c) =
∑

εC(c1)f(c2) = f
(∑

εC(c1)c2

)
= f(c),

(f ∗ (ηA ◦ εC))(c) =
∑

f(c1)εC(c2) = f
(∑

c1εC(c2)
)
= f(c),

de onde se conclúe o resultado.

De�nición 2.22. Sexa (H, ηH , µH , εH ,∆H) unha biálxebra. Coñécese como antípoda a un

endomor�smo SH ∈ Homk(H,H) que é inverso da idH con respecto á operación convolución, é

dicir:

SH ∗ idH = ηH ◦ εH = idH ∗ SH (2.3)
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ou, coa notación de Sweedler:∑
SH(h1)h2 = (ηH ◦ εH)(h) =

∑
h1SH(h2)

para todo h ∈ H.

Proposición 2.23. Sexa (H, ηH , µH , εH ,∆H) unha k-biálxebra. Se a antípoda existe, é única.

Demostración. Se existen dúas antípodas SH , S′
H ∈ Homk(H,H), entón:

SH
(1)
= SH ∗ (ηH ◦ εH)

(2)
= SH ∗ (idH ∗ S′

H)
(3)
= (SH ∗ idH) ∗ S′

H
(4)
= (ηH ◦ εH) ∗ S′

H
(5)
= S′

H

onde (1) e (5) son consecuencia de que ηH ◦ εH é o neutro para a convolución, (2) e (4) séguense

de 2.3 e (3) da asociatividade da convolución.

De�nición 2.24. Unha k-álxebra de Hopf é unha 6-tupla (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH) onde

(H, ηH , µH , εH ,∆H) é unha k-biálxebra e SH é a antípoda.

Ademais, dirase que H é conmutativa (respectivamente, coconmutativa) se o é a súa

k-álxebra (respectivamente, k-coálxebra) subxacente.

De�nición 2.25. Unha aplicación f : H → D entre k-álxebras de Hopf é un mor�smo de

k-álxebras de Hopf se é un mor�smo de k-biálxebras.

Proposición 2.26. Sexan (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH) e (D, ηD, µD, εD,∆D, SD) k-álxebras de Hopf.

Se f : H → D é un mor�smo de k-álxebras de Hopf, entón tense a seguinte igualdade:

SD ◦ f = f ◦ SH .

Demostración. Por unha banda:

f ∗ (SD ◦ f) = µD ◦ (f ⊗ (SD ◦ f)) ◦∆H (de�nición de ∗)

= µD ◦ (idD ⊗ SD) ◦∆D ◦ f (f mor�smo de coálxebras)

= (idD ∗ SD) ◦ f (de�nición de ∗)

= ηD ◦ εD ◦ f ((2.3) para SD)

= ηD ◦ εH (f mor�smo de coálxebras).

Por outro lado:

(f ◦ SH) ∗ f = µD ◦ ((f ◦ SH)⊗ f) ◦∆H (de�nición de ∗)

= f ◦ µH ◦ (SH ⊗ idH) ◦∆H (f mor�smo de álxebras)

= f ◦ (SH ∗ idH) (de�nición de ∗)

= f ◦ ηH ◦ εH ((2.3) para SH)

= ηD ◦ εH (f mor�smo de álxebras).
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Pola unicidade de inverso para a convolución en Homk(H,D), conclúese o resultado.

Viuse no Exemplo 2.18 da sección anterior que o dual dunha biálxebra admite tamén estrutura

de biálxebra, no caso de que esta sexa de dimensión �nita. Resulta natural preguntarse se a

biálxebra dual é tamén unha álxebra de Hopf, i. e., se admite antípoda. O seguinte resultado

resolve esta cuestión.

Proposición 2.27 ([19], Proposition 3.1.12). Se (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH) é unha k-álxebra de

Hopf de dimensión �nita, entón a k-biálxebra dual (H∗, ηH∗ , µH∗ , εH∗ ,∆H∗) é unha k-álxebra de

Hopf con antípoda S∗
H .

Demostración. Sexa h ∈ H, f ∈ H∗:(∑
S∗
H(f1)f2

)
(h) =

∑
S∗
H(f1)(h1)f2(h2) (de�nición de µH∗)

=
∑

f1(SH(h1))f2(h2) (de�nición de aplicación dual)

= f
(∑

SH(h1)h2

)
(de�nición de ∆H∗)

= f((ηH ◦ εH)(h)) ((2.3) para SH)

= (ε∗H ◦ η∗H)(f)(h) (de�nición de aplicación dual).

De xeito análogo demóstrase que (idH∗ ∗ S∗
H)(f) = (ηH∗ ◦ εH∗)(f), o que proba o resultado.

O seguinte resultado describe de que forma interactúa a antípoda co resto de operacións da

álxebra de Hopf.

Proposición 2.28 ([16], Proposition 1.5.10). Sexa (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH) unha k-álxebra de

Hopf. Tense que:

1) SH é un antimor�smo de k-álxebras, é dicir:

SH ◦ µH = µH ◦ τH,H ◦ (SH ⊗ SH),

SH ◦ ηH = ηH .

2) SH é un antimor�smo de k-coálxebras, é dicir:

∆H ◦ SH = τH,H ◦ (SH ⊗ SH) ◦∆H ,

εH ◦ SH = εH .
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Demostración. Para probar a primeira igualdade de 1) defínense as seguintes aplicacións ω, θ ∈
Homk(H ⊗H,H):

ω := SH ◦ µH , θ := µH ◦ τH,H ◦ (SH ⊗ SH).

Entón, para todo h, g ∈ H tense a seguinte cadea de igualdades:

(ω ∗ µH)(h⊗ g) =
∑

ω((h⊗ g)1)µH((h⊗ g)2) (de�nición de ∗)

=
∑

ω(h1 ⊗ g1)µH(h2 ⊗ g2) (de�nición de ∆H⊗H)

=
∑

SH(h1g1)h2g2 (de�nición de ω)

=
∑

SH((hg)1)(hg)2 (∆H mor�smo de álxebras)

= (ηH ◦ εH)(hg) ((2.3) para SH)

= (ηH ◦ εH⊗H)(h⊗ g) (εH mor�smo de álxebras).

Doutra banda,

(µH ∗ θ)(h⊗ g) =
∑

µH((h⊗ g)1)θ((h⊗ g)2) (de�nición de ∗)

=
∑

µH(h1 ⊗ g1)θ(h2 ⊗ g2) (de�nición de ∆H⊗H)

=
∑

h1g1SH(g2)SH(h2) (de�nición de θ)

=
∑

h1ηH(εH(g))SH(h2) ((2.3) para SH)

= ηH(εH(h))ηH(εH(g)) (ηH unidade, (2.3) para SH)

= ηH(εH(hg)) (εH mor�smo de álxebras, ηH lineal)

= (ηH ◦ εH⊗H)(h⊗ g) (εH mor�smo de álxebras).

Como (Homk(H ⊗ H,H), ∗) é un monoide con neutro ηH ◦ εH⊗H , pola unicidade do inverso

conclúese que ω = θ, como se quería demostrar.

A segunda igualdade dedúcese do seguinte:

SH ◦ ηH = µH ◦ ((SH ◦ ηH)⊗ ηH) (ηH unidade)

= µH ◦ (SH ⊗ idH) ◦ (ηH ⊗ ηH) (Proposición 1.11)

= µH ◦ (SH ⊗ idH) ◦∆H ◦ ηH (∆H mor�smo de álxebras)

= (SH ∗ idH) ◦ ηH (de�nición de ∗)

= ηH ◦ εH ◦ ηH (2.3 para SH)

= ηH (εH mor�smo de álxebras),

co que queda probado 1).
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Para a demostración de 2) defínense as aplicacións φ, ν ∈ Homk(H,H ⊗H)

φ := ∆H ◦ SH , ν := τH,H ◦ (SH ⊗ SH) ◦∆H .

Dado h ∈ H,

(φ ∗∆H)(h) =
∑

∆H(SH(h1))∆H(h2) (de�nición de ∗ e de φ)

= ∆H

(∑
SH(h1)h2

)
(∆H mor�smo de álxebras)

= ∆H(ηH(εH(h))) (2.3 para SH)

= (ηH⊗H ◦ εH)(h) (∆H mor�smo de álxebras).

Por outra parte,

(∆H ∗ ν)(h) =
∑

(h1 ⊗ h2)(SH(h4)⊗ SH(h3)) (de�nición de ∗ e de ν)

=
∑

h1SH(h4)⊗ h2SH(h3) (de�nición de µH⊗H)

=
∑

h1SH(h3)⊗ ηH(εH(h2)) (2.3 para SH)

=
∑

h1εH(h2)SH(h3)⊗ ηH(1k) (linealidade de ηH)

=
∑

h1SH(h2)⊗ ηH(1k) (εH counidade)

= ηH(εH(h))⊗ ηH(1k) (2.3 para SH)

= (ηH⊗H ◦ εH)(h) (de�nición de ηH⊗H).

De novo, por ser (Homk(H,H ⊗H), ∗) un monoide con neutro ηH⊗H ◦ εH , conclúese que φ = ν.

Por último, tense que para calquera h ∈ H

εH(SH(h)) = εH

(
SH

(∑
εH(h1)h2

))
(εH counidade)

= εH

(∑
εH(h1)SH(h2)

)
(linealidade de SH)

=
∑

εH(h1)εH(SH(h2)) (linealidade de εH)

= εH

(∑
h1SH(h2)

)
(εH mor�smo de álxebras)

= εH(ηH(εH(h))) (2.3 para SH)

= εH(h) (εH mor�smo de álxebras),

e, polo tanto, o resultado queda probado.

Observación 2.29. Nótese que no enunciado da proposición interior a primeira condición é

equivalente a que SH : H → Hop sexa un mor�smo de k-álxebras e a segunda a que SH : H → Hcop

sexa un mor�smo de k-coálxebras. Como consecuencia, SH : H → Hopcop é un mor�smo de

k-biálxebras.
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Observación 2.30. Obsérvese que se H é unha álxebra de Hopf con antípoda SH , a bialxebra

Hopcop é tamén unha álxebra de Hopf con antípoda SH . Sen embargo, para poder dotar a Hop

e Hcop de estrutura de álxebra de Hopf, debe existir un mor�smo S̄H ∈ Homk(H,H) tal que∑
S̄H(h2)h1 = (ηH ◦ εH)(h) =

∑
h2S̄H(h1) (2.4)

∀h ∈ H. Coñécese a S̄H como antípoda retorcida de H.

Proposición 2.31 ([16], Lemma 1.5.11). Sexa (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH) unha k-álxebra de Hopf.

A súa antípoda SH é invertible se e só se existe S̄H a antípoda retorcida de H e, nese caso,

S−1
H = S̄H .

Demostración. Súpoñase en primeiro lugar que SH é invertible. Nese caso, o seu inverso S−1
H será

tamén un antimor�smo tanto de álxebras como de coálxebras. Isto débese a que un antimor�smo

de álxebras e coálxebras non é máis que un mor�smo de biálxebras de H en Hopcop, e os

isomor�smos de biálxebras son precisamente os mor�smos bixectivos. Tendo en conta isto:∑
S−1
H (h2)h1 =

∑
S−1
H (h2)S

−1
H (SH(h1)) (SH é bixectiva)

= S−1
H

(∑
SH(h1)h2

)
(S−1

H antimor�smo de álxebras)

= S−1
H (ηH(εH(h))) (2.3 para SH)

= ηH(εH(h)) (S−1
H antimor�smo de álxebras),

e analogamente
∑
h2S

−1
H (h1) = (ηH ◦ εH)(h), polo que S−1

H é unha antípoda retorcida.

A continuación probarase que tamén se satisfai a outra implicación. Sexa SH a antípoda de

H e S̄H a antípoda retorcida. Para calquera h ∈ H

S̄H(SH(h)) =
∑

S̄H(SH(εH(h2)h1)) (εH counidade)

=
∑

εH(h2)S̄H(SH(h1)) (linealidade de SH e S̄H)

=
∑

h3S̄H(h2)S̄H(SH(h1)) (2.4 para S̄H)

=
∑

h3S̄H(SH(h1)h2) (S̄H antimor�smo de álxebras)

=
∑

h2S̄H(ηH(εH(h1))) (2.3 para SH)

=
∑

εH(h1)h2 (S̄H antimor�smo de álxebras)

= h (εH counidade).

Observación 2.32. Sexa H unha álxebra de Hopf con antípoda invertible SH . Nótese que pola

Proposición 2.28, tanto SH : H → Hopcop como o seu inverso S−1
H : Hop → Hcop son mor�mos de
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álxebras de Hopf e polo tanto H ∼= Hopcop e Hop ∼= Hcop. Adicionalmente, se H é conmmutativa

ou coconmutativa, entón terase que S−1
H = SH pola unicidade da antípoda, e en consecuencia

S2
H = idH .

Como último resultado, demostrarase unha proposición que xusti�ca o nome que se lles deu

aos grouplike.

Proposición 2.33 ([11], Proposition III.3.7). Sexa (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH) unha k-álxebra de

Hopf. O conxunto dos grouplike G(H) ten estrutura de grupo.

Demostración. Por ser H unha biálxebra, G(H) é un monoide. Agora ben, dado un h ∈ G(H)

arbitrario, SH(h) tamén está en G(H) xa que

∆H(SH(h)) = SH(h)⊗ SH(h),

εH(SH(h)) = εH(h) = 1k,

por ser SH un antimor�smo de coálxebras. Ademais, pola de�nición de antípoda

SH(h)h = hSH(h) = ηH(εH(h)) = ηH(1k)

polo que SH(h) = h−1 ∈ G(H) e entón é un grupo.

Para �nalizar o capítulo porporciónanse varios exemplos importantes de álxebras de Hopf:

Exemplo 2.34.

1. Considérese un grupo (G, ·) con neutro e. No Exemplo 2.18 viuse que o espazo vectorial kG

ten estrutura de k-biálxebra, por serG en particular un monoide. Neste caso a invertibilidade

dos elementos de G permite de�nir un endomor�smo lineal SkG tal que

SkG(g) = g−1

∀g ∈ G. Deste xeito, como SkG(g)g = e = gSkG(g) ∀g ∈ G e SkG é lineal, satisfaise

a propiedade (2.3) da antípoda. Polo tanto kG ten estrutura de k-álxebra de Hopf con

antípoda SkG. Nótese ademais que kG é coconmutativa, independentemente do grupo G,

mentres que será conmutativa se e só se G é abeliano.

2. SexaG un grupo �nito. Acábase de ver que kG é unha k-álxebra de Hopf, e pola Proposición

2.27 tamén o será entón (kG)∗. A continuación descríbense as operacións desta k-álxebra

de Hopf sobre os elementos dunha base. Considérese por exemplo {pg}g∈G, tales que

pg(x) = δg,x ∀g, x ∈ G, onde δg,g = 1 ∀g ∈ G e δg,x = 0 se g ̸= x. Por de�nición de

µ(kG)∗ :

(pgph)(x) = (pg ⊗ ph)(∆kG(x)) = pg(x)ph(x) = δg,xδh,x
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∀g, h, x ∈ G, e polo tanto p2g = pg e pgph = 0 se g ̸= h. Ademais, por de�nición de ∆(kG)∗∑
(pg)1(x)(pg)2(y) = pg(xy) = δg,xy

∀g, x, y ∈ G, do que se deduce que

∆(kG)∗(pg) =
∑
ht=g

ph ⊗ pt.

Por outra parte

S(kG)∗(pg(x)) = S∗
kG(pg(x)) = pg(SkG(x)) = pg(x

−1) = δg,x−1 = δg−1,x

∀x ∈ G e entón S(kG)∗(pg) = pg−1 . De igual maneira dedúcense que a unidade e counidade

son tales que

η(kG)∗(1k) =
∑
g∈G

pg e ε(kG)∗(pg) = δg,e.

Neste caso (kG)∗ é un exemplo de álxebra de Hopf conmutativa, que ademais será coconmutativa

se e só se G é abeliano.

3. Para introducir o seguinte exemplo é preciso dar dúas de�nicións previas:

Sexa V un k-espazo vectorial. Considérese o k-espazo

T (V ) :=
⊕
k≥0

T k(V ),

onde T 0(V ) = k e T k(V ) = V ⊗k ∀k ≥ 1. Coñécese á k-álxebra (T (V ), η, µ) como

k-álxebra tensorial de V , onde µ e η son tales que ∀s, r ≥ 1 e x1, ... , xs, y1, ... , yr ∈ V

µ((x1 ⊗ ...⊗ xs)⊗ (y1 ⊗ ...⊗ yr)) = x1 ⊗ ...⊗ xr ⊗ y1 ⊗ ...⊗ yr,

η(1k) = 1k.

Unha k-álxebra de Lie é un par (g, [ , ]) onde g é un k-espazo vectorial e [ , ] : g× g → g

unha aplicación k-bilineal satisfacendo as seguintes propiedades:

� Antisimétrica:

[x, y] = −[y, x],

� Identidade de Jacobi:

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0,

∀x, y, z ∈ g.
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Sexa (g, [ , ]) unha k-álxebra de Lie e T (g) a súa k-álxebra tensorial. Sexa I(g) o ideal

bilátero de T (g) xerado polos elementos da forma

xy − yx− [x, y],

con x, y ∈ g. Coñécese como k-álxebra envolvente universal de g á k-álxebra cociente

U(g) := T (g)/I(g).

Ademais, pódese dotar a U(g) de estrutura de k-álxebra de Hopf mediante aplicacións ε, ∆

e S que actúan sobre os elementos de g da seginte forma:

∆(x) = x⊗ 1k + 1k ⊗ x, ε(x) = 0 e S(x) = −x.

Polo tanto U(g) é un exemplo de k-álxebra de Hopf coconmutativa. Para ver esta construción

en máis detalle pódese consultar, por exemplo, [11].

4. Sexa k un corpo de característica distinta de 2 e considérese a k-álxebra

H = k⟨1, x, g, xg : g2 = 1, x2 = 0, xg = −gx⟩.

Pódese dotar a H de estrutura de álxebra de Hopf mediante aplicacións εH , ∆H e SH tales

que

∆H(g) = g ⊗ g, ∆H(x) = x⊗ 1 + g ⊗ x,

εH(g) = 1k, εH(x) = 0,

SH(g) = g, SH(x) = −gx.

Este exemplo foi introducido por primeira vez por Sweedler en [18], e trátase da álxebra

de Hopf non conmutativa e non coconmutativa de menor dimensión. Este tipo de álxebras

de Hopf coñécense como grupos cuánticos.



Capítulo 3

Módulos de Hopf

Neste capítulo introducirase o concepto de módulo de Hopf e probarase o teorema fundamental

destes obxectos, que da nome a este traballo. Con este obxectivo introducirase o concepto de

módulo sobre unha álxebra, así como o seu concepto dual: comódulo sobre unha coálxebra. Para

�nalizar, darase algún exemplo de aplicación deste resultado.

3.1. Módulos e comódulos

Nesta primeira sección de�niranse os conceptos de módulo e comódulo, acompañados de

exemplos e dun resultado de dualidade semellante aos vistos para álxebras e coálxebras na

primeira sección do capítulo anterior. Ademais, para unha álxebra de Hopf H e un H-módulo

M , introduciranse os conceptos de submódulos de invariantes e coinvariantes de H en M , sendo

este último necesario para enunciar o Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf na sección

seguinte.

De�nición 3.1. Sexa (A, ηA, µA) unha k-álxebra. Un A-módulo pola esquerda é un par

(M,γM ) onde M é un k-espazo vectorial e γM : A ⊗M → M unha aplicación k-lineal facendo

conmutativos os seguintes diagramas:

A⊗A⊗M A⊗M

A⊗M A

µA⊗idM

idA⊗γM γM

γM

Diagrama 3.1

k ⊗M A⊗M

M

ηA⊗idM

∼= γM

Diagrama 3.2

25
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A aplicación γM denomínase acción pola esquerda.

De xeito análogo pódese de�nir o concepto de A-módulo pola dereita.

Notación 3.2. Cando sexa conveniente empregarase a seguinte notación para a acción deA-modulos:

a ·m := γM (a⊗m)

∀a ∈ A, m ∈M .

Dualizando os diagramas anteriores obtense a de�nición de comódulo sobre unha coálxebra.

De�nición 3.3. Sexa (C, εC ,∆C) unha k-coálxebra. Un C-comódulo pola dereita é un par

(M,ρM ) onde M é un k-espazo vectorial e ρM : M → M ⊗ C unha aplicación k-lineal facendo

conmutativos os seguintes diagramas:

M M ⊗ C

M ⊗ C M ⊗ C ⊗ C

ρM

ρM idM⊗∆C

ρM⊗idC

Diagrama 3.3

M M ⊗ C

M ⊗ k

ρM

∼=
idM⊗εC

Diagrama 3.4

A aplicación ρM denomínase coacción pola dereita.

De xeito análogo pódese de�nir o concepto de C-comódulo pola esquerda.

Observación 3.4. Nótese que todo A-módulo pola dereita (M,γM ) da lugar a un Aop-módulo

pola esquerda (M,γ′M ) con

γ′M := γM ◦ τA,M .

De igual forma, todo C-comódulo pola esquerda (M,ρM ) correspóndese cun Ccop-comódulo pola

dereita (M,ρ′M ) con

ρ′M := τC,M ◦ ρM .

En consecuencia, todo resultado que sexa certo para módulos pola esquerda (respectivamente,

comódulos pola dereita) tamén o será para módulos pola dereita (comódulos pola esquerda).

Polo tanto, ao longo desta sección consideraranse só módulos (comódulos) do primeiro tipo.

Sexa (M,ρM ) un C-comódulo pola dereita. A imaxe dun m ∈ M calquera pola aplicación

ρM denotarase por

ρM (m) =
∑

m0 ⊗m1,
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con m0 ∈ M, m1 ∈ C. Empregando esta notación, o Diagrama 3.3 e o Diagrama 3.4 poden

escribirse como segue: ∑
(m0)0 ⊗ (m0)1 ⊗m1 =

∑
m0 ⊗m1 ⊗m2, (3.1)∑

εC(m1)m0 = m.

A propiedade (3.1) garante que, dado un m ∈M , todas as formas posibles de aplicar ρM e

∆C iterativamente n − 1 veces sobre ρM (m) =
∑
m0 ⊗ m1 dan lugar ao mesmo elemento de

M ⊗ C⊗n. Este denotarase por ∑
m0 ⊗m1 ⊗m2 ...⊗mn,

onde m0 ∈M e mi ∈ C ∀i ∈ {1, ... , n}.

De�nición 3.5. Sexan (M,γM ) e (N, γN ) A-módulos pola esquerda. Unha aplicación k-lineal

f : M → N é un mor�smo de A-módulos pola esquerda se o seguinte diagrama:

A⊗M A⊗N

M N

idA⊗f

γM γN

f

Diagrama 3.5: A-linealidade de f .

é conmutativo. Equivalentemente, se se cumpre que

a · f(m) = f(a ·m)

para todo m ∈M e a ∈ A.

De�nición 3.6. Sexan (M,ρM ) e (N, ρN ) C-comódulos pola dereita. Unha aplición k-lineal

f : M → N é un mor�smo de C-comódulos pola dereita se fai conmutativo ao seguinte

diagrama:

M N

M ⊗ C N ⊗ C

f

ρM ρN

f⊗idC

Diagrama 3.6: C-colinealidade de f .
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ou, equivalentemente, se se cumpre que∑
(f(m))0 ⊗ (f(m))1 =

∑
f(m0)⊗m1

para todo m ∈M .

Á vista da relación dual entre álxebras e coálxebras estudada no capítulo anterior, cabe

preguntarse se a acción dunha álxebra sobre un espazo vectorial M induce unha coacción da súa

coálxebra dual sobre M , e viceversa. Preséntase a continuación un resultado que da resposta a

esta cuestión.

Observación 3.7. Sexa k un corpo e V e W k-espazos vectoriais. Entón a aplicación k-lineal

σ : V ⊗W ∗ → Homk(W,V ) de�nida por

σ(v ⊗ f)(w) = f(w)v

∀w ∈W , é inxectiva. En efecto, para todo f ∈W ∗ e v ∈ V :

σ(v⊗f) = 0 ⇐⇒ σ(v⊗f)(w) = f(w)v = 0 ∀w ∈W ⇐⇒ f(w) = 0 ∀w ∈W ou v = 0 ⇐⇒ v⊗f = 0.

Proposición 3.8 ([16], Lemma 1.6.4).

1) Se (M,ρM ) é un C-comódulo pola dereita, entón M admite unha estrutra de C∗-módulo

pola esquerda inducida por ρM .

2) Se (M,γM ) é un A-módulo pola esquerda e A ten dimensión �nita, entón M admite unha

estrutura de A∗-comódulo pola dereita inducida por γM .

Demostración.

1) Considérese a aplicación lineal γ : C∗ ⊗M →M satisfacendo

γ(f ⊗m) =
∑

f(m1)m0

para todo f ∈ C∗, m ∈ M . (M,γ) é un C∗-módulo pola esquerda. En efecto, dados

f, g ∈ C∗, m ∈M arbitrarios, aplicando a de�nición de γ en (1) e (3), a de�nición de µC∗

en (2), e a conmutatividade do Diagrama 3.3 en (3):

γ(µC∗(f ⊗ g)⊗m)
(1)
=

∑
fg(m1)m0

(2)
=

∑
f(m1)g(m2)m0,

γ(f ⊗ γ(g ⊗m))
(1)
= γ

(
f ⊗

∑
g(m1)m0

)
(3)
=

∑
f(m1)g(m2)m0,

de onde se conclúe que γ satisfai a conmutatividade do Diagrama 3.1. Por outra parte, a

propiedade do Diagrama 3.2 dedúcese da de�nición de ηC∗ e de que ρM fai conmutativo ao

Digrama 3.4:

γ(ηC∗(1k)⊗m) =
∑

εC(m1)m0 = m.
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2) Fixado un m ∈M , o k-espazo vectorial A ·m := {γM (a⊗m)|a ∈ A} ten dimensión �nita, e

polo tanto pódese tomar unha k-base da forma {mi}ni=1. Entón ∀a ∈ A, a ·m =
∑n

i=1 aimi

para certos ai ∈ k. Esta relación determina unhas aplicacións fi ∈ A∗ tales que fi(a) = ai

∀i ∈ {1, ... , n} e ∀a ∈ A. Considérese a aplicación k-lineal ρ : M →M ⊗A∗ de�nida por

ρ(m) =

n∑
i=1

mi ⊗ fi

para todo m ∈ M . Esta aplicación está ben de�nida, como se comproba a continuación:

Sexa m ∈M , sexan {mi}ni=1 e {
∼
mi}ni=1 bases distintas de A ·m, e {fi}ni=1, {

∼
fi}ni=1 ⊆ A∗ as

aplicacións lineais asociadas a cada base. Pola Observación 3.7 σ : M ⊗A∗ → Homk(A,M)

é inxectiva e, en consecuencia,

n∑
i=1

fi(a)mi = a ·m =
n∑

i=1

∼
fi(a)

∼
mi ∀a ∈ A =⇒

n∑
i=1

mi ⊗ fi =
n∑

i=1

∼
mi ⊗

∼
fi,

polo que ρ está ben de�nida.

Por último, compróbase que (M,ρ) é un A∗-comódulo pola dereita. Denotando ρ(m) =∑n
i=1mi ⊗ fi e ρ(mi) =

∑ni
j=1m

′
j ⊗ f ′j , ∀i ∈ {1, ... , n}, tense que

((ρ⊗ idA∗) ◦ ρ)(m) =

n∑
i=1

ni∑
j=1

m′
j ⊗ f ′j ⊗ fi,

((idM ⊗∆A∗) ◦ ρ)(m) =
∑ n∑

i=1

mi ⊗ (fi)1 ⊗ (fi)2.

Sexan λ : M ⊗ A∗ ⊗ A∗ → M ⊗ (A ⊗ A)∗ e σ : M ⊗ (A ⊗ A)∗ → Homk(A ⊗ A,M) os

monoformismos de�nidos nas Observacións 2.1 e 3.7, respectivamente. Aplicándolle a súa

composición σ ◦ λ ás dúas expresións anteriores e avaliando en a⊗ b ∈ A⊗A:

n∑
i=1

fi(b)

ni∑
j=1

f ′j(a)m
′
j = a ·

n∑
i=1

fi(b)mi = a · (b ·m),

n∑
i=1

mi

∑
(fi)1(a)(fi)2(b)

(∗)
=

n∑
i=1

mifi(ab) = (ab) ·m,

onde todas as igualdades son consecuencia da de�nición de ρ e (∗) da de�nición de ∆A∗ .

Como γ satisfai o Diagrama 3.1 e σ ◦ λ é inxectiva, conclúese que ρ fai conmutativo ao

Diagrama 3.3. Por outra parte, a propiedade do Diagrama 3.4 dedúcese directamente da

de�nición de εA∗ :

((idM ⊗ εA∗) ◦ ρ)(m) =
n∑

i=1

mi ⊗ εA∗(fi) =
n∑

i=1

mi ⊗ fi(ηA(1k))
(∗∗)
= m,

onde (∗∗) se debe a que
∑n

i=1 fi(ηA(1k))mi = ηA(1k) ·m = m, pola de�nición de ρM .
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Observación 3.9. Para unha álxebra (A, ηA, µA) de dimensión �nta, sexa (M,γM ) un A-módulo

pola esquerda e (M,ρ) o A∗-comódulo pola dereita inducido pola proposición anterior. Nótese

que, por construción, a coacción ρ está caracterizada pola seguinte propiedade:

a ·m =
∑

m1(a)m0

∀a ∈ A, m ∈M .

Exemplo 3.10. Os seguintes son exemplos de módulos e comódulos:

1. Toda k-álxebra (A, ηA, µA) é un A-módulo pola esquerda coa acción γA := µA. De igual

xeito, toda k-coálxebra (C, εC ,∆C) é un C-comódulo pola dereita coa coacción ρC := ∆C .

2. Dada unha k-álxebra de Hopf (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH), todo k-espazo vectorial M admite

unha estrutura de H-modulo pola esquerda, que ven dada pola acción

γM (h⊗m) := εH(h)m

∀m ∈M, h ∈ H. Coñécese a (M,γM ) como H-módulo trivial pola esquerda.

3. Dada unha k-álxebra de Hopf (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH), todo k-espazo vectorial M admite

unha estrutura de H-comodulo pola dereita mediante a coacción

ρM (m) := m⊗ ηH(1k)

∀m ∈M . Coñécese a (M,ρM ) como H-comódulo trivial pola dereita.

4. Sexa (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH) unha k-álxebra de Hopf e (M,γM ), (N, γM ) H-módulos pola

esquerda. Entón M ⊗N é un H-módulo pola esquerda coa acción

γM⊗N := (γM ⊗ γN ) ◦ (idH ⊗ τH,M ⊗ idN ) ◦ (∆H ⊗ idM⊗N ),

ou, en termos de elementos,

h · (m⊗ n) =
∑

(h1 ·m)⊗ (h2 · n)

∀h ∈ H, m ∈M e n ∈ N . Nótese ademais que, se H é coconmutativa,

(γN⊗M ◦ (idH ⊗ τM,N ))(h⊗m⊗ n)) =
∑

(h1 · n)⊗ (h2 ·m)

=
∑

(h2 · n)⊗ (h1 ·m)

= (τM,N ◦ γM⊗N )(h⊗m⊗ n)

e polo tanto τM,N : M ⊗N → N ⊗M é un isomor�smo de H-módulos pola esquerda.
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5. Analogamente, se (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH) é unha k-álxebra de Hopf, (M,ρM ) e (N, ρM )

H-comódulos pola dereita, entón M ⊗N é un H-comódulo pola dereita coa coacción

ρM⊗N := (idM⊗N ⊗ µH) ◦ (idM ⊗ τH,N ⊗ idH) ◦ (ρM ⊗ ρN ),

ou, con outra notación:

ρM⊗N (m⊗ n) =
∑

m0 ⊗ n0 ⊗m1n1

para todo m ∈ M, n ∈ N . De forma análoga ao exemplo anterior, se H é conmutativa

cúmprese a seguinte igualdade:

(ρN⊗M ◦ τM,N )(m⊗ n) =
∑

n0 ⊗m0 ⊗ n1m1

=
∑

n0 ⊗m0 ⊗m1n1

= ((τM⊗N ⊗ idH) ◦ ρM⊗N )(m⊗ n),

polo que τM,N : M ⊗N → N ⊗M é un isomor�smo de H-comódulos pola dereita.

6. Considérese a k-álxebra de Hopf kG descrita no Exemplo 2.34. Verase a continuación que

un k-espazo vetorial M admite estrutura de kG-comódulo pola dereita se e só se M é

un k-espazo vectorial G-graduado, é dicir, se existe unha colección de subespazos de M

{Mg : g ∈ G} tal que M =
⊕

g∈GMg.

En primeiro lugar, se (M,ρM ) é un kG-comódulo pola dereita, entón pódese escribir a

coacción sobre un m ∈M da seguinte forma:

ρM (m) =
∑
g∈G

mg ⊗ g.

Como ρM satisfai o Diagrama 3.3, cúmprense as seguintes igualdades:∑
g,h∈G

(mg)h ⊗ h⊗ g =
∑
g∈G

ρM (mg)⊗ g =
∑
g∈G

mg ⊗∆kG(g) =
∑
g∈G

mg ⊗ g ⊗ g,

de onde se deduce que (mg)h = δg,hmg ∀g, h ∈ G e polo tanto

ρM (mg) = mg ⊗ g.

Para cada g ∈ G considérese o conxunto Mg = {mg : g ∈ G}, que é un subespazo de

M por ser ρM k-lineal. Entón, dados h ̸= g de G e mg ∈ Mg, mh ∈ Mh non nulos,

ρM (mg) ̸= ρM (mh) ⇒ mg ̸= mh e polo tanto a suma dos Mg é directa. Ademais, como ρM

satisfai o Diagrama 3.4,

m⊗ 1k = ((idM ⊗ εkG) ◦ ρM )(m) =
∑
g∈G

mg ⊗ εkG(g) =
∑
g∈G

mg ⊗ 1k
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∀m ∈M , co que
⊕

g∈GMg =M .

Para probar a outra implicación, dado un k-espazo vectorial M =
⊕

g∈GMg, chega con

considerar a aplicación lineal de�nida por

ρM (mg) = mg ⊗ g

∀mg ∈Mg. Tendo en conta como actúan ∆kG e εkG sobre os elementos de G, é inmediato

probar que ρM fai conmutativos os Diagramas 3.3 e 3.4.

A continuación introdúcense, para unha álxebra de Hopf H e un H-módulo M , os conceptos

de submódulos de invariantes e coinvariantes de H en M , que serán de importancia na seguinte

sección.

De�nición 3.11. Sexa (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH) unha k-álxebra de Hopf.

1) Dado un H-módulo pola esquerda (M,γM ), coñécense como invariantes de H en M aos

elementos de

MH := {m ∈M : h ·m = εH(h)m, ∀h ∈ H}.

2) Dado un H-comódulo pola dereita (M,ρM ), coñécense como coinvariantes de H en M

aos elementos de

M coH := {m ∈M : ρM (m) = m⊗ ηH(1k)}.

De xeito análogo tamén se poden considerar os invariantes dun H-módulo pola dereita ou

os coinvariantes dun H-comódulo pola esquerda, para os que se emprega a mesma notación.

Exemplo 3.12. Estúdase agora a relación dual entre estes dous conceptos, así como o caso

particular dos invariantes en kG-módulos e dos coinvariantes en kG-comódulos.

1. Considérese unha k-álxebra de Hopf (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH) de dimensión �nita. Sexa

(M,γM ) un H-módulo pola esquerda e (N, ρN ) un H-comódulo pola dereita, con (M,ρM )

e (N, γN ) o H∗-comódulo e H∗-módulo asociados, dacordo coa construcción da Proposición

3.8. Entón os invariantes e coinvariantes de H e H∗ están relacionados do seguinte xeito:

MH =M coH∗
, NH∗

= N coH .

En efecto, para un m ∈MH

h ·m = εH(h)m ∀h ∈ H
(∗)
=⇒ ρM (m) = m⊗ εH = m⊗ ηH∗(1k),

e para un m′ ∈M coH∗

ρM (m′) = m′ ⊗ ηH∗(1k) = m′ ⊗ εH
(∗)
=⇒ h ·m′ = εH(h)m′ ∀h ∈ H,
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onde (∗) é consecuencia da de�nición de ρM que se deu na demostración de 2) na Proposición

3.8.

Analogamente, se n ∈ N coH , entón, aplicando en (∗∗) a construción de γN vista na

demostración de 1) na Proposición 3.8,

ρN (n) = n⊗ ηH(1k)
(∗∗)
=⇒ γN (f ⊗ n) = f(ηH(1k))n = εH∗(f)n ∀f ∈ H∗

e se n ∈ NH∗
,∑

f(n1)n0
(∗∗)
= γN (f ⊗ n) = εH∗(f)n = f(ηH(1k))n ∀f ∈ H∗,

de onde se deduce que ρN (n) = n⊗ ηH(1k).

2. Sexa kG a k-álxebra de Hopf descrita no Exemplo 2.34.

Considérese un kG-módulo pola esquerda (M,γM ). Como εkG(g) = 1k ∀g ∈ G, os invariantes

de kG en M son os elementos que permanecen invariantes baixo a acción restrinxida ao

grupo G. É dicir,

MkG = {m ∈M : g ·m = m, ∀g ∈ G}.

Por outra parte, se (N, ρN ) é un kG-comódulo pola dereita, probouse no Exemplo 3.10 que

N =
⊕

g∈GNg e ρN (ng) = ng ⊗ g ∀ng ∈ Ng. Polo tanto M cokG = Me, onde e é o neutro

de G.

3.2. Módulos de Hopf

Nesta sección de�nirase o concepto de módulo de Hopf: un k-espazo vectorial con estrutura

tanto de módulo como de comódulo satisfacendo ambas certa condición de compatibilidade.

Ademais, probarase o principal resultado deste traballo, o Teorema Fundamental dos Módulos

de Hopf.

De�nición 3.13. Dada unha k-álxebra de Hopf (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH), un H-módulo de

Hopf pola dereita é unha terna (M,γM , ρM ) onde

1) (M,γM ) é un H-módulo pola dereita,

2) (M,ρM ) é un H-comódulo pola dereita,

3) ρM é un mor�smo de H-módulos pola dereita, é dicir∑
(m · h)0 ⊗ (m · h)1 =

∑
m0 · h1 ⊗m1h2.
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Observación 3.14. Nótese que a condición 3) é equivalente a que γM sexa un mor�smo de

H-comódulos pola dereita.

Observación 3.15. Analogamente tamén se poderían de�nir os módulos de Hopf pola esquerda

e os módulos de Hopf mixtos, é dicir, con estrutura de módulo pola esquerda e comódulo pola

dereita ou de módulo pola dereita e comódulo pola esquerda, modi�cando a relación 3) de

compatibilidade de xeito adecuado.

De�nición 3.16. Sexan (M,γM , ρM ) e (N, γN , ρN )H-módulos de Hopf. Unha aplicación f : M → N

é un mor�smo de H-módulos de Hopf pola dereita se é tanto un mor�smo de H-módulos

pola dereita como de H-comódulos pola dereita.

Exemplo 3.17. Os seguintes son exemplos de módulos de Hopf:

1. Se (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH) é unha k-álxebra de Hopf, entón (H,µH ,∆H) é un H-módulo

de Hopf.

2. Se (M,γM ) é un H-módulo pola dereita, entón (M ⊗H, γM⊗H , idM ⊗∆H) é un H-módulo

de Hopf, xa que idM ⊗∆H é un mor�smo de H-módulos pola dereita:

γM⊗H⊗H((idM ⊗∆H ⊗ idH)(m⊗ h⊗ g))

= γM⊗H⊗H

(∑
m⊗ h1 ⊗ h2 ⊗ g

)
=

∑
γM⊗H(m⊗ h1 ⊗ g1)⊗ h2g2 (de�nición de γM⊗H⊗H)

=
∑

m · g1 ⊗ h1g2 ⊗ h2g3 (de�nición de γM⊗H)

=
∑

m · g1 ⊗ (h1g2)1 ⊗ (h1g2)2 (∆H mor�smo de álxebras)

= (idM ⊗∆H)(γM⊗H(m⊗ h⊗ g)) (de�nición de γM⊗H),

para todom ∈M e h, g ∈ H. Adicionalmente, se (M,γM ) é o H-módulo trivial pola dereita

(ver Exemplo 3.10), dirase que M ⊗H é un H-módulo de Hopf trivial. Dito doutro xeito,

(M ⊗H, γ, ρ) é un H-módulo de Hopf trivial se e só se

(m⊗ h) · g = m⊗ hg e ρ(m⊗ h) = m⊗∆H(h)

para todo m ∈M e h, g ∈ H.

3. Sexa kG a k-álxebra de Hopf descrita no Exemplo 2.34 e (M,γM , ρM ) un kG-módulo

de Hopf pola dereita. Probouse no Exemplo 3.10 que M =
⊕

g∈GMg e que ρM (mg) =

mg ⊗ g ∀mg ∈Mg. A continuación estudarase como actúa γM sobre os Mg. Como ρM é un

mor�smo de kG-módulos:

ρM (mg · h) = (mg ⊗ g) · h = mg · h1 ⊗ gh2 = mg · h⊗ gh,
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e polo tanto mg ·h ∈Mgh ∀g, h ∈ G, ∀mg ∈Mg. Entón Mg ·h ⊆Mgh ∀g, h ∈ G e ademais,

como γM satisfai os Diagramas 3.2 (∗) e 3.1 (∗∗),

Mgh · h−1 ⊆Mg ⇒Mgh
(∗)
= Mgh · (h−1h)

(∗∗)
= (Mgh · h−1) · h ⊆Mg · h,

co que Mg · h =Mgh ∀g, h ∈ G. En particular Mg =Me · g ∀g ∈ G.

Observación 3.18. Nótese que a de�nición de H-módulo de Hopf pode xeneralizarse sen ningún

cambio ao caso no que H é unha biálxebra calquera. Non obstante, a conveniencia de que H

admita unha antípoda queda patente no seguinte resultado.

Teorema 3.19 (Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf). Sexa (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH)

unha k-álxebra de Hopf e (M,γM , ρM ) un H-módulo de Hopf pola dereita. Entón, M é isomorfo

a M coH ⊗H como H-módulos de Hopf pola dereita, onde M coH ⊗H ten estrutura de H-módulo

de Hopf trivial.

Demostración. Considérense as aplicacións lineais ϕ : M coH ⊗H → M e ψ : M → M ⊗H tales

que:

ϕ(m′ ⊗ h) = m′ · h e ψ(m) =
∑

m0 · SH(m1)⊗m2

para todo h ∈ H, m ∈ M e m′ ∈ M coH . Verase a continuación que estas aplicacións son unha

a inversa da outra e que de�nen un isomor�smo de H-módulos de Hopf pola dereita entre M e

M coH⊗H. Nótese en primeiro lugar que ρM (
∑
m0 · SH(m1)) =

∑
m0·SH(m1)⊗ηH(1k) ∀m ∈M

e polo tanto ψ(M) ⊆M coH ⊗H. En efecto, para todo m ∈M

ρM

(∑
m0 · SH(m1)

)
=

∑
(m0 · SH(m1))0 ⊗ (m0 · SH(m1))1

=
∑

(m0)0 · (SH(m1))1 ⊗ (m0)1(SH(m1))2 (ρM mor�smo de módulos)

=
∑

m0 · (SH(m2))1 ⊗m1(SH(m2))2 (ρM coacción (Diagrama 3.3))

=
∑

m0 · SH(m3)⊗m1SH(m2) (SH antimor�smo de coálxebras)

=
∑

m0 · SH(m2)⊗ ηH(εH(m1)) ((2.3) para SH)

=
∑

m0 · SH(εH(m1)m2)⊗ ηH(1k) (linealidade SH)

=
∑

m0 · SH(m1)⊗ ηH(1k) (εH counidade),
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como se quería ver. A continuación probarase que ϕ é a inversa de ψ e viceversa. Sexa m ∈M :

(ϕ ◦ ψ)(m) =
∑

(m0 · SH(m1)) ·m2

=
∑

m0 · (SH(m1)m2) (γM acción (Diagrama 3.1))

=
∑

m0 · ηH(εH(m1)) (SH antípoda (2.3))

=
∑

εH(m1)m0 (γM acción (Diagrama 3.2))

= m (ρM coacción (Diagrama 3.4)),

co que ϕ ◦ ψ = idM . Por outro lado, tomando m′ ∈M coH e h ∈ H:

(ψ ◦ ϕ)(m′ ⊗ h) =
∑

(m′ · h)0 · SH((m′ · h)1)⊗ (m′ · h)2

=
∑

(m′ · h)0 · SH(((m′ · h)1)1)⊗ ((m′ · h)1)2 (ρM coacción (Diagrama 3.3))

=
∑

(m′
0 · h1) · SH((m′

1h2)1)⊗ (m′
1h2)2 (ρM mor�smo de módulos)

=
∑

(m′
0 · h1) · SH(m′

1h2)⊗m′
2h3 (∆H mor�smo de álxebras)

= (m′ · h1) · SH(h2)⊗ h3 (m′ ∈M coH)

= m′ · h1SH(h2)⊗ h3 (γM acción (Diagrama 3.1))

= m′ · ηH(εH(h1))⊗ h2 (SH antípoda (2.3))

= m′ ⊗ εH(h1)h2 (γM acción (Diagrama 3.2))

= m′ ⊗ h (εH counidade),

de onde se conclúe que ψ ◦ ϕ = idM . Só falta comprobar que ϕ é un mor�smo de H-módulos de

Hopf pola dereita. Por unha banda, dados m′ ∈M coH , h, g ∈ H:

ϕ((m′ ⊗ h) · g) (1)
= ϕ(m′ ⊗ hg) = m′ · (hg) (2)

= (m′ · h) · g = ϕ(m′ ⊗ h) · g,

aplicando en (1) que M coH ⊗H ten estrutura de H-módulo de Hopf trivial e en (2) que γM é

unha acción, polo que se pode aplicar a conmutatividade do Diagrama 3.1. Por último, tamén

se cumpren as seguintes igualdades:

((ϕ⊗ idH) ◦ ρMcoH⊗H)(m′ ⊗ h)
(3)
= (ϕ⊗ idH)

(∑
m′ ⊗ h1 ⊗ h2

)
=

∑
m′ · h1 ⊗ h2,

(ρM ◦ ϕ)(m′ ⊗ h) =
∑

(m′ · h)0 ⊗ (m′ · h)1
(4)
=

∑
m′

0 · h1 ⊗m′
1h2

(5)
=

∑
m′ · h1 ⊗ h2,

onde (3) se deduce da estrutura de H-módulo de Hopf trivial para M coH ⊗H, (4) de que ρM é

un mor�smo de H-módulos pola dereita e (5) de que m′ está en M coH .

Observación 3.20. O teorema anterior tamén é certo para H-módulos de Hopf pola esquerda,

sendo a demostración análoga á que se acaba de ver. Sen embargo, no caso dos H-módulos de

Hopf mixtos, é necesaria a hipótese adicional de que a antípoda de H sexa invertible. Para a
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demostración, no caso de que M sexa, por exemplo, un H-módulo pola esquerda e H-comódulo

pola dereita, chegaría con de�nir ψ′(m) =
∑
S−1
H (m1) · m0 ⊗ m2 en lugar de ψ e empregar

cando sexa preciso que S−1
H é unha antípoda retorcida satisfacendo a igualdade (2.4), resultando

a demostración análoga á xa vista.

Observación 3.21. No caso dos kG-módulos de Hopf pola dereita (M,γM , ρM ), viuse no Exemplo

3.12 que M cokG = Me. Entón, polo Teorema Funcamental dos Módulos de Hopf, existe un

isomor�smo de kG-módulos de Hopf ϕ : Me ⊗ kG
∼=→ M . Ademais, como o produto tensorial

conmuta coa suma directa ([11], Proposition II.1.4), tense que Me ⊗ kG ∼=
⊕

g∈G(Me ⊗ g), e

viuse antes que M =
⊕

g∈GMg, co que
⊕

g∈G(Me ⊗ g) ∼=
⊕

g∈GMg. Como ϕ é en particular un

mor�smo de comódulos, para calquera me ∈Me, g ∈ G

ρM (ϕ(me⊗g)) = (ϕ⊗idkG)(ρMe⊗kG(me⊗g)) = (ϕ⊗idkG)((idMe⊗∆kG)(me⊗g)) = ϕ(me⊗g)⊗g,

polo que ϕ(me ⊗ g) ∈ Mg e polo tanto as compoñentes da suma directa son isomorfas como

k-espazos vectoriais, Me ⊗ g ∼= Mg ∀g ∈ G. Tendo en conta a construción de ϕ que se deu na

demostración do Teorema 3.19, Mg = ϕ(Me ⊗ g) = Me · g, que é a mesma conclusión á que se

chegou no apartado 3 do Exemplo 3.17.

3.3. Aplicacións do Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf

Nesta sección trataranse dous casos de aplicación do Teorema Fundamental dos Módulos

de Hopf (ver Teorema 3.19). No primeiro empregarase o teorema para estudar as propiedades

das k-álxebras de Hopf de dimensión �nita. En particular, demostrarase que a antípoda dunha

k-álxebra de Hopf de dimensión �nita é sempre un isomor�smo. No segundo, estudarase o caso

particular das proxeccións de álxebras de Hopf.

En primeiro lugar, enunciarase un resultado para k-álxebras de Hopf de dimensión �nita

probado por Larson e Sweedler en [13]. Antes de enunciar o teorema en cuestión, será preciso

introducir os conceptos de integral e de álxebra de Frobenius. Ademais, tamén será necesario dar

un resultado previo, onde, para unha k-álxebra de Hopf H de dimensión �nita, se dota ao seu

espazo dual H∗ de estrutura de H-módulo de Hopf.

De�nición 3.22. Sexa (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH) unha k-álxebra de Hopf. Unha integral pola

esquerda de H é un elemento h ∈ H tal que

th = εH(t)h

∀t ∈ H. Análogamente, unha integral pola dereita de H é un elemento h′ ∈ H tal que

h′t = εH(t)h′
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∀t ∈ H. Ademais, as integrais pola esquerda de H conforman un k-espazo vectorial, que se denota

por
∫ l
H , e o mesmo ocorre coas integrais pola dereita de H, que conforman o k-espazo

∫ r
H . En

efecto, se h, h′ ∈
∫ l
H ,

t(h+ h′) = th+ th′ = εH(t)h+ εH(t)h′ = εH(t)(h+ h′),

t(αh) = α(th) = αεH(t)h = εH(t)αh,

∀t ∈ H, α ∈ k, como consecuencia da linealidade de µH , polo que
∫ l
H é un k-espazo vectorial.

Realizando as comprobacións análogas dedúcese que
∫ r
H tamén o é.

Observación 3.23. Nótese que, se se considera o par (H,µH) como un H-módulo pola dereita,

entón HH =
∫ r
H . Se pola contra se considera (H,µH) como H-módulo pola esquerda, HH =

∫ l
H .

De�nición 3.24. Sexa (A, ηA, µA) un unha k-álxebra de dimensión �nita e β : A⊗A→ k unha

aplicación k-lineal.

Dise que β é asociativa se cumpre que, para todo a, b, c ∈ A,

β(ab⊗ c) = β(a⊗ bc).

Dise que β é non dexenerada se satisfai a seguinte condición:

β(a, b) = 0 ∀b ∈ A⇒ a = 0.

De�nición 3.25. SexaA un k-espazo vectorial de dimensión �nita. Unha k-álxebra de Frobenius

é unha k-álxebra (A, ηA, µA) equipada cunha aplicación k-lineal

( , ) : A⊗A→ k

non dexenerada e asociativa.

Esta clase de álxebras son de gran interese en áreas como a teoría de representacións ou a

teoría topolóxica cuántica de campos. Pódese consultar máis información acerca destes obxectos

no segundo capítulo de [12]. No Teorema 3.27 probarase que toda álxebra de Hopf de dimensión

�nita admite unha estrutura de álxebra de Frobenius.

Proposición 3.26. Sexa H un k-espazo vectorial de dimensión �nita e (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH)

unha k-álxebra de Hopf. Considérese o H∗-módulo pola esquerda (H∗, µH∗), e sexa ρ a coacción

pola dereita de H sobre H∗ inducida pola Proposición 3.8. Entón (H∗, γ, ρ) é un H-módulo de

Hopf pola dereita, onde a acción γ é tal que ∀f ∈ H∗ e ∀h ∈ H

γ(f ⊗ h) =
∑

f2(SH(h))f1.
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Demostración.

(H∗, γ) é un H-módulo pola dereita:

En efecto, γ fai conmutativo ao Diagrama 3.1:

(γ ◦ (γ ⊗ idH))(f ⊗ h⊗ t) =
∑

γ (f2(SH(h))f1 ⊗ t) (de�nición de γ)

=
∑

f3(SH(h))f2(SH(t))f1 (de�nición de γ)

=
∑

f2(SH(t)SH(h))f1 (de�nición de ∆H∗)

=
∑

f2(SH(ht))f1 (SH antimor�smo de álxebras)

= γ(f ⊗ ht) (de�nición de γ)

= (γ ◦ (idH∗ ⊗ µH))(f ⊗ h⊗ t),

e ao Diagrama 3.2:

(γ ◦ (idH∗ ⊗ ηH))(f ⊗ 1k) =
∑

f2((SH ◦ ηH)(1k))f1 (de�nición de γ)

=
∑

f2(ηH(1k))f1 (SH antimor�smo de álxebras)

= f (de�nición de ∆H∗ , ηH unidade),

para todo f ∈ H∗ e h, t ∈ H.

(H∗, ρ) é un H-comódulo pola dereita:

Considérese o H∗-módulo pola esquerda (H∗, µH∗). Pola Proposición 3.8, (H∗, ρ) é un

H-comódulo, onde, por construción, ρ é tal que

gf =
∑

g(f1)f0

∀g ∈ H∗.

(H∗, γ, ρ) é un H-módulo de Hopf pola dereita:

Para probar que ρ é un mor�smo de H-módulos pola dereita, hai que ver que se cumpre a

seguinte igualdade:

ρ(f · h) =
∑

(f0 · h1)⊗ f1h2

∀h ∈ H, f ∈ H∗. Como a coacción ρ está caracterizada por ser tal que gf =
∑
g(f1)f0 ∀g ∈

H∗ (ver Observación 3.9), isto é equivalente a probar que ∀g ∈ H∗ se satisfai:

g(f · h) =
∑

g(f1h2)(f0 · h1).
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En efecto:

g(f · h)(t) = g
(∑

f2(SH(h))f1

)
(t) (de�nición de γ)

=
∑

f2(SH(h))g(t1)f1(t2) (de�nición de µH∗)

=
∑

f2(SH(h))g2(ηH(1k))g1(t1)f1(t2) (de�nición de ∆H∗ , ηH unidade)

=
∑

f2(SH(h))g2(ηH(1k))g1f1(t) (de�nición de µH∗)

=
∑

f2(SH(εH(h2)h1))g2(ηH(1k))g1f1(t) (εH counidade)

=
∑

f2(SH(h1))g2((ηH ◦ εH)(h2))g1f1(t) (linealidade de SH ,f2,g2,ηH)

=
∑

f2(SH(h1))g2(SH(h2)h3)g1f1(t) (2.3 para SH)

=
∑

f2(SH(h1))g3(h3)g2(SH(h2))g1f1(t) (de�nición de ∆H∗)

=
∑

f2((SH(h1))2)g3(h2)g2((SH(h1))1)g1f1(t) (SH antimor�smo de coálxebras)

=
∑

g3(h2)g2f2(SH(h1))g1f1(t) (de�nición de µH∗)

=
∑

g2(h2)(g1f)2(SH(h1))(g1f)1(t) (∆H∗ mor�smo de álxebras)

=
∑

g2(h2)(g1(f1)f0)2(SH(h1))(g1(f1)f0)1(t) (de�nición de ρ)

=
∑

g2(h2)g1(f1)(f0)2(SH(h1))(f0)1(t) (linealidade de ∆H∗)

=
∑

g(f1h2)(f0)2(SH(h1))(f0)1(t) (de�nición de ∆H∗)

=
∑

g(f1h2)(f0 · h1)(t) (de�nición de γ),

para todo t ∈ H e g ∈ H∗.

Teorema 3.27 ([16], Theorem 2.1.3). Sexa H un k-espazo vectorial de dimensión �nita e

(H, ηH , µH , εH ,∆H , SH) unha k-álxebra de Hopf. Entón:

1) SH é bixectiva.

2)
∫ l
H e

∫ r
H son k-espazos de dimensión 1.

3) H admite estrutura de H∗-módulo tanto pola esquerda como pola dereita, de forma que está

xerado por un único elemento.

4) H admite unha estrutura de k-álxebra de Frobenius.

Demostración.

1) Tomando a estrutura de H-módulo de Hopf sobre H∗ descrita na Proposición 3.26, polo

Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf existe un isomor�smo de H-módulos de Hopf
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ϕ : (H∗)coH ⊗H → H∗. Sexa f ∈ (H∗)coH non nulo e h ∈ Ker(SH), por de�nición de ϕ en

(1) e de γ en (2), e por linealidade de f2 en (3) tense que

ϕ(f ⊗ h)
(1)
= f · h (2)

=
∑

f2(SH(h))f1
(3)
= 0

e, como ϕ é inxectiva, tense que f ⊗ h = 0. Entón, por ser f ̸= 0, necesariamente h = 0.

Polo tanto SH é un endomor�smo k-lineal inxectivo. Como ademais H é de dimensión

�nita, SH é bixectiva.

2) De novo, polo Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf,H∗ e (H∗)coH⊗H son isomorfos

como H-módulos de Hopf pola dereita e en consecuencia (H∗)coH é necesariamente un

k-espazo vectorial de dimensión 1. Ademais, como se viu no Exemplo 3.12,

(H∗)coH = (H∗)H
∗
= {f ∈ H∗ : gf = εH∗(g)f, ∀g ∈ H∗} =

∫ l

H∗
.

Simplemente tomando H∗ en lugar de H obtense que
∫ l
H é un subespazo de dimensión

1. Por outra parte, se h pertence a
∫ l
H , aplicando en (1) que SH é un antimor�smo de

k-álxebras, en (2) a de�nición de
∫ l
H , en (3) a linealidade de SH e en (4) que SH é un

antimor�smo de k-coálxebras:

SH(h)SH(t)
(1)
= SH(th)

(2)
= SH(εH(t)h)

(3)
= εH(t)SH(h)

(4)
= εH(SH(t))SH(h),

∀t ∈ H polo que, tendo en conta que polo apartado 1) SH(H) = H, tense que SH(h) ∈
∫ r
H

e SH(
∫ l
H) ⊆

∫ r
H . Ademais, de novo polo apartado 1), existe S−1

H e, para todo h ∈
∫ r
H ,

satisfaise a seguinte cadea de igualdades, aplicando en (5) que S−1
H é un antimor�smo de

k-álxebras, en (6) a de�nición de
∫ r
H , en (7) a linealidade de S−1

H e en (8) que S−1
H é un

antimor�smo de k-coálxebras:

S−1
H (t)S−1

H (h)
(5)
= S−1

H (ht)
(6)
= S−1

H (εH(t)h)
(7)
= εH(t)S−1

H (h)
(8)
= εH(S−1

H (t))S−1
H (h),

∀t ∈ H, de onde se conclúe que SH(
∫ l
H) =

∫ r
H e polo tanto ambos espazos teñen dimensión

1.

3) Tomando f ∈ (H∗)coH , f ̸= 0 e ϕ : (H∗)coH ⊗ H → H∗ o isomor�smo do Teorema

Fundamental dos Módulos de Hopf, como f⊗H e H∗ son k-espazos coa mesma dimensión,

ϕ(f ⊗H) = H∗. Como por de�nición ϕ(f ⊗H) = f ·H, H∗ está xerado como H-módulo

pola dereita por f . Adicionalmente, pódese considerar (H∗,∆H∗) como H∗-comódulo pola

dereita que, pola Proposición 3.8 induce unha estrutura de H-módulo pola esquerda sobre

H∗ mediante a acción:
∼
γ(h⊗ f) =

∑
f2(h)f1.

Entón, H∗ está xerado como H-módulo pola esquerda por f , xa que, aplicando o apartado

1) en (∗)
H∗ = γ(f ⊗H) =

∼
γ(SH(H)⊗ f)

(∗)
=

∼
γ(H ⊗ f),
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e polo tanto H∗ está xerado como H-módulo pola esquerda por f .

4) Sexa f ∈ (H∗)coH , f ̸= 0 e considérese a seguinte aplicación:

( , ) : H ⊗H −→ k

h⊗ t 7−→ (h, t) := f(ht).

É unha aplicación k-lineal por ser composición de aplicacións k-lineais, e é asociativa por

selo µH . Ademais, é non dexenerada, xa que, se para algún h ∈ H se ten que (h,H) = 0,

entón

0 = (h,H) = f(hH)
(1)
=

∑
f2(H)f1(h)

(2)
=

∼
γ(H ⊗ f)(h)

(3)
= H∗(h),

e polo tanto h = 0, onde (1) é consecuencia da de�nición de ∆H∗ , (2) da de�nición de
∼
γ e

(3) do apartado 3).

Como segundo caso de aplicación estudaranse as proxeccións de álxebras de Hopf, un dos

problemas máis estudados dentro da teoría das álxebras de Hopf.

De�nición 3.28. Sexan (H, ηH , µH , εH ,∆H , SH) e (D, ηD, µD, εD,∆D, SD) k-álxebras de Hopf

e f : H → D e g : D → H mor�smos de k-álxebras de Hopf tales que g ◦f = idH . Nesta situación

dise que a 4-tupla (H,D, f, g) é unha proxección de k-álxebras de Hopf.

Proposición 3.29. Sexa (H,D, f, g) unha proxección de k-álxebras de Hopf. Entón (D, γD, ρD) é

un H-módulo de Hopf pola dereita coa acción γD := µD◦(idD⊗f) e coacción ρD := (idD⊗g)◦∆D.

Demostración.

(D, γD) é un H-módulo pola dereita:

γD é k-lineal por ser composición de aplicacións k-lineais. Ademais satisfai as propiedades

dos H-módulos, tanto a do Diagrama 3.1

(γD ◦ (γD ⊗ idH))(d⊗ h⊗ t) = γD(df(h)⊗ t) (de�nición de γD)

= (df(h))f(t) (de�nición de γD)

= d(f(h)f(t)) (asociatividade de µD)

= df(ht) (f mor�smo de álxebras)

= γD(d⊗ ht) (de�nición de γD)

= (γD ◦ (idD ⊗ µH))(d⊗ h⊗ t),

como a do Diagrama 3.2

(γD ◦ (idD ⊗ ηH))(d⊗ 1k)
(1)
= d(f ◦ ηH)(1k)

(2)
= dηD(1k)

(3)
= d

para todo d ∈ D e h ∈ H, onde (1) é consecuencia da de�nición de γD, (2) de que f é un

mor�smo de k-álxebras e (3) da propiedade da unidade de D.
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(D, ρD) é un H-comódulo pola dereita:

ρD é k-lineal por ser composición de aplicacións k-lineais. Ademais satisfai as propiedades

dos H-comódulos, tanto a do Diagrama 3.3

((ρD ◦ idH) ◦ ρD)(d) = (ρD ⊗ idH)
(∑

d1 ⊗ g(d2)
)

(de�nición de ρD)

=
∑

d1 ⊗ g(d2)⊗ g(d3) (de�nición de ρD)

=
∑

d1 ⊗ g(d2)1 ⊗ g(d2)2 (g mor�smo de coálxebras)

= (idD ⊗∆H)
(∑

d1 ⊗ g(d2)
)

= ((idD ⊗∆H) ◦ ρD)(d) (de�nición de ρD),

como a do Diagrama 3.4

((idD ⊗ εH) ◦ ρD)(d)
(1)
= (idD ⊗ εH)

(∑
d1 ⊗ g(d2)

)
(2)
=

∑
d1 ⊗ εD(d2)

(3)
= d

∀d ∈ D, onde (1) é consecuencia da de�nición de ρD, (2) de que g é un mor�smo de

k-coálxebras e (3) da propiedade da counidade de D.

ρD é un mor�smo de H-módulos pola dereita:

Para calquera d ∈ D e h ∈ H:

(ρD ◦ γD)(d⊗ h) = ρD(df(h)) (de�nición de γD)

=
∑

(df(h))1 ⊗ g((df(h))2) (de�nición de ρD)

=
∑

d1f(h)1 ⊗ g(d2f(h)2) (∆D mor�smo de álxebras)

=
∑

d1f(h1)⊗ g(d2f(h2)) (f mor�smo de coálxebras)

=
∑

d1f(h1)⊗ g(d2)g(f(h2)) (g mor�smo de álxebras)

=
∑

d1f(h1)⊗ g(d2)h2 (g ◦ f = idH)

= (γD ⊗ µH)
(∑

d1 ⊗ h1 ⊗ g(d2)⊗ h2

)
(de�nición de γD)

= ((γD ⊗ µH) ◦ τH,H ◦ (ρD ⊗∆H))(d⊗ h) (de�nición de ρD).

Polo tanto (D, γD, ρD) é un H-módulo de Hopf pola dereita.

Como consecuencia deste resultado e do Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf, D e

DcoH ⊗H son isomorfos como H-módulos de Hopf pola dereita, onde DcoH ⊗H ten a estrutura

de H-módulo de Hopf trivial. Tendo en conta que D e H son k-álxebras de Hopf, resulta natural

preguntarse se é posible dotar a DcoH ⊗H dunha estrutura de k-álxebra de Hopf de xeito que

D e DcoH ⊗ H sexan isomorfas como álxebras de Hopf. Radford da resposta a esta pregunta
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en [17], onde, para dúas k-álxebras de Hopf H e D, considera unha estrutura de k-álxebra de

Hopf sobre o seu produto tensorial D ⊗ H mediante o produto smash e o coproduto cosmash,

que son unha xeneralización do produto semidirecto de grupos e do cocadrado cartesiano de

grupos alxébricos afíns, respectivamente, e interpreta esta estrutura no contexto das proxeccións

de álxebras de Hopf. Máis concretamente, se D⊗H é unha k-álxebra de Hopf con esta estrutura,

entón existe unha proxección de k-álxebras de Hopf (H,D, f, g), e para toda proxección de

k-álxebras de Hopf (H,D, f, g),D é isomorfa aDcoH⊗H dotada do produto smash e do coproduto

cosmash. Posteriormente, en [14] Majid interpretou o resultado previo de Radford no contexto

das categorías trenzadas. Nesta memoria considerouse a estrutura de álxebra de Hopf unicamente

na categoría dos k-espazos vectoriais, que constitúe un caso particular de categoría trenzada. No

traballo de Majid, considéranse as álxebras de Hopf na categoría dos módulos de Yetter-Drin�eld,

unha estrutura alxébrica introducida por Yetter en [21], e establece unha equivalencia categórica

entre estas e as proxeccións de álxebras de Hopf. Máis adiante, Bespalov [3] estendeu estes

resultados ao caso das categorías monoidais trenzadas con idempotentes escindidos. Dadas as

contribucións dos autores mencionados previamente, este resultado é coñecido na actualidade

coma o Teorema de Radford-Majid-Bespalov.

Ademais das álxebras de Hopf, tamén son de interese outros obxectos alxébricos �de tipo

Hopf�, é dicir, estruturas nas que se relaxan algunhas das condicións da de�nición que se

deu neste traballo, como poden ser as cuasiálxebras de Hopf ou as álxebras de Hopf débiles.

Debido á importancia do Teorema de Radford-Majid-Bespalov na teoría das álxebras de Hopf, a

xeneralización deste resultado a outras estruturas é un tema de investigación atractivo e aínda

activo na actualidade. Por exemplo, unha versión para cuasiálxebras de Hopf foi proposta por

Bulaco e Nauwelaerts no 2002 [5]. Ademais, tamén son de interese outro tipo de estruturas que

xeneralizan a noción de álxebra de Hopf como, por exemplo, os Hopf braces, para os que unha

reinterpretación do resultado anterior foi proposta por González Rodríguez no 2021 [10].
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