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Resumen

Las algebras de Hopf débiles, que son una generalizacién de la estructura de dlgebra de Hopf,
fueron introducidas por Béhm, Nill y Szalachanyi en la década de los 90 del siglo XX. Surgen en la
literatura con el fin de ser las estructuras adecuadas para proporcionar soluciones de la Ecuacién
Dindmica de Yang-Baxter, de la misma manera que las dlgebras de Hopf cuasitriangulares lo son

para la Ecuacién Cuéntica.

En la obtencién de las soluciones de estas ecuaciones son importantes los siguientes aspectos:
el Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf y la caracterizacion de las proyecciones de un
algebra de Hopf mediante el Teorema de Radford-Majid-Bespalov. Asi, en la memoria de este
Trabajo de Fin de Méster se comienza con la descripcion de la estructura de algebra de Hopf
débil en el contexto monoidal, analizando en que aspectos difiere de la de dlgebra de Hopf. A
continuacion, se desarrolla el Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf y el Teorema de
Radford-Majid-Bespalov para dlgebras de Hopf en una categoria monoidal braided con idempo-
tentes escindidos, para concluir con las respectivas generalizaciones de los resultados anteriores

para algebras de Hopf débiles.

Abstract

Weak Hopf algebras, which are a generalisation of the Hopf algebra structure, were introduced
by B6hm, Nill and Szalachanyi in the 1990s. They emerged from the literature in order to become
suitable structures for providing solutions of the Dynamical Yang-Baxter Equation, in the same

way that quasitriangular Hopf algebras are for the Quantum Equation.

In the process of obtaining the solutions of these equations, the following aspects are highly
important: the Fundamental Theorem of Hopf Modules and the characterisation of Hopf algebra
projections by means of the Radford-Majid-Bespalov Theorem. Therefore, this Master’s thesis
focuses first on the description of the weak Hopf algebra structure in the monoidal context,
analysing in which aspects it differs from that of Hopf algebra. Then, the Fundamental Theorem
of Hopf Modules and the Radford-Majid-Bespalov Theorem are developed for Hopf algebras in a
monoidal braided category with split idempotents, to conclude with the respective generalisations

of the previous results for weak Hopf algebras.
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Introduccion

Las éalgebras de Hopf, asi como sus generalizaciones (4lgebras de Hopf débiles, cuasigrupos
de Hopf, cuasigrupos de Hopf débiles, algebras de Hopf cuasitriangulares, Hopf braces, racks,
entre otros), han experimentado un notable desarrollo a lo largo de las ultimas décadas debido

fundamentalmente a sus conexiones con la fisica cuantica.

El origen de estas estructuras se remonta a los afios 40 del siglo pasado cuando Heinz Hopf,
topologo y gedometra alemdan, definié una cierta comultiplicacidon sobre determinados anillos de
cohomologia de grupos de Lie compactos [22]. Estos constituyen los primeros ejemplos conocidos
de tales objetos. A pesar de todo, quien bautizé por primera vez estas estructuras como dlgebras
de Hopf fue Armand Borel [11] en honor a las importantes contribuciones de Hopf en los anos
previos. Paralelamente, Pierre Cartier, bajo el nombre de hyperalgebra, aporté la primera defi-
nicion formal de dlgebra de Hopf en sus publicaciones acerca de teoria de representaciones [14],
inspirado en los trabajos de Jean Dieudonné sobre grupos algebraicos de caracteristica positiva.
Por lo tanto, las raices de las algebras de Hopf son, por un lado, topoldgicas y, por otro lado, alge-
braicas. Las diferentes definiciones se unificaron a lo largo de la década de los 60, culminando con
la publicacién del libro Hopf algebras [35] de Sweedler en el ano 1969. A partir de este momento,
las algebras de Hopf comenzaron a ser objeto de estudio del algebra abstracta y continuaron
su desarrollo de tal manera que aparecen en multitud de campos de las matematicas: teorfa de
numeros, geometria algebraica, teoria de Lie, teoria de Galois, teoria de representaciones, por

citar algunos.

La importancia de las algebras de Hopf sufrié un incremento considerable en los afios 80
gracias a los avances en la biusqueda de soluciones de la Ecuacion Cudntica de Yang-Bazter
(abreviado QYBE, en referencia a las siglas de su nombre en inglés, Quantum Yang-Bazter
Equation). Si V denota un K-espacio vectorial, un automorfismo ¢: Vg V — V ®k V es una

solucion de QYBE si satisface la identidad siguiente:

(c®idy)o (idy ®c)o (c®idy) = (idy ®c) o (c®idy) o (idy ® c). (QYBE)
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Figura 1: Ecuacién Cuéntica de Yang-Baxter.

Esta ecuacién surge para abordar problemas de la fisica cuéntica, y fue propuesta por Yang
[38] y por Baxter [7] entre finales de la década de los 60 y principios de la década de los 70 en
el contexto de la mecanica estadistica. En la actualidad esta considerada una de las ecuaciones
fundamentales de la fisica-matematica y, ademés, la clasificacién completa de sus soluciones atn
es un problema abierto, lo que la hace atn més atractiva. Drinfeld [15], en colaboracién con
Jimbo, introduce el concepto de dlgebra de Hopf cuasitriangular (denominadas grupos cudnticos
en su terminologia) y prueba que la categoria de mdodulos sobre estos objetos permite obtener
soluciones de QYBE [24, Capitulo 8, Seccion 3|. Ademés propone un método universal para
encontrar algebras de Hopf cuasitriangulares a partir de un dlgebra de Hopf de dimensién finita
arbitraria, conocido como Doble de Drinfeld, y que se define como el producto bicruzado de
dicha algebra de Hopf con la opuesta de su dual |24, Capitulo 9]. Gracias a sus aportaciones, las
aplicaciones fisicas de la teoria de algebras de Hopf crecen “generosamente” y provocan que la

relevancia de estas estructuras sea mucho mayor.

En el afio 1984, Gervais y Neveu [19] introducen una version modificada de la QYBE conocida
en la actualidad como la Ecuacidon Dindmica de Yang-Bazter (de nuevo se abreviara mediante
DQYBE en referencia a las siglas de su nombre en inglés, Dynamical Quantum Yang-Bazter
Equation). Si h denota un algebra de Lie abeliana y V' un moédulo semisimple, una aplicacion
R: bh* — Endy(V ® V) es una solucion de DQYBE si verifica que:

R2Z(A = h®)RBNRPB (A — by = RBWRB(A — hYR1Z(N). (DQYBE)

Los primeras soluciones de la ecuacién anterior fueron los llamados grupos cudnticos elipticos
propuestos por Felder [I8] en 1995 que, a pesar de ser similares en muchos aspectos, no tenfan
necesariamente por qué verificar todos los axiomas de algebra de Hopf. A raiz de este momento

surgi6 la siguiente motivacién en los investigadores del campo: al igual que los médulos sobre
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algebras de Hopf cuasitriangulares proporcionan soluciones de QYBE, ; qué estructuras tipo Hopf
son las adecuadas para obtener soluciones de DQYBE? La busqueda del objeto apropiado para

tal fin provocé la aparicién de diversas generalizaciones de la estructura de algebra de Hopf:

» Candidato 1: cuasidlgebras de Hopf, introducidas por Drinfeld en 1990 [16]. La dife-

rencia fundamental entre estos objetos y la estructura de algebra de Hopf reside en que

la comultiplicacién no es coasociativa. Sin embargo, el precio a pagar es aceptable para
muchos investigadores, pues se adaptan correctamente en diversas teorias. Por ejemplo, las
cuasialgebras de Hopf son aquellas 4lgebras cuyas categorias de representacién son precisa-
mente monoidales. Ademads, los grupos cuanticos elipticos de Felder encajan correctamente
en el marco de las cuasidlgebras de Hopf [I7], lo que llevo a pensar que podrian ser el
objeto adecuado para inducir soluciones de la DQYBE. A pesar de todo, estos candidatos
iniciales siguen teniendo importantes deficiencias. En primer lugar, cabe mencionar que, en
general, los algebristas no son partidarios de trabajar en contextos no asociativos, aunque

este no es el principal defecto. Los fundamentales son los siguientes:

e Los “cuasiobjetos” no permiten definir de manera natural una nocién de moédulo y

como6dulo sobre ellos.

e Las cuasidlgebras de Hopf no son autoduales, es decir, el objeto natural que deberfa

ser el dual de una cuasidlgebra de Hopf no adopta tal estructura.
Los problemas de autodualidad y coasociatividad llevan hacia el siguiente candidato.

= Candidato 2: algebras de Hopf débiles. Las algebras de Hopf débiles, también de-

nominadas grupoides cudnticos en la terminologia de Nikshych y Vainerman [31], fueron
introducidas por Béhm, Nill y Szlachanyi [I0] como una generalizacion de la estructu-
ra de 4lgebra de Hopf y de las algebras de grupoide. Estos objetos presentan estructura
de algebra y de codlgebra simultaneamente, al igual que las algebras de Hopf, pero las
relaciones entre ellas se debilitan. Mas concretamente, la comultiplicacién y la counidad
dejan de ser morfismos de algebras y, ademés, el antipodo no verifica necesariamente que
A *idpg = eg @ np = idyg * A, siendo e y ny los morfismos counidad y unidad, res-
pectivamente, y * el producto convolucion. Algunos hechos que motivan el estudio de las

algebras de Hopf débiles son:

e Aligual que las dlgebras de grupo y sus duales son los ejemplos naturales de dlgebras
de Hopf, las 4dlgebras de grupoide junto con sus respectivos duales lo son de las algebras
de Hopf débiles.

e Las algebras de Hopf débiles presentan una importante conexion con la teoria de
extensiones algebraicas, teoria de cuerpos cuanticos y algebras de operadores, asi como

aplicaciones en el estudio de “twists” dinamicos de algebras de Hopf. También se
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emplean como herramienta para el estudio de categorias de fusion en caracteristica

Ccero.

Destacan como ejemplos de tales estructuras las algebras de Temperley-Lieb, las face al-

gebras de Hayashi y las éalgebras de Kac generalizadas propuestas por Yamanouchi ([31],

32).

Por todo ello, las algebras de Hopf débiles se han posicionado hasta el momento como la estruc-
tura més adecuada para obtener soluciones de DQYBE, ya que dan solucién a los principales
inconvenientes de las cuasidlgebras de Hopf. A pesar de todo, atn no es del todo claro que sean
las idéneas. El estudio de las caracteristicas de estos objetos serd una de las tematicas principales

en este Trabajo de Fin de Master.

Dentro de la teoria de algebras de Hopf, uno de los topicos mas estudiados son las proyecciones
de un algebra de Hopf. Dada H un &lgebra de Hopf, una proyeccién de H es un algebra de Hopf

B junto con un par de morfismos de algebras de Hopf
ftH—B, ¢g:B—H,

verificando que g o f = idy. Esta situacion se representara con el siguiente diagrama:

idy CH ! B.
g

En la caracterizaciéon de las proyecciones aparecen de manera natural el producto smash y el
coproducto cosmash, los cuales son una generalizacién del producto semidirecto de grupos y del
cuadrado cocartesiano de grupos algebraicos afines, respectivamente, al contexto de algebras de
Hopf ([9], [30]). En esta situacion, un resultado clasico de Radford [33] establece condiciones equi-
valentes para que el producto tensorial B ® H, equipado con el producto smash y el coproducto
cosmash, sea un algebra de Hopf y caracteriza tales objetos mediante el concepto de proyeccion.
Majid [29] interpreta el resultado previo de Radford en el contexto moderno de las categorias
braided y establece una correspondencia biyectiva entre el conjunto de clases de isomorfia de

algebras de Hopf en la categoria de médulos de Yetter-Drinfeld, gy y el conjunto de clases

1Un objeto en ZYD es una terna (M, o, pa) verificando que:

s (M, ) es un H-mo6dulo por la izquierda,

(M, pr) es un H-comoédulo por la izquierda,

pyv = (e ® par) o (idy ® ca,g @ idar) o (0 omE) ® pum),

(te ® par) o (idy @ cap ®idar) o (0r @ pv) = (pa @ idy) o (idr @ carr) o ((pavr 0 onr) ® ide) o (idy @
ca,m) o (0r ®idar).

Si M, N son objetos en YD, f: M — N es un morfismo de médulos de Yetter-Drinfeld si es de H-médulos y

de H-comédulos, simultaneamente.
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de isomorfia de proyecciones de algebras de Hopf para H. Mas concretamente, dada H un algebra

de Hopf, se tiene:

» Si (B,f: H— B,g: B — H) es una proyeccion de H, el objeto de coinvariantes, By,
definido como el igualador de los morfismos (idp ® g) 0 0p e idp ® ny es un algebra de
Hopf en gyD.

» Reciprocamente, si (D, ¢p, pp) es un algebra de Hopf en gyD, entonces el objeto D ® H

junto con el producto smash, el coproducto cosmash y el antipodo
)\D®H = ((pD(X)idH)O(idH®CH7D)O(5H®’L'dD)O()\H®)\D)O(uH®’idD)O(idH®CD’H>O(pD®idH),

siendo ¢ la trenza de la categoria, es un dlgebra de Hopf. Ademas, la terna
(Do HY f =np ®@idy, g =ep ®@idpy)

es una proyeccion de H.

Majid denominé al dlgebra de Hopf D o< H la bosonizacidn de D,y probd que la correspondencia
anteriormente descrita es 1 — 1. Més tarde, Bespalov [§] generalizo este resultado en el contexto
de categorias braided con la propiedad de idempotentes escindidos, es decir, categorias donde

todo morfismo idempotente factoriza como composicién de un epimorfismo y un monomorfismo.

El Teorema de Radford-Majid-Bespalov, nombre que recibira de ahora en adelante el resultado
anterior, admite generalizaciones a otras estructuras algebraicas tipo Hopf. Desde la versiéon para
cuasialgebras de Hopf, propuesta por Bulaco y Nauwelaerts [12] en 2002, hasta su reinterpretacion
en el contexto de los Hopf braces propuesta por Gonzalez Rodriguez [20] en 2021. Por todo
ello, una de las motivaciones de este Trabajo de Fin de Maéster consistird en detallar como las
ideas y resultados clasicos anteriores se pueden extender para édlgebras de Hopf débiles en una
categoria monoidal braided simétrica con idempotentes escindidos, siguiendo fundamentalmente

como referencia los articulos [2] y [6].

En base a los antecedentes expuestos, esta memoria se ha estructurado en cuatro capitulos

donde se han desarrollado los siguientes contenidos:

= El Capitulo [] es fundamentalmente introductorio y se puede considerar dividido en dos
partes bien diferenciadas. En la primera de ellas se tratan conceptos generales de la teoria
de categorias (funtores, transformaciones naturales, equivalencias e isomorfismos de cate-

gorfas, asi como las propiedades universales de ciertos diagramas como el igualador y el

2D « H denota como objeto el producto tensorial de D con H, D ® H, dotado de estructura de 4lgebra con

el producto smash y de coalgebra con el coproducto cosmash.
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coigualador), los cuales podrian ser adquiridos en cualquier curso de iniciacién como puede
ser la asignatura de Algebra Categorica del Méster Universitario en Matematicas de la
Universidad de Santiago de Compostela. A pesar de ser basicas, estas nociones asientan los
cimientos para el desarrollo de toda la teoria posterior. La segunda parte es ya un tanto
més especifica, pues en ella se aborda el estudio de un tipo particular de categorias, las
conocidas como categorias monoidales, que serdn el contexto en el que se trabajard durante
el resto de la memoria. Se estudiaran sus propiedades y algunos resultados basicos que iran

acompanados de ejemplos ilustrativos.

El objetivo fundamental del Capitulo [2] es esclarecer las diferencias entre las algebras de
Hopf y las algebras de Hopf débiles en una categoria monoidal, asi como especificar de
que manera las segundas generalizan las primeras. Para ello, se comenzara enunciando las
principales caracteristicas de los objetos cldsicos con la finalidad de que la memoria sea
autocontenida. A continuacién, se define dlgebra de Hopf débil y se detallan las propiedades
que las caracterizan, haciendo especial énfasis en las cualidades del antipodo, Ag, v de
los morfismos idempotentes, I_If{ y I_Ig. Para concluir el capitulo, se tratara el concepto de
modulo Cleft y se define el (co)producto cruzado, del cual se obtendra como caso particular

el (co)producto (co)smash.

En el Capitulo [3] se generaliza el clasico Teorema Fundamental de los Mddulos de Hopf,
propuesto por Larsson y Sweedler [26] a finales de la década de los 60, para algebras de
Hopf en el contexto de una categorfa monoidal con idempotentes escindidos. Para ello, se
comenzard, definiendo la categoria de modulos de Hopf sobre un algebra de Hopf H, M.
procediendo a continuacién con el desarrollo de las distintas fases necesarias para la prueba
del teorema. A continuacion, se particularizara el resultado para una proyeccion (B, f, g)
de un &algebra de Hopf H, concluyendo con la prueba del Teorema de Radford-Majid-
Bespalov en el contexto monoidal. A lo largo del capitulo, se podra observar la relevancia
de los productos y coproductos cruzados, asi como la aparicién del producto smash y del

coproducto cosmash.

Se concluye la memoria de este Trabajo de Fin de Master con el Capitulo ] En él se han
generalizado los resultados clasicos del capitulo previo, el Teorema Fundamental de los
Moédulos de Hopf y el Teorema de Radford-Majid-Bespalov, para dlgebras de Hopf débiles.
Se hara hincapié fundamentalmente en las diferencias que surgen al pasar de los resultados

clasicos a sus versiones débiles.
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Capitulo \ Capitulo

Teorema de Radford-Majid-Bespalov

(version débil)

’Teorema de Radford-Majid-Bespalov

Proyecciones de AH TProyecciones de AHD

TFMH

TFMHP]
(version débil)

Moédulos de Hopf
sobre AHE|

Modulos de Hopf
sobre AHDHA

Algebras de Hopf Algebras de Hopf débiles

\/ Capitulo

Teoria de Algebras de Hopf
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’ Categorias monoidales ‘

T Capitulo

’ Teoria de Categorias ‘

Figura 2: Estructura de la memoria.

8 Abreviatura de dlgebra de Hopf.
4 Abreviatura de dlgebra de Hopf débil.
% Abreviatura de Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf.






Capitulo 1

Categorias monoidales

Las categorias monoidales juegan un papel importante en materias diversas como la teorfa
de computacién, la teoria de cuerdas o la teoria de representaciones, aunque donde destacan
fundamentalmente sus aplicaciones es en el campo de la fisica matematica. Estas son aquellas
en las cuales es posible definir el objeto producto tensorial de dos objetos dados. Todas las
caracteristicas del producto tensorial, ya bien conocido en la categoria de modulos sobre un anillo
conmutativo y unitario, son extrapolables a dicho objeto. Su importancia reside principalmente
en el campo de la fisica cudntica, ya que aportan el lenguaje adecuado para traducir fendémenos

fisicos a terminologia matemaética.

En esta primera seccién se exponen los conceptos basicos de la teoria de categorias que seran
necesarios para el desarrollo de esta memoria. Posteriormente, se dara la definicién de categoria
y funtor monoidal, haciendo particular énfasis en la subcategoria monoidal braided ya que, en

los capitulos sucesivos, se trabajara en el contexto proporcionado por estas Gltimas.

Para su desarrollo se han utilizado las referencias [28] y [34] para la teoria general de categorias

y [36], para la teoria de categorias monoidales.

1.1. Categorias y funtores

Definicion 1.1. Una categoria C consiste en:

» una coleccion Ob(C) cuyos elementos se denominan objetos de la categoria,

» una coleccion Mor(C) constituida por los morfismos de la categoria,

verificando los siguientes axiomas:
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» Jidyx: X — X el morfismo identidad ¥V X € Ob(C),

wsi f: X =Y, g:Y - Z € Mor(C), entonces 3 go f: X — Z € Mor(C) el morfismo

composicion. Ademaés, la composicion debe cumplir las siguientes propiedades:

e si f: X =Y € Mor(C), entonces idy o f = f = foidx,

e es asociativa, es decir, si f: X — Y, g: Y — Z h: Z — W € Mor(C), entonces

ho(gof)=(hog)of.
Dados X, Y € Ob(C), se denotara mediante Home (X, Y') a la subcoleccion de Mor(C) tales que
X es el dominio e Y es el codominio.
Definicion 1.2. Sea C una categoria. Se define la categoria opuesta de C, C°P, como aquella
donde:
= la coleccion Ob(CP) = Ob(C),
= la coleccion Mor(CP) verifica que:
Homeor (Y, X) = Home(X,Y) VX, Y € Ob(C).
Definicion 1.3. Sean C, D categorias. Se define la categoria producto C x D como aquella
donde:
» la coleccion Ob(C x D) = Ob(C) x Ob(D),
= la coleccion Mor(C x D) verifica:
Homeyxp((X,Y), (X', Y")) = Home(X, X')xHomp(Y,Y') V(X,Y), (X', Y") € Ob(CxD).
Ejemplo 1.4.
1. La categoria de conjuntos, Set, donde los objetos son los conjuntos, y los morfismos son
las aplicaciones entre conjuntos.

2. La categoria de grupos, Grp, donde los objetos son los grupos y los morfismos, los homo-
morfismos de grupos. Se denota por Ab la subcategoria de Grp constituida por los grupos

abelianos.

3. La categoria de anillos unitarios, Ring, donde los objetos son los anillos y los morfismos,

los homomorfismos de anillos.

4. Sea R un anillo unitario. La categoria de modulos por la izquierda (resp. por la dere-
cha), R-Mod (resp. Mod-R), donde los objetos son los R-mddulos por la izquierda (resp.

R-mo6dulos por la derecha) y los morfismos, las aplicaciones lineales de R-mo6dulos.
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Definicion 1.5. Sea C una categoria.

» Un morfismo f: X — Y € Mor(C) se dice monomorfismo en C si dado cualquier
Z € Ob(C) y cualesquiera g, h: Z — X € Mor(C) tales que f og = f o h, entonces
g=h.

» Un morfismo f: X — Y € Mor(C) se dice epimorfismo en C si dado cualquier Z € Ob(C)
y cualesquiera g, h: Y — Z € Mor(C) tales que go f = ho f, entonces g = h.

» Un morfismo f: X — Y € Mor(C) se dice bimorfismo en C si es monomorfismo y epi-

morfismo en C, simultaneamente.

» Un morfismo f: X — Y € Mor(C) se dice isomorfismo en Csi 3 g: Y — X € Mor(C) tal

que go f =idx y fog=idy. En este caso, se dice que g es el inverso de f y se denota

por f~1

Observacion 1.6. Todo isomorfismo en C es un bimorfismo, pero no es cierto el reciproco. Un
contraejemplo de este hecho es el siguiente. Sea Top la categoria de espacios topologicos, donde
los morfismos son las aplicaciones continuas y los isomorfismos, los homeomorfirmos entre espacios
topologicos. Sea Y € X un subespacio denso en X y el morfismo inclusiéon i: Y — X. Se verifica

que dicho morfismo es un bimorfismo no homeomorfismo.

Definicion 1.7. Sean C, D categorias. Un funtor F': C — D consiste en un par de aplicaciones:
F: Ob(C) — Ob(D) y F: Mor(C) — Mor(D),
verificando las propiedades siguientes:

L] F(de) = ZdF(X) VX e Ob(C),
» si f: X - Y € Mor(C), entonces F(f): F(X) — F(Y) € Mor(D),

wsif: X =Y, g:Y — Z e Mor(C), entonces F(go f) = F(g) o F(f).

Un funtor F: C — D se dice covariante si no invierte el sentido de los morfismos. En caso
contrario, el funtor F' se dice contravariante, es decir, un funtor contravariante F': C — D es

un funtor covariante F': C°? — D.

Ejemplo 1.8.

1. El funtor de olvido U: Grp — Set que actua:



4 1. Categorias monoidales

U: Ob(Grp) — Ob(Set) U: Mor(Grp) — Mor(Set)
(G, %) — G [f: (G,x) = (H," )| — [f: G — H].

2. Sean R un anillo unitario y M € Ob(R-Mod). El funtor Homg(M, —): R-Mod — Ab
que actia:
Homp(M,—): Ob(R-Mod) — Ob(Ab)
N +— HOmR(M, N) = HOIIlR_l\/[C,d(]\f7 N),
Homp(M,—): Mor(R-Mod) — Mor(Ab)
[f: N = P]+— [Hompg(M, f): Homg(M,N) — Hompg(M, P)]
donde Hompg(M, f)(g) == fog.

Procediendo de manera analoga se define el funtor Homp(—, M): R-Mod — Ab que es

un ejemplo de funtor contravariante.

3. Sean R un anillo unitario y M € Ob(Mod-R). El funtor M ®r —: R-Mod — Ab que
actia:
M ®p —: Ob(R-Mod) — Ob(ADb)
N+— M ®pg N,
M ®p —: Mor(R-Mod) — Mor(Ab)
[fi N> Plr— [M®gf=idy®rf: Mg N - M Qg P].
Definicion 1.9. Sean F, G: C — D funtores. Una transformacién natural a: F' = G es una

familia de morfismos en D
{ax: F(X) = G(X)}xeon(c)

de tal manera que, dado cualquier f: X — Y € Mor(C), es conmutativo el diagrama siguiente:

F(X) F(Y)
ax)— G

Se dice que a: F' = G es un isomorfismo natural si ax es un isomorfismo en D VX € Ob(C).

Sean C,D categorias. Se denotard mediante id¢: C — C el funtor identidad de C que actia
siendo la aplicacién identidad en objetos y en morfismos. Ademés, sea F': C — D un funtor,
se denotard por idp: F' = F' la transformacion natural identidad del funtor F' definida por la

siguiente familia de morfismos en D:

{(idr)x: F(X) = F(X)}xeob(c)
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donde (Zd}:‘)X = ZdF(X)

Definicion 1.10. Sea F': C — D un funtor.

= F es una equivalencia de categorias si 3 G: D — C un funtor e isomorfismos naturales
a:GoF = ide y f:idp = F oG. En este caso, se dice que las categorias C y D son

equivalentes.

= F' es un isomorfismo de categorias si 3 G: D — C un funtor tal que Go F = id¢ y

F oG =idp. En este caso, se dice que las categorfas C y D son isomorfas.

Se deduce directamente de la definicién que todo isomorfismo de categorias es una equivalencia

de categorias, pero el reciproco no es cierto en general.

Ejemplo 1.11. Sea K un cuerpo arbitrario. Considérense las categorias:

= FVectg, la categoria de K-espacios vectoriales de dimensioén finita, donde los morfismos

son las aplicaciones K-lineales.
= Maty, la categoria de matrices con entradas en el cuerpo K, donde:

e la coleccion de objetos, Ob(Matk), es el conjunto N de los niameros naturales,

A .
e un morfismo n — m se corresponde con una matriz A € My, «,(K).

La composicién de morfismos en Matk se define de la siguiente manera:

BeMyxm(K)
m T

1
7/
Ae/v(mxnh 7 BoA=B-A€M;xn(K)

n

Se definen los funtores:

= F': Matg — FVecti que actia:

F: Ob(Matg) — Ob(FVectk)
n+— F(n) =K",
F: Mor(Matg) — Mor(FVectk)

[n -2 m] — [F(A): K" — K™,

donde F(A)(v) = A-wv.
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s (G: FVectg — Matg que actua:
G: Ob(FVectg) — Ob(Matk)
Vi— G(V) = dimg(V),
G: Mor(FVectg) — Mor(Matg)
[F1V = W] [G(f): dimi(V) = dime(W)],

donde G(f) = (f)spr, matriz asociada a la aplicacion K-lineal f respecto de K-bases B de

V' y B de W prefijadas arbitrariamente.

Se define la familia de morfismos {0y : V — KdimK(V)}VGOb(FVeCtK), con Oy (w) = (w)g siendo
(w)g las coordenadas del vector w € V' con respecto a la base B. Se puede comprobar facilmente
que la coleccion anterior define un isomorfismo natural 6: idpvecty, = (F'oG)y GoF = idMaty-

Por lo tanto, las categorias Matk y FVectyk son equivalentes.

Definicion 1.12. Sea F': C — D un funtor.

» Se dice que F es fiel (resp. plenamente fiel) si la aplicacion
F: Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y))
es inyectiva (resp. biyectiva).
» Se dice que F es esencialmente sobreyectivo en objetos si dado cualquier W € Ob(D),
3 X € Ob(C) tal que F(X) es isomorfo a W en D.

Teorema 1.13 (|34], Teorema 1.5.9). Un funtor F': C — D es una equivalencia de categorias si

y solamente si I es plenamente fiel y esencialmente sobreyectivo en objetos.

A continuacién se introducen dos conceptos que tendran mucha relevancia en lo sucesivo: el

igualador y el coigualador de un par de morfismos paralelos.

Definicién 1.14. Sea C una categoria y f, g: X — Y € Mor(C). El igualador de f y g es un
par (E,e), E € Ob(C) y e: E — X € Mor(C), verificando:

m foe=goe,

» sidW € Ob(C)yh: W — X € Mor(C) tal que foh = goh, entonces 3! p: W — E € Mor(C)
tal que eop = h. Esta se conoce como la propiedad universal del igualador y se ilustra

en el siguiente diagrama:
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Definiciéon 1.15. Sea C una categoria y f, g: X — Y € Mor(C). El coigualador de f y g es
un par (7.,t), T € Ob(C) y t: Y — T € Mor(C), verificando:

=tof=tog,

» sidPeOb(C)yh:Y — P e Mor(C) tal que ho f = hog, entonces 3! : T'— P € Mor(C)
tal que # ot = h. Esta se conoce como la propiedad universal del coigualador y se

ilustra en el siguiente diagrama:

X

Ejemplo 1.16. Sea Grp la categoria de gruposy f, g: G — H € Mor(Grp) un par de morfismos
paralelos. El par (ker(f—g),7), dondei: ker(f — g) < G es el morfismo inclusion, es el igualador
de los morfismos f y g en Grp, mientras que el par (H/Q,p), siendo @ = (Im(f — g))n el menor
subgrupo normal en H que contiene a Im(f — g) y p: H — H/Q el epimorfismo canénico de

proyeccién al cociente, es el coigualador.

1.2. Categorias y funtores monoidales

Sea C una categoria y ®: C x C — C un funtor que verifica:

» para cualquier (X,Y) € Ob(C xC), X ® Y € Ob(C),
» para cualesquiera f: X =Y, g: Z > W € Mor(C), fRg: X®Z =Y @ W € Mor(C),

wsif: XY, 9: Z=>W, f:Y > Pyg: W —TeMor(C), entonces

(ffegd)o(feg) =(fof)e(dog).

El funtor ® se denomina funtor tensor. Como ya se anticip6é previamente, un funtor tensor
®: C x C — C generaliza las propiedades del producto tensorial en la categoria de R-moédulos,

R-Mod, siendo R un anillo unitario.

Notese que si ® es un funtor tensor en una categoria C y X € Ob(C), entonces induce un

funtor X ® —: C — C que actia:

X ® —: Ob(C) — Ob(C) X ® —: Mor(C) — Mor(C)

Y — X®Y, Y =2Z]—[Xf: XY - X®Z],
donde X ® f :=idx ® f. Andlogamente se puede definir el funtor inducido — ® X.
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También es importante notar que, dado un morfismo f: X — Y € Mor(C), se tiene una
transformacion natural f ® —: X ® — = Y ® — definida por la siguiente familia de morfismos
en C:

{(f®e-)z: X®Z =Y ®Z}zeon(c)
siendo (f ® —)z = f ® idz. De la misma manera se podria definir la transformacién natural

—®f: —X=>-0Y.

Definicion 1.17. Sea C una categorfa y ® un funtor tensor en C. Una restriccién de aso-
ciatividad para ® es un isomorfismo natural a: ® o(® X id¢) = ® o (id¢ x ®) definido por la

siguiente coleccién de isomorfismos en C:
laxyz: (X@Y)®Z = X (Y ® Z)}xy,zeob()
verificando que:
(f@(g@h))oaxyz=ax y zo((f®g)@h)

para cualesquiera f: X — X', g: Y =Y’ h: Z — Z' € Mor(C).
Definicion 1.18. Sea C una categoria, ® un funtor tensor en C y a una restriccién de asocia-
tividad para ®. Se dice que a verifica el Axioma del Pentagono si se cumple la siguiente
identidad:

(idx ® ayzw) o axyezw ° (axy,z ®idw) = axy,zew © AXgY,ZW (1.1)
VXY, Z,W € Ob(C).
Definicién 1.19. Sea C una categoria, K € Ob(C) y ® un funtor tensor en C. Una restriccion de

unidad por la izquierda respecto a K se trata de un isomorfismo natural [: ®o(K xide) = ide

definido por la siguiente familia de isomorfismos en C:
{ZXI KX — X}XEOb(C)
verificando que:
lyo(idg @ f) = folx
para cualquier f: X — Y € Mor(C).
Anéalogamente, una restriccion de unidad por la derecha respecto a K se trata de un
isomorfismo natural r: ® o(ide x K) = idc definido por la siguiente familia de isomorfismos

en C:
{rx: X® K — X}xeone)

verificando que:
’I”yo(f@idK) =fory

para cualquier f: X — Y € Mor(C).
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Definicién 1.20. Sea C una categoria, K € Ob(C) y ® un funtor tensor en C. Dados a, restriccion
de asociatividad para ®, [, restriccién de unidad por la izquierda respecto a K, y r, restriccion
de unidad por la derecha respecto a K, se dice que verifican el Axioma del Triangulo si se

cumple la siguiente identidad:

(tdx ®ly)ocax gy =1rx ®idy (1.2)
para cualesquiera X, Y € Ob(C).
Definiciéon 1.21. Una categoria monoidal (C,®, K, a,l,r) es una categoria C dotada de un
funtor tensor ®: C x C — C junto con un objeto K € Ob(C), llamado unidad, y restriccio-

nes de asocitividad para ®, a, y de unidad por izquierda y derecha con respecto a K, ly r
respectivamente, verificando los Axiomas del Pentagono (1.1 y del Triangulo (1.2)).

Una categoria monoidal se dice estricta si las restricciones de asociatividad y de unidad son
identidades, es decir, (X ®Y)®Z=X® (Y ®Z)y K® X = X = X ® K para cualesquiera
X,Y, Z € Ob(C).

Ejemplo 1.22. Sea R un anillo conmutativo y unitario. La categoria R-Mod es una categoria
monoidal con funtor tensor, ®, el funtor producto tensorial y unidad el propio anillo R. Ademés,

dados M, N, P € Ob(R-Mod), existen isomorfismos canénicos entre:

» (MRrN)®r P =M ®pg (N ®pg P) (restriccion de asociatividad para ®g),

» M®rR=M = R®pr M (restricciones de unidad con respecto a R).

Proposicion 1.23 ([36], Lema 1.1). Si (C,®, K,a,l,7) es una categoria monoidal, entonces se

verifican las siguientes identidades:

v Iy ®idy =lxgy 0cak Xy,

» rxgy = (idx @ry)oaxy,K,

para cualesquiera X, Y € Ob(C).

Demostracion. Se detallara la demostracion de la primera identidad, siendo similar la segunda



10

1. Categorias monoidales

de ellas. Sean X, Y, Z € Ob(C), considérese el siguiente diagrama:

(X®K)oY)® Z

OXQK,Y,Z

(X@K)o (Y ®2)

Se tiene que:

ax, K,y ®idz

rx Qidy )®idy

rx®idy g

(1v)

AX K\Y®Z

M

(XQY)®Z

ax.y,z

X® (Y ®Z)

dx®lygz

XoEKeY)eZ

(idx ®ly )®id

(1) axX,KQY,Z
idx @(ly ®idz)
(I11) X (KeY)® Z)
idx ®ak.y,

X (KoY ®2)

» el diagrama exterior es conmutativo por el Axioma del Pentagono (1.1,

» (I) y (IV) son conmutativos como consecuencia del Axioma del Tridngulo (1.2)),

» (IT) y (V) son conmutativos por la naturalidad de la restriccién de asociatividad a,

y, por tanto, (III) también es conmutativo, es decir,

(tdx ® lygz) o (idx ®akyz) =1idx @ (ly ®idz) = lygz caky,z = ly ®idz. O

Definicién 1.24. Sean (C,®, K,a,l,7)y (D,®,1,a,l,r) categorias monoidales. Un funtor mo-

noidal entre C y D es un terna (F,®y,® , ) donde:

= F': C — D es un funtor,

» &y: I — F(K) es un isomorfismo en D,
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= & | denota la siguiente familia de morfismos en D:

{xy: F(X)@ F(Y) = F(X®Y)}x yeone):
verificando las identidades:

» Pxyvezo (idpx) ® Py,z) o apx) riy)rz) = Flaxy,z) o Pxeyv,z o (Pxy ®idp(z)),
» F(lx) o @k x o (P ®idp(x)) = lp(x),
= F(rx)o®x ko (idpx) ® Po) = rp(x).-

Definicién 1.25. Sean (C,®, K, a,l,7)y (D,®,1,a,l,r) categorias monoidales y (F,®o, ® , )
y (F',®,,®" , ) funtores monoidales. Se dice que a: (F, 9, ® , )= (F',®),®" , )esuna

transformaciéon natural monoidal si:

» a: F = F’ es una transformacion natural definida por la familia de morfismos en D
{ax: F(X) = F'(X)}xeon(@);

= O = ag o Dy,

!
» Py o(ax ®ay) =axgy o Pxy.

Se dice que a: (F,®p,®_, ) = (F',®;,®'_, ) es un isomorfismo natural monoidal si

a: F = F' es un isomorfismo natural.

Definicién 1.26. Sean (C,®, K,a,l,7)y (D,®,1,a,l,r) categorias monoidales y un funtor mo-
noidal (F': C — D,®y,® , ). Se dice que (F, Py, P , ) es una equivalencia de catego-
rias monoidales si 3 F’: D — C un funtor monoidal y transformaciones naturales monoidales
a:F'oF =idey f:idp = FolF'.

El siguiente resultado afirma que toda categoria monoidal es monoidalmente equivalente a una
estricta. Gracias a esto es posible trabajar sin pérdida de generalidad con categorias monoidales

estrictas.

Se define la categoria C5!" a partir de (C,®, K, a,l,r) como sigue a continuacién. Sea S la
coleccion formada por todas las tuplas de longitud finita de objetos de C, (X7, ..., X}), incluyendo
la tupla vacia, (). Al entero k se le denomina longitud de la tupla. Por convenio, () es considerada
de longitud 0. Dadas S = (X1,...,Xk), 8" = (Xga1,.-., Xkan) € S, se define la concatenacion,

S % S’, de la siguiente manera:

S xS = (Xl,...,Xk,Xk+1,...,Xk+n) €S.
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Por convenio, se considera que Sx0) =S =0 * S.

Por otro lado, dada S € S, se define F'(S) € Ob(C) de forma recursiva como sigue:
F0)=K, F(X)) =X, F(S*(X))=F(S) ® X. (1.3)
Por ejemplo, si S = (X7, X2, X3, X4), entonces,

F(S) = F((Xl,XQ,Xg) * (X4)) = F(Xl,XQ,Xg) ® X4 = F((X17X2) * (Xg)) (39 X4
= (F((X1,X2)) ® X3) ® X4 = (X1 ® X2) ® X3) ® Xy.

Por lo tanto, se define la categoria C*'" como aquella donde:

= Ob(C®") = 8,
» Homgsir (S, S") = Home(F(S), F(S") V S, 8" € S.

A continuacion, se asignara a C*'" estructura de categoria monoidal. Se define el funtor tensor

en C*'" ©, de la siguiente manera:

= Sobre objetos, S © S’ := S5 x 5’.

= Sobre morfismos, serd preciso considerar previamente el siguiente isomorfismo natural

p: ®oF(—) x F(—) = F(— © —), definido por la siguiente familia de morfismos en C:
¢_,_={pss: F(S)@ F(S") = F(S*S5)}sses,
los cuales verifican los siguientes axiomas:

® vp.s = lr(s), P50 = TF(S)
® V5 (x) = drs)ex,

® P35 5%(X) = (SOS,SI ®1idx) o a}%s),F(SI),X'

Por lo tanto, si f: S — T, f': S — T" € Mor(C*'"), entonces:

fof =erro(fef)opss.

Resulta claro que, con la estructura de categoria monoidal anterior, el funtor tensor ©® es aso-
ciativo en objetos y, definiendo la unidad en C'" como I =0, I® S = S = S ® I, es decir, las

restricciones de unidad son identidades. Por lo tanto, C5" es una categoria monoidal estricta.

Teorema 1.27. Las categorias C y C5t" son monoidalmente equivalentes.
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Demostracion. La aplicacion F: Ob(C5") — Ob(C) definida en (1.3)) se extiende a un funtor

F: C"" — C que acttia como la identidad sobre Mor(C*"), teniendo en cuenta que
Homgsir (S, S") = Home (F(S), F(S)).
Por lo tanto, se tiene que F' es plenamente fiel.

Por otro lado, sea X € Ob(C) arbitrario. Se verifica que F'((X)) = X, por lo tanto, F/((X))
y X son isomorfos en C a través del morfismo idx. Entonces, F' es esencialmente sobreyectivo
en objetos. Utilizando el Teorema [1.13] F' es una equivalencia de categorias, siendo su inverso el

funtor G: C — C*'" que actta:

= sobre objetos, G(X) = (X) V X € Ob(C),

= sobre morfismos es la identidad.
Ademis, se satisface que:

= FoG =1idg,

= se tiene una transformacion natural 6: GoF' = idcstr definida por los morfismos 0g = idp(g)
VS eS.

La equivalencia de categorias anterior es monoidal considerando ®g ==idg y® , =¢ ,
O

1.3. Categorias monoidales braided

Sea (C,®, K, a,l,r) una categoria monoidal y 7: C xC — C un funtor que actta de la siguiente
manera sobre objetos y morfismos:
7: Ob(C x C) — Ob(C x C)
(X, X)) — (X', X),
7: Mor(C x C) — Mor(C x C)
(f,9) — (9, f)-

Un tal funtor se denomina funtor de intercambio.

Definicién 1.28. Sea (C,®, K, a,l,r) una categoria monoidal y 7 un funtor de intercambio. Una
restriccion de conmutatividad para 7 es un isomorfismo natural ¢: ® = ® o 7 definido por

la siguiente coleccién de isomorfismos en C:

{exy: X®Y =Y ® X}xyeon()
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verificando que:

(9® floexy =cxry o(f®g)

para cualesquiera f: X — X', g: Y — Y’ € Mor(C).

Definicién 1.29. Sea (C,®, K, a,l,r) una categoria monoidal, 7 un funtor de intercambio y ¢
una restricci6bn de conmutatividad para 7. Se dice que ¢ cumple el Axioma del Hexagono si

se verifican las siguientes identidades:
(idy ® ex.z) oay,x .z o (cxy oidz) = ay,zx ©Cx,yez © Xy, 7, (1.4)
-1 -1 . 1 .
ay xy ©Cxev,z 0y y ;= (cx,z @idy)oay 5 o (idx @ cy,z), (1.5)
para cualesquiera X, Y, Z € Ob(C).

La restricciéon de conmutatividad para 7, ¢, se llamara trenza cuando satisface el Axioma

del Hexagono.

Definicién 1.30. Una categoria monoidal braided es una tupla (C,®, K, a,l,r,c) donde:

» (C,®,K,a,l,r) es una categoria monoidal,

= ¢ es una trenza en C.
Si ademés cy xocxy = idxgy, es decir, cy,x = c)_(}y V X,Y € Ob(C), entonces (C,®, K, a,l,r,c)
se denomina categoria monoidal bra:ded simétrica.
Observacion 1.31. Notese que si (C,®, K, ¢) es estricta, entonces se verifican las siguientes iden-
tidades:

" cxyez = (idy ®cx,z) o (cxy ®idy),

" cxgv.z = (cx,z ®idy)o (idx ® cy,z).

FEn lo sucesivo se trabajara dentro del contexto de una categoria monoidal braided simétrica
y estricta, (C,®, K, c). Ademas, de ahora en adelante se denotara el morfismo identidad de un

objeto X € Ob(C) mediante 1x, o simplemente escribiendo el objeto, es decir, se cometera el

abuso de notacién idxy = X.



Capitulo 2

Algebras de Hopf y algebras de Hopf
débiles

Las algebras de Hopf seran el objeto fundamental de estudio de este trabajo, haciendo un
especial hincapié en las llamadas algebras de Hopf débiles. A lo largo de este capitulo se introdu-
ciran estos objetos en el contexto monoidal, estudiando las diferencias entre ellos y analizando

sus propiedades principales.

En lo sucesivo, se denotard por C = (C,®, K, c¢) una categoria monoidal braided estricta
v simétrica con la propiedad de idempotentes escindidos, es decir, todo morfismo idempoten-
te V: X — X € Mor(C) (V oV = V) factoriza como composiciéon de un epimorfismo y un

monomorfismo. Es decir, se supondra la equivalencia entre las siguientes condiciones:

1. VoV =V.

2. 3Z € 0Ob(C), p: X — Z € Mor(C) epimorfismo e i: Z — X € Mor(C) monomorfismo tales
quetop=Vepoi=1gz.

Observacion 2.1.
= Noétese que la implicacién “2 = 17 es siempre cierta. En efecto:
VoV =(iop)o(iop)=io(poi)op=iolzop=iop=V.
Por lo tanto, basta con suponer que en C se verifica “1 = 2”.

= En las condiciones previas, el objeto Z es inico salvo isomorfismos. En efecto, sean Z’ un

15
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objeto en C y morfismos p': X — 7', ¢': Z/ — X verificando que i/ op’ =V y p' o/ =14.

X

Si se define p :==p'oi: Z — Z' yp:=poi: Z' — Z, entonces ¢ y 1) son inversos en C.
En efecto:

/

potp=(poi)o(poi'y=po(iop)oi’ =p oVoi'=p o(i'op)oi

= oi')o(poi)=1g0lg =1y,

thop=(poi')o(poi)=po(i'’op)oi=poVoi=po(iop)oi

= (poi)o(poi)=1z0lz =1z

= No supondra pérdida de generalidad alguna suponer la equivalencia anterior en C, pues
toda categoria admite un embebimiento universal C — C, siendo C una categoria con

idempotentes escindidos. Dicha construccion se puede consultar en [23].

Previamente al estudio de las algebras de Hopf se trataran los conceptos subyacentes de
algebra y codlgebra, asi como las estructuras de médulo y comdédulo que estaran presentes en los
resultados fundamentales de este trabajo. Estes objetos serdn abordados a lo largo de la siguiente

seccidn.

2.1. Algebras, coalgebras, médulos y comédulos

Definicion 2.2.

» Un algebra en C es una terna A = (A, pa,na) donde A es un objetoenC, pug: AQA — A
es un morfismo en C denominado producto v na: K — A es un morfismo en C llamado
unidad verificando las siguientes identidades:

pao(na®1a) =14 =pa0(la®@na) (Propiedad de la unidad),
o (A ®14) = pao (14 ® pa) (Asociatividad del producto).

» Una coalgebra en C es una terna D = (D, dp,ep) donde D es un objeto en C y morfismos
coproducto dp: D — D ® D y counidad ep: D — K verificando los siguientes axiomas:

(ep®1p)odp =1p = (1p ®ep) odp (Propiedad de la counidad),
(0p®1p)odp = (1p ®dp) o dp (Coasociatividad del coproducto).
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Definicion 2.3.

» Sean A y B élgebras en C. Un morfismo f: A — B € Mor(C) se dice morfismo de

algebras si se verifican:
fopa=ppo(f®f), [fona=na.

» Sean D y E coalgebras en C. Un morfismo g: D — E € Mor(C) se dice morfismo de

coalgebras si se verifican:

(f®f)odp=4dgof, ecgof=cp.

Lema 2.4.

1. Sean A y B dlgebras en C. A® B es un dlgebra en C con el producto y unidad siguientes:

pags = (pa@pup)o (la®cpa®1B), NigB =14 DNB.

2. Sean D y E codlgebras en C. D ® E es una codlgebra en C con el coproducto y counidad

siguientes:

dpge = (Ip®cpp®1E)o (0p ®0E), eper =¢cp D eEE.

Observacion 2.5. Sean A un éalgebra y D una coalgebra en C. Notese que, gracias a la naturalidad

de la trenza c, se verifican las identidades siguientes:

mcaxo(pa®ly)=(1x®pa)ocagax =(Ix @pa)o(cax ®1a)o(la®cax),

cx,A0 (Ix ®pa) = (pa ®1x)ocx apa = (pa®@1x) o (1a®cx a)o (cx,a®1y),

(Ix®dp)ocecpx =cpepx°(0p®@1lx)=(cpx ®1p)o(lp®cp x)o (dp @ 1x),

(0p®1x)ocx,p=cx,pgp°(lx ®dp) =(1p®cx,p)o(cx,p ®1p)o(1x ®dp),

VX € Ob(C).

Definicién 2.6. Sean D una coalgebra en C, A un algebra en Cy f,g € Hom¢ (D, A). Se define

el producto convolucién de los morfismos f y g como sigue:

frg=paoc(f®g)odp.

Lema 2.7 (|24], Proposicion 111.3.1.). Sean D una codlgebra y A un dlgebra en C. Home (D, A)

es un monoide con el producto convolucion. El elemento neutro de (Home(D, A), %) es ep @na.
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Se denotara por Reg(D,A) ={f: D - A/3g: D — Atalque f*xg=ecp®na = gx* [},
es decir, Reg(D, A) sera la subcoleccion de Home(D, A) formada por los morfismos que son

inversibles con respecto al producto convolucion.

Definicion 2.8. Sea A un algebra en C.

» Un A-moédulo por la derecha en C es un par M = (M, ¢p7) donde M es un objeto en C

vy orv: M ®A— M es un morfismo en C llamado accidn que satisface:
ervo(ly ®na) =1m, emo(pm ®1a) =m0 (ly @ pa).

= Sean M y N A-médulos por la derecha en C. Un morfismo f: M — N en C se dice

morfismo de A-mdodulos por la derecha si satisface:
fopm=wpno(f®1la).

Definicion 2.9. Sea D una coélgebra en C.

» Un D-comédulo por la derecha en C es un par M = (M, pps) donde M es un objeto
en Cy py: M — M ® D es un morfismo en C denominado coaccion que satisface las

identidades siguientes:
(I ®ep)opmw =1m, (P ®1p)opy = (1 ®p) o pu-

= Sean M y N D-comdédulos por la derecha en C. Un morfismo g: M — N en C se dice

morfismo de D-comédulos por la derecha si satisface:

pnog=(9®1p)opun.

De manera totalmente anédloga se podrian definir los conceptos anteriores “por la izquierda’.

2.2. Algebras de Hopf

Definicion 2.10. Un algebra de Hopf en C es un objeto H en C que es simultdneamente

algebra y coalgebra en C, (H, jur, N, 01, €5 ), verificando:

= 0y y eg son morfismos de dlgebras en C, es decir, se cumplen las identidades siguientes:
dgopn = (pu @ pm)oSgen, OHONH = NHRH,

EHOUH =EHgH, lxk =¢cgonm.
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= 3 A\g: H — H morfismo en C llamado antipodo satisfaciendo la siguiente igualdad:
A *xlyg =eg @nu = 1g * Ay,

es decir, un antipodo es un inverso con respecto al producto convolucién de la identidad
en H.

Ademés, H se dird conmutativa si puy o cyg = g y coconmutativa si cy ooy = 0p.

Observacion 2.11. Notese que las siguientes condiciones son equivalentes:

1. g v e son morfismos de dlgebras.
2. pg y ng morfismos de coalgebras.

Definicion 2.12. Sean H y B algebras de Hopf en C. Un morfismo f: H — B en C se dice
morfismo de algebras de Hopf si es un morfismo de algebras y de codlgebras en C, simulta-

neamente.

Lema 2.13. Sean H y B dlgebras de Hopf en C. Si f: H — B es un morfismo de dlgebras de
Hopf en C, entonces fodg = Ao f.

Demostracion. Desarrollando las expresiones f * (Agpo f) y (f o Ag) * f se obtiene:

°f*()\BOf)ZMBO(f®(>\BOf))O5HfdecfalgebrasuBo(1B®>\B)O5BOf

npoepof NBOEH =€ @ NB,

1B *AB:8B®7ZB f de coTalgebras

o (fodu)xf=mppo((forn)®[f)odn fopmoAg@1y)ody

f de éjgebras

sl —e 5 O fonuoen £ de 4lgebras NBoEy =¢eg VNpB.
Es decir,
fx(pof)=en@np=(foXu)* .
Por lo tanto, por la unicidad del inverso para el producto convolucion, Ag o f = f o Ag. ]

Proposicién 2.14 (Propiedades del antipodo, [24], Teorema I11.3.4.). Sea H un Algebra de Hopf

en C con antipodo \ip. Se verifican:

1. Ay es inico,
2. Mg es antimultiplicativo, es decir, Ag o pg = pig o (Ag ® Ag) o e H,

3. Mg es anticomultiplicativo, es decir, g o \g = cg,p © (Ag ® Ag) © 0H,
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4. Ag preserva la unidad y la counidad, es decir,

AHONH =NH, EHOAH =€[.

Ejemplo 2.15.

= Sea R un anillo unitario y R-Mod la categoria de R-mddulos por la izquierda. Los ejemplos
naturales de algebras de Hopf son las llamadas dlgebras de grupo en R-Mod. Sea (G, -)
un grupo finito con elemento neutro e, un algebra de grupo es la suma directa en R-Mod

siguiente:

R[G) = P Ry.

geG

R[] es un algebra de Hopf en R-Mod junto con los siguientes morfismos:

pric)(9©9) =99, Orc(9) =9®9, Arel9) =g "

Notese que R[G] es un algebra de Hopf coconmutativa y, ademas, conmutativa si el grupo

G es abeliano.

En estas condiciones, también se define la llamada dlgebra de Hopf dual de R[G] como la

siguiente suma directa:

GR ::@ng,

geG
siendo fy: R[G] = R, h+—— f4(h) == 63 Vg € G. GR es un algebra de Hopf junto con los

siguientes morfismos:

nGr(fg @ fn) = 5;Lfgv ocr(fg) = Z fon—1® fny  Acr(fg) = fy—1.

heG

A diferencia de la anterior, GR es conmutativa, sin embargo, no es coconmutativa en

general.

» ([37], Ejemplo 3.1.5) Sea K un cuerpo de caracteristica # 2. Considérese H la K-algebra

generada por los elementos {1k, z, g, gz}, z,g € K, junto con las relaciones:
g° =1k, 2° =0k, 29 = —ga.

H es un algebra de Hopf junto con la siguiente comultiplicaciéon, counidad y antipodo:

og: H— Hg H eg: H— K Ag: H— H
g—g®g g+— 1k g—g
rT— xR 1Ig+ 1g R, r — Ok, T — —gzT.

Esta dlgebra de Hopf se conoce como dlgebra de Hopf de Sweedler y tiene la peculiaridad

de que no es ni conmutativa ni coconmutativa.
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Estos ejemplos sirven para ilustrar la gran variedad de estas estructuras. Otros de gran interés
son: el dlgebra de Taft, T(n), que se trata de una generalizacion del dlgebra de Hopf de Sweedler,
la envolvente universal de un dlgebra de Lie, U(g), o las distintas estructuras de algebra de Hopf

sobre el anillo de polinomios.

2.3. Algebras de Hopf débiles

Las algebras de Hopf débiles nacen como una generalizacién de las estructuras clasicas estu-
diadas en la seccion previa. Introducidas por Bohm, Nill y Szlachényi [10], surgen con la finalidad
de convertirse en los objetos idéneos para la obtencién de soluciones de la Ecuacién Dindmica de
Yang-Baxter [19], que se trata de una modificacion de la bien conocida Ecuacién Cuéntica. El
objetivo fundamental de este apartado es definir estos nuevos objetos, analizar las principales di-
ferencias con las dlgebras de Hopf y demostrar sus propiedades fundamentales. Para el desarrollo

de la seccion se han utilizado fundamentalmente las siguientes referencias [10], [21] y [31].

Definicion 2.16. Un algebra de Hopf débil H es un objeto en C que es simultaneamente un

algebra, (H, i, nm), y una codlgebra, (H,dp,em), en C y ademaés verifica los siguientes axiomas:

(al) 0y o pu = (wu ® pp) © dHeH,

(a2) egopugo(pg®@1ly)=(ecg®eg)o (g @ pum)o (lg ®dg @ 1)
=(en®en)o(pr @ pu)o(lg @ (cugody) ®1y),

(a3) g @ 1g)odgong =g ®pg@1ly)o (6g ® o) o (MH @ NH)
=(1g @ (pgocuna) ®1y)o 6y ®dm) o (N @Nw),

(a4) 3 Ag: H — H € Mor(C) llamado antipodo verificando:

(a41) 1H*AH:((5HOMH)®1H)O<1H®CH,H)O((5HO77H)®1H)7
(ad.2) Ag x 1y = (g @ (emopu)) o (cuu @ 1g) o (1y @ (6m onm)),
(ad3) Ay = Agxlg*x g =pgo(pg @1g)oAg @1y @ Ag) o (dg @ 1) o dy.

Ademis, H se dird conmutativa si pup o cg,g = g y coconmutativa si cy g ody = 0p.

Como se puede observar en la definicién anterior, estos nuevos objetos no verifican que la
comultiplicacion, 0z, vy la counidad, f, son morfismos de algebras en C, lo cual resultara espe-
cialmente relevante en lo sucesivo. La tnica condicién que se preserva con respecto a las algebras
de Hopf es la compatibilidad de dg con ug, es decir, el axioma (al). Ademas, el antipodo Ay para
un algebra de Hopf débil deja de ser inverso de 1y para el producto convoluciéon. La siguiente

tabla trata de recoger de manera mas explicita estas diferencias.
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Algebras de Hopf clasicas | Algebras de Hopf débiles
S o pr = (pH ® pp) 0 SHeH (al)

0p ©MH =N @ NH (a3)

EHOUH —cH @ EH (a2)
A xlg=ecg@ng =1g* Ay (ad.1)-(a4.3)

Figura 2.1: Algebras de Hopf vs. algebras de Hopf débiles.

Como ya se comentd previamente, las dlgebras de Hopf en el contexto débil “generalizan”
los objetos clasicos. Pero, jen qué sentido se produce esta generalizacion? El resultado siguiente

trata de dar respuesta a esta pregunta.

Proposicion 2.17. Sea H un dlgebra de Hopf débil en C. Son equivalentes:

1. H es un dlgebra de Hopf en C.
2. dgony =ng@NH-

3. eg es un morfismo de dlgebras en C, es decir, e oug =g QEq.

Demostracion. Las implicaciones “1 = 2”7 y “1 = 3” son consecuencia inmediata de la definicién
de algebra de Hopf (Definicion [2.10]).

De (a2) se obtiene que:

(ex@ep)o(pr@pr)o(lH @i ®1g)oc(lg @My @ 1) =cpopugo(pg ®1g)o(ly @y ® 1x)

L = (cr®eg)o(pg @puu)o(ly @My @nu @1y)=cgopmgo(pu ®ly)o(ly @ng ®@1py)
Hipotesis: Sgong=ng®ng

= eg ®eg =cgopy (*).
pHOME®Ly)=1g=pgo(lp®nH)

Por lo tanto, ey es un morfismo de algebras en C.

Falta comprobar que A es el inverso de 1y para la convolucion. De (a4.1) se deduce:

idg *Ag = ((egopr)®1lg)o(lg ®cum)o ((dgonmg) ®1m)

= (er®eg®lg)o(lg @cua)o (Mg @nug @ 1)
Sponp=ng®ng , (*)

= €H ®ONH-
Naturalidad de ¢c,egong=1k K

De (a4.2) y razonando de modo analogo se tiene que A\g x 1y = ey ® ny. Por lo tanto, se

concluye que H es un algebra de Hopf.
3 = 1| Del axioma (a3) se deduce:

(lH®er ®1g)o(0p®@lg)odpong =(lgR®eg ®@1lyg)o(lg @ pur ®1y)o (dg ®dx) o (Na @ NH)

L = (1lg®eg®1lg)o(0gRlyg)odgong =(lpg®eg ®eg @ 1y)o (g ®dr) o (g @Nm)
Hipotesis: egoug=cyg®Qepy

= dpony =ng @nu.
(I ®ep)odg=1y=(eg®Lly)ody
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Entonces, de la igualdad anterior junto con el axioma (al) se obtiene que dy es un morfismo de

algebras en C.

Finalmente, utilizando argumentos analogos a los empleados en la prueba de la implicacién

anterior se tiene que Agx1lg = eg ®ng = 1y * Ay y, por lo tanto, H es un algebra de Hopf. O

Notacion 2.18. Sea H un algebra de Hopf débil en C. De ahora en adelante se utilizaran las

siguientes notaciones:

N = ((em o pe) ® 1) o (L @ cp) © (6 0 n) ® 1),
Mg =g ® (egopn)) o (cau®ly)o(ly ® (Om onu)).

Notese que, por los axiomas (a4.1) y (a4.2), se verifica que:
1H*)\H:|_|1Lq, )\H*lH:ﬂg.

Ejemplo 2.19. Al igual que las dlgebras de grupo y sus duales son ejemplos de dlgebras de
Hopt (ver Ejemplo [2.15)), las dlgebras de grupoide y sus duales son ejemplos de algebras de Hopf
débiles.

Un grupoide es una categoria G en la cual todo morfismo es un isomorfismo. Si R es un
anillo conmutativo y unitario y G un grupoide finito, el dlgebra de grupoide RG] se define

como la suma directa en la categoria de R-mdédulos
RGl= € Rs.
BeMor(9)

Si se consideran las siguientes aplicaciones, denominadas source map y target map,

s: Mor(G) — Ob(G) (Source) t: Mor(G) — Ob(G) (Target)

[f: X = Y]— X, [f: X =>Y]—Y.
entonces, R[G] es un algebra de Hopf débil con los morfismos siguientes:

nrig): BIGI @R RG] — R[J] Smig): RIG) — R[G] @r RIJ]

b =
6®O_}_>{BOO' si t(o) = s(p) B B®p,
0 en otro caso,
rig): B — R[G] erg: RG] — R
le— >, Ix, B 1p
X€0b(g) ’
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Y 8,0 € Mor(G). Es sencillo comprobar que los morfismos previos verifican los axiomas (al)-(a3)

y, si se definen:

Mg : RIG] — R[G] Mig: RIG] — R[G]
Br— Bof =14, Br— B o B =144p),
V 5 € Mor(G), entonces también se satisfacen (a4.1)-(a4.3). Por lo tanto, R[G] es un algebra de

Hopf débil. Sin embargo, no es un algebra de Hopf ya que se no se cumple ninguna de las
condiciones de la Proposicion 2.17]

Proposicion 2.20 (Propiedades del antipodo, [10], Teorema 2.10). Sea H un dlgebra de Hopf
débil en C. El antipodo A\ wverifica:

1. Ay es inico,
2. Mg es antimultiplicativo, es decir, Ag o pg = i © (Ag @ Ag) o e m,
3. Mg es anticomultiplicativo, es decir, dg o A\gp = ¢y © (Ag @ i) © 0m,

4. i preserva tanto la unidad como la counidad, es decir,

AHONH =MNH, €EHOAH =EH.
Demostracion.

1. Si A1, A2 € Mor(C) son antipodos para H, entonces A\ = \y. En efecto:

)\1 = )\1*1]{*)\1 = )\1*1H*)\2 = )\2*1}]*)\2 = )\2.
(a4.3) (ad.1) (a4.2) (a4.3)

Agopg =pgo(pg ®1lg)oAg @1y ®@Ag)o(pg @ puu @pp)o(lp @cyu ®lugHeH)
00 @0 ®lpgm)o (lg @ cu,um ® 1) o (6g Qd)
=pm oA ®Ng) o (ur ®pm)o (ly ® cur @Ng) o (6u @ dx)
=pgo(lg®pur)oAg @ur@Ag)o(ur@1g@NLE @ 1y)o(ly ® cau @ cu.m)
o(lper ®ca,F®1H)o(lg ®0y @ lpga) o (07 ®0H)
=pmo(ly @pu)o(ME @Ay @A) o (un @cup)o(ME @cun ®1u)o (u ®dn)
=pr o (pr @pm)o (hmo(ly ®NE)) @ lugren) © A\i ® ciu ® A\ ® An)
0o(bp®cyg®1lg)o(dg ®Ig)ocuu
=pn o (pa @pu)o (kg oAy ®1y)odn) ®An ® (br o (An ®1n) 0 du) ® An)

o(bg®dg)ocuy =paoAg ®Ag)ocH H-

Con argumentos similares se prueba la anticomultiplicatividad de Ag.
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enodg=cgopun oA ®(umo(ly ®A)ody))ody =emopumo(Ag ®ME)ody

ZEHOHHQ(/\H®1H)05H:5HOH§:5H

Empleando razonamientos semejantes se obtendria la identidad ng = Ay o ny. O

Por lo tanto, el antipodo Ap satisface exactamente las mismas propiedades tanto para los

objetos clasicos como para los débiles.

En los resultados siguientes se ponen de manifiesto una serie de propiedades de los morfismos

I_Iqu y I_IE: compatibilidad con pg v dg, relacion con Ay y caracter idempotente.

Proposicion 2.21 ([13], Proposicion 4.3-4.4). Sea H un dlgebra de Hopf débil en C. Se verifican:

1. (g @ng) odn = (ug @ 1) o (lg @ cam) o (6 o nm) © 1),
2. (N ©1g)ody = 1y @ pm)o (cun © 1) o (ly @ (5m onm)),
8. uro(lm@Ng) = ((emopn) ® 1) o (ln @ cam) o (0n @ 1n),
4o pro (ME®@1y)=(1n @ (egopn)) o (cum @ 1h)o (ly @ dx).

Proposicion 2.22 ([31], Proposicion 2.2.1.(1)). Si H un dlgebra de Hopf débil en C, entonces
rl%[ Y I_Iﬁ son tdempotentes.

Demostracion.

MHOTH orarad ge o (EH 01 0 (ln @TE)) @ 1) o (i © ez m) © ((On 0 1) @ 1)

= 1 1 1 1
Proposicion 2.21. Identidad 3 ((cr®@eg)o(pag ®@1ly)o(lp ®eun))®1ly)o(bu ®cu,m)o ((6monm) ®1H)

= EH O 1)o(1 c o((dg o 1g) =nk.
Naturalidad de c, propiedad de la counidad (( H MH) ® H) ( H® H’H) (( " 77H) ® H) H

Similarmente se probaria el caracter idempotente de I‘I%. O

Proposicion 2.23 ([31], Proposicion 2.3.2). Si H es un dlgebra de Hopf débil en C, entonces se

verifican las siguientes identidades:
Agonf =nkonE =nkory, MBorg=rnfonk =xyonk.

Demostracion. Por un lado, se tiene:
I‘If_lo)\H = H%ouHo()\H@Flf{)O(SH
Ag=Ag*lgsig=pgoAg®nk)osy

L L R
L =, L HHONHO(AH@)]-H)O(SH:F'HQHH'
Ngongo(lg®@Mg)=Ngoun
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Por otro lado:

)\Hoﬂg = ;LHO(HE(X))\H)OdHO’_lﬁ
Ag=Ag*lgsAg=pgo(MEQ@Ag)ody

= [LHO(1H®)\H)O(SHOT|§:W%O|7§.
(Hﬁ@lH)oéHoﬂﬁzéHoﬂg

Por lo tanto, se concluye que
N odg =nfhonf =Agonk.
De manera similar se prueba la igualdad I_Iﬁ oAy = Flg o I‘I%{ = Ago I_If{. O

Definicién 2.24. Sean H y B algebras de Hopf débiles en C. Un morfismo f: H — B € Mor(C)
se dice morfismo de algebras de Hopf débiles en C si es un morfismo de algebras y de

codlgebras en C, simultdneamente.

Lema 2.25 ([6], Proposicion 1.4). Sean H y B dlgebras de Hopf débiles en C. Si f: H — B

es un morfismo de dlgebras de Hopf débiles, entonces, f conmuta con el antipodo, es decir,

Apof=folpn.

Demostracion. Notese que los morfismos idempotentes HII;, y I_Iﬁ conmutan con f, es decir,
I‘Ié of=fo I‘I% y I‘Ig of=fo ITE. Como consecuencia, se obtiene:

foXnm = fopmo(NE @A) ody ppo ((fong) @ (foAu))odu

AH:#HO(HII}@AH)oéH

fomemRofuBO((”}§°f)®(f°/\H))05H =ppo((Apof)®(foNf))odn
H™ B

; mL:mL f'uB o((Apof)® (ﬂg of))ody
o H: BO

= Ao f.
ppo(Ap®nk)osp=2p

f de éTgebras

= )\ |_|L 5
f de coalgebras ;U'BO( B® B)O Bof

2.4. Producto smash y coproducto cosmash

Una vez tratados los conceptos de algebra de Hopf y algebra de Hopf débil se introducen
a continuacion las estructuras de producto smash y coproducto cosmash. Estos generalizan el
producto y coproducto habitual sobre el objeto producto tensor (Lema y tendran relevancia
en lo sucesivo para el desarrollo de la memoria. Previamente serd necesario definir las siguientes

estructuras:

Definicion 2.26. Sea H un algebra de Hopf, A un algebra y D una coalgebra en C.

» Se dice que A = (A, ¢4, 14,n4) es un H-médulo algebra por la izquierda en C si se

verifican las propiedades siguientes:
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e (A,pa: H® A — A) es un H-modulo por la izquierda.

e 14 vy na son morfismos de H-modulos por la izquierda, es decir, se verifican las si-

guientes igualdades:
wao (g @ pa) = paopasas, @ao(lg®@na)=ecg @na,
siendo Yaga = (pa @ pa)o (lg @cya®1a)o (0g @14 ® 1a).

» Se dice que A = (A, pa,pa,na) es un H-comédulo algebra por la izquierda en C si se

verifican las siguientes propiedades:

e (A,pa: A— H® A) es un H-como6dulo por la izquierda.

e 14 v na son morfismos de H-comoédulos por la izquierda, es decir, se satisfacen las

siguientes identidades:
paopa=(1a ® pa)opaga, paonA=ng X1,
siendo paga = (E ®1a®@14) o (lg ®cam @14) 0 (pa ® pa).

» Se dice que D = (D, ¢p,dp,ep) es un H-mdédulo coalgebra por la izquierda en C si

se satisfacen las siguientes propiedades:

e (D,op: H® D — D) es un H-moédulo por la izquierda.

e 0p y ep son morfismos de H-médulos por la izquierda, es decir, se verifican las si-

guientes igualdades:
dpowp =wpgpo(ly ®dp), e€poyp=cg®ep.

» Se dice que D = (D, pp,dp,ep) es un H-comddulo codlgebra por la izquierda en C

si se satisfacen las siguientes propiedades:

e (D,pp: D — H ® D) es un H-comoédulo por la izquierda.

e 0p v ep son morfismos de H-comddulos por la izquierda, es decir, son ciertas las

igualdades siguientes:

(1g ®dp) o pp = ppep ©0p, (g ®ep)opp =nu ep.

De modo anélogo se podrian definir los conceptos anteriores “por la derecha’.

Proposicion 2.27. Sea H un dlgebra de Hopf y (A, o4, pa,na) un H-mddulo dlgebra por la
izquierda en C. El producto smash de A con H, AfH, es un dlgebra en C con los morfismos
producto y unidad siguientes:

pagr = (pa@pr)o (la®pa®@1lg®1g)o(la®1lp ®cpa®1ly)o(la®dp ®14® 1p),

NAtH = 1A @ NH.
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Demostracion. Es inmediato comprobar la propiedad de la unidad:

pags © (Mg @ Lagn) = lagn = pagm © (lagn @ nagm)-

Se probard a continuacién que pagy es asociativo. En efecto:

pagr o (paga ® lagn) n (aA®@pa)o(la®@pa®@luga)o(la®pa®pa®lugn)o (lagHoigH ® cH,A ® 1H)

o(lagHeAHOH @A @ pp) o (lagH @ cH, A ® lpgH ® cH,A ® 1H)
014 ®0g ®cr,Aa®lggaeAacH) 0 (1A®Ig ®1a®déy ® lagH)

@ (Ha®@pa)o(1laQpa®lyga)o (lagn @ ua ®lpgr)o (lagHeA ® cH,A Q 1x)

o(lagHeAgH @A ® )0 (lagHeAgHeH Q@ cH,AQLIH) 0 (1A ® 0y ®1a®dy ® lagH)

(; maga © (lage ® pasH)-

donde:

» La igualdad (1) es consecuencia de la naturalidad de ¢, la condiciéon de compatibilidad de
dp con pp, 0g @ pg = (g ® pg) o dpem, la asociatividad y coasociatividad de pm, pa
y 0 vy la igualdad ¢4 0 (1g ® ¢4) = @40 (ug ® 14), que se tiene por ser (A, p4) un

H-moédulo por la izquierda.

» Laigualdad (2) es consecuencia de la identidad pig 0o paga = pao (lg ® pa), es decir, por

ser p4 un morfismo de H-moédulos por la izquierda.

» (3) se deduce de la naturalidad de c. O

Observacion 2.28. Como ya se anticipé previamente, el producto smash, pagp, generaliza el
producto pagp. En efecto, si se considera sobre A la estructura de H-modulo por la izquierda
trivial, es decir, o4 = ey ® 14, entonces:

pagg = (paQpa)o(1la®eg Qcua®1ly)o(la®dy @ lagH)

= ® o(la®c ®1 = .
(5H®1H)°5H:1H(HA pH)o(la®cH,A®ly) = pags

Definiciéon 2.29. Sea H un &lgebra de Hopf en C, (A,¢4) un H-mo6dulo por la izquierda y

KAt g el morfismo

pas,r = (pa®lg)o(pa®o® pm)o(la®pa®dyen)
o(lagr ®caA® 1) o (la® g ® lagn),

donde o € Reg(H @ H,A). Si (A® H, pas, 1,nas, 5 = N4 @ 1) es un algebra en C, entonces
esta estructura se denomina producto cruzado de A con H. En esta situacion, el morfismo o

se denomina cociclo.

Observacion 2.30. Si 0 = eg ® eg ® na, entonces el producto cruzado se reduce al producto

smash.
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Proposicion 2.31. Sea H un dlgebra de Hopf en C y (D, pp,dp,ep) un H-comddulo codlgebra
por la izquierda. El coproducto cosmash de D con H, D © H, es una codlgebra en C con el

coproducto y counidad siguientes:

dpon = (1p @ pg ® 1pen) o (Ipen ® cpg ® 1g) o (1p ® pp @ lggm) © (6p @ dn),

EDoH —Ep R EH.

Demostracion. Similar a O

Definiciéon 2.32. Sea H un élgebra de Hopf en C, (D, pp) un H-comddulo por la izquierda y

d0po,m €l morfismo

0poa = (1p ® pu @ 1pgu) o (lpen @ cp.u @ 1g) o (1p @ pp @ pHeH)
0 (dp ® a®dm)o (dp ®1g),

donde o € Reg(D, H® H).Si (D®H,dpo,H,EDo,H = epRem) es una coalgebra en C, entonces
esta estructura se denomina coproducto cruzado de D con H. En esta situacién, el morfismo

« se denomina, cocociclo.

Observacion 2.33. Al igual que ocurria en el caso anterior, se tiene:

1. El coproducto cosmash, dpopr, es una generalizacion del coproducto dpgm considerando

sobre D la estructura de H-comédulo trivial, pp = ng ® 1p.

2. El coproducto cruzado es una generalizacién del coproducto cosmash considerando el co-

cociclo trivial a = ng @ g @ ep.

Se finaliza esta seccién con los conceptos de H-comddulo algebra Cleft y de H-médulo codl-
gebra Cleft. A pesar de que ambos objetos seran considerados “por la derecha”; estos se definen

de forma analoga “por la izquierda”.

Definicion 2.34. Sea H un algebra de Hopf en C.

» Sea (A,pa,pa,na) un H-comodulo algebra por la derecha. Se dice que A es un H-
comddulo algebra Cleft por la derecha si existe un morfismo de H-comédulos por
la derecha f: H —+ A € Reg(H, A).

» Sea (D, ¢p,dp,ep) un H-modulo codlgebra por la derecha. Se dice que D es un H-médulo
coalgebra Cleft por la derecha si existe un morfismo de H-mé6dulos por la derecha
g: D — H € Reg(D, H).

Ejemplo 2.35. Si H un algebra de Hopf en C, entonces, H es un H-como6dulo algebra Cleft por

la derecha. En efecto:
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= H es un H-comoédulo por la derecha con la coaccién trivial dada por pg =1y ® ng.

= up v 1y son morfismos de H-comédulos por la derecha, considerando sobre H la estructura
de comodulo anterior. Por lo tanto, (H, pg = 1y @0y, um, ne) es un H-comoédulo algebra

por la derecha.

» \y: H— H € Reg(H, H), pues es el inverso de 1y con respecto al producto convolucion.

Ademas, Ay es un morfismo de H-comdédulos por la derecha. Por lo tanto,

(H,pr =1y @ 0p, i, M, A1)

es un H-comodulo algebra Cleft por la derecha.

Analogamente se puede comprobar que H es un H-mddulo codlgebra Cleft por la derecha con la

accion g = 1g @eg v Ay € Reg(H, H).

Lema 2.36. Sea H un dlgebra de Hopf en C. Si (A, pa,pa,na, f) es un H-comddulo dlgebra

Cleft con f~' el inverso de f con respecto al producto convolucién, entonces,
pPA O f_l = (f_l & )\H) OCH,H © oH.

Demostracion. Basta comprobar que tanto p4 o f~! como (f*1 ® Ag) © ¢y g © 0f son inversos
del morfismo p4 o f con respecto del producto convolucion. Por un lado:

(paof Hx(paocf)=(ua@pumr)o(la®cra®lg)olpa®@pa)o(f 1@ f)ody
= paopac(f ' ®f)ody

pa de H-como6dulos

= PAONMAOCEH
pao(f=l®f)odyp=eg®na

= AQNH QEH.
na de H-comédulos n n

Por otro lado:

(paof)*((fT*®@Am)ocamodn) = (pa®@pum)o(la®cra®lu)o((paof)@(f P ®@Am)ocH,modn))odu
(mao (FO ™)) @ (um o (1a @ Ar)))

f de H—com(‘)dulos:, naturalidad de ¢
oc(lg®cur®1ly)o(lpgn ®cH,H) o (0 @) o dn
= (pao(f®F )@ (umo(ly®An))o(ly ®chm @ lu)

Coasociati\:dad de 6y
o(lpegr @ ca,r)o(lg @0y @ 1g)o (g ® 1) odn

Neturaload de o ((pao(fRf™))®(uuoQy®Ag)odn))o(ly ®cu,u)

o0y ®1ly)ody
= (mao(fOF M) ®Muoen))o(ly ®cuu)o (6 ®1y)ody

lg*sAg=eg®nu

—1
= é
Naturalidad de ¢ (MA ° (f ® f ) ° H) ©nu

= EH® & .
FERea(H,A) HYNANH

Es decir, (pao f™Y) *(paof) = (paof)*((f '@ Am)ocy,mody). Porlo tanto, por la unicidad

del inverso para el producto convolucién, pao f~1 = (f1 @A) ocy g odn. O



Capitulo 3

Teorema Fundamental de los Mo6dulos
de Hopf

Sea K un cuerpo y Vectk la categoria de K-espacios vectoriales. Dados H un algebra de
Hopf en Vectx y (V, v, py) un K-espacio vectorial con estructura de H-mo6dulo y H-comodulo,
se dice que V es un H-moédulo de Hopf si se verifica una determinada relaciéon de compatibi-
lidad entre la accion, ¢y, y la coaccion, py (ver Definicion . Ademas, un morfismo entre
H-moédulos de Hopf es una aplicacién que es H-lineal y H-colineal, simultaneamente. En este
contexto, Larson y Sweedler [26] probaron que V es isomorfo al producto tensorial V°H @y H
como H-modulos de Hopf, siendo VCO el objeto de coinvariantes de V. Este resultado clasico
es conocido como el Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf. El objetivo principal de este
capitulo consistird en desarrollar el Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf sobre una ca-
tegoria monoidal braided simétrica y estricta, C = (C,®, K, ¢), con la propiedad de idempotentes

escindidos.

A lo largo del capitulo, H denotard un algebra de Hopf en C. Se comenzara definiendo el

concepto de H-mo6dulo de Hopf en el contexto monoidal.

Definiciéon 3.1. Sea M € Ob(C). Se dice que M = (M, par, par) es un H-médulo de Hopf

por la derecha si se verifican las propiedades siguientes:

» (M, ppr) es un H-modulo por la derecha,
» (M, ppr) es un H-como6dulo por la derecha,

» pp oy = (v @pg)o(ly @egy @ 1y) o (pp ®dp), condicion de compatibilidad entre

la accién y la coaccion.

'En el teorema original de Larson, se define V°H = {v € V: pv(v) = 1g @ v}.

31
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Definicion 3.2. Sean M y N H-moédulos de Hopf por la derecha en C. Un morfismo f: M — N
en C se dice morfismo de H-médulos de Hopf por la derecha si es de H-médulos y de

H-comodulos por la derecha, simultdneamente.

Observacion 3.3.

= Se denotard mediante Mg la categoria de H-médulos de Hopf por la derecha.

= Los conceptos anteriores podrian haber sido definidos de manera analoga “por la izquierda”,

lo que darfa lugar a la categoria de H-mo6dulos de Hopf por la izquierda, £ M.

Dado (M, par, par) € Ob(ME), se considera el siguiente morfismo:
arm =m0 (I @ Ag) o par: M — M.

Proposicion 3.4. gy es idempotente.

Demostracion.

qmM © QM O oMoy @A) o (e @pp)o (I @ca,Hr ®1H) o (pm @) o (Iy @ Ag) © pum

5) oMol @Am)o (e @pa)o(ly cag ®1u)o (pm @ (ca,Ho (Am ® Ag) 0dH)) o par

G e (e ®@Ag) o (I ®@ (camo((tro(lg ® M) 00m) ® Ag) 0 dm)) o pu

& ormo (e @Ag)o (I Q@ (capo((Mroer) ®Ag) odm)) o pum

5 wnrro(lar ® Ag) o par = qur,

siendo la cadena de igualdades previa consecuencia de los hechos siguientes:

» En (1) se ha empleado la condiciéon de compatibilidad entre @ v pas:

proom = (v @ pm)o (I @ car @ 1) o (pm ® 0m).

= (2) es consecuencia de la propiedad del antipodo dg o A = e o (A @ Agr) 0 9.

En (3) se han utilizado: la naturalidad de ¢, la coasociatividad de gy y el axioma de

H-comodulo, (par ® 1) o par = (1ar @ 61) © pas-
= (4) es consecuencia de la identidad pg o (1g @ Ag)odyg = eg @ npy.

Por ultimo, en (5) se han empleado la naturalidad de ¢, la propiedad de la counidad,

(eg®1g)ody =1g,y el axioma de H-modulo, ppr o (1 @ ngr) = 1. d
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Entonces, debido al caracter idempotente del morfismo ¢y, existen M := Im(qar) € Ob(C),
objeto de coinvariantes de M, pyr: M — MH epimorfismo e ip,: M©H — M monomorfismo

verificando la conmutatividad de los siguientes diagramas:

McoH

M qam M McoH ! McoH
McoH M .
Proposicion 3.5. FEl diagrama
= in M
Mee M M®H (D1)
1 ®nu
es un diagrama igualador. Asimismo, el diagrama
M Py
M®H M ———— M°H (D2)
1y ®en

es un diagrama coigualador.

Demostracion. Se detallara que (D1)) es un igualador. Mediante argumentos similares se com-
probaria la propiedad de coigualador del diagrama (D2]).

1. pproiy = (1a @ npy) o ipg. Como pyy es un epimorfismo, basta con comprobar la igualdad
pr o qv = (1y @ i) o qur. En efecto:

paoqnu = (e @pm)o (I @carag ®1u)o (pm ®0m)o (I @ Am) 0 pu

=(
=(pm@up)o(ly ®cum ®1y)o(pm ® (cu,m o (Mg ® Ag)odm)) o pm
= (e ®1pg)o(lnr @ (cago((uwmo(lg ®Ag)odm) ® ) 00mH)) © pur
=(pm®@1g)o(ly @ (camo((ngoen) @A) odm)) © pm

= . qm @ NH,
(eg®1py)ody=1p ,naturalidad de c

donde la cadena de igualdades previa es similar a la de la Proposicién anterior.

2. Propiedad universal del igualador. Si t: Z — M es un morfismo verificando la igualdad
ppot= 1y ®@ng)otyl:=pyot, entonces:

irvof =ipopyot=quot=ppuo(lyy®Ag)opapot

= emo(ly ® Agonm))ot
prmot=(1p ®@np)ot

Agong=ng,Pmo(lp®nm)=1n

Ademas, por ser i) un monomorfismo, se concluye (D1)) es un diagrama igualador. O

La demostracion del siguiente lema es consecuencia inmediata de la definicién de los morfismos

que intervienen.
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Lema 3.6. M°H @ H es un H-mddulo de Hopf por la derecha junto con la accién y coaccion

siguientes:
@MccH@H = lMcoH ® ,LLH,
pMCOH®H = lMcoH & 6H
Se definen los siguientes morfismos:

UJ::QOMO(Z'M®1H): MCOH(X)H—)M
W =(py @ 1p) o par: M — M°? @ H.

Proposicién 3.7. Con la estructura de H-mddulo de Hopf por la derecha sobre M“H @ H
definida en el Lema w y w' son morfismos en la categoria ./\/lg

Demostracion.

1. w es un morfismo en Mfl

= w es un morfismo de H-médulos por la derecha.

wWoPpreom gy = PM O (inr ® 1p) o (1yscom @ pmr)

= emo((pmoim®1y))®1y) =¢rmo(w®1g).
ermo(lp@uE)=¢rmo(eM®LH)

= w es un morfismo de H-comodulos por la derecha.

prMow=prropn o (ing ®1g)

L= (e @pm)o(ly ®cu,a®Ll)o(py ®m)o (iv @ 1)
Compatibilidad entre oy y pas

(e @ue)o (I ®cha,g ®1lg)o (ivg @M @ 0x)

ips igualador

= Rlpg)o(iy ®ég) = (w®1g)o co .
Naturalidad de ¢, pgo(ng®1y)=1g (90]% H) (]M H) ( H) Pmeot@H

2. w' es un morfismo en ./\/lg

= ' es un morfismo de H-mo6dulos por la derecha.

w' oponm = (pm ® 1) oproom

. = (P ®@1p)o(pm @pr)o(ly ®cug ®1lyg)o (pym ®Ix)
Compatibilidad entre oy y pas

(pv @erg Qpuu)o (I @ca,p ®1u)o (ppm ®m)

pps coigualador

= ® o ® 1ar) = Pppco o(w'®1
Naturalidad de ¢, (eg®1g)odyg=1g (pjw 'uH) (p]w M) Prmect@H ( H)

s ' es un morfismo de H-como6dulos por la derecha.

(W ®lg)opnm = (Pm @ lagr) o (pv ® 1g) o pu

= (PM ®8H) © pM = Ppjeotigp O W' O
(pr®@LE)opn =1 ®5H)oP M MeoRwH
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Teorema 3.8 (Fundamental de los Modulos de Hopf). Sea (M, par, par) un H-mddulo de Hopf
por la derecha. Los objetos M y MH & H son isomorfos en la categoria Mg

Demostracion. Por un lado se tiene:

wow' =¢ro(in ®ly)o(pm ®@1u)opn =emo (g @ 1) opm

(e ®1p)opm=Ap®@3p)opn » P (P MOLy)=pnmo(lp @pp)

ermo(lp®@np)=1n , (I ®ep)opyr=1n

=omo((pmo(lm ®@Am)opm)®1u)opm

ermo(ly ® (mpg oAy ®1g)odm)) o pm

= emo(ly ® (M oen))opm

pHO(AE®LlH)odg=cg®ny

1A101A4 = 1M-

Por otro lado, como i3; es un monomorfismo, comprobar que w’ ow = 1 com es equivalente a
> 3 p q M RH q
demostrar que (ip; ® 1) ow’ ow = ipr ® 1. En efecto:

(i ®1g)ow ow=(qm ®1g) o propn o (ing @ 1p)

siendo:

& ((prr o (I ®Ag)) ®1H) 0 (o @ i @ ) o (I ® e a ® lHoHOH)
o(pm @0 @ lpgr)o Iy @car @ 1) o ((pamoin) @ Op)

(j) (e o @ (pr oA ®@Ag)ocaa))o (Iy @ca,g ®1g)o (pm @6m)) @ 1)

ol ®@cu,p®1lg)o (i @ny ®dp)
& (e o(em @ (oA ®@Ag)ocha,m))o (I ®ca,r ®1g)o (pm @) @ 1H) o (in ® 0 )
@ (e o @ (pro(Ar®@Ag)ocaa))o (M @car,r®1y)o(lyegr ®0r)) @ 1) o (iv ®NH @ 0H)

5 ((prro(ep @A) o (I ®p)) ® 1p) o (ings ® 61)

5 ((erro(lyr @ (o (g ®Am)ody))) ® 1) o (i ®dm)

= ((erro (I ® (ME oen))) ®1p) o (ing ®0p) 5 iv ®1m,

= (1) consecuencia de la condicion de compatibilidad entre o y pas:

prvioom = (v @ pr) o (I @ e @ 1) o (pvr ® 0mr),

» (2) consecuencia del igualador iy y la antimultiplicatividad del antipodo,

)\HO/LH :,LLHO()\H®)\H)OCH,H7

(3) consecuencia de la propiedad de la unidad, pg o (ng ® 1) = 1y, y de la naturalidad

de la trenza c,

= (4) consecuencia del igualador iy,

(5) consecuencia de la naturalidad de ¢, el hecho de que Ay preserva la unidad, es decir,

A ong = nm, y la propiedad de la unidad pg o (1g @ ng) = 1q,
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= (6) consecuencia del axioma de H-modulo ¢pr o (ppr @ 1) = oaro (1y @ ppg),
» (7) consecuencia de que Ay es el inverso de 1y para la operacién convolucion, es decir,
ly * Ay =en @nu,

= (8) consecuencia de la propiedad de la counidad (e ® 1p) o g = 1y y el axioma de

H-modulo, ppro (1y @ ng) = 1. O

Caso particular 3.9 (Proyeccion de un algebra de Hopf). Considérense B y H éalgebras de Hopf
enCy f: H— B, g: B— H morfismos de algebras de Hopf en C verificando:

f

1HCH
g

En esta situacién, B es un H-mo6dulo de Hopf por la derecha en C con las siguientes acciéon y

B.

coaccion:
SQB;:MBO(lB(@f):B@H—)B, pBZ:(lB®g)O5B:B—)B®H.
En efecto:

1. (B,¢p) es un H-modulo por la derecha.

ppo(pp®ly)=pupo(up®1p)o(lp® f® f)

Asociativiﬁad de up HB © (1B ® (MB ° (f ® f)))

= 1 _ 1 .
fdealgebrasMBo( B®(form)) =¢po(lp®@pm)

ppo(lp®nu)=ppo(lp®@(fong)) = wpo(lp®np)=1p.
np=fong

2. (B, pp) es un H-como6dulo por la derecha.

(pp®1g)opp=(1pRg®g)o(dp®1p)odp
(1p®((g®g)odp))odp

Coasociati;dad de ép

= (1B®(§Hog))0(53:(1B®6H)OpB.
g de codlgebras

(l1p®en)opp=(1p®(cgog))odp = B(1}3®EB)O5B:13-

egog=e

3. Compatibilidad entre p v pp.

ppoyp=(lp®g)odpoupo(lp® f)

= (1p®g)o(up®uB)o(lp®cp,p®1p)o (g ®dp)o (1@ f)
Spoup=(LBRuRB)odBB

/ de dlgebras g de coalgebras (tB®pH)o (lBeB®9®g)o(lp®cr,B®1B)o(lpgp® f® f)o (0 ®dH)

gof=1 (tB®pH)o(lBeB®9Q1H)o(lp®c,p®1lu)o (lBgr @ f®1H) o (0B ® dH)
=1lH

= (kBo(lp®f)®@um)o(lp®crr®@1lg)o((lp®g)odp)®dm)
Naturalidad de ¢

=(pp®@uu)o(lp®cy,up®1ly)o(pp ®du).
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Entonces, por el Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf (Teorema, se puede afirmar

la existencia de un objeto en C, By, el denominado objeto de coinvariantes de B, verificando

que B es isomorfo a By ® H en la categoria M.

Ademas, se tiene que:

1. Como consecuencia de la Proposicion [3.4]

qp =y¢po(ly®An)opp=ppo(lp®(foAgog))odp: B— B

es idempotente. Por lo tanto, existen pg: B — By epimorfismo e ig: By — B monomor-

fismo verificando que:

1B O PB = (B, pBoiB = 1p,.

2. Por la Proposicion el diagrama

(1p®g)odp

By— " B~  "BwH

1p@ny
es un igualador. De igual modo, el diagrama
peo(lp®f)
B® H B
1p®en

es un coigualador.

3. By ® H es isomorfo a B en ./\/lg a través del morfismo

wp ::MBO(iB®f):BH®H—>B,

con Inverso

Wi = (pp®g)odp: B— By ® H.

(D1%)

(D2%)

De ahora en adelante se trabajard en la situacion siguiente: sean H y B algebras de Hopf en

Cy f: H— B, g: B— H morfismos de algebras de Hopf tales que

1HCH z B.

Proposicion 3.10. By es un dlgebra en C con las siguientes operaciones:

pBy =pBoupo (i ®ip),

"By = PB °"B-

Ademds, By es una codlgebra en C con la comultiplicacion y counidad que se definen a conti-

nuacion:

dpy, = (pB®pB)odpoig,

EBy = EBOip.
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Demostracion. Se detallara la demostracion de que la terna (By, pg,,, 1B, ) €s un algebra en C

y se omitiran las comprobaciones para (Bm,dp,,€B, ), Pues los razonamientos son similares.

En primer lugar se probard que pp,, es la factorizacion a través del igualador ¢ del morfismo

ppo (ip ®ip).
(1p®g)odp

By ' B BoH
A N 1p®ny
N
h ppo(ip®ip)
N O(=psy) >
AN
N
By ® By

En efecto, (1 ® g)odpoupo(ip®ip) = (lp®@ng)opupo (ip ®ip):

(l1p®g)odpopupo(ip®ip) & (1p®g)o(up®@pB)o(1p®cp,p®1p)o(p®Ip)o (ip Vip)

@ (up@pa)o(1B®cr,B®1g)o((1p®g)odpoip)® (1p®g)odpoin))

& (bB®@pm)o(1p®cy,p®1ly)o (i ®Ny @i ® i)

& (o (ip®ip)) @nu

siendo:
» (1) consecuencia de la igualdad ép o up = (up ® up) o dpe s,
= (2) consecuencia de que g es un morfismo de algebras y de la naturalidad de c,
» (3) consecuencia del diagrama igualador (D1%),

= (4) consecuencia de la naturalidad de ¢ y la propiedad de la unidad pg o (ng ® 1) = 1p.

Por lo tanto, por la propiedad universal del igualador ip, se tiene que 3! §: By ® By — Bp

satisfaciendo que i o0 = pup o (ip ® ig). Componiendo con pp se tiene que:

ppoipol =ppopupo(ip®ip) == O=ppoupo(ip®ip)=pipy,-
pBoip=lp,

Ademas, np,, es la factorizacién a través del igualador ip del morfismo 7p.

in (1p®g)odnp
_—
By B B H
A N 1p®nH
N
N nB
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En efecto, (1 ® g)odpong = (1p ®nu) o np:

(lp®g)o(mp®nB) = nNp@nNH.

(1®g)odpons = =

np®nBp=4pong NH=9oNB

Entonces, por la propiedad universal del igualador, 3! v: K — Bjy verificando que ig o v = np.
De nuevo, componiendo con pp se obtiene lo siguiente:

PROIROV =pponNg = UV =DpPRONB=T1By-
pBoszlgH

Finalmente, la terna (By, 1B, , N8, ) verifica los axiomas de algebra en C.

1. ppy oIy ®nBy) =1y = 1By © (MBy © 1By)-
Se comprobara la igualdad pp, o (1, ® nB,) = lp, siendo la prueba analoga para
la igualdad pp, o (nB, ® 1p,) = 1p,. Como ip es un monomorfismo, serd equivalente
comprobar que ig o up, o (1p, ®np,) = ip. En efecto:

iBopuBy ©(1py ®NBy) =ppo(iB®ip)o (1, ®nBy) = ke o (i ®NB) = iB.
ppo(lp®np)=1p

2. UBy © (:UBH ® 1BH) = UBy © (1BH ® MBH)'

De nuevo, por ser i monomorfismo, serd equivalente comprobar que

iB O UBy © (HBH & ]-BH) = iB O UBy © (]-BH & /’LBH)'
En efecto:

ipopupy o(uBy ®1By) =ppo(ip®ip)o(upy ® 1By, ) =pupo(up ®1p)o (ip ®ip ®ip)

_ 1 o o )
Asociatividad de pp I C °o(lp@up)o(ip ®ip ®ip) = upo(ip ®ip) o (lpy ® upy)

=igoupy °(ly @ uBy)- O
Observacion 3.11. Notese que dp,, y €, son las factorizaciones, a través del coigualador (D2%),

de los morfismos (pp ® pp) 0 dp v €p, respectivamente.

Como Bp tiene estructura de &algebra y de codlgebra en C, parece natural plantearse la
siguiente cuestion: json los morfismos wp y wip de algebras y de coélgebras? Si se dota al objeto
By ® H del producto pip,er = (By @ pu)° (1, ® ca,B, @ 1), ni wp ni wy son morfismos
de algebras, excepto que se requiera alguna hipoétesis adicional como la conmutatividad o la
coconmutatividad de B. Lo mismo ocurre si se trata de probar que wp y w/z son morfismos de
coalgebras dotando a By ® H de la comultiplicacion dp,on = (1, @By H @ 1m)o (0B, @m).
Una vez observados estos hechos, el objetivo pasa a ser el siguiente: jexiste alguna estructura de
algebra (coalgebra) sobre By ® H de tal manera que los morfismos wp y wj sean de algebras

(codlgebras)? Los resultados sucesivos tratan de responder a esta cuestion.

Proposicion 3.12 ([I], Proposicion 1.2). Si (A, pa,pa,na, f) es un H-comddulo dlgebra Cleft
por la derecha en C y Ag es el igualador del siguiente diagrama:

PA

Ay —"A o4

AR H ,
14®nu

entonces:
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1. Ap es un dlgebra en C.
2. Ewiste una accion oA, : H® Ag — Apn.

3. Agllo H es un producto cruzado, siendo el cociclo o la factorizacion a través del igualador
del morfismo (a0 (f @ f)) * (f ' o ).

4. Existe un isomorfismo (: At H — A de H-comddulo dlgebras.
Demostracion.

1. La prueba de que Ap es un élgebra en C es aniloga a la ya realizada en la Proposiciéon
3.10]

2. pa, es la factorizacién por i4 del morfismo

pao(la® (paocan))o(f@fr@ia)o (6@ lay,).

En efecto:

paopao(la®(paccaa)o(fOF 1 ®ia)o(6a®lay) = (a®@pur)o(la®cu,a®1ly)o(pa® ((1a ® p)

M
0o(la®cua®ly)o(pa®@pa)ocaa))o(f®F ' @14)o (6 ®ia)
5 (ha®pu)o(la®cua®@1r)o(pa®@pa®lu)o(laga ®pa)o(la®ca a)

o(f®f ' ®1a)0(5y ®ia)

& (ra@pa)o(la®cHaolp)o(laga @ (crao(lgr@pa)o(ly ®ca,a)))

o(f®lg®Ag® f ' ®1a) 0 (6 ®dH)0dy) ®ia)
& (rao(la® (pacca,a)o(fRF1®14)0 0y ®ia)) @nm,

siendo cada una de las igualdades previas consecuencia de los siguientes hechos:

(1) se debe a que p4 es morfismo de H-comddulos por la derecha, es decir, se satisface

la identidad pa o pa = (ua @ pa)o (1a®@caa® 1g) o (pa @ pa),

(2) se debe a la naturalidad de ¢, a que i4 es el igualador de pg y 14 ® g, v a la
propiedad de la unidad pg o (ng ® 1g) = 1y,

(3) es consecuencia de la naturalidad de ¢, el hecho de que f sea morfismo de H-

comédulos por la derecha y la igualdad pao f~t =cgao(Ag @ f~1) o dn,

En (4) se ha empleando la naturalidad de la ¢, laigualdad pgo(1g®@Ag)ody = eg®@ny
y la propiedad de la counidad (1g ® ef7) 0 6 = 1p.

Entonces, por la propiedad universal del igualador 3! ¢4, : H® Ay — Ag verificando que
ia0@ay =pao(la®@(paocan))o(f®f1®ia)o (6 ®1a,).
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3. En primer lugar se probara que el cociclo o es la factorizaciéon a través de i 4 del morfismo

(nao (f@ ) *(f opm).

En efecto:

paol(paoc(f®F)*(f~ opm) N (Ma®@pr)o(la®cga®lmg)o(((pa®pmr)o(la®ch,a® 1)

0(pa®pa))® (paof ")) o(f®FR®pum)o(ly ®cupy ®1y)o (6u ®dn)

& (na@pm)o(la®cua®lu)o(lagu ®(paof™h)

o((pao(f®f)®un @pur)o(laga ®OHRH) ©OHQH
5 (ha®pm)o(la®cra®ly)o(lagn ® (cuaoMu®fh))
0(1a®dp ®@1g)o((pao(f® ) ® (0mopnm))odusgH
& [(ao(f@ ) *(f " opn)®@nm,

donde:

(1) es consecuencia de que p4 es un morfismo de H-comoédulos,

(2) se debe a que f es morfismo de H-comddulos por la derecha, a la naturalidad de

¢y ala coasociatividad de dggm,

(3) es consecuencia de la igualdad paof~! = ey a0(Ag®f~1)ody, de la compatibilidad

entre ug y 0m, (g @ ppr) o dggn = dm o p, v la coasociatividad de 0,

(4) es consecuencia de la naturalidad de ¢, la igualdad 1y * Ay = eg @ ng v la

propiedad de la counidad (eg ® 1g7) 00 = 15.

Por lo tanto, por la propiedad universal del igualador, 3! 0: H ® H — A verificando que
iao00 = (nao(f@f))*(f Ltouy). Ademas, con argumento similares a los previos, se puede
comprobar que o € Reg(H ® H, Ay) con inverso para la convolucion el morfismo que se

obtiene por la factorizacion a través del igualador de (f o ug)* (upocgpo (f~t® f71)).

Es facil comprobar que la terna (AgfsH, pta,t, HyNAyt, 1) Verifica los axiomas de algebra,
siendo los morfismos pa, 4,1 Y A4, m los de la Definicion [2.29]
4. (:=pa0(ia® f): Ag ® H — A es un isomorfismo en C con inverso x := (P ® 1g) o pa,

siendo P el morfismo que se obtiene por la factorizacién a través del igualador del morfismo
pao(1a® f~1)opa. En efecto:

paopao(la®f ) opa=(na@pu)o(la®cra®lu)o(pa®@pa)o(la® f)opa

= (pa®pu)o(la®cua®@ly)o(pa® (craoMu®f ) ody))opa
paof t=cy aoc(Ag®f~1)ody

= 1g)o(1 o o(1 A
Naturalidad de ¢, (pa®1pg)opa=(1la®bg)opa (MA ® H) ( A® (CHaA ((NH ( H® H)

06g)® f 1) odu))opa=(naoc(la®f 1) opa)®@nu

De nuevo, por la propiedad universal del igualador, existird un tinico P: A — Ap verifi-

cando que ig 0 P =0 (la® f~Hopa.
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a) 'y x son inversos en C.

Cox=pao((iaoP)®f)opa=paoc((pao(la®f 1 )opa)®f)opa

= 14® 1o f)os 5
(pa®ly)opa=(lp08y)opa ,asociatividad p Ha© ( 4 ('uA ° (f f) ° A)) o4

. = pao(la®(naoea))ods =14
pao(f~i®f)oda=ca®@na

Dado que i4 es un igualador, ¢4 es un monomorfismo en C. Por lo tanto, probar que
XoC=1a,0H es equivalente a ver que (ig ® 1g)oxo( =14 ® ly. En efecto:

(ia®1lg)oxol=((iaoP)®1g)opaopao(ia®f)=((rao(la®f )opa)®1lg)opaopao(ia®f)
(pao(la® fNopa)@1g)o(ua®@um)o(la®cha®ly)

pna de H—fom()dulos
0 (pa®pa)o(ia® f)
(pao(la®f " opa)@lm)o(pa®@pu)o(la®cua®ly)

A igu:alador
o (ia®nu ®(paof))

= o(1 o o 1
Naturalidad de ¢, pgo(ng®1y)=1g ((MA (A®f ) pa 'uA)® H)

o (ia® (paof))
(pao(la®f No(pa®pu)o(la®cya®ly)o(pa®pa))®1y)

pna de Hjomédulos
o (ia® (paof))
(pao(Qa®f Ho(pa®@pn)o(la®cya®ly)o(lagn ®pa)) @ 1p)

iA igilador
o(ia®nm ® (paof))

= la®ft ®1 14® ®1
Naturalidad de ¢, pgo(ng®ly)=1g ((NA ° ( A f )O ('uA H) O( A PA)) H)

o (ia® (paof))

-1
= 1
f de H-comoédulos, (pa®1g)opa=(1AR35)opa ((“AO(MA(X)f ))® H)

0(ia®(f®dm)odn))
(rao(Qa® (pao(f®F 1) odu))®1y)o (ia®du)

1A asociativa, dp coasociativa

= 1 1 1 1 =1 1g.
eRea(H,A) (mao(la® (macen)))®1lg)o(lp, ®ég) =ia® 1y

b) ¢ v x son morfismos de H-como6dulos. Notese Ay ® H es un H-comédulo con la coac-
cion payen = la, @ 0y (Lema . Se probara que ¢ es de H-comdédulos por la
derecha, siendo los razonamientos anédlogos para Y.

paol=paopaso(ia® f)

1 de H comodulos (A ®@pa)o(la®@caa®ly)o(pa®pa)o(ia®f)

(a®@pr)o(laQcH,Aa®1H)o (ta @1 Q (paof))

iaA igu;ldador

= 1 1 3 ) = 1 .
Naturalidad de ¢ . oa1o(nm@1p)—11 (Hao(la® ) ®1g)o(ia®dy) = ®1y)opayou

¢) ¢y x son morfismos de élgebras con el producto cruzado de Ay con H.

Conayt,H =10 (ia® f)o(na, ®nu) pao(na®na)=na.

tAONA g =n4,naA=fony
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Copaytoa =0a00A®f)o(Hay ®1g)o(pay @o@ur)o(lay ®vay, @dugH)
o(lagor @cH Ay ®lg)o(la, ®égp®layen)

A (Ha® f)o((iaopay)®(pao(uao(f®F)®(F ' opun))odugn)® pu)

o(lay ®pay ®duen) o (lagyen @cuay ®1g)o(la, ®0y ®la,eH)

G A (C®pa)o(Qayea ®fF®(pao(f' ®f)odgoun))o(tay ®dugH)

o(lay @pay @lugr)o (layen @caay @lu)o(lay @6 @ layen)

G e C®pa)o(layeor ® f®Mac(ca ®en))) o (pay ®dHoH)

0o(lay ®pay @lugr)o (lagen @cuay ®1g)o(la, @0y @layeH)

& pao(pa®la)o(ia® f®1la)o(na, ®1g®1a)o(lay ®pay, @1y ®@14)

o(layer ®cH,Ay ®1a)o(la, ®06y @ 1ay, ® f)

<;,MAO(MA®f)0(MA(X)f@lH)O(iA®((MA®1H)0(1A®MA®1H)0(1A<§§>CA,A<X>1H)

o(f®f ' ®ia®1H) o (6 ®caay)o (0 ®lay)) ®1g)

GHace (a®14)0(ia® (pao(la® (maocaa))o(f®pao(fP®Ff)ody)®ia)

°(6n ®1ay)) ®f)

G Hac (a®1a)o(ia®(pao(la® (naocaa))o(f®(Maocen)®ia)o(du ®1ay,))® f)

g)#AO(NA®1A)O(1A®HA®1A)O(iA®f®iA®f)

o hae C®0),

siendo:

» (1) consecuencia de las identidades

iaopay =pac(ia®ia)yisoo=(pac(f@f))(f" opun),

(2) consecuencia de la asociatividad de p 4, la coasociatividad de dggpm v la igual-
dad (ug ® pg) o duer = 0 © fiH,
(3) se debe a la igualdad pao (f'®@ f)ody =cyp ®@nayenmopny =ey e,

(4) consecuencia de la naturalidad de ¢ y de las propiedades de la unidad y la

counidad, pra o (1a®na) =1ay (lg®cpg) ooy = 1,

(5) consecuencia de las identidades 14 o ppa, = pao (ia ®ia)y

ia0@a, =pao(la® (paocan))o(f@F 1 ®ia)o (6 ®1a,),

(6) se debe a la naturalidad de ¢ y a la asociatividad de 4,

)
= (7) se debe a la igualdad pao (f1® f)ody =ey @na,
(8) se debe a la naturalidad de ¢, la propiedad de la unidad, pq0 (14 ®mn4) = 14,
y la propiedad de la counidad, (1g ® ef) 0o dg = 1p,

Por ultimo, (9) es consecuencia de la asociatividad de p4.

Similarmente se prueba el resultado para Y. O
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La siguiente proposicién se obtiene mediante razonamientos anélogos a los previos.

Proposicion 3.13 ([I], Proposicion 2.2). Si (D, ¢p,0p,ep,g) es un H-mddulo codlgebra Cleft
por la derecha y Dy es el coigualador del siguiente diagrama,

¥YD

Do H D—°° Dy,

1p®ey

entonces:

1. Dy es una codlgebra en C.
2. Eziste una coaccion pp,,: Dy — H @ Dy.

3. Dy ©q H es un coproducto cruzado, siendo a: Dy — H ® H la factorizacion a través del

coigualador cp del morfismo ((9 ® g) odp) * (5gog™t).

4. Existe un isomorfismo de H-mddulo codlgebras por la derecha k: Dy ©o H — D.

Particularizando los resultados anteriores se obtiene el conocido Teorema de Radford-Majid-
Bespalov, introducido por Radford [33] a mediados de la década de los 80 del siglo pasado y
con el que se da respuesta a la pregunta planteada previamente: ;existe alguna estructura de
algebra (coalgebra) sobre By ® H de tal manera que los morfismos wp y wz sean de algebras

(codlgebras)?

Corolario 3.14 (Teorema de Radford-Majid-Bespalov). Sean H y B dlgebras de Hopf en C y
f:H— B, g: B— H morfismos de dlgebras de Hopf tal que g o f = 1g. En esta situacidn,
By < H '= (B ® H,mBy4H, BytHEByoH0ByoH) €s isomorfo a B. Mds concretamente:

1. By ® H es isomorfo a B en Mg, es decir, son isomorfos como H-mddulos de Hopf por la

derecha,
2. BpfiH es isomorfo a B como dlgebras en C,

3. By © H es isomorfo a B como codlgebras en C.

Demostracion. En primer lugar se prueba que (B,pp = (1p ® g) o dp, uB,nB, f) es un H-

comoédulo algebra Cleft por la derecha.

1. (B,pp) es un H-comodulo por la derecha (Caso particular [3.9).
2. pp es un morfismo de H-como6dulos por la derecha.

(LB®1g)oppeg = (B ®rH)o(lpgr®g®g)o(1p®cr,B®1p)o(dp ®IRB)

= (1p®g)o(up®@puB)o(l1p®cp,p®@1p)o (i ®IB)
g de algebras

=(lp®g)odpoup =ppous.
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3. mp es un morfismo de H-comoédulos por la derecha.

peong=(lp®g)odéponpg=(1p®g)o(np®nB) =
gonp=mn

nB @ NH-
H
4. f es un morfismo de H-comodulos por la derecha.

ppof=(1p®g)odpof (f®(gof))ody =(f®1g)odn.

f de co_élgebras

5. f € Reg(H, B) con inverso f~!:= fo \g.

pao(f®(foAm))odn fougo(lg®Ag)ody = fongoey =eg @NB.

f de {Eg,ebras

Anélogamente se verifica que (foAg) * f =eg @ np.

Ademis, en el Caso particular se ha concluido que el diagrama (D1%))

(1p®g)odp

By—'2 . B Bo H

1p®nu
es un igualador. Entonces, se verifican las hipotesis de la Proposicion [3.12] Por lo tanto, se tiene:
» Existe una accion ¢p, : H ® By — By verificando que

ipoypy =pBo(lp®@(upocpp))o(f® (folr)®ip)o (dy ®1p,).

En este caso, (By, ¢p,) es un H-modulo por la izquierda. En efecto:

e ©p, © (ng ® IBH) = 1p,.

iBoyBy o(ME ®1By) =puo(1B® (uBoc,B))o(f®(folr)®in)o((0r onm) ®1By)
=upo(lp®(upocp,p))o(f®(folu)®ip)o(ny ®ng ®lp,) =1ip

donde la iltima igualdad de la cadena anterior se debe a las siguientes propiedades:

f es un morfismo de algebras, la naturalidad de ¢, la propiedad de la unidad,
ppo (np®1p) =1p = ppo(lp @nB),

y al hecho de Ay preserva la unidad, es decir, Ay o ng = ng. Por lo tanto, como ip
es un monomorfismo, se concluye que v, o (ng @ 1, ) = 1p,.

e vp,o(ly ®¢p,) =By © (g ® 1p, ). Como ip es un monomorfismo, resultard equi-
valente probar que i o v, o (1g ® ¢p,) =i o ppy, © (Lo @ 1p,).

iBoyBy ©(lg ®¢py,) =ppo(lp®(upocn B))o(f®(foln)®ir)o (du ® vBy)
=pupo(lp®(upocp,B))o(lBep® (ko (1 ®pup)o (1 ®cp,B)))
o(f®@(forH)®f®(fodnm)®ip)o (0m ®H @ 1py)
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Por otro lado:

ipowpy o(pr ®1lpy) =ppo(lp®(rBocp,B))o((f@(folm))odyopn)®in)
=upo(lp®(ppocn,p))o((f®(folu))o(uu @ pu)
o(ly®ey,p®1ly)o (0 ®on)) ®ip)
=upo(lp® (upocp,p))o(up ® (LB ocg,B) ®ip)
o((lp®cp,p®1B)o(fR(folu)RFR(folu))o(dny ®du))® 1)

Por lo tanto, por la naturalidad de ¢, se deduce la igualdad.

» Bpf#,H es un producto cruzado con o € Reg(H ® H, By) verificando que

ipoo=(upo(f®f)*((foru)opnn)

En este caso, se verifica que 0 = ey ® eg ® 9y, por lo tanto, segin la Observacion 2.30]
se tiene que pupyu, v = UByiH- En efecto:

ipoo = (upo(f®f))*(folmopum) upo(f®(fodm))o(pg ®umu)oduen

f de éTgebras

fde;gebrasfo“H°(1H®>‘H)°5H°HH:fOUHOé‘HO/tH

= eg®eg®nB = eng ®en ® (iBonBy)
fonu=np NB=iBONBy

De donde, por ser ip un monomorfismo, se concluye la igualdad 0 = ey ® eg ® np,, .

» wp=pupo(ip® f): BytH — B es un isomorfismo de H-como6dulo algebras con inverso
X=(P®1lyg)opp: B— BytH. Ademas, x = wz. Para demostrarlo, inicamente hay que
comprobar que P = pg. Por la Proposiciéon es conocido que P: B — By es el Ginico
morfismo verificando que ipo P = upo(1p® (foAy))opp. Entonces, si se demuestra que
pp también cumple la identidad previa, por unicidad, se concluiria que P = pg. En efecto:

inopp=qp=ppo(1p® (formog))odp=pupo(lp®f opp.

Por lo tanto, wp es un isomorfismo de H-comédulo &lgebras con inverso w'g.

También se comprueba facilmente que (B,¢p = upo (13 ® f),dp,eB,9) es un H-mo6dulo

codlgebra Cleft, siendo el inverso de g € Reg(B, H) con respecto al producto convoluciéon el

1

morfismo definido como g7+ = g o Ag. Ademés, como consecuencia de Caso particular , el

diagrama (D2%))

po(1B®f)

B® H B B By

1p®eny

es un coigualador. Por lo tanto, por la Proposicién [3.13] se tiene:
» Existe una coaccion pp,, : By — H® By . Ademas, en este caso particular, el par (By, pBy,)
es un H-comdédulo por la izquierda.

» By Oq H es un coproducto cruzado, pero como o = ng @ ng ® €p,,, entonces se tiene que

5BH6(,H = 5BH®H-

= wp: By © H— B es un isomorfismo de H-mddulo codlgebras con inverso w}B. O



Capitulo 4

Teorema Fundamental de los Mo6dulos

de Hopf en el contexto débil

Una vez demostrado el Teorema Fundamental de los Mdédulos de Hopf sobre una categoria
monoidal braided estricta y simétrica con idempotentes escindidos, es natural plantearse si cabe
la posibilidad de generalizar este resultado para algebras de Hopf débiles. Bohm, Nill y Szlachanyi
introdujeron en [I0] la categoria de modulos de Hopf por la derecha sobre un algebra de Hopf
deébil H, Mg, y enunciaron la versién débil del Teorema Fundamental de los M6dulos de Hopf,
la cual se desarrollaréa a lo largo de este capitulo. A diferencia de lo que ocurre si H es un algebra
de Hopf, en el contexto débil no se tiene por qué satisfacer la condicion de que w’ow = 1yscorr g -
Esto obligara a introducir un nuevo objeto que, en el caso de que H sea un algebra de Hopf,
coincide con MH @ H.

A continuacion, se considerari el caso particular de algebras de Hopf con proyeccién:

1HCH ! B.
g

En este contexto, se prueba que también es generalizable para algebras de Hopf débiles el Teorema
de Radford-Majid-Bespalov y, sobre todo, que los morfismos wp y w'z son inversos si y solamente
si H es un algebra de Hopf, resultado del cual sélo se conocia la implicacién en uno de los sentidos

vista en el anterior capitulo.

En lo que sigue, C seguird denotando una categoria monoidal braided estricta y simétrica con
la propiedad de idempotentes escindidos, mientras que H denotarad un algebra de Hopf débil en

C. Se comenzara definiendo el concepto de moédulo de Hopf sobre un algebra de Hopf débil en C.

Definiciéon 4.1. Sea M € Ob(C). Se dice que M = (M, var, par) es un H-médulo de Hopf

por la derecha en C si se satisfacen las propiedades siguientes:

47
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» (M, ppr) es un H-modulo por la derecha y (M, pas) es un H-comoédulo por la derecha.

= Se verifica la condicién de compatibilidad siguiente entre la acciéon y la coaccién:

prmoenm = (em @ pr)o Iy @curg ® 1) o (pv @ 0m).

Como se puede observar, las condiciones previas coinciden con los axiomas de la Definicion
3.1] en el contexto clasico, lo inico que ha variado es que H es ahora un algebra de Hopf débil.
Ademas, f: M — N es un morfismo H-mdédulos de Hopf por la derecha si es de H-mo6dulos

y de H-comé6dulos por la derecha, coincidiendo nuevamente con la Definicion

Dado (M, ¢nr, par) un H-médulo de Hopf por la derecha en C, se considera el morfismo

av = om0 (I @A) o pasr.

Proposicion 4.2. qu; es idempotente.

Demostracion. En primer lugar se verifica que

paroqur = (1 ® M) o par o qur. (4.1)

En efecto, por un lado se tiene que:

PM ©qM . (e ®pm)o (I @ cap 1) o (pv @ (ca,m o (Mg @ Ag)odm)) o pum
(em ® 1) o (1 ® (cr,m o (M ® Agg) 0 8u)) 0 par,s

(@)

donde se han utiliza las siguientes identidades:

» en (1) la condicion de compatibilidad entre la accion y la coaccion junto la anticomultipli-

catividad del antipodo Ay,

» en (2) se ha empleado la condicién de H-comoédulo, (par ® 1g) o par = (1 @ ) © par, la

coasociatividad de dy, la naturalidad de ¢ y la igualdad py o (1g ® Ag) o 6y = Mk,

Por otro lado, utilizando los mismos argumentos que en la cadena de igualdades previa, se tiene
que

A @ME)oparogn = (par ®ME) o (1ar ® (e o (ME @ Agr) 08m)) 0 por.

Por lo tanto, por la naturalidad de ¢ y el caracter idempotente del morfismo I_IILLI7 se concluye

).
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Entonces, utilizando la igualdad anterior se tiene que qps es idempotente. En efecto:

M OGN = PM O (1a ® (A o)) 0 par 0 g

= ppm ol ®@AgonEoum)o(ly ®caa®1ly)o(pa @ (camo (M ® M) 08m)) 0 par

=

= orro(par @ O oMb)) o (1ar @ (e o (M5 @ Apr) 01)) 0 pas

G e (prr @ Apr) o (L @ (car,pr o (M ® Agr) 0 8m)) 0 pus

& Mo (e ® M) 0 (Ing ® (e, o (Mg @ Air) ©357)) 0 posr

g) orm oIy ® (pro(ly ®NE)ody og))opur

@ enm o (lv ® Ag) © pm = qur,

siendo:

(1) consecuencia de la condicion de compatibilidad entre la acciéon y la coaccion y la anti-

comultiplicatividad de Ag,

(2) consecuencia del axioma de H-comodulo, (pys ® 1p) o par = (1 ® 6ir) 0 par, la coaso-

ciatividad de dg, la naturalidad de ¢ y la identidad pg o (1g ® Ag) o dy = I‘I%7
» (3) consecuencia de la naturalidad de ¢ y del caracter idempotente del morfismo I_IJLLI,

= (4) consecuencia de la identidad Ay o Mk = M& o Ay,

(5) consecuencia de la anticomultiplicatividad de Ay y el axioma de H-moédulo siguiente:

ermo(pm @1y)=oupo(ly @ pg),
» (6) consecuencia de la identidad pg o (1g @ M) o dy = 1. O
Por ser gy un morfismo idempotente en C, existiran M = Im(qys), objeto de coinva-

riantes en C, par: M — M©H epimorfismo e ip: M©H — M monomorfismo verificando

que ipf OPM = QM Y PM © iy = lyeom, es decir, son conmutativos los siguientes diagramas:

1]”coH

M qm M McoH McoH
PM in m\ pM
MCOH M
Proposicion 4.3. FEl diagrama
coH M P
M — M M®H (DD1)

_—
(1 @ME)opns
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es un diagrama igualador. Asimismo, el diagrama

YMm

M@ H

M—PM o pjeoH (DD2)

eno(1y k)

es un diagrama coigualador.

Demostracion. Se seguird el esquema de demostracion llevado a cabo en la Proposicién por

lo que se comprobaré tnicamente que (DD1)) es un igualador. Los argumentos son similares para
probar que (DD2) es un coigualador.

1. pyoin = (1p ® M%) o par o ipy. Es consecuencia inmediata de la identidad (1)) y de que

Py es un epimorfismo.

2. Propiedad universal del igualador. Si ¢t: Z — M es un morfismo verificando la identidad

pyMot= (1M®|_|1Lq)opMoty0::pMot, entonces:

ivyof=ipyopyot=quot=wrno(ly@Ag)oprpot

= ervo (I ® AmoMg))opu ot
paot=(1py@NE)oppsot

LS e L ero(ly ® (M ong))opy ot
Agong=rgony

= omo(ly ®@NE)oprrot
puot=(1p @M )oparot

= t.
enmo(ly®@ni)oprr=1p

Ademas, por ser ij; un monomorfismo, se concluye que (DD1)) es un diagrama igualador. O
Si se consideran los morfismos w = @0 (iyy @ 1y) vy w' = (py @ 1) 0 pas, entonces se tiene
que wow’ = 1. En efecto:

wow =@ o((ingopm)®Lly)opr = o (g ®1p)opur
=pmo((ppmo(lm @Am)opm)Lly)opm
o ermo(ly ® (pgo(Ag ®1g)ody))opm

= em oy @MEYoprr = 1,
pHOAE®ly)ody=nEk

siendo la igualdad (%) consecuencia del axioma de H-moédulo, gpro(pp®@1p) = ppmo(ly@pm),
y de H-comodulo, (par @ 1) o par = (1ar ® dp) o par. Por lo tanto, el morfismo
Vi =wow: M @ H - M“" @ H
es idempotente. En efecto:
VamoVy =(Wow)o(wow)=wo(wow)ow=wolpyow=w ow=Vy.
Por lo tanto, existen M“H x H = Im(Vy) € Ob(C), ppreorir: MH @ H — M°H x H

epimorfismo e iyeor s g2 MH x H — M @ H monomorfismo verificando la conmutatividad

de los siguientes diagramas:
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M
/ \
Vm

Mt g H Mt g H
Wl ipnjeoH x b
H
MeH x H :
coH Lareotl x coH
Meoll x H MeoH x H
W PpjcoH o
Me" g H

El siguiente lema afirma que el objeto M“H x H es un H-moédulo de Hopf por la derecha.

La demostracién es inmediata por las propiedades de los morfismos que intervienen.

Lema 4.4.

1. M x H es un H-mddulo por la derecha con la accion

Prreott i = Pageoti i © (Lageorr @ ppr) 0 (ipgeor g @ 1)
2. Mt x H es un H-comddulo por la derecha con la coaccion

Pareott cpr = (Pageott g @ 1) © (Ipgeorr @ 6p) © ipgeott -

3. Mt x H es un H-mddulo de Hopf por la derecha.

Considérense los morfismos ayr y O/M definidos como sigue:

= w0 iypeons s MO x H — M,

oy = Pppeotis g 0w s M — MH x H.
Proposicion 4.5. Con la estructura de H-mddulo de Hopf por la derecha definida en el Lema
an Y oy, son morfismos en la categoria Mg
Demostracion. Se llevard a cabo la demostracién de que ajps es un morfismo de H-médulos de

Hopf por la derecha y se omitiran los detalles para oy, ya que los argumentos son similares.

= a7 es un morfismo de H-médulos por la derecha.

QN O PpreoH g =W O ippeol y jy O Popeot x g © (Lpgeon @ pp) © (pgeon g ® 1H)

, )
. - . wow owo (Iyrecon @ pp)o (ipreorg @ 1H)
ipfeoH x [ OP ppeoH x =V M =w'ow

o WO (Lpreorr @ ) 0 (ipgeor g ® 1a)
=1y

= ermo((woipreormy ) ® 1) = oo (an ® 1x).
wo(1y cor QUH)=PMO(WBLH) M *H
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= a7 es un morfismo de H-comdédulos por la derecha.

(am @ 1) o ppjeorr g = (WO ip el w ;g © PaseoH o pr) @ L) © (Lpeom ® Spr) 04 peoH o pr
= ((wow/ow)(@lH)o(l]\/jcoH ®§H)OiMcoH><H
iA/[coH « HOPpfcoH XH:VAI:W,OUJ
- (w®1H)O(1 /COH®6H)O’L' coH
M M X H

wow’=1ps

= PM OWOiycoH =ppmoap. O
(w®1p)o(1, comr ® H)=ppow MEoE xH

Se prueba a continuacion el Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf en el contexto
débil.
Teorema 4.6 (Fundamental de los Modulos de Hopf para algebras de Hopf débiles). Si H es un
dlgebra de Hopf débil y (M, @ar, par) es un H-mddulo de Hopf por la derecha, entonces, M x H

y M son objetos isomorfos en la categoria ./\/lg

Demostracion. Basta comprobar que aps y oy, son inversos en C. En efecto:
® 0y = WO ipeory gy ©Pppeotigy OW =wo Vyrow
=wow owow =101y =1y,
® oy o = Ppjeoti g © W 0 WO peot s fr = Pageoti g © VL O i peoH s
= PapeoH x | © UpgeoH s [ © PieoH x | © UpeoH s [
= 1McoH><H o 1McoH><H = 1MCDH><H-

Por consiguiente, apr: MH x H — M es un isomorfismo en M# con inverso o). O

Se consideraré a partir de ahora la situacién de algebras de Hopf débiles con proyeccién: sean
H y B algebras de Hopf débilesen Cy f: H — B, g: B — H morfismos de algebras de Hopf

débiles verificando que g o f = 1y, es decir:
f
1n CH § B.
En este contexto se tiene que (B, pp :=pupo(lp® f),pp = (1p ® g) o dp) es un H-mo6dulo de
Hopf por la derecha (prueba anéloga a Caso particular . Por lo tanto, por el Teorema

se puede afirmar que existe un objeto By en C, objeto de coinvariantes de B, verificando que

By x H es isomorfo a B en la categoria ./\/lg Ademas, se tiene que:

1. Por la Proposicién
qg =pupo(lp®(folyog))odp: B— B

es un morfismo idempotente. Asi, existen pg: B — By epimorfismo e ig: By — B mono-

morfismo verificando que

IBOPB =(B, PBOiB = 1py.
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2. Por la Proposicion [.3] se tiene que los diagramas

i (1p®g)odp
By z B~ —B®H (DD1*)
(1p®(Nkog))osp

upo(1p®f) -
B H B By (DD2%)

ppo(1p@(forf))

son de igualador y coigualador, respectivamente.

3. Los morfismos

wp = ppo(ip® f): Bg® H — B,
Wi = (pp®g)odp: B— By ® H,

satisfacen que wp o wlz = 1p, y por lo tanto, el morfismo Vg = wp o wp es idempotente,
lo que implica que existe By x H objeto en C, pp,xu: By ® H — By x H epimorfismo

e ipyxH: By x H — By ® H monomorfismo satisfaciendo que:
IByxH OPByxH = VB, DPByxH9iByxH = 1ByxH-
FEntonces, en la situacion del diagrama siguiente,

B

/ K
v

By @ H & By ® H

PBgxH y}l‘,

BHXH s

los morfismos ap = wROiB,xH Y O = PByxH oWy son inversos en C. Ademés, dotanto a
By x H de estructura de H-modulo de Hopf por la derecha (Lema [4.4) junto con la accion

y coaccién siguientes:

OBy xH =DPByxH° (1B, @ pE)o (ipyxu @ 1H),

PByxH = (PByxH @ 1m)o (1, ®0H) o i, xH,

ap y o son morfismos de H-moédulos de Hopf por la derecha (como consecuencia de la
Proposicién . Por lo tanto, By x H es isomorfo a B en la categoria Mg

Proposicion 4.7 ([6], Proposicion 2.10). Sean H y B dlgebras de Hopf débiles enC y f: H — B,
g: B — H morfismos de dlgebras de Hopf débiles tal que go f = 1. Son equivalentes:

1. Wy owp = 1p,eH, es decir, wp es un isomorfismo en C,
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2. H es un dlgebra de Hopf.

Demostracion. s Si H es un algebra de Hopf, ya se ha demostrado en el capitulo anterior

que wpg es un isomorfismo con inverso wjg.
» Siwgowp=(pp®g)odpoupo(ip® f) = lp,emH, entonces:
Ny @en = (PB@ (g og))odpopupo((iponp,)® f)

- (pp®ep)odpoupo(ne® f)

iBONBy =NB ,EHCY=ER

= ppof
(1p®ep)odp=1p,upo(np®lp)=1p
Componiendo con ig se obtiene:
ipoppo f=(iponpy)®en = nB ®EH.

1BONB Y ="1B

Por otro lado:

ipoppof=qpof = ppo(f@(foAgogo f))odu
f de coalgebras

goro1, 1B C (f®(fodu))odn

= foumo(ly®An)opn = folpy.
f de algebras

Igualando, se tiene que f o FIJLLI = np ® €. Entonces, utilizando la definicién de I_I%:
M= ((em o pa) @ 1) o (1 @ cam) © (6 © nar) @ 1),
se tiene que:
(cagopm)®@1p)o(lp®@cpm)o (@ f)odgonu) ®1y) =npRen. (4.2)

Por lo tanto, para que (4.2)) se cumpla, necesariamente se tiene que verificar la identidad
egoug =g ey, es decir, ey es un morfismo de algebras. Entonces, por la Proposicion
[2.17] se concluye que H es un élgebra de Hopf. O

Proposicion 4.8 (6], Proposicion 2.4). Sean H y B dlgebras de Hopf débiles enC y f: H — B,
g: B — H morfismos de dlgebras de Hopf débiles tales que go f = 1g. En esta situacidn, se

verifica:

1. By es un dlgebra en C con la multiplicacion y unidad siguientes:

LBy =ppoppo(ip®ip),

By = PB°B-



55

2. By es una codlgebra en C con la comultiplicacion y counidad siguientes:

OBy = (pB®pB)odpoig,

€By ‘= EB O 1RB.

Demostracion. Se detallard tnicamente la prueba de 1. pues 2. se demuestra utilizando argu-
mentos similares. Basta comprobar que pp,, es la factorizacion a través del igualdador (DDI1%)

del morfismo pp o (ip ®ip) y que np,, es la factorizacion por el morfismo np.

i (1p®g)odp i (1p®g)odp
By B B®H By = B _B®H
AN (1p®(Nkog))odp AN (1p®(M%og))odp
AN N
h ~ ppo(ip®in) N N nB
N0(=upy) v(=nsy)
N AN
~ N
By ® By K

" 4, es la factorizacion a través del igualdador ip del morfismo pp o (ip ® ig). Por un la-
do, se tiene que:

(1p®g)odpopupo(ip®ip)=(1p®g)o(up@up)o(1pRcp,p®1p)o(6pRdp)o (ip ®ip)

= (uB® (uro(9®9)))o(lp®cp,B®1B)o (I ®dB)o (ip ®ip)
g de algebras

(s ®@um)o(lpgp ®g® (M og)o(lp ®cp,p® 1)

ip igualador

o (6p®dB)o(ip ®iR).
Por otro lado:

(1p®(Mfog))odpoupo(ip®ip)=(1p®(MNog))o(us®pup)o(lp®cpp®1p)o(dp®ip)o (ip®ip)

o de tlsebras (kB ® (Mopmo(g®g))o(lp®cpp®1p)o (65 ®ip)

o (’iB ®iB)
(B ® (Miopmo(g®(Miog)))e(lp®@cpp®1p)

ip igualador

o(dp®dp)o(ip®ip).
Por lo tanto, teniendo en cuenta la identidad:
Mg o prr o (L @ Nfp) = Nig o

se tiene que (13 ® g)odpopupo (ip®@ip) = (1@ (M4 og))odgopupo(ip®@ip).
Por la propiedad universal del diagrama igualador (DD1%), existe un tnico morfismo
0: By ® By — By verificando que ig 00 = up o (ip ® ig). Asi, componiendo con pp, se

obtiene:

ppoipof=ppoupo(ip®ipg) == 0 =ppoupo(ip®ip) = upy,-
pBoip=lpy
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» 7B, es la factorizacion a través del igualdador ip del morfismo np.En efecto:

(1p®(Mfog))odpons L = L(13®(90”Ié))0530773
ﬂHogzgoﬂB

= 1 1)
Proposicién [2:21] Identidad 1 (MB ® g) ° ( B® CB’B) ° (( B e T]B) ® nB)

, = (1p®g)odpons.
Naturalidad c,upo(l1p®@np)=1p

Por la propiedad universal del igualador, existe un finico morfismo v: K — By verificando

que ¢ o v = np. De nuevo, componiendo con pp se obtiene lo siguiente:

pBOiBoOV =pgpong =—> UV =DpPBONB =By
pPBoip=lpy

Por altimo, la prueba de que la terna (By, g, ,nB, ) verifica los axiomas de algebra es similar
a la realizada en la Proposicién [3.10] O

De ahora en adelante el objetivo serd probar que el isomorfismo ap no es solo un morfismo
de H-modulos de Hopf, sino que también es de (co)algebras con el (co)producto (co)smash al
igual que ocurria en el marco clasico con wp (ver Teorema de Radford-Majid-Bespalov, Corolario
3.14).

Proposicion 4.9 ([6], Proposicion 2.5). Si H y B son dlgebras de Hopf débiles y f: H — B,

g: B — H son morfismos de dlgebras de Hopf débiles tales que go f = 1y, entonces:

1. (Bu,¢By =ppoppo(f®ip)) es un H-mddulo por la izquierda.

2. (Bu,pBy = (9®@pp)odpoip) es un H-comddulo por la izquierda.

Demostracion. De nuevo, sélo serd detallado el punto 1., siendo similares los argumentos para
probar 2. Para ver 1. tnicamente hay que comprobar que ¢pg,, es la factorizacién a través del

igualador ¢p del morfismo
yp=ppo(lp®(upocpp)) e (f®(foAn)®1p)o(dy ®ip).

i (1p®g)odn
By B B~ "B®H
AN (1p®(Mkog))ods

N
N

N
H0(=pp,) N

N
N

H ® By

YyB
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Por un lado se tiene que:

(1p®g)odpoyp=(1p®g)odpoupo(lp®(upocg,p))o(f®(forny)®@1p)o (dy ®ip)

(?> (NB ® (P«H o (!]®g))) o (1B ®cp,B® 1B) o (1B®B ® up ®,U«B) o (1B®B®B ®cp,B® 13)

0(p®Ip®IB)o(lp®cp,B)o(f®(foly)®1p)o(dy ®ip)

g) (hpo(1p®@uB))®@pr)o (g @cu,B®pr)o (1B ®cu,B @ ca,B ® 1)

o((f®1g)ody)® (1 ®g)odp)®(cupo(Ag ®@(form))odu))o(ly ®cu,p)o(dny ®ip)

5 ((upo(lp®up))®1g)o(lpgp ® (cu,po(py ®1p)o (uy ® lueE)))

o(f@ecrp® (ML og)@Aw @ (form))o(Br®dp®@dn)o(ly @cm,p)o (Bu®@ip)=:Q

siendo:

» (1) consecuencia de la condicién de compatibilidad entre dp y up y el hecho de que g es

un morfismo de &dlgebras,

» (2) consecuencia de la naturalidad de ¢, la anticomultiplicatividad de Mg, el hecho de que

f es morfismo de codlgebras y ¢g de algebras y la hipotesis go f = 1,

» (3) consecuencia del igualador ig y de la naturalidad de c.

Entonces, por ser I_IJLLI idempotente, se tiene que:

(1B®|_|1LLI)OQ:Q — (lB®g)o5BoyB:(1B®(|_Igog))oéBoyB.

Por lo tanto, gracias a la propiedad universal del igualador, existe un dnico : H ® By — By
verificando que ipof = yp (). Para concluir que ¢p,, = 6 basta ver que pp,, también satisface
(). En efecto:

ipoyp, =ipoppoupo(f®ip) i ppo(lp®(foAmog))odpoupo(f®ip)
1BOPB=4RB
=pupo(lp®@(foAmog))o(up®pup)o(lp®cp,pE®1p)o(dp®Ip)o(fR®ip)

(f) upo(pup®(upoc,Bo (fOf)o(Ag®@Ag)o(g®g)))o(lp®cr,B®1B)

o(f®f®dp)o(dy ®ip)

G Hme (1p® (upo(pp®1B)o(l1p®cp,B) o (cB,B®1RB)))

o(f®(foru)®1p®(foAmog))o(duy ®(Spoip))

G hee (1p®(upocp,p))o(f®(forn)®@up)o(dy ®1p® (fonkonkog))o(ly ®(3poip))

& e e (1p®(upocp,p))o(f®(fodn)®up)o (6y ®1p @ME)

o(lg ® (dpoin)) & YB,

siendo:

= (4) consecuencia de que f y g son morfismos de édlgebras, de que f es morfismo de coédlgebras

y de la antimultiplicatividad de Ay,
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» (5) consecuencia de la naturalidad de ¢ y de la hipotesis go f = 1p,
= (6) consecuencia de la naturalidad de ¢, del igualador i y de la igualdad Agork = Mfonk
= (7) consecuencia del igualador ip y de la identidad f oM o g = ME,

= (8) consecuencia de la igualdad pgo (1p @ ME) o ép = 1p.

Por ultimo, (By, ¢, ) es un H-mddulo por izquierda.

» gy o (e ®1p,) = 1B,.

¢y oM ®1py,)=ppoppo((fonu)®ip) = ppoupo(np®ip)
fong=nB

= pBOiB :lBH'
uBo(np®lp)=1lp

" v, °(¢By ®1H) = ¢By, o (1B, ® um). Por un lado se tiene:

ipowpy, o(pBy ® 1) =yBo(pBy @ 1H)
=pupo(lp®(upocp,B))o(f@(ABof)®(¢gpopp))o (g ® f®iR)
=ppo(lp®(uBocp,B))o(lpeg ® (Lo (1B ®@uB)o (LB ®CcB,B)))
o(lpgBeB®cp,B®1E)o (fR®MABof)®f®(foAn)®Llp® (foAmog))
0(lg®dg ® (dpoip))
=upo(lp®(ppocr,B))o(lBegr ®prE)o (lBgBoB ® (LB °CRB,B))
o(f®MABof)®f®(fodn)®1p)o(dy ®dx ®ip).

Por otro lado:

ipowpy o(lpy ®pm) =ypo(lpy ®ur)=ppo(IB®(upocp,B))o(f®(Apof)®1p)o((dgopr)®in)
=ppo(lp®(upocp,p))o(f®Apof)®lp)o(un ®uy ®1p)o(ly ®cuu ®lugn)
o0y ®g ®ip)
=upo(lp®(upocp,p))o(up® (LB ocp,B) ®1pB)
0o(1p®cB,B®1BgB) o (f@ABof)@f®(ABof)®1B)o (dy ®Ig ®iB).

Entonces, por la naturalidad de ¢ se deduce que
iBoYBy °(pBy ®1H) =ipopp, o (lp, ® pm).

Por lo tanto, como ip es un monomorfismo, se tiene que

By © (¢By ® 1H) = ¥By © (1B, ® pm). O

Dado que ap es un isomorfismo en C con inverso o', se deducen las siguientes afirmaciones:

» (BuxH, i, xu = dgoupo(ap®ap),NByxH = &/gong) es un algebra en C. En efecto:

LBy xHO MByxH ®lpyxua) =agougo((apoagong)®ag) = agopgo(ne ®ag)
apoap=lp

/
= agoap =1 .
B B By xH
ppo(np®lp)=1p
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Anaélogamente se prueba que pp, o (1, xH @ NByxH) = 1By xH-

BBy xHO (B xH ® 1, xH) =agoupo((apoagoup)®1p)o(ap ® ap ® ap)

= agoppo(up®1p)o(ap ®ap ®ap)
apoap=lpg

!
.= agoppo(lp®up)o(ap®ap ®ap)
Asociatividad de ppg

= adgoupo(lp® (agoagoup))o(ap®ap ®ag)
apoaly=1p

=pByxH O (I1ByxH @ UByxH)-

» ap y oz son morfismos de algebras considerando en By x H la estructura de algebra

anterior.

e ap es un morfismo de algebras.

/
AR ONByxH — QB OQpBOMNB = nB-
apoap=lpg

!
apoupyxH =apoagopupo(ag®ap) = ppo(ap ®ag).
apoap=lp

e o5 es un morfismo de algebras. Es claro, por definicion, que np, xg = &’z 0 np.

pBgxH o (adp®ap)=agoppo((apeap)®(apoap)) =  apoup.
apoap=lp

» (Buy x H,ppyxu = (0/g ® g) odpoapg) es un H-comédulo por la derecha.

— ! /
o -
(IpyxH ®en)oppyxa = (ap®(egog))odpoap (¢ ®ep)odpoap

egog=ep

!
= agoap =1 .
BOQB By xH
(1p®ep)odp=1lp

(pByxH®1H)opByxH = (((dF ®g)odpoapoay)®g)odpoap

= (ap®((g®g)odp))odpoan

Coasociatividad de §p ,agoay=1p

5 de coalgebras (1pyxH @dm)o(ap®g)odpoap = (1pyxH ®OH) O PByxH-

» ap y oy son morfismos de H-como6dulos por la derecha considerando sobre By x H la

estructura de H-como6dulo anterior.

e ap es un morfismo de H-comoédulos por la derecha.

(ap® 1) oppyxu = ((apoag)®g)odpoap = (Ip®g)odpoap =ppoap.
apoap=lp

e o/y es un morfismo de H-comédulos por la derecha.

PByxH O = (a5 ®g)odpoapoay = (ap ®g)odp = (a5 ® 1) opp.
apoap=lp
Por lo tanto, con las estructuras previas, ap es un isomorfismo de algebras y de H-comd6dulos por
la derecha en la categoria C. De forma similar se puede comprobar que se verifican los resultados

siguientes:
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» (Buy x H,0p,xu = (0/g ® &/g) 0dp o ap,epyxH = €p © ap) es una coalgebra en C. Con

esta estructura, ap y o/ son morfismos de coalgebras en C.

» (ByxH,pp,xi = agoppo(ap®f))esun H-moédulo por la derecha. Con esta estructura,

ap y &g son morfismos de H-médulos por la derecha en C.

Considérense los morfismos:

BBytH = PByxH © (B @ pr) o (1py ® ¢y ® lpen) o (lpyen @ cupy © 1H)
o(1p, ®6u @ 1pyeH)© (iByxH @ 1By xH):
NBytH = PByxH © (nBH ®nu),

PBytH = (PByxH @ 1H) 0 (1B, ®6H) 0 iRy XH.

Teorema 4.10 ([2], Teorema 2.8 y Corolario 2.11). Si H y B son dlgebras de Hopf débiles y
f: H— B, g: B— H son morfismos de dlgebras de Hopf débiles tales que go f = 1y, entonces:

1. (By X H,uByusH,MBysH) €5 un dlgebra en C,
2. (B x H, ppy4m) es un H-comddulo por la derecha en C,

3. ap: BgtH — B es un isomorfismo de dlgebras y de H-comddulos por la derecha con

. ;o
inverso o’g: B — ByfH.

Demostracion. Teniendo en cuenta los resultados anteriores, para probar este teorema basta con

comprobar que:
UBytH = UByxHy "BgtH = "IBgxH Y PByiH — PByxH-

" MButH = NByxH-

iByxH ONBytH =By xH ©PByxH ©(MBy ®Mu) =wpowp oMy ®nm)

=wpopupo(ip®f)o (e, ®nu) wpopupo (N ®ng)

iponpy =nB , fong=np

/ . /
wWpoNB = , 'BgxHOQpBonNg

ppo(np®lp)=lp iB g x HOOg=iB  x HOPB x HOWp=wpowpowp=wp

= By xHOMNBy xH-

apoNB=npy xH

Por lo tanto, por ser ig, »xx un monomorfismo, se concluye que N, tH = NBy xH-

" PButH = PByxH- Notese que, en las condiciones del enunciado, se cumple la igualdad:

(W ®g)odpowp = (lp, ®dg)owpowp. (%K)
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Por lo tanto, se tiene:

pByxH = (dg ®g)odpoap = ((pByxH OWR) ® ) 0B OWB OiB, xH

=) (PByxH®1Eg)o (1, ®dg)owpowpoip, xi

, = (PByxH ®1H)0 (1B, ®0H)CiBy; xH OPByxH CiByxH
WROWB=1By XxHOPB xH

= (pByxH ®1g)o (1B, ®JIH)CiIByxH = PByYH-
PBpxHOIBy x H=1By x H

" UByHH = WByxH-

QB OUBL4H = WB OBy xH OPByxH © (UBy ® uu)o (1, ® vBy, ® lugn) o (1B eH @ cH,By @ 1H)
o(lpy ®0g ®1pyeH) 0 (iByxH 1By xH)

) = upo(ip® f)o(upy ®pr)o (1B, ® By ® lHEH)
WBOIB X HOPB yf x H=WB

o(lpyeu ®cu,By ®1u)o (1B, ® 0 @ 1ByeH) © (iByxH @ iByxH)

, =  puo(up®f)o(in®ip@ur)o(lpy ® ¢y ® lugH)
ipopp =kpo(ip®ip)

o(IpyeH ®cH,By ®1H)o (1B, ®0H @ 1ByeH) 0 (IByxH @ iByxH)

peo((tBo(lB®pB))®1E)o(lpgr ® (kB ocB,B) ® 1B)

IBOYBy :yB:,f de algebras
o(lp®@(f®ABof)ody)®ip® (upo(fQf))o(lpgr @cu,By @ 1u)
0(iB®0H ®1ByeH) O (IByxH ®iByxH)

=ppo(up®1p)o(lp®@up ®up)o(lpgr ® (cB,B O(ﬂg ®15)) ®15)
0(ip®(@0pof)®ip® f)o(iByxH QiByxH)

=ppo(wp®wR)o (iByxH ®iByxH) = M1B ° (aB @ ag).
Entonces, componiendo con el inverso de ap, o, se deduce lo siguiente:

! ! !
agoapoupyig = agoupo(ap ®ap) = uByiH =agoppo(ap®ap) =puByxH- U
agoap=lg,xH

Ademas, si se definen:

0ByoH = (PByxH @ PByxH) © (1By @ g @ 1pyen) © (1Bgen @ cBy,H @ 1H)
o (1, ® pBy @ lugH) o (0B, ®0H) 0 iByxH,

epyon = (B, ® €M) 0 iRy xH,

©ByoH = PByxH © (1B ® pa) o (ipyxH @ 1H),

se verifica el siguiente resultado, del cual se prescinde de los detalles pues la demostracion es

similar a la anterior.

Teorema 4.11 ([2], Teorema 3.1 y Corolario 3.2). Si H y B son dlgebras de Hopf débiles y
f: H— B, g: B— H son morfismos de dlgebras de Hopf débiles tales que go f = 1, entonces:

1. (Bg x H,0B,0H,€B,0H) €5 una codlgebra en C,

2. (Bu X H,pp,om) es un H-mddulo por la derecha en C,
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3. ap: Bp © B — B es un isomorfismo de codlgebras y de H-mddulos por la derecha en C

con inverso oy,

Observacion 4.12. Para llevar a cabo la demostracion bastaria con comprobar que:

0ByoH = OByxH, EByoH = EByxH Y $ByoH = PByxH-

Entonces, reescribiendo los Teoremas y se obtendria como corolario la versién débil
del Teorema de Radford-Majid-Bespalov:

Corolario 4.13 (Teorema de Radford-Majid-Bespalov version débil). Sean H, B dlgebras de
Hopf débiles en C y f: H — B, g: B — H morfismos de dlgebras de Hopf débiles tal que
go f=1g. En esta situacion, By o< H = (By x H,mB,4H, iBytHEByoH 0ByoH) €S isomorfo

a B. Mds concretamente:

1. By x H es isomorfo a B en M,
2. BpttH es isomorfo a B como dlgebras en C,

3. By © H es isomorfo a B como codlgebras en C.

A modo de conclusién, a pesar de las sustanciales diferencias entre las dlgebras de Hopf'y las
algebras de Hopf débiles, tanto el Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf como el Teorema
Radford-Majid-Bespalov admiten su respectiva version en el contexto débil, como se ha podido
contemplar a lo largo de este dltimo capitulo. Para algebras de Hopf con proyeccién, a diferencia
de lo que ocurre para algebras de Hopf, en el caso débil el objeto relevante no es By ® H, sino la
imagen del morfismo idempotente Vg, By X H, que serd en este caso el isomorfo a B. Ademés,
progresivamente a lo largo de la memoria, han cobrado una gran relevancia el producto smash y
el coproducto cosmash. A pesar de su motivaciéon en el producto semidirecto de grupos aparecen
en esta situacion de forma natural y permiten afirmar que el isomorfismo obtenido, tanto en
el contexto clasico como en el marco débil, no es solo de H-modulos de Hopf, sino también de

algebras y de coalgebras con tales estructuras.

Una pregunta que puede surgir una vez llegados a este punto es: ;Cudl es el siguiente paso
que abordar? Para dar respuesta a esta cuestion cabe preguntarse en primer lugar cuales son
las similitudes entre las algebras de Hopf y las algebras de Hopf débiles. Entre estas se puede
destacar que pp es asociativa y dp coasociativa para ambas estructuras. Si se suprimen estas
condiciones de asociatividad y coasociatividad se obtienen los llamados Cuasigrupos de Hopf
introducidos por Klim y Majid en [25], asi como los Cuasigrupos de Hopf débiles definidos por
Alonso, Ferndndez y Gonzalez en [3]. Ademas, el Teorema Fundamental de los Mdodulos de Hopf
admite sus respectivas versiones en este contexto no asociativo, las cuales no han sido objeto de
estudio de este trabajo, pero que pueden ser consultadas en las siguientes referencias: ver [27]

para cuasigrupos de Hopf, mientras que para cuasigrupos de Hopf débiles consultar 3], [4], [5].
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