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esto es lo que se llegd a conocer como la funcién de Dirac: una fun-
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Resumen

En este trabajo, realizamos una introduccion rigurosa a la teoria de distribuciones de Schwartz.
Nuestro objetivo principal es definir el espacio de distribuciones. Por ser este el dual topoldgico de
lo que se conoce como espacio de las funciones test, nuestra primera tarea es equipar dicho espacio
con una topologia de manera que adquiera una estructura de espacio vectorial topoldgico localmen-
te convexo y completo. La forma de proceder consiste en inducir la topologia en el espacio de las
funciones test a través de una sucesion de subespacios de Fréchet, obteniendo, de este modo, un
espacio LF. Una vez construido el espacio de las funciones test, definimos el espacio de las distribu-

ciones y lo caracterizamos.

La segunda parte del trabajo se centra en analizar cémo las distribuciones generalizan el concepto
de funcidén y el de medida. En particular, estudiamos la forma en la que extienden ciertas nociones
asociadas a las funciones como, por ejemplo, la diferenciacién, la multiplicacion y el soporte. Ademds,
también vemos como las distribuciones sirven para formalizar determinados objetos como la delta
de Dirac. Por dltimo, hacemos un breve comentario acerca de las topologias que se pueden definir

sobre el espacio de distribuciones y las nociones de convergencia asociadas.
Abstract

In this paper, we give a rigorous introduction to the theory of Schwartz distributions. Our main
goal is to define the space of distributions. Since this is the topological dual of what is known as
the space of test functions, our first task is to equip this space with a topology so that it acquires
the structure of a locally convex and complete topological vector space. The way to proceed is to
induce the topology in the space of the test functions through a sequence of Fréchet subspaces, thus
obtaining an LF-space. Once the space of the test functions has been constructed, we define the

space of the distributions and characterize it.

The second part of the paper focuses on analyzing how distributions generalize the concept of
function and measure. In particular, we study the way in which they extend certain notions associated
with functions, such as differentiation, multiplication and support. In addition, we also see how
the distributions serve to formalize certain objects such as the Dirac delta. Finally, we make a brief
comment on the topologies that can be defined on the space of distributions and the associated

notions of convergence.






1. Introduccion

A mediados del siglo XVIII, d’Alembert encontré una expresion que describia el movimiento de
una cuerda vibrante con sus dos extremos fijos. Fue Leonhard Euler, unos afios después, quien probé
que la ecuacién de onda modelizaba este comportamiento fisico. Estos dos matematicos interpreta-
ban las soluciones de forma totalmente distinta. Sin entrar en detalles, d’Alembert consideraba que
la solucién debia ser regular mientras que Euler estaba convencido de que la solucién podria ser

incluso discontinua.

Ma3s tarde, Lagrange se sumd al debate, opinando que, como decia d’Alembert, la solucién tenia
que ser regular pero, al mismo tiempo, defendid que los razonamientos de Euler sobre el movimiento
de la cuerda eran correctos. Se lleg6 a la conclusién de que, con las herramientas analiticas de la

época, no era posible determinar quien tenia razén.

En el siglo XIX, se llevé a cabo un proceso de formalizacion del analisis de la mano de Cauchy y
de la escuela de Weierstrass. Sin embargo, los estudios sobre ecuaciones diferenciales se centraron en
problemas de valor inicial con condiciones iniciales regulares. Incluso, al abordar ciertos problemas
fisicos con condiciones iniciales no regulares, se reemplazaba la ecuacién diferencial en los puntos
problematicos. A finales de este siglo, Dini generaliza el concepto de derivada, dando lugar a lo que

hoy en dia se conoce como derivada de Dini.

Paralelamente, comenzaron a aparecer objetos que se trataban como funciones aun sin serlo. Es
el caso de la famosa funcién de Dirac, una idealizaciéon matematica que, como veremos llegado el
momento, se utilizaba en toda clase de dmbitos. Se puede llegar a interpretar como una “funcién”
nula en todo punto salvo en el origen, donde vale infinito y tal que su integral es uno. Obviamente,
esta definicién no tiene sentido como funcién usual; no obstante, fue utilizada, por ejemplo, por

Fourier en el estudio de sus series y por Dirac en sus trabajos sobre mecéanica cudntica.

Vistas las limitaciones del andlisis de la época, esta claro que era necesario obtener una genera-
lizacion del concepto de funcidn y de la nocién de derivada para, de esto modo, poder explicar los
razonamientos que se estaban dejando en un segundo plano sin una justificacién rigurosa y mate-

matica.

Ya en el siglo XX, Lebesgue define la nocién de funcidon absolutamente continua. Esto, junto al

surgimiento y desarrollo del andlisis funcional, permite generalizar los operadores diferenciales al



espacio de las funciones absolutamente continuas. Esta generalizacion de la derivada fue empleada
en el cdlculo variacional, drea de las matemadticas que se dedica al estudio de los maximos y minimos

de un funcional continuo definido sobre un espacio de funciones.

Alrededor de 1935, Sergéi Sobolev propuso una generalizacién del concepto de funcién y, des-
pués de haber estudiado problemas de Cauchy, lleg6 a la conclusién de que algunos teoremas de
existencia de solucion podian generalizarse a determinados espacios funcionales. Cada uno de estos
espacios estaba formado por funciones m-veces continuamente diferenciables con soporte compacto

en el espacio euclidiano 2k 4+ 2 dimensional. En la actualidad, se denominan espacios de Sobolev.

Sobre cada uno de estos espacios se definié una nocién de convergencia que requeria ciertas
condiciones sobre el soporte de las funciones de la sucesién y la convergencia uniforme, tanto de la
sucesion de partida, como de las sucesiones de derivadas parciales hasta el orden m. Posteriormente,
se consideraron los espacios formados por los funcionales lineales y secuencialmente continuos para
esta convergencia sobre cada uno de los espacios de Sobolev. Estos espacios duales también fueron
dotados de una nocién de convergencia. Finalmente, Sobolev incluso consiguid, a partir de funciones

integrables con ciertas propiedades adicionales, inducir funcionales sobre estos espacios.

Los espacios duales definidos por Sobolev son los primeros ejemplos existentes de espacios de

distribuciones, empleados, en este caso, para la resolucién de ecuaciones diferenciales.

Sin embargo, fue el matematico francés Laurent Schwartz, en 1944, quien desarroll6 distribu-
ciones de manera formal, exponiendo todo el potencial de esta teoria. Por tanto, cronolégicamente,
fue Sobolev el primero en definir la nocién de distribucién pero fue Schwartz quien las llevé a un

nuevo nivel, descubriendo el mundo de posibilidades que estas ofrecen.

Comentemos un poco mas en profundidad la figura de Schwartz. Tal y como cuenta en su auto-
biografia (consultese [|32]]), nace en Paris en el afio 1915 y se gradia en matematicas con 22 afios
en la Ecole Normale Supérieure. Fue miembro del grupo Bourbaki, lo que provocé que su linea de
investigacion se acercase a las de otros integrantes del grupo. En sus trabajos previos a las distribu-
ciones, Schwartz generaliza la teoria de la dualidad en espacios de Banach a espacios de Fréchet.

Ademas, introduce entornos en estos espacios y define la topologia fuerte de su dual topoldgico.

El estudio de los espacios de Fréchet y de la teoria de la dualidad fue clave en el desarrollo de
las distribuciones, asi como su investigacion sobre las soluciones generalizadas de ecuaciones en

derivadas parciales.

Schwartz descubre las distribuciones una noche de noviembre de 1944 que el mismo definié como
“la plus belle nuit de ma vie”. El proceso de gestacion de esta teoria fue de unos seis meses, hasta que

se dio cuenta de que tenia que considerar funcionales en lugar de operadores sobre el espacio de
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las funciones test. Posteriormente, Schwartz desarrolla toda la teoria de distribuciones (vedase [|31]])
de forma rigurosa generalizando, entre otras cosas, la nocién de derivada, el concepto de funcién,
de medida, la transformada de Fourier y la convolucién. En 1950, Schwartz es galardonado con la
medalla Fields por el descubrimiento de las distribuciones. Para mds informacién y datos histdricos

sobre el nacimiento de la teoria de distribuciones, puede consultarse [[23]].

El objetivo de este trabajo es realizar una introduccién formal a la teoria de distribuciones de

Schwartz. En lo referente a los contenidos, podemos dividirlo en dos partes.

En la primera parte, con el objetivo de definir el espacio de las distribuciones, analizaremos el
espacio de las funciones infinitamente diferenciables definidas en un abierto y con soporte compacto,
es decir, el espacio de las funciones test. Para dotarlo de una topologia, en primer lugar, debemos
construir subespacios de Fréchet. Dedicaremos la primera mitad del Capitulo|2|a establecer estos es-

pacios, empleando resultados enmarcados dentro de la teoria de los espacios vectoriales topoldgicos.

Una vez construidos estos espacios, en la segunda parte del Capitulo |2} introduciremos el con-
cepto de topologia final y equiparemos al espacio de las funciones test con dicha topologia, con-
virtiéndolo en lo que se denomina espacio LF. El resto del capitulo se empleard para analizar las

propiedades de estos espacios y, en particular, las del espacio de las funciones test.

Al comienzo del Capitulo (3} definiremos el espacio de distribuciones como el dual topolégico
de las funciones test y presentaremos dos caracterizaciones de las distribuciones que serdn de gran

ayuda en secciones posteriores.

La segunda parte del trabajo la dedicaremos, en primer lugar, a extender el concepto de funciéon
y el concepto de medida, destacando el caso particular de la funcién de Dirac. Por otra parte, de-
finiremos dos topologias sobre el espacio de distribuciones y comprobaremos que las nociones de
convergencia asociadas, en el caso de considerar sucesiones, coinciden. Finalmente, destinaremos
el resto del Capitulo [3|a continuar con la extensién de las propiedades de las funciones, estudiando
cémo las distribuciones generalizan la nocidn de derivada, el producto de funciones y el soporte de

una funcidn.

Finalmente, en el Capitulo |4, analizaremos de forma retrospectiva los contenidos del trabajo y
comentaremos aquellos temas que han quedado fuera del mismo. Ademds, hablaremos de algunas

de las aplicaciones de las distribuciones y, por ultimo, comentaremos las referencias empleadas.






2. El espacio de las funciones test

En este capitulo construiremos el espacio funcional sobre el que se definen las distribuciones.
Este no es mas que el espacio de las funciones infinitamente diferenciables con soporte compac-
to equipado con una topologia particular. La dificultad reside en la definicién de dicha topologia,
puesto que requiere de conceptos analiticos y topolégicos de cierta complejidad. Con este fin, dedi-
caremos la primera parte del capitulo a presentar las nociones y los resultados indispensables para

la construccién rigurosa de esta topologia.

Dado que estos requisitos minimos se engloban dentro de la teoria de los espacios vectoriales
topoldgicos y, en particular, dentro de la teoria de los espacios localmente convexos, simplemente
demostraremos aquellos resultados que consideremos reveladores o utiles a la hora de comprender
la estructura de las distribuciones. Para ampliar conocimientos en estos campos un buen punto de
partida podria ser la lectura de [28]] y [35]], los cuales se han consultado para sentar las bases de este

capitulo.

2.1. Preliminares

Durante todo el trabajo denotaremos por F el cuerpo R o C dotado de una aplicacion |- | que sera
el valor absoluto o el médulo, respectivamente. Nétese que tanto el valor absoluto como el médulo
inducen una métrica que, a su vez, induce una topologia de bolas abiertas. Comencemos recordando

los conceptos de métrica y espacio métrico.

Definicién 2.1. Un par (X,d) se dice un espacio métrico si X es un conjuntoy d : X x X — [0, 00)

es una aplicacion, llamada métrica o distancia, tal que
(1) d(x,y)=0si, y solamente si, x = y, para todo x,y € X.
(1) d(x,y)=d(y,x), paratodo x,y € X.
() d(x,z)<d(x,y)+d(y,z), paratodo x, y,z € X.

La métrica se dice invariante por traslaciones si d(x + 2,y +z) = d(x, y) para todo x,y,z € X.

Definicion 2.2. Un espacio topolégico Hausdorff (X, 7) se dice metrizable si se puede definir una
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métrica d sobre X de tal manera que la topologia de bolas abiertas inducida por d coincida con 7.

Definicion 2.3. Sea X un conjunto. Una sucesién en X es una aplicacién x : N — X. Denotaremos
x(n) como x,, y utilizaremos la notacién (x, ),y indistintamente para referirnos tanto a la sucesién

como a su conjunto imagen.

Definicién 2.4. Sea (X,d) un espacio métrico. Una sucesién (x,),cy Se dice convergente a x € X
si para todo ¢ € RT existe N € N tal que para todo n € N, n > N, se tiene que d (x,,x) < €. Una
sucesion (x,),ey se dice de Cauchy si para todo ¢ € R™ existe N € N tal que para todo p,q = N,
se tiene d (xp, xq) < ¢e. Si toda sucesién de Cauchy es convergente, (X, d) se dice que es un espacio

completo.

Definicion 2.5. Una tétrada (V,+,-,T) es un espacio vectorial topoldgico sobre F si (V,+,+) es un
espacio vectorial sobre F, (V,T) es un espacio topologico y las aplicaciones + : (V, 1) x (V,7) —
(V,7) v - : Fx(V,7) — (V, 7) son continuas, considerando la topologia producto en los respectivos

dominios.

Es posible generalizar los conceptos de sucesion convergente, sucesion de Cauchy y de espacio

completo a espacios vectoriales topoldgicos. Su definicion es la siguiente.

Definicién 2.6. Sea V un espacio vectorial topolégico. Una sucesién (x,),cy €n V se dice que es
convergente a x € V si para todo entorno U de x existe N € N tal que para todon € N, n 2 N,
se tiene que x,, € U. Una sucesién (x,),cy €n V se dice de Cauchy si para todo entorno U de cero

existe N € N tal que para todo p,q > N, se tiene que x, — x, € U. Si toda sucesion de Cauchy es

P
convergente, V se dice un espacio vectorial topoldgico completo.

Definicién 2.7. Sean V y W espacios vectoriales topoldgicos. Una aplicacion f : V — W se dice un
embebimiento si es continua, lineal e inyectiva. En tal caso, decimos que V estd embebido en W. Si,
ademas, f es sobreyectiva y la aplicacién inversa f ~! es continua, decimos que f es un isomorfismo

de espacios vectoriales topoldgicos y que V y W son espacios vectoriales topoldgicos isomorfos.

Definicién 2.8. Un par (V,d) se dice un espacio vectorial métrico si V es un espacio vectorial, (V,d)

es un espacio métrico y V es un espacio vectorial topolédgico con la topologia inducida por d.

Definicion 2.9. Dado V un espacio vectorial sobre F, una seminorma en V es una aplicacion || - || :

V — [0, o0) que satisface
@ [|Au|l = |A] |lu||, paratodo A €F,ue V.

a0 |lu+v|| < |lull +||v]l, para todo u,v € V.
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De (I) se sigue que la seminorma del cero es cero. Reciprocamente, si ||x|| = 0 implica que x = 0,
diremos que || - || es una normay que (V, || - ||) es un espacio normado. Una norma induce una métrica

de forma natural en V, basta definir d(x, y) = ||y — x|| para todo x,y € V.

Notacién 2.10. Sean V un F-espacio vectorial, A,B C V subconjuntos, p € V y A € F. Definimos
AxB:={xty:x€AyeB},p+A:={p+x:x€AlyrA:={Ax : x €A}

Definicion 2.11. Sean V un F-espacio vectorial y A,B C V. Diremos que:

= A es absorbente (o radial en 0) si para todo x € V existe un a € R tal que x € AA, para todo
A €T tal que |A]| = a.

= A es equilibrado (o balanceado) si AA C A para todo A € F tal que [A| < 1.

= A es convexo si para todo x,y € Ay a € [0, 1], se tiene que ax + (1 — a)x € A. Dicho de otro
modo, si a €[0,1] entonces a A+ (1 —a)ACA.

= Aabsorbe a B si existe a € R™ tal que B C AA, para todo A € F tal que |A| > a.

Definicion 2.12. Sean V un espacio vectorial topolédgico y B C V un subconjunto. B se dice acotado

si es absorbido por todo entorno de cero.

Definicion 2.13. Un espacio vectorial topoldgico se dice localmente convexo si cada punto posee una

base local de conjuntos convexos.

Definicion 2.14. Un espacio vectorial topoldgico es un espacio de Fréchet si es completo, metrizable

y localmente convexo.

Definicion 2.15. Sea f : AC R" — F una funcién. Se define el soporte de f como:

sop(f):={x€A: f(x)#0},

es decir, como la clausura topoldgica de los puntos donde f es distinta de cero.

Notacion 2.16. Denotaremos por N" el conjunto de todas las n-tuplas a = (ay,...,a,), donde a; €N,
i €{1,...,n}. Estos elementos se denominan multi-indices. El orden |a| de un multi-indice a se define
n
como |a| =D _; a.
En otro orden de cosas, el simbolo J; denotard a la derivada j-ésima, es decir, I je{l,...,n}

j
Ademas, para todo multi-indice a € N,

0*=01..-9¢ o
=M. 8¢ _ax‘f‘l---ax,‘f”'

Obviamente el orden de « es el orden de la derivacidn.
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Definicion 2.17. Sea K un compacto de R". Denotaremos por D(K) el espacio de las funciones, con
valores en F, definidas en algin abierto conteniendo a K tales que su soporte estd contenido en K y
sus derivadas parciales para todos los érdenes existen y son continuas. Es decir, D(K) es el espacio

de las funciones infinitamente diferenciables con soporte contenido en el compacto K.

Observacion 2.18. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que el abierto en el que estan defini-
das las funciones es R" sin mas que definir las funciones como 0 en el complementario del dominio
inicial. Ademds, obsérvese que, al ser el soporte siempre un cerrado, como K es compacto entonces

el soporte de las funciones de D(K) es un compacto.

Definicion 2.19. Sea Q C R™ un abierto. Denotaremos por D(£2) el espacio de las funciones, con
valores en F, definidas en €2 con soporte compacto y tales que sus derivadas parciales para todos los
6rdenes existen y son continuas. Dicho de otro modo, D(2) es el espacio de las funciones de clase

infinito, definidas en el abierto €2, con soporte compacto.

2.2. La topologia de D(K)

En esta seccidn construiremos una topologia sobre el espacio D(K), con la que serd un espacio
de Fréchet. Para ello, aprioristicamente, probaremos la existencia y unicidad de una topologia lo-
calmente convexa, en un espacio vectorial arbitrario, a partir de una coleccién de subconjuntos con
unas determinadas propiedades que serd una base local de cero para esa topologia. Posteriormente,
veremos que estos resultados se pueden particularizar al considerar una familia de seminormas y, en
el caso del espacio D(K), la explicitaremos. Finalmente, demostraremos la existencia de una métri-
ca invariante por traslaciones en espacios Hausdorff cuya topologia esta generada por una de estas

familias de seminormas.

La exposicion de esta seccidn es, en esencia, analoga a la que se puede encontrar en [|19]]. Dicho
esto, se han adaptado ciertos resultados y demostraciones para evitar introducir, en la medida de
lo posible, conceptos accesorios. Asimismo, se han completado y reestructurado algunas cuestiones

con el objetivo de clarificar la lectura.

Lema 2.20. Sean V un espacio vectorial topoldgico y U C V un entorno de cero. Para todo a € V, el

conjunto a + U es un entorno de a.

Demostracién. Dado a € V, definimos la traslaciéon por a como x € V — x + a y su inversa como
x € V — x—a. Por la continuidad de la suma y del producto por escalares tenemos que estas aplica-

ciones son continuas (nétese que x —a = x +(—1)-a), por lo que la traslacién es un homeomorfismo.



2. El espacio de las funciones test 9

Asi, los entornos de a son los conjuntos de la forma a + U, donde U es un entorno de cero. [ |
Del lema anterior se sigue que para conocer la topologia de un espacio vectorial topolédgico, nos
basta con conocer como son los entornos de cero, es decir, es suficiente tener una base local de cero.

A continuacién, presentamos un teorema clave en el desarrollo de la seccidén. En sus hipoétesis
aparece embebida la nocién de filtro, en particular, la de base de filtro. A diferencia de la bibliografia
consultada, se ha optado por evitar definir este concepto a pesar de ser una herramienta de gran
utilidad en la teoria de espacios topoldgicos que generaliza la nocién de convergencia. Al lector

interesado en este tema se le recomienda consultar [6]].

Por otra parte, se hace notar que en la demostracion del siguiente teorema se emplea la defini-
cién de topologia mediante conjuntos abiertos en lugar de la definicién equivalente por medio de

entornos.

Teorema 2.21. Sea V un espacio vectorial sobre F y sea & una coleccién no vacia de subconjuntos no

vacios de V que satisface:
(1) Para todo U € &, U es absorbente.

(1) Para todo U € R, U es equilibrado.

(11) Para todo U; € &, existe U, € X tal que Uy + U, C Uj.

(1v) Dados Uy, U, € &, existe Us € Z tal que Us € U; N Us.
Entonces existe una tinica topologia sobre V con la que es un espacio vectorial topolégico y Z es una
base local de cero.
Demostracién. Iniciamos la demostracion indicando que por ser todos los elementos de % equilibra-
dos, se tiene que el cero pertenece a todos ellos.

Probemos que
7:={SCV: paratodo x €8S, existe U € Z de modo que x + U C S}

es una topologia sobre V.
= Es inmediato que @,V € 7.

» La unién arbitraria de abiertos es un abierto. En efecto, sea {S,},cs C T, consideremos S :=

Uﬂ Sq y tomemos x € S. Tiene que existir ay € .« tal que x € S, , por lo que se tiene la
acs
existencia de U, € # cumpliendo que x + U,  C S, CS.
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n
= La interseccion finita de abiertos es un abierto. Asies, sean Ty, ..., T, € Ty T := (] Ty. Tomando
k=1
x € T, tenemos que, para todo k € {1,...,n}, x € Ty y que existe U, € Z tal que x + U; C Ty.
n

Definiendo U := U, tenemos que, por la hipétesis (IV), existe U € % tal que U C U. Por
k=1
lo tanto, para todo k € {1,...,n}, x + U C x + Uy C Tj. Concluimos que x + U C T, es decir,

acabamos de probar que T € 7.

Una vez demostrado que 7 es una topologia sobre V, veamos que & es una base local de cero
para esta topologia. Ya sabemos que todos los elementos de % contienen al cero, probemos que son
entornos de cero, es decir, que contienen a un entorno abierto de cero. Sea U € £ y consideremos
el conjunto

W :={x €U : existe G € Z de forma que x + G C U}.

Obviamente, 0 € W C U y dado x € W, existe G € % tal que x + G C U. Por la hipdtesis (III),
podemos tomar G’ € # tal que G’ + G’ C G. Finalmente, x + G’ C W. Justifiquemos esto: x + G’ C
x+G +G Cx+G cCU, esdecir, x + G’ estd contenido en U y satisface la condicién para ser un
subconjunto de W. Por tanto, W es abierto y U es un entorno de cero.

Ahora veamos que % es una base local de cero. Dado L un entorno de cero, existe S € 7 tal que
0 €S C L, por la definicién de la topologia existe también U € £ de modo que U C S C L.

Concluimos que £ es una base local de cero.

Pasemos ahora a probar que V es un espacio vectorial topolégico. Comencemos demostrando la
continuidad de la suma. Sean a, b,c € V tales que a+ b = c y W un entorno de c. Entonces existe
U € Z tal que c+ U C W, por (III), existe U’ € # de modo que U’ + U’ C U. Por tanto, a + U’ es un

entorno de a, b+ U’ es un entorno de b y tenemos que:

(a+U)+(b+U)Ca+b+U=c+UcCW.

Para demostrar la continuidad del producto necesitamos tener en cuenta la siguiente observacion:
De la hipétesis (III) se desprende que, dado W € &, para cualquier n € N, existe U € £ tal que
2"U Cc W (yaque 2U c U+ U c W). En particular tomemos n de forma que |A| < 2", para un
cierto A € F. Si U es tal que 2"U C W, por ser U equilibrado, tenemos que A27"U C U (ndtese que
[A27" < 1), es decir, AU C 2"U C W. Hemos llegado a que AU C W. Ya estamos en situacién de

probar la continuidad del producto por escalares.

Seana € V, A € F y W un entorno de Aa. Existe U € £ tal que Aa+ U C W y, aplicando a U
dos veces la hipoétesis (III), existe U’ € % de modo que U’ + U’ + U’ c U. Ahora bien, por ser U’
absorbente (existe a € R* tal que a € uU’, donde u € F, |u| = ) tenemos que existe ¢ € R* tal que

si |n| < € entonces na € U’. Por otro lado, por la observacién previa, existe T € & tal que AT C U’.
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Finalmente, si || < 1y x—a € U, como U’ es equilibrado, n(x —a) € U’. Tomemos, haciendo uso

de la hipétesis (IV), S € # de tal forma que S € T N U’. Empleando la siguiente identidad
Ex—Ada=(E—ANa+AMx—a)+(E—A)(x—a)
e imponiendo que | — A| < min{1, ¢}, tenemos que
Ex—AdaeU +U +U cU,

es decir, £x € W. Queda asi probada la continuidad del producto por escalares. Concluimos que V

es un espacio vectorial topoldgico.

Para rematar la demostracion de este teorema, tenemos que probar la unicidad de la topologia.
Supongamos que existen dos topologias 71, T, con las que V es un espacio vectorial topoldgicoy Z es
una base local de cero. Considerando la identidad id : (V, 7,) — (V, T5) esta claro que la aplicacién es
continua en el cero, ya que ambos espacios tienen una misma base local de cero. Teniendo en cuenta,
ademds, que en espacios vectoriales topoldgicos basta tener una base local de cero para conocer todo
el espacio referencia, podemos afirmar que la identidad es continua en todo el espacio. En particular,
es un homeomorfismo de espacios topolédgicos. Por lo tanto, T; = T, y concluimos que la topologia

es unica. [ |

Corolario 2.22. Sea V un espacio vectorial sobre F y sea & una coleccion de subconjuntos de V absor-
bentes, equilibrados y convexos. Sea # la coleccion de todas las intersecciones finitas de los conjuntos
de la forma AU, donde A € RT y U € . Entonces existe una tinica topologia sobre V con la que es un

espacio localmente convexo y con la que # es una base local de cero.

Demostracion. Comencemos indicando que si U € # es absorbente, equilibrado y convexo, entonces
AU, con A € R, también lo es. Ademds, todo subconjunto absorbente es no vacio y, por ser todos
los elementos de & equilibrados, contienen al cero. Asi, dados dos elementos S, T € .#, como estan
formados por la interseccién finita de elementos de la forma AU, A € RT y U € %, tenemos que
SNTe#yqueSNT CcSNT, es decir, se satisface la hipotesis (IV) del Teorema|2.21

Por otra parte, es rutinario probar que la interseccién finita de conjuntos absorbentes es absor-
bente y que la interseccion arbitraria de conjuntos equilibrados y convexos es equilibrada y convexa.
Por lo tanto, también se cumple la hipdtesis primera y segunda del Teorema [2.21] Finalmente, note-
mos que dado un conjunto convexo S, por definicién, %S + %S C S. Ahora bien, si S € ., entonces
%S € . Asi, todo elemento de ./ satisface la hip6tesis (III) del Teoremay, por tanto, queda

garantizada la existencia de una topologia sobre V con la que es un espacio localmente convexo. W
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Corolario 2.23. Bajo las hipdtesis del Corolario sea &' la coleccion de todas las intersecciones
finitas de elementos de & y sea A la coleccién de todos los conjuntos AU, donde A € R y U € &’.

Entonces A es una base local de cero equivalente a /.

Demostracién. Sea A(U;N---NU,) € A,donde A e Rt y U; € # paratodo i € {1,...,n}. Entonces
es evidente que A(U;N---NU,) = AU;N---NAU,y AU, N---NAU, € .#, ya que para todo
ie{l,...,n},U;e .
Reciprocamente, dado A,U; N---NA,U, € 4, donde A; e R* yU; € Z paratodoi € {1,...,n},
si tomamos A = min A;, entonces
1<i<n
AU N---NU) C AU N---NAU,,
donde A(U;n---NU,) €N4. |

Corolario 2.24. Sea V un espacio vectorial sobre F y sea 9B una coleccion de subconjuntos absorbentes,
equilibrados y convexos tales que para todo Uy, U, € 3B, existe Us € %A tal que U3 C U; N U,. Sea Z la
coleccién de todos los conjuntos AU, A € R* y U € 9. Entonces existe una tinica topologia sobre V con

la que es un espacio localmente convexo y con la que % es una base local de cero.

Demostracidn. Es consecuencia directa de los argumentos empleados en la prueba del Corolario
|

Tal y como se habia dicho, vamos a particularizar estos resultados al caso en el que se considera

una familia de seminormas. Para ello, debemos tener en cuenta el siguiente lema.
Lema 2.25. Sea V un F-espacio vectorial y || - || una seminorma en V, entonces el conjunto
U={xeV :|x|| <1}

es absorbente, equilibrado y convexo.

Demostracién. Probemos cada una de estas propiedades por separado:
= U es absorbente. Sea x € V. Entonces, definiendo a := ||x|| € [0, @) y teniendo en cuenta que
AU={Au:ueUt={Au: [ul <1} ={y eV : |yl <IAl},
se sigue que x € AU para todo A €F, |A| = a, puesto que ||x||=a < |A].

m U es equilibrado. Sea A € F, |A| < 1.Como AU ={y €V : ||yl < |A|} v |A] £ 1, concluimos
que AUcCU={yeV: |yl <1}
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= U es convexo. Sean x,y € U, es decir, ||x||,|l¥|| < 1y veamos que si a € [0,1], entonces
ax+(1—a)y eU. Asi es:

lax +(1—a)yll < llax||+ 11 —a)yll=allx[[+ A -yl Sa+(1-a)=1. u

Sea (|| -l j)j o, una familia de seminormas en un F-espacio vectorial V y para cada j € J, sea U
el conjunto de los x € V tales que ||x||; < 1. Del Corolariose sigue que las intersecciones finitas
de los conjuntos ¢ Uj, con ¢ € R*, forman una base local de cero para una topologia localmente
convexa sobre V. El conjunto U; , := ¢ V; estd formado por los x € V tales que ||x||; < ¢, por lo que
una base local de cero estd dada por los conjuntos

U.:

J1oeeesJkoE1ree0E

=lxeV o ixll; Se,i€{l,...,k}},

donde {jj, ..., ji} es un subconjunto finito de J y ¢; € R*, con i € {1,...,k}. Ahora bien, en virtud

del Corolario [2.23] una base local equivalente es la formada por los conjuntos

Uj,...

e ={x eV i |lxll;, <ei€{l,...,k}},
donde {j,...,ji} s un subconjunto finito de J y £ € R*.

Sea K C R" compacto y consideremos el espacio D(K). La familia de seminormas (|| -l p)
donde

peNTl 3

£, = méx| 97f ()| 1)

define una topologia con la que D(K) es un espacio vectorial topoldgico localmente convexo.

Comprobemos que los elementos de la familia (|| -l P)pEN“ definida en li realmente son semi-

normas en D(K).

Lema 2.26. Dado p € N" un multi-indice, la aplicacion || - ||, : D(K) — [0, 00) definida por ||f ||, =

mélgl dPf(x)|, para todo f € D(K), es una seminorma en D(K).
XE

Demostracion. Puesto que tanto el valor absoluto como el médulo son normas, ||-||, estd bien definida
ya que || - ||, = 0. Ademas, los elementos de D(K) son, en particular, funciones continuas en el
compacto K, por tanto estdn acotadasy || - ||, < oo.

Veamos ahora que se cumplen las dos condiciones para ser una seminorma.

» Sean A€ Fy f € D(K).

IAf1l, = max| 9P (AF)0x) | = max| 287 £ ()] = M| max| 97 £ ()| = 21 £,
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= Sean f,g € D(K).
If + gll, = méx| 97(f + £)(x) | = méx| 8°(F)(x) + 87 ()|
< méx (|97 (F)0) | + 87(g)(x) ) = mix | 87 (£)(x) | + max | 87 (g)(x)|

= [If1lp +118llp-

Nétese que simplemente hemos empleado las propiedades de la derivacion y las de la norma de
F. [ |

Expongamos un par de resultados sobre el caracter Hausdorff de un espacio vectorial topoldgico

que seran de utilidad a lo largo del capitulo.

Lema 2.27. Un espacio vectorial topolégico V es Hausdorff si para todo x # 0 existe un entorno U de

cero que no contiene a Xx.

Demostracién. Es suficiente con demostrar que si x # 0, existe un entorno U de cero y un entorno
W de x tal que U NW = {. Justifiquemos esto: si tomamos x,y € V, x # y, se tiene que x —y # 0.
Sea U un entorno de cero y W un entorno de x —y tal que UNW = {J. Entonces y + U es un entorno
dey,y+Wesunentornodexe(y+U)N(y+W)=y+({UNW)=0.

Dicho esto, sea U un entorno de cero que no contiene a x. Entonces existe un entorno equilibrado
U’ de cero tal que U’ + U’ C U. U’ es un entorno de cero y x + U’ un entorno de x. Es mds, U’ N
(x + U’) = @ ya que, de lo contrario, existirian a, b € U’ tales que a = x + b y, por tanto, x =a—b €

U’+ U’ c U, lo cual supondria una contradiccién.

Demostremos la existencia de tal entorno U’. Por ser V un espacio vectorial topoldgico, la suma
es continua. Por lo tanto, la imagen reciproca de U mediante la aplicacion +: V x V — V tiene que
ser un entorno de cero, por lo que contiene un entorno rectangular de la forma T x T’. Finalmente,

(TNT)x(TNT")CT x T’ esun entorno de cero, por lo que basta tomar U' =T x T’. |

Proposicidon 2.28. Sea V un espacio vectorial sobre F con la topologia localmente convexa generada
por una familia de seminormas (|| - ||;);¢;- Entonces V es Hausdorff si, y solamente si, para todo x € V,

x # 0, existe un indice k € I tal que ||x||; # O.

Demostracion.

= Condicidn suficiente.
Seax € V,x #0yk €I unindice tal que || x||; = a € R*. El conjunto W = {y eV |yl < %}

es un entorno de cero que no contiene a x. Por el Lema[2.27 concluimos que V es Hausdorff.
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= Condicién necesaria.
Supongamos que V es Hausdorff y que x # 0. Existe un entorno W de cero que no contiene
a x. Este entorno W contiene un conjunto de la forma {y € V : [|y|l;, <¢,1 <k <n}, con
€ € R*, ya que las seminormas generan una base local de cero. Por tanto, tiene que existir un
ke {1,...,n} tal que ||x]||; #O. [ |

Corolario 2.29. D(K) equipado con la topologia generada por la familia de seminormas definida en

es un espacio Hausdorff.

Demostracién. Consideremos f € D(K) tal que f # 0. Puesto que f # 0, existe x’ € K tal que

f(x")# 0, por tanto || f||, = mélg( | f(x)|=1|f(x")| > 0.En virtud de la Proposicién [2.28 concluimos
xe
que D(K) es Hausdorff. [ |

Enunciemos un lema técnico necesario para garantizar la existencia de una métrica invariante
por traslaciones en espacios localmente convexos y Hausdorff cuya topologia estd generada por una

sucesion de seminormas.

Lema 2.30. Si f :[0,00) — [0, 00) es concava y tal que f(0) = 0, entonces f es subaditiva, es decir,

f(x+y)<f(x)+ f(y)para cualesquiera x,y € [0, 00).

Demostracién. Sean x,y € [0,00). Six =00 y = 0, entonces f(x + y) = f(x)+ f(y) puesto

que f(0) = 0. Supongamos que x,y € RT. Sea a = _T_ € (0, 1), por la definicién de concavidad
x
tenemos que

X
fO)=f((1-a)0+a(x+y))Zaf(x+y)= mf(x'i'y)-
De forma totalmente andloga tenemos que
>
fy)= flx+y).
xX+y

Por lo que sumando ambas expresiones tenemos que

FOO+F() > ——fx+y)+ —2—F(x+y) = f(x+). n
X+y X+y

Si una sucesién de seminormas (|| - ||,,),,ey define una topologia sobre el espacio V, entonces de-

finiendo r,(x) = rgéx ||x||; obtenemos una familia equivalente de seminormas (r,,),cy que satisface
1<i<n

ra(x) < rp4q(x) para todo x € V, por lo que los conjuntos V, = {x € V : r,(x) < 1} cumplen

V.41 C V,, para todo n € N. Decimos que () ey €S Una sucesion creciente de seminormas.
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Teorema 2.31. Sea V un espacio vectorial topoldgico localmente convexo y Hausdorff cuya topologia
T estd generada por una sucesion creciente de seminormas (|| - ||,),en- La aplicacién |- | : V — [0, 00)

definida por
SERE
|x| = -

=) —_7n (2.2)
Zaon 1T+ xll,

posee las siguientes propiedades:
(@) |x| =0 si, y solamente si, x = 0.
@ Ix|=|—x|.
© lx+yl<l|x|+|yl

Ademds, la métrica d(x, y) = |x — y| es invariante por traslaciones e induce la topologia 7.

Demostracién. Comencemos definiendo la funcién f : [0,00) — [0, 00) dada por f(x) = o v
Tenemos que es de clase 2 y estrictamente creciente puesto que f’(x) = (1+ x)™2 > 0, para todo
x € [0,00). Ademis, f(0) =0y xl_i)rg()f(x) = 1, por lo que f([0,00)) = [0,1). Por otra parte,
f”(x) = —2(1 +x)~3 < 0, para todo x € [0,00), es decir, f es concava. Por el Lema f es

subaditiva.

La serie de términos positivos (2.2) converge ya que:

1 1
=> = <> =2
|x| n:02“f(”x”") 2io

Por tanto, la aplicacién | - | esta bien definida.

Veamos que se cumple la propiedad (a). Si x = 0, entonces ||x||,, = 0, para todo n € N, por lo
que |x| = 0. Si x # 0, por la Proposicién existe ny € N tal que [|x||,, # O, por tanto |x| # O.
La propiedad (b) se comprueba de forma inmediata, basta tener en cuenta que (|| -|,),ey €S una
familia de seminormas, por lo que ||x||,, = || — x|l,,, para todo n € N, por tanto, |x| = | — x|. Por
tltimo, probemos la propiedad (c). Por ser f estrictamente creciente y por la subaditividad de las

seminormas y de la funcién f, tenemos

— 1 — 1 — 1 — 1
eyl =D onf Ut yll) < D onf el +llylla) < Do f Ul + D oo f lyll) = Ixl +1y
n=0 n=0 n=0 n=0

De las propiedades (a), (b) y (c) se sigue que d(x,y) = |x — y| es una métrica en V. Ademss, es

invariante por traslaciones ya que

drtny e =S LIErE=Orly Loyl e
’ Sirlxtz-G+al, D2lx—yl, 7
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Veamos que la topologfa 7’ inducida por la métrica coincide con 7, la topologia generada por
las seminormas. Sea U = {x € V : |x| < 27%} un entorno de cero en la topologia 7’. Veamos que U

contiene al conjunto U’ = {x € V : ||x|l;1 < 2 **?}, que es un entorno de cero en la topologia .

Si x € U’, entonces por ser (|| - ||,,),,en Una sucesion creciente de seminormas,
—(k+2
lxllo < flxlly < -+ < Hlxlle < gy < 2764

y como f ([lx|l) < ||x||,,, tenemos que

k+1 ()

1 ]l 1 Zi _ 1
o on 1 + ”x”n 2k+2 ~ n 2k+1

Por otro lado, como f(x) < 1, tenemos

[oe] oo
S 1l 11
m 1+ xll. on  9k+1”
n=k+2 2" 1+ ||X||n n=k+2 2" 2
Por tanto,
oo
1 lxll, 1 1 K
x| = — < + =277
| | HZ:(:) 2n 1+ ||x||n 2k+1 2k+1

es decir, x € U.

Reciprocamente, veamos que el entorno de cero W = {x € V : ||x||,, < 27} en la topologia T

contiene a W/ = {x € V : |x| < 27("*+D} que es un entorno de cero para 7’.

Six ew’,
Y |
2m 1 + ”X”m om+k+1’
esto es,
lxllm 1
T lxlly, — 2k
Por tanto,
1 llx ||, ) 1 1
b 1——— | <||x 1————— | =|x < .
I (1= 577 ) < el (1= T 2 ) = Il 15 < g
Finalmente,
1 1
||X||m<m<§,

lo que significa que x € W.

Concluimos que la métrica induce la misma topologia que la generada por la familia de seminor-

mas (” - ”n)neN . |
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Sea (|| -l p)p oy 12 familia de seminormas en D(K) dada por ID definiendo

Ifllx :== méx [If|l,= méx méx|3*f(x)l, (2.3)

0<|al<k 0<|a|<k x€K

tenemos que (|| - [[x)ren €S una sucesién creciente de seminormas.

Obsérvese que esta notacion no deberia causar equivocacion a pesar de la similitud que guarda
con la familia de seminormas (|| -l P)pGN“ definida en |D , puesto que esta ultima estd indicada por
un multi-indice (salvo en caso de que el dominio sea R). De todos modos, en caso de ambigiiedad,

se aclarard la seminorma empleada.

Pasemos a enunciar y a demostrar el resultado central de la seccidn. Para ello, necesitamos hacer

uso del siguiente teorema.

Teorema 2.32 ([|2, Theorem 13 — 13]). Sea (f,) ey Una sucesion de funciones reales derivables en
cada punto de un intervalo abierto (a, b). Asumamos que en al menos un punto x, € (a, b) la sucesion
(f (x0))pen converge. Supongamos ademds que existe una funcion g tal que f, — g uniformemente en

(a, b). Entonces:
(a) Existe una funcion f tal que f, — f uniformemente en (a, b).
(b) Para cada x € (a,b), f'(x) existe y es igual a g(x).
Teorema 2.33. D(K) es un espacio de Fréchet, con la topologia generada por la sucesion de seminormas

(I -l )ken definida en (2.3).

Demostracién. D(K) es un espacio vectorial topolégico localmente convexo ya que la topologia esta
generada por una sucesién de seminormas. Hemos visto en el Corolario que D(K) es Hausdorff,
por tanto, en virtud del Teorema [2.31} D(K) es metrizable.

Por tltimo, veamos que D(K) es completo.

En la demostracion del Teorema habfamos considerado una funcién de clase dos y estricta-
mente creciente f : [0, 00) — [0, 1) dada por f(x) = x(1 + x)~!. Su funcién inversa f~* : [0,1) —

[0, 00) existe, es continua, estrictamente creciente y viene dada por f'(y) =y (1—y) %

Sean (g,),cy Una sucesién de Cauchy en D(K)y € € R* fijado arbitrariamente. Por la continuidad
de f~!, tenemos que existe § € R™ tal que f~'(y) < €, para todo y € [0,5). Sea k € N fijado. Por
ser (g,),ey de Cauchy, existe N € N tal que d (gp, gq) < 27%§ para todo p,q = N. Por tanto,

£ (1gp — 8qllk) < 2*d (g5, 8,) <6

¥, por consiguiente, [|g, — gqllx < €, para todo p,q = N.
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Esto significa que (g,),cy s de Cauchy para toda seminorma || - ||, k € N, entendiendo que una
sucesion (x,),cy €s de Cauchy para una seminorma | - || si para todo € € R* existe m € N tal que

llx, — x4ll < €, para todo p,q = m

p

Si probamos la existencia de g € D(K) tal que ||g, — gllx — 0, para todo k € N, habremos

terminado. En efecto:

Supongamos que existe g € D(K) en tales condiciones. Seam € Ntalque 2 <2 e yN € N
tal que ||g, — gllx < 4 '€ para todo n > N y todo k € {1,...,m}. Asi, para todo n > N, como

Sl < flxlle y f Cllxlli) <1

o 1 1 — 1
d(gn,g)=Z§f(||gn—g||k)=2§f(||gn—g||k)+ 2. 5 f Ulsa—sgllo
k=0 k=m+1
m m o
1 1 e 1
<D i lsn—glic+ Z <Dgat Z o
k=0 k= m+1 k=0 k=m+
( ) 1 ( )e € €
<|2— -+ -—=€— <e€
4" om 4 2 2m+2

Por tanto, justifiquemos la existencia de g € D(K) tal que ||g, — gl — O, para todo k € N.

Sabemos que (g,),cy €s de Cauchy para toda seminorma || - [[, k € N. Definamos g, = gk, s

decir, la restriccién de cada g,, al compacto K. La seminorma para k =0 es

lIRllo = méx | h(x)|.
x€K

Salta a la vista que || - || se corresponde con la norma infinito y es bien sabido que el espacio de
las funciones continuas (6 (K,F), || - ||co) €s un espacio completo. Por lo tanto, como (g,),cy €s de

Cauchy en ¢ (K,F), existe g € 6 (K,F) tal que (g,),ey converge uniformemente a g en ¢ (K, F).

Dado k € N, se tiene ||h||; = nllalxk lAll, = nllalxk rnaxl d%h(x)|. En particular, y como (g,),en
0<|al< 0<|a|<k x€

es de Cauchy para || - ||, fijado € € RT, se tiene
glggl 0%gp(x)— 0% (x)| <e,

para todo p,q = N, a € N", 0 < |a| < k. Repitiendo el razonamiento empleado para el caso k = 0,
llegamos a que, para todo a € N", existe h, € ¢ (K,F) tal que (3% g,,),ey converge uniformemente
ah,.

Por el Teorema [2.32] como (g,),cn converge uniformemente a g y (9% g,,),en converge unifor-
memente a h,, entonces h, = d*g. Por tanto, hemos llegado a que existe § € ¥°° (K, F) tal que,

para todo a € N", (0% g,,),en converge uniformemente a 9% g
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Finalmente, extendamos el dominio de definicién de g a R". Consideremos la funcién g : R" - F

dada por

g(x), si x€K,
g(x)=
0, si x¢K.
Puesto que (g,),ey € D(K), tenemos que, para todo n € N, sop(g,) C Ky lin}) g,(x) = 0, donde
X—
b es cualquier punto de la frontera de K. De aqui se sigue que g € €°° (R",FF) y que sop(g) C K.
Por tanto, g € D(K). Ademas, puesto que las normas || - ||, solo tienen en cuenta los puntos de K,

concluimos que ||g,, — gllx — O, para todo k € N. [ ]

Observacion 2.34. Cabe destacar que la extension de la funcién g en la demostracion del Teore-
ma [2.33| podria justificarse haciendo uso del Teorema de extensién de Whitney. Este resultado, cuya
demostracién puede consultarse en [|37]], asegura que para una funcién de clase m, con m finito o
infinito, definida en un cerrado y satisfaciendo una condicién de compatibilidad, existe una exten-
sién que es analitica en el complementario. La idea que subyace esta completamente relacionada con
el Teorema de Taylor y, en cierto modo, puede considerarse como un reciproco. Se ha optado por
demostrar la existencia de la extensién suave de forma explicita debido a la facilidad que supone,

en este sentido, trabajar con funciones con soporte compacto.

2.3. La topologia de D(f2)

Llegados a este punto, y con animo de ubicar al lector en el desarrollo del capitulo y justificar
pasos ulteriores, hagamos una breve recapitulacién. Hasta el momento, hemos probado una serie de
resultados en materia de espacios vectoriales topolégicos que nos han permitido dotar al espacio de

funciones D(K) de una topologia localmente convexa, con la que es un espacio de Fréchet.

El objetivo ahora es, de alguna manera, extender las propiedades del espacio de Fréchet D(K) al
espacio de las funciones de clase infinito con soporte compacto definidas en un abierto. La solucion
pasa por equipar a este espacio con una cierta topologia final, ayudandonos de los espacios definidos

en la seccion anterior. Esta topologia dara lugar a lo que se conoce como espacio limite de Fréchet.

Al igual que en la seccién anterior, desarrollaremos los resultados de esta basandonos principal-
mente en [[19]. Introduzcamos los conceptos mencionados. Para ello, es preciso recordar primero la

relacion de orden “ser mas fino que” para dos topologias dadas.

Definicion 2.35. Sea X un conjunto y sean T, y T, dos topologias sobre X. Decimos que T, es mds

fina que 7, si T, C 7T;. Es decir, si todo abierto de T, es un abierto de 7.
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Se puede probar facilmente que la definicién anterior equivale a que B,(x) C B;(x), para todo

x € X, donde B;(x) es la coleccién de todos los entornos de x para 7;, con i € {1,2}.

Definicién 2.36. Sea X un conjunto y II el conjunto de todas las topologias definidas sobre X.

Definimos en I1 la siguiente relacién de orden:
TS Ty &= 71 C Ty,
para cualesquiera 7, T, € I. Es decir, 7; < 7, si, y solamente si, T, es mas fina que 7;.

Definicién 2.37. Sean V un espacio vectorial sobre F, {(X, T 4)},c., una familia de espacios vecto-
riales topoldgicos sobre F vy, para cada a € ./, sea f, : X, — V una aplicacién lineal de X, en V. Se
define la topologia final T de V para la familia {f,},c ., como la topologia generada por la coleccién
2 de subconjuntos U de V absorbentes, equilibrados y convexos tales que fa_l(U) es un entorno de

cero en X, para todo a € .&/.

Observacién 2.38. Nétese que si U € 2, entonces AU € &, para todo A € R*. Por el Corolario[2.24]
sabemos que existe una unica topologia localmente convexa sobre V con la que # es una base local

de cero. Por tanto, la topologia final estd bien definida y es localmente convexa.

En realidad, esta definicién es una adaptacion al caso de espacios vectoriales topoldgicos (véase
[[5]). Existe una definicién mds general, para espacios topoldgicos, que no exige la linealidad de las

aplicaciones que inducen la topologia final.

Por otra parte, también existen caminos alternativos para definir esta topologia final localmente
convexa, basados en tomar el supremo de una familia particular de topologias localmente convexas

(dichas construcciones pueden consultarse tanto en [26]] como en [30]).

Proposicidn 2.39. Supongamos que estamos bajo las hipdtesis de la Definicion entonces la topo-
logia final T es la topologia localmente convexa mds fina sobre V que satisface que todas las aplicaciones

lineales de la familia {f,},c.s SO continuas.

Demostracién. Supongamos que existe una topologia localmente convexa 7’ sobre V que cumple que

f, €s continua, para todo a € .¢f, y que ademéds T C 7’.

Como (V,7”) es un espacio localmente convexo, existe una base local de cero formada por con-
juntos absorbentes, equilibrados y convexos. Por tanto, dado U C V entorno de cero absorbente,
equilibrado y convexo en (V, 7*), por la continuidad de f,, se tiene que f,~ 1(U) es un entorno de cero

en (X,, T,). Concluimos que U € 7 y, por ende, T = 7’. [ ]

Es decir, la topologia final es la mayor topologia (en el sentido de la Definicién [2.36)) localmente
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convexa que se puede definir sobre V y que hace que todas las aplicaciones de la familia {f,},c.

sean continuas.

Exponemos ahora un resultado que sera fundamental a la hora de caracterizar las distribuciones.

Proposicion 2.40. Sean V un espacio vectorial sobre F, {(X,, T 4)}qe..y Una familia de espacios vecto-
riales topoldgicos localmente convexos sobre F y f, : X, — V una aplicacion lineal, para todo a € .« .
Supongamos que V estd equipado con la topologia final T para la familia {f,},c ., Dado W un espacio
vectorial topoldgico localmente convexo y g una aplicacion lineal de V en W, entonces g es continua

para v si, y solamente si, todas las aplicaciones g o f,, son continuas, con a € .«/.

Demostracion. Necesidad: Si g es continua, entonces g o f, es continua, para todo a € .¢/, por ser

composicién de aplicaciones continuas.

Suficiencia: Supongamos que g o f, : X, — W es continua, para todo a € .¢/. Sea U un entorno
de cero en W equilibrado y convexo, entonces f,_ - ! (g_1 (U )) es un entorno de cero en X,, para
todo a € .«/. Por lo tanto, atendiendo a la definicién de la base local de cero de la topologia final
(Definicién [2.37), el conjunto absorbente, equilibrado y convexo g~! (U) es un entorno de cero en

V para 7. Concluimos que g es continua. [ ]

Enunciemos un lema técnico, necesario para la demostracion de los siguientes teoremas.

Lema 2.41 ([[19, Lemma 2.12.1]). Sean V un espacio localmente convexo sobre F, X un subespacio

de V y U un entorno convexo de cero en X. Entonces:
(1) Existe un entorno convexo W de ceroen V tal que X "W = U.

(1) Si X es cerrado, se cumple que para todo x, ¢ X, existe un entorno convexo W, de cero en V tal
queXﬂWO = UyXO ¢W0

Teorema 2.42 (de Dieudonné-Schwartz). Sean V un espacio vectorial sobre Fy (X,,), ey Una sucesion

de subespacios vectoriales de V tal que X,, C X1, paratodon €N,y V = | ] X,,. Supongamos que cada
neN
X, estd dotado de una topologia localmente convexa T,y que, para todo n € N, la topologia inducida

por X1 en X, es T, (es decir; X,, — X, 1 es un embebimiento). Sea 7 la topologia final de V para las

inclusiones f, : X, < V. Entonces T induce en cada X, la topologia ,,.

Demostracion. Sea 7/, la topologia inducida por V (con la topologia 7) en X,,. Como f,, es continua,
T, es més fina que /. (NStese que esto se debe a que la topologfa inducida es la topologia més

pequeila que hace la inclusidn continua).



2. El espacio de las funciones test 23

Veamos ahora que 7/ es mds fina que 7,. Recordemos que W, es un entorno de cero en X,, con
la topologfa inducida 7/, si, y solamente si, existe W entorno de cero de V tal que X, NW = W,,. Sea
U, un entorno convexo de cero en X, para 7,. Podemos construir una sucesion (Un+p)p <y donde
Un4p €s un entorno convexo de cero en X, , para Tp.p, Upyp C Upyp1 ¥ X, NUpy, = Uy, para todo

p €N, p = 1. Justifiquemos la existencia de dicha sucesién. Procedamos por induccién en p.

Para p = 1, por la primera parte del Lema[2.41} sabemos que existe U, ;1 entorno convexo de cero
en X, talque X,NU,;; = U, por tanto, U,, C U, ;. Supongamos cierto el resultado para p € N, de
nuevo, por la primera afirmacion del Lema existe Up,p4q entorno convexo de cero en X, 4,1
tal que X, p NUpyps1 = Upyp- Conlo cual, Uy C Upypi1 ¥ Xn NUpgpi1 = Xn N Xgp N Unyps1 =
XN Upyp =U,.

Fijemos U := U Up4p- Como Uy, es convexo y Uy, C Upypyr, para todo p € N, U es un

pPEN
conjunto convexo en V. Ademds, para cada k € N, X; N U es un entorno de cero en X para Ty, €s

decir, U es un entorno de cero en V para 7. Finalmente, como X, N U = U,,, tenemos que U,, es un

entorno de cero en X,, para 77, [ ]

Silas hipdtesis del Teorema|2.42|se satisfacen, entonces V se suele decir que es un limite inductivo
estricto de la sucesion (X,,),cn- En particular, si la sucesién estd formada por espacios de Fréchet, se

tiene la siguiente definicion.

Definicién 2.43. Sean V un espacio vectorial sobre F y (X,),cy una sucesiéon de subespacios de
Fréchet tal que, para todo n € N, X,, € X,,,; v la topologia de X,, coincide con la inducida por X,

en X, y tal que V = [ J X,,. Sea 7 la topologia final de V para las inclusiones f, : X,, < V. Se dice
neN
que (V,7) es un espacio LF o un limite inductivo estricto de espacios de Fréchet. La sucesion (X,),ex

de espacios de Fréchet se dice sucesion de definicion de V.

Obsérvese que si V es un espacio LF, un subconjunto convexo U C V es un entorno de cero en

V si, y solamente si, X,, N U es un entorno de cero en el espacio de Fréchet X,,, para todo n € N.

Definicién 2.44. Sean V un espacio vectorial sobre F y (X,) ey € (Y,),en dos sucesiones de espacios
de Fréchet tales que inducen en V una estructura de espacio LF. Se dice que (X,,) ey € (Y;)pen SOD
sucesiones de definicién equivalentes si, para todo n € N, existe p € N tal que ¥, C X, y tal que la
topologia inducida por X, en Y, coincide con la propia de Y, y existe g € N tal que X, C Y, y tal que
Y, induce en X, la topologia propia de X,.

Teorema 2.45. Sean Q C R" un abierto y (K,) ey C Q2 una sucesion de compactos tal que Q = | J K.

neN
Si equipamos a D(Q2) con la topologia final para las inclusiones D(K,) — D(L2), se tiene que D(2) es
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un espacio LF. Ademds, esta estructura no depende de la sucesion de definicion.

Demostracién. Comenzamos haciendo notar que, para todo K compacto contenido en 2, se tiene
que D(K) es el subespacio vectorial de D(Q2) formado por las funciones infinitamente diferenciables

con soporte contenido en K. Se tiene que D(2) = | J D(K), con K compacto. Recuérdese que en la
KcQ
secciéon anterior se demostré que D(K) es un espacio de Fréchet con la topologia generada por la

sucesion de seminormas definida en (2.3) como

= méax = max max|d%*f(x)|.
IFll:= méx [1fll, = mix mix|af (o)

Por otra parte, si K,K’ C Q son dos compactos tales que K C K’, entonces D(K) € D(K’) y la
topologia inducida por D(K’) en D(K) coincide con la topologia propia de D(K).

Definiremos ahora una sucesion creciente de compactos (K, ),y contenidos en Q tal que K,, C

o o
K;,,,donde K> ;

en algtn K,,. Definimos K, =@ y, para todon € N, n > 1,

denota el interior de dicho conjunto, y tal que todo compacto de Q esté contenido

K, = {xeﬂ : d(x,R”\Q)?n_l}ﬂ{xGQ :d(x,0) < n},
donde d(:,-) es la métrica usual de R".

K, es compacto (por ser cerrado y acotado), para todo n € N, y cualquier compacto de 2 estd
contenido en alguin K,,. Ahora bien, como consecuencia de todo lo anterior, tenemos que D(K,) C

D(K,;+1), paratodon €N,y D(Q2) = U D(K,,). Por tanto, podemos considerar en D(f2) la topologia
neN
final 7 para las inclusiones D(K,) < D(Q2) y llegamos a que (D(£2), T) es un limite inductivo estricto

de espacios de Fréchet, dicho de otro modo, es un espacio LF.

Por ultimo, veamos que la estructura de espacio LF de D(Q2) no depende de la sucesién de defi-

nicion. Asi es:

Supongamos que existe (X,,),cy Una sucesion creciente de compactos contenidos en (2 tales que
X, CX; .,y tal que todo compacto de 2 estad contenido en algin X,,. En este caso, dado n € N, por
la definicién de la sucesion (K, ),cy, existe p € N tal que X,, C K,. En consecuencia, tal y como se
ha visto, D(X,,) € D(K,) y D(K,) induce en D(X,) la topologfa propia de D(X,). Ademés, también
existe q € N tal que D(K,,) C D(X,) y tal que D(X,) induce en D(K,) la topologia propia de D(K,).

Obsérvese que se ha cometido un abuso de notacidén al considerar como sucesién de definicién
los compactos (X,,),cy en lugar de la sucesién de espacios de Fréchet (D(X,,)), - Esto no supone
ningun problema puesto que existe una correspondencia biunivoca entre un compacto K y su espacio
de Fréchet D(K). [ |
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Definicion 2.46. Sea Q2 C R" un abierto. D(£2) equipado con la topologia final que lo convierte en

un espacio LF se denomina espacio de las funciones test.

A continuacién, demostraremos un conjunto de resultados que nos permitiran conocer las carac-
teristicas basicas de los espacios LF y, de este modo, cumplir el objetivo de extender las propiedades

de los espacios D(K).

Corolario 2.47. Bajo las hipdtesis del Teorema si cada 7, es una topologia Hausdorff, entonces

(V, T) es un espacio Hausdorff.

Demostracién. Sea x € V, x # 0. Tiene que existir n € N tal que x € X,,. Como la topologia 7, es
Hausdorff, existe un entorno U, de cero en X,, para 7, tal que x ¢ U,,. Por el Teorema[2.42] como 7
induce en cada X,, la topologia 7, existe un entorno U de cero en V para 7 tal que X,,NU = U,,. Por

ende, x ¢ U y se sigue, por el Lema[2.27] que T es una topologia Hausdorff. [ ]

Corolario 2.48. Bajo las hipdtesis del Teorema si cada subespacio X,, es cerrado en X1 para la

topologia 7,1, entonces X,, es cerrado en V para t.

Demostracion. Es evidente que X, es cerrado en cada X, para la topologia 7,4, con g € N. Sea
x €V, x ¢ X,, entonces existe p €N, p > 1, tal que x € X,,,,. Como X,, es cerrado en X, ,, existe un
entorno Uy, de cero en X, , tal que (x + Un+p) N X, = 0. Ahora bien, por el Teorema , existe
un entorno U de cero para la topologia 7 tal que U N X, = U,,. Por tanto, (x + U) N X, = 0. Asi,

V \ X,, es abierto en V para la topologia 7, es decir, X,, es cerradoen V. [ |

Lema 2.49. Sean V un espacio vectorial topoldgico sobre Fy B C V un subconjunto de V. Entonces,
B es acotado en V si, y solamente si, para toda sucesién (x,),eny C B y toda sucesion (A,),ey € RT

convergente a cero, la sucesion (A, x,),cn converge a cero en V.

Demostracion. Demostremos las dos implicaciones por separado.

= Supongamos que B es acotado y sean U un entorno equilibrado de cero en V, (x,),cy una

sucesién contenida en B y (1,,),cy € R* una sucesién convergente a cero.

Por ser B acotado, existe a € R" tal que B C AU, para todo A € F, |A| > a. Equivalentemente,
existe @’ € R* tal que AB C U, para todo A € F, || < a’. Por tanto, sabemos que A x, € U,
para |A| < @’ y n € N. Ahora bien, por la convergencia de la sucesién (A,,),cy @ cero, existe
ny € N tal que A, < o, para todo n € N, n = n,. Con lo cual, A,x, € U, para todo n € N,

n = ny. Como U fue fijado arbitrariamente, concluimos que (A,x,),cy converge a cero en V.
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= Supongamos que B no es acotado. Entonces existe un entorno equilibrado W de cero en V tal
que B ¢ (n+1)W, para todo n € N. Tomando x, € BN (V\(n+1)W) y A, = ﬁ, llegamos
aque A,x, ¢ W, para todo n € N. Por tanto, (1,X,),cy €S Una sucesién que no converge a

ceroen V. [ |

Teorema 2.50. Sean V un espacio vectorial sobre F y (X,,),cn una sucesion de subespacios vectoriales

de V tal que X,, C X1, paratodon €N, y V = | J X,.. Supongamos que cada X, estd dotado de una
neN
topologia localmente convexa T,, que T,,; induce la topologia T, en X, y que X, es cerrado en X,

para T,.;- Sea 7 la topologia final de V para las inclusiones f, : X,, < V. Entonces un subconjunto B

de V es acotado si, y solamente si, B estd contenido en algiin X,, y es acotado en él.

Demostracién. Suficiencia: Si B es un conjunto acotado de X,,, con n € N, entonces, por la continui-

dad de la inclusién f, : X, < V, B es acotado en V.

Necesidad: Comencemos probando que si B es acotado en V, entonces debe estar contenido en

algin X,,.

Supongamos que B no estd contenido en ningln subespacio X, y tomemos una sucesion (x,),en
tal que x,, € BN (V \ X,,). Luego, existe una subsucesién (y;)rey de (x,),en ¥ Una sucesién estric-
tamente creciente (n;)ey de naturales tales que, para todo k € N, tenemos yy € X,,, Yk € Xy, ;-
Por la segunda parte del Lema existe una sucesioén creciente (U )<y de conjuntos convexos tal
que Uy, es un entorno de cero en Xneo Uk NXy = Uk e % ¢ Uy,,. Por tanto, U := UmeN U, esun
entorno de cero de V para T e kyﬁ ¢ U, para todo k € N, es decir, la sucesién (kkal)keN no converge

a cero en V. Finalmente, por el Lema|2.49] B no es acotado en V.

Podemos ahora asumir que B estd contenido en X,,, con n € N, y demostrar que es acotado en
él. Si U,, es un entorno equilibrado de cero en X,, para 7,,, por el Teorema [2.42} existe un entorno
equilibrado U de cero en V para 7 tal que X,, N U C U,. Como, por hipédtesis B es acotado en V,
tenemos que B C AU, para algun A € F, por tanto, B ¢ AU,. Concluimos que B es acotado en
X,. m

El siguiente resultado caracteriza la completitud de los espacios LF. En su demostracion, de
nuevo, se ha eludido la nocién de filtro, en concreto, se ha evitado emplear lo que se conoce como
filtros de Cauchy.

Teorema 2.51. Sean V un espacio vectorial sobre F y (X,,),en Una sucesion de subespacios vectoriales

de V tal que X,, C X1, paratodon €N, y V = | J X,.. Supongamos que cada X, estd dotado de una
neN
topologia localmente convexa t,, que T, induce la topologia 7, en X,, y que X,, es cerrado en X,
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para T, Sea T la topologia final de V para las inclusiones f,, : X,, < V. Entonces V es completo si, y

solamente si, para todo n €N, X, es completo.

Demostracién. Necesidad: Por el Teorema|2.42} sabemos que 7 induce en X, la topologia 7,. Ademas,

en virtud del Corolario como X, es cerrado en X,,, 1, X, es cerrado en V.

Sea (¥ )keny € X, una sucesién de Cauchy en X,,. Se tiene que también es una sucesién de Cauchy
en V. Ahora bien, como V es completo, (y;)iey cOnverge a un cierto elemento y € V, en particular,
y €X,,. Por ser X,, cerrado en V, X,, = X, y tenemos que y € X,,. Es decir, (¥ )ken converge en X,,.

Se concluye que X,, es completo.

Suficiencia: Comencemos viendo que en espacios localmente convexos también es cierto que
toda sucesién de Cauchy es acotada. En efecto, sean (x,,),cy una sucesién de Cauchy y U un entorno
convexo de cero en V. Por definicién de sucesién de Cauchy en espacios vectoriales topoldgicos,
existe N € N tal que x, — x

€ U, para todo p,q = N. En particular, x, € x5 + U, para todo

q p
p = N. Como el conjunto {x,...,xy_1} es finito, entonces es acotado. Luego, existe A € R* tal
que {xg,...,Xy_1} C AU. Por lo tanto, (x,),ey C (xy +U) U AU. Es decir, la sucesién (x,,),cy €S

acotada.

Sea (¥r)key una sucesién de Cauchy en V. Como acabamos de ver, (y; )iy €S acotada y, en
virtud del Teorema (¥ )ren estd contenida en algin X, con n €N, y es acotada en él. Es decir,
(¥idken C€ X,,. Debido a que 7 induce en X, la topologia 7,, la sucesiéon también es de Cauchy en
X,. Como X,, es completo, (yi)rey converge a y € X,, C V. Concluimos que (y; )y converge en V

y, por tanto, V es un espacio completo. [ ]

A continuacion, presentamos un resultado que compendia las propiedades basicas de los espacios
LF.

Corolario 2.52. Sea V un espacio LF con sucesién de definicion (X,),ey. Entonces V es Hausdorff;
localmente convexo y completo. Ademds, cada X, es cerrado en Vy B C V es acotado en V si, y solamente

si, B estd contenido en algtin X, y es acotado en élL.

Demostracién. Recordemos que un espacio de Fréchet, por definicion, es localmente convexo, me-
trizable y completo. Por ser metrizable, es Hausdorff. Por lo tanto, en virtud del Corolario [2.47} V
es Hausdorff. Por otra parte, en la Observacion [2.38]se justificé que la topologia final es localmente

convexa, por lo que tenemos que V esun espacio localmente convexo.

Veamos que X, es cerrado en V. Efectivamente, como X, es completo en X,,; (ya que la to-

pologia de X,, coincide con la inducida por X,,,;), tenemos que X, es cerrado en X,,,;. En efecto:
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Consideremos una sucesion de X,, convergente a un elemento de X, ;. Sabemos que esta sucesion es
de Cauchy en X, y, como X,, es completo, converge a un elemento de X,. Ademas, por ser el espacio
Hausdorff, el limite es tnico. Por tanto, X,, es cerrado en X,,, ;. Por el Corolario[2.48} concluimos que

X, es cerrado en V.

Dicho esto, obsérvese que estamos en las hipotesis del Teorema [2.50| por tanto, un subconjunto

B C V es acotado en V si, y solamente si, B esta contenido en algtin X, y es acotado en él.

Finalmente, como cada X,, es completo, en vista del Teorema|2.51] V es completo. [ ]

Debido a la definicion de espacio de Fréchet y del resultado anterior cabe preguntarse si un espa-
cio LF posee la tercera propiedad que caracteriza a los espacios de Fréchet, es decir, si es metrizable.
La respuesta es que no todos los espacios LF son metrizables. En particular, el espacio de las funcio-
nes test, D(2), no lo es. Para demostrarlo es necesario definir el concepto de conjunto diseminado y

enunciar el Teorema de Baire.

Definicion 2.53. Sean X un espacio topoldgico y A C X un subconjunto. A se dice diseminado en X

si su clausura A tiene interior vacio. Es decir, si X \ A es denso en X.

Teorema 2.54 (Teorema de Baire). Si V es un espacio métrico completo y (X,),en uUna sucesion de

subconjuntos cerrados y diseminados de V, entonces V # | J X,
neN

Tanto en [28]] como en [[35]] se propone una justificacién de la no metrizabilidad de D(£2) aunque,

tal vez, la mas ingeniosa y elegante es la siguiente, que se puede encontrar en [[10]].

Teorema 2.55. El espacio D(2) no es metrizable.

Demostracién. Sea D(2) el espacio LF con sucesion de definicién (D(K,,)),cy ¥ Supongamos que es
metrizable. Por el Corolario [2.52] D(Q2) es completo y estd formado por la unién numerable de los

espacios de Fréchet (D(K},)),cy, los cuales son cerrados y diseminados en D(£2). Por el Teorema de

Baire (Teorema [2.54), D(2) # | J D(K,), lo cual es una contradiccién que viene de suponer que
neN
D(Q) es metrizable. [ |

En general, una clasificacién mas exhaustiva de los espacios LF se puede encontrar en [25]]. En
dicho articulo, se presenta una condicién necesaria y suficiente para la metrizabilidad de un espacio
LF: el espacio no puede ser la uniédn de una sucesién creciente de subespacios equilibrados, convexos

y diseminados.

Una vez estudiada la estructura basica de los espacios LF, particularicemos sus propiedades al
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espacio D(£2) de las funciones test.

Consideremos (D(K,,)),cy una sucesién de definicién de D(£2). Como consecuencia del Corola-
rio [2.52] D(€2) es Hausdorff, localmente convexo, completo e induce en cada D(K,) su topologia
original. Ademas, por el Teorema [2.55] se tiene que D(Q2) no es metrizable, es decir, D(2) no es un

espacio de Fréchet.

Por otra parte, de nuevo por el Corolario [2.52] cada D(K,,) es cerrado en D(2) y un conjunto
B C D(£2) es acotado en D(f2) si, y solamente si, existe un compacto K C Q) y existe una coleccién
{ep }pEN” C R" tal que toda f € B tiene su soporte contenido en K y para todo p € N", se cumple

que |37 f(x)| < €,, para todo x € Q.

Por ultimo, veamos el ejemplo canénico y que mejor ilustra la nocién de funcién test.

Ejemplo 2.56. La funcién ¢ : R — R definida por

-1 ]
S(x)= exp(l_xz), si|x| <1, .4

0, si x=1

es infinitamente diferenciable y su soporte es Bg[0,1] := {x € R : |x| < 1}. Es decir, ¢ es una
funcién infinitamente diferenciable con soporte compacto, por tanto, es una funcién test, f € D(R).

A continuacién, en la Figura se representa la funcién ¢.

y

Fig. 2.1. Representacion de la funcion test ¢ definida en . Obsérvese como la funcion se des-

vanece cuando la norma de x se acerca a 1.






3. El espacio de las distribuciones

Una vez construido el espacio de las funciones test, ponemos el objetivo en definir el espacio de
las distribuciones. Este simplemente es el dual topoldgico del espacio de las funciones test. Al igual
que en el capitulo anterior, comenzaremos introduciendo los conceptos necesarios para la definicion

y caracterizacién de este espacio. En este caso, se expondran resultados basicos de la teoria de la
dualidad.

Después de presentar todas las herramientas imprescindibles, se definird el espacio de las distri-
buciones y se proporcionard una caracterizacién sumamente dtil para manejarlas. Posteriormente,
comprobaremos cémo las distribuciones generalizan la nocién de funcién localmente integrable y la
de medida. Finalmente, se tratardn las principales propiedades de las distribuciones, ilustradas en
todo momento con ejemplos aclaratorios. En particular, veremos cdmo las distribuciones extienden
los principales conceptos asociados a las funciones como, por ejemplo, el soporte, la multiplicacion

y la diferenciacion.

3.1. Preliminares

Con el objetivo de introducir adecuadamente el dual topolégico, y aunque ya se ha empleado en

el capitulo anterior, recordemos la definicién de aplicacién lineal.

Definicion 3.1. Sean V y W espacios vectoriales sobre IF. Una aplicacion f : V — W se dice lineal o
un homomorfismo de F-espacios vectoriales si f(Ax +y) = A f(x)+ f(y), para cualesquiera A € F,

x,y € V. Denotaremos por Hom(V, W) al conjunto de aplicaciones lineales de V en W.

A continuacidn, se define la nocién de dual algebraico. Se advierte que el concepto se ha par-
ticularizado al caso en el que el cuerpo de los escalares es F (es decir, R o C) pero la definicién es

totalmente valida para un cuerpo genérico.

Definicion 3.2. Sea V un espacio vectorial sobre F. El espacio vectorial V* := Hom(V, F) se denomi-
na dual algebraico de V, donde la suma y el producto por escalares se definen a partir de la suma y
el producto de F. Es decir, se define (f +g)(x) = f(x)+g(x) y (A f)(x) = A f(x), para cualesquiera

f,g€V*, xeVyAekF. Los elementos de V* se llaman funcionales lineales, covectores o 1-formas.
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Si x’ € V*y x € V, denotamos x’(x) como (x’, x). De hecho, la aplicacién

(,): V*xV—> F

(x',x) = {x/,x)

se conoce con el nombre de aplicacién bilineal natural o par dualidad. N6tese que aun cuando la
notacion (-, -) se corresponde con la empleada para denotar al producto escalar, estas aplicaciones son
esencialmente distintas. En efecto: el producto escalar es una forma sesquilineal y iinicamente esta
definida para IF, mientras que el par dualidad es bilineal y se puede definir sobre un cuerpo arbitrario.
Ademas, el dominio del producto escalar es V x V y, en general, V y V* no son isomorfos. Dicho esto,
en el caso de considerar espacios prehilbertianos, existe una relacién entre dichas aplicaciones (para

mas informacién al respecto, consultese [|7]]).

Definicion 3.3. Sea V un espacio vectorial topoldgico sobre F. Llamamos dual topoldgico de V al
conjunto V' de todas las aplicaciones de V* que son continuas, es decir, V' es el conjunto de los

funcionales lineales y continuos de V.

Probemos que V' es un subespacio del dual algebraico, V*. Para ello, es necesario un lema técnico

que sera util a la hora de caracterizar las distribuciones.

Lema 3.4. Sean V y W espacios vectoriales topoldgicos sobre F. Una aplicacion lineal f : V. — W es

continua si es continua en cero.

Demostracion. Supongamos que f es continua en cero. Sea B un entorno de cero en W, por la
continuidad de f en el origen, existe A entorno de cero en V tal que f(A) C B. Ahora bien, por la
linealidad de f, dado x € V, f(x +A) C f(x)+ B. Por tanto, f es continua para todo x € V. [ ]

Proposicion 3.5. Sea V un espacio vectorial topoldgico sobre F. El dual topoldgico V' es un subespacio

vectorial de V*.

Demostracién. Comencemos sefialando que V' # @) ya que 0 € V’, donde 0 : V — F estd dada por
(0,x) =0, para todo x € V.

Sean x’, y’ € V’. Fijado € € R* arbitrario, por ser x e y’ funcionales lineales y continuos, existen
Ay B entornos de cero en V satisfaciendo que |(x’, x)| < %e, six €A, yque |[(y,x)| < %e, si x € B.
Por tanto:

(X" + ¥y, )] = [{(x",x) + (¥, ) < 1 )1+ 1, x) < e,

para todo x € AN B. Con lo cual, por el Lema[3.4, x'+ y’' € V',
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Ahora tomemos A € Fy x’ € V/. Si A =0, entonces A x’ = 0, por lo que A x’ € V’. Supongamos
que A # 0. Puesto que x’ € V’, existe un entorno U de cero en V tal que |{x’, x)| < e |A|™}, para todo
x € U. En consecuencia,

(A", )| = 12 {x", x)| = Al [{x', x)| < e,

para todo x € U. Se concluye que A x’ € V' y asi V' es un subespacio vectorial de V*. |

Presentemos un resultado que sera primordial en el momento en el que se caractericen las dis-
tribuciones. Puesto que nos interesa exclusivamente estudiar la continuidad de funcionales lineales,
se ha simplificado la siguiente proposicidn, inicialmente ideada para dos espacios vectoriales topo-
l6gicos con topologias generadas por seminormas, al caso en el que el espacio de llegada es F. El

resultado general puede consultarse en el segundo capitulo de [|19]].

Proposicion 3.6. Sea V un espacio vectorial topolégico sobre T cuya topologia estd generada por una
sucesion creciente de seminormas (|| - ||,,),en- Un funcional lineal f : V — F es continuo si, y solamente

si, existen una seminorma || - ||, y M € R* tales que |f (x)| <M llx|l,, para todo x € V.

Demostraciéon. Condicion suficiente: Sea A un entorno de cero de F. Por definicién de entorno, existe
€ € R* tal que A contiene al conjunto {x € F : |x| < e}. Como, por hipétesis, |f (x)| < M l|lxIl,, para

cierto M € R* y para cierta seminorma || - || ,, tomando B = {x €V : x|, < eM_l}, se sigue que

Il
f(B) cA(yaque |f(x)| < M||x||, < €). Esto significa que f es continua en cero y, por el Lema

f es continua.

Condicién necesaria: Supongamos que f es continua. De este hecho se sigue que existen n € N
y & € R™ tales que si ||x]||,, < &, entonces |f (x)| < 1. Por tanto, se tiene que |f(x)| < &7 ||x|,,, para
todox €V.

Asi es:

= Si||x||,, # O, entonces |x5 ||x||;1| = 6. En consecuencia, {f (x5 ||x||;1) | =6 ||x||;1 If (x)] < 1.

Equivalentemente, |f (x)| < &7 ||x]|,.
= Si ||x||,, = 0, entonces ||ax||, = 0, para todo a € R™. Por tanto, |f (ax)| = a|f(x)| < 1, para

todo a € R*, es decir, |f(x)| = 0. Por ende, |f(x)| < &7 ||x]|,. [ ]

Veamos un resultado que proporcionara una segunda caracterizacion de las distribuciones. Co-

mencemos recordando la definicién de aplicacién secuencialmente continua.

Definicién 3.7. Sean V y W espacios topoldgicos. Una aplicacién f : V — W se dice secuencialmente

continua si, para toda sucesion (x,),en C V convergente a un punto x € V, la sucesion (f (x,,)),en C
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W converge a f(x) en W.

Proposicion 3.8. Sean V un espacio vectorial topoldgico sobre F metrizable y W un F-espacio vectorial

topoldgico. Una aplicacion f : V — W es continua si, y solamente si, f es secuencialmente continua.

Demostracién. Condicion necesaria: Si f es continua, para cualesquiera x, € V y A entorno de f (x)
en W, existe B entorno de x, en V tal que f(B) C A. En particular si (x,),ey C V converge a xo,

existe N € N tal que x,, € B, para todo n = N. Por lo que, f(x,) € A, para todo n = N, es decir,
(f (x5)) ey converge a f(xp) en W.

Condicién suficiente: Supongamos que V es metrizable y que f : V — W no es continua. Probe-

mos que f no puede ser secuencialmente continua.

Puesto que f no es continua, existen x, € V y A entorno de f(x,) en W tal que f~*(A) no es
un entorno de xy en V. Consideremos (U,,),cx una base local de cero en V decreciente, es decir,
U,.1 C U, para todo n € N. Se tiene que, para todo n € N, existe x,, € x, + U, tal que x,, ¢ f~}(A).
De este modo, hemos construido una sucesién (x,),cy convergente a x, en V tal que f(x,) ¢ A,
para todo n € N. Es decir, (f(x,)),ey N0 converge a f(xy). Por tanto, f no es secuencialmente

continua. [ ]

Por tltimo, para finalizar con estos preliminares, presentamos de forma superficial, algunas de las
topologias con las que podemos equipar al dual topolégico. Debido a que una introduccién formal
y general de la teoria de la dualidad entre espacios vectoriales topoldgicos tendria una extensién
desmedida y quedaria fuera de los objetivos de este trabajo, se han adaptado los resultados al caso
en el que se consideran los espacios V y V’, con V un espacio vectorial topoldgico sobre F. Para una

exposicion rigurosa sobre la teoria de la dualidad, constltese [9]].

Definicién 3.9. Sean V un espacio vectorial topoldgico sobre F, V’ su dual topoldgico y A C V. El

conjunto A° := {x’ eV’ :sup|(x’,x)| < 1} se denomina conjunto polar de A.
xX€A

Enunciemos las propiedades basicas que nos interesan de los conjuntos polares. Omitimos la

demostracién puesto que es rutinaria a partir de las definiciones involucradas.

Proposicion 3.10. Sean V un espacio vectorial topolégico sobre F y A C V. Entonces el conjunto polar
A° es un conjunto equilibrado y convexo de V'. Ademds, A° es absorbente en V' si, y solamente si, A es

acotado en V.

Observacion 3.11. Sea & una coleccién de subconjuntos acotados en V. Por la Proposicién|3.10} los
conjuntos polares A° de los elementos A € & forman una coleccién de subconjuntos de V' absorben-

tes, equilibrados y convexos. Por el Corolario esta coleccion genera una topologia localmente
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convexa sobre V’.

Nos encontramos en situacién de definir las dos topologias principales sobre V’: la topologia

débil y la topologia fuerte.

Definicion 3.12. Sean V un espacio vectorial topoldgico sobre F y & la coleccidon de todos los sub-
conjuntos finitos de V. Se define la topologia débil de V' como la topologia generada sobre V' por

los conjuntos polares de los conjuntos de la coleccién &.

Existen otras formas de poder definir la topologia débil, una de ellas se basa en generar seminor-

mas en V'’ a partir del par dualidad. Véase [|5]].

Definicion 3.13. Sean V un espacio vectorial topoldgico sobre F y & la coleccidn de todos los sub-
conjuntos acotados de V. Se define la topologia fuerte de V' como la topologia generada sobre V’
por los conjuntos polares de los conjuntos de la coleccién &. También se conoce con el nombre de

topologia de la convergencia uniforme en conjuntos acotados de V.

3.2. Definicion

Una vez precisada la nocién de dual topoldgico y después de una largo camino, pasamos a definir
formalmente el concepto de distribucién y el espacio de distribuciones tal y como fueron formulados

por Laurent Schwartz en [32].

Definicion 3.14. Sean 2 C R™ un abierto y D(2) el espacio de las funciones test. Un funcional lineal
y continuo de D() se dice que es una distribucién en €. Su dual topolégico, D’(Q2), se denomina

espacio de distribuciones.

El espacio de distribuciones se puede equipar con la topologia débil (Definicién o con la
topologia fuerte (Definicién[3.13), cada una de ellas lleva asociada una nocién de convergencia que,
Ccomo veremos en una seccion posterior, coinciden cuando se estudia la convergencia de sucesiones
de distribuciones. De todos modos, aunque para los resultados fundamentales no supone ningin
problema, se advierte al lector de que dependiendo de la bibliografia consultada, uno se puede
encontrar con tres escenarios diferentes: el autor tinicamente tiene en cuenta la topologia débil
(por ejemplo en [[22]]), considera exclusivamente la topologia fuerte (véase [[19]]) o utiliza ambas

topologias (constltese [[1]]).

Dicho esto, enunciemos y demostremos un resultado fundamental que proporciona dos caracte-

rizaciones de las distribuciones.
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Teorema 3.15. Sean Q C R" abiertoy T : D(2) — F un funcional lineal. Los siguientes enunciados

son equivalentes:
(1) T es una distribucion.
(1) Para todo K C Q compacto, existen M € RT y N € N tal que para todo ¢ € D(K),

(T,¢)l <M max max|d%p(x)|. 3.1

0<|a|<N xeK
(1) Si una sucesion (¢,),eny C D(§2) converge uniformemente a cero, asi como las sucesiones de sus
derivadas parciales, y existe K C Q compacto tal que sop g, C K, para todo n € N, entonces

(T(¢n))pen converge a cero.

Demostracién. Probaremos que (I) equivale a (II) y que (I) equivale a (III).

Para ver la primera de las equivalencias recordemos la definicion de una seminorma de la sucesion
creciente de seminormas en D(K), con K C Q compacto. Dados f € D(K) y k €N,
= max max|d*f(x)].
IFll:= mix mix| 2% ()]
Ademds, tengamos presente que D(£2) es un espacio LF y su sucesién de definicién (D(K,,)),en
estd formada por espacios de Fréchet. Por tanto, en virtud de la Proposicion [2.40} un funcional lineal

T : D(Q) — F es continuo si, y solamente si, T oix : D(K,) — F es continuo, para todo n € N, donde
ik, : D(K,) = D(Q) es la inclusién.

Ahora bien, por la Proposicion cada uno de los funcionales lineales T o iy es continuo si,
y solamente si, existen una seminorma | - ||y y M € R" tales que [(T,¢)| < M ||¢||y, para todo
¢ € D(K,). Empleando la definicion de estas seminormas, podemos reescribir la condicién anterior
como:

T, ¢}l <M mdx méx|3d%p(x)],

o<la|<N xeK

para todo ¢ € D(K,,).
De este modo, queda probado que (I) equivale a (II).

Por otra parte, para demostrar la segunda equivalencia, volvemos a partir del hecho de que
un funcional lineal T es continuo si, y solamente si, T o ix : D(K,) — F es continuo, para todo
n € N. Puesto que los espacios D(K,,) son metrizables (Teorema [2.33)), como consecuencia de la
Prop031c1on Toig : D(K,) — F es continuo si, y solamente si, Toig essecuencialmente continuo.
Es decir, T oig_es continuo si, y solamente si, para toda sucesién (¢, ),y € D(K,) convergente a cero

en D(K,,) (esto significa que tanto la sucesion como las sucesiones de derivadas parciales convergen
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uniformemente a cero, por la definicién de la métrica en el Teorema [2.31)), la sucesién ((T, ¢,)),en

converge a cero.
Por consiguiente, concluimos que (I) equivale a (III). [ ]

Observacién 3.16. Recuérdese que, como se vio en el Teoremal[2.55] el espacio D(£2) no es metrizable.
Dicho esto, resulta muy interesante como aparece la metrizabilidad de los espacios D(K,,) en la
demostracion del Teorema ((I) equivale a (II)). Asi es, la prueba se basa en transformar el
estudio de la continuidad de un funcional lineal de un espacio LF en analizar la continuidad de un
funcional lineal de un espacio de Fréchet (es decir, un espacio metrizable, completo y localmente
convexo). Finalmente, la continuidad de este funcional lineal estd garantizada precisamente, en

virtud de la Proposicién [3.8] por la metrizabilidad de los espacios de Fréchet.

A continuacioén, veamos una serie de ejemplos elementales que aclararan la nocién de distri-
bucién. Asumiremos que el lector es conocedor de la teoria de integracidon de Lebesgue. En caso
contrario, puede encontrarse en [29]] una introduccién conveniente. Como es habitual, denotare-
mos por LP(Q2), con  C R" abierto, el espacio normado completo de aquellas funciones medibles
f :Q — T tales que (fQ |f Ip)5 es finita y donde se identifican las funciones que son iguales salvo un

conjunto de medida nula.

Ejemplo 3.17. Sean Q2 C R" abierto y f € ¥(£2) una funcién continua en 2. Para cada ¢ € D(2), la
funcién f ¢ es continua (por ser producto de dos funciones continuas) y su soporte estd contenido
en el soporte de @, es decir, sop(f ) C sop(y). De esta forma, podemos extender la funcién f ¢ a
todo R" sin méas que definirla como cero en R" \ Q. De aqui, se sigue que f g S () ¢(x) dx existe ya

que

€sop(y)

J If () p(x)]dx < J méax |f(x)e(x)|dx < oo.
R? sop(p) ¥

Si definimos Ty : D(2) — F como (T, ¢) = fRnf(x) ¢(x) dx, se tiene que T es una distribu-
cién. En efecto: acabamos de ver que la integral es siempre finita, por tanto, (Tf, ) € F, para todo

¢ € D(2). Ademas, debido a la linealidad de la integral de Lebesgue se tiene que
(T, a0+ ) =J fO) (ap(x)+¢(x))dx =a J fx)p(x)dx +J f(x)¢(x) dx
Rn Rn Rn
=a (Tf) (P) + (Tf7 ¢>’
donde a €T, ¢, ¢ € D(£2). Con lo cual, Ty es lineal.

Finalmente, T; es un funcional continuo. Asf es, sea K C Q compacto y A := mé}g( |f (x)]. Por la
xXe

compacidad de K, existe B € R" tal que K C L, donde

L={x=(xp,...,x,) €R" : |x;]| <B,ie{l,...,n}}.
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Sea ¢ € D(K), se tiene que

im0 < |

R

() ()l dx =f FG)@()ldx < max|f ()] méx|g(x)| 28"
n L

= 2AB" max|¢(x)|.
x€K

Por tanto, vemos que se cumple la afirmacién (IT) del Teorema para N = 0. Concluimos que

T; es una distribucién en Q.

El ejemplo anterior nos muestra que toda funcién continua f induce una distribucién Ty, por
lo que, en cierto modo, las distribuciones generalizan la nocidn de funcién continua. Es mas, de la
misma forma, las distribuciones a su vez generalizan otro tipo de funcién, las llamadas funciones
localmente integrables. Este es el motivo por el cual las distribuciones también se conocen con el
nombre de funciones generalizadas. Introduzcamos el concepto de funcién localmente integrable y

demostremos la afirmacion anterior.

Definicion 3.18. Sean Q2 C R" abiertoy f : Q — F una funcién medible. Se dice que f es localmente

integrable si
f lf ()ldx < oo,
K

para todo K C Q compacto. El conjunto de todas las funciones localmente integrables en 2 se denota

por Ll (), es decir,

loc

Ll

loc

Q)= {f : Q — F medible : fx € L'(K), paratodo K Cc Q, K compacto}.

Salta a la vista que cualquier funcién de L'(R) pertenece a L} (), es decir, L'(Q) C L} ()
y que toda funcién continua es, también, localmente integrable. Para probar que este espacio estad
embebido en el espacio de distribuciones necesitamos un resultado previo cuya demostracién es
sencilla pero laboriosa: se basa en la existencia de una funcién test, no negativa y tal que su integral
es uno y hace uso del teorema de diferenciacidon de Lebesgue. Omitimos la prueba pero, en cualquier

caso, toda la construccién puede ser consultada en [[24]].

Teorema 3.19 ([24, Theorem 1.3]). Sean 2 C R" abiertoy f € L. (). Si fﬂf(x)cp(x) dx =0,

loc
para todo ¢ € D(2), entonces f = 0 en casi todo punto de .

1
loc

Teorema 3.20. Sean Q C R" abiertoy f € L, (). La funcidn f genera una distribucidn T definida

como
Ty, ) = J F(0) 000 dx,
Q

para todo ¢ € D(£2). Ademds, la aplicacion & : Llloc(Q) — D’(Q) definida por &(g) = T,, para todo
ge Llloc(ﬂ), es lineal e inyectiva.
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Demostracion. La prueba de la primera afirmacién es andloga a la argumentacién empleada en el
Ejemplo Obviamente, Ty estd bien definido ya que (T, ) < 00, para todo ¢ € D(£2). Ademds,

es un funcional lineal. Por ultimo, dados K C Q2 compacto y ¢ € D(K), se tiene
(T, o)l < f IfG)elx)ldx < J |f (o)l dx méx|e(x)| = M méx|p(x)],
K K x€K x€K

donde M := f ¢ [f(x)] dx < oo. Por el Teorema , T; es una distribucion.
Pasemos ahora a probar que & es lineal e inyectiva.

= & eslineal, es decir, $(a f + g) =a d(f)+P(g), donde a €Fy f,g € Llloc(Q). En efecto:
P(af +g)p)=Tarsg(p)=(af +8 ¢) = J (af +g)x)p(x)dx
Q

=a J f(x)e(x) dX+J g(x)p(x)dx =a(f, )+ (g ¢)
Q Q
=a®(f)(¢)+2(g)(p),
donde ¢ € D(Q).

= & es inyectiva. Sea f € Llloc(ﬂ) tal que &(f) = 0, es decir, fo(x)(p(x) dx = 0, para todo
¢ € D(Q). Por el Teorema [3.19} f = 0 en casi todo punto de . Por tanto, ¢ es inyectiva. M

.7 . .7 . . . . 1
Observacion 3.21. La aplicacion ¢ del Teorema es un embebimiento si dotamos al espacio L; (©2)
de una cierta topologia con la que adquiere una estructura de espacio de Fréchet (empleando para
su construccién el Teorema [2.31)). Este es el motivo por el que hemos afirmado que las funciones

localmente integrables estan embebidas en el espacio de distribuciones.

Definicién 3.22. Sea 2 C R" abierto. Una distribucién T € D’() se dice que es regular si existe una

funcién localmente integrable f € Llloc(ﬂ) tal que

(TﬂP) = (Tf>(10> zf f(X)(,O(X) dX,
Q

para todo ¢ € D(£2). En caso contrario, se dice que T es una distribucién singular.

Observacién 3.23. Hacemos notar que se empleard la notacién Ty y f indistintamente para referirse
a la distribucién asociada a una funciéon f, siempre y cuando esto no lleve a confusion. De igual
modo, y como veniamos haciendo, la imagen de una distribucién T se denotara por T(¢) o (T, ¢)

de forma indiferente.

Hasta el momento unicamente hemos considerado distribuciones regulares puesto que, por defi-

nicién, todas se han definido a partir de funciones localmente integrables. Veamos que existen distri-
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buciones singulares. El ejemplo mas notable y, tal vez, ineludible es la funcién de Dirac. Dediquemos

el siguiente apartado al analisis de este objeto.

3.2.1. La funcidn de Dirac

La funcidén de Dirac es un objeto matematico ampliamente utilizado en la fisica y en la ingenieria,
en particular, en la mecdnica cudntica y en la ingenieria eléctrica. Se concibié como una “funcién”
que es nula en todo punto excepto en el origen, donde vale infinito y tal que su integral es uno. Es

decir, explicitamente se tendria

oo, si x=0,
6(x)=
0, si x#0,

yf_ozo o(x)dx = 1.

Obviamente, esta funcidon no existe pero, como veremos, tiene sentido dentro de la teoria de
distribuciones. Hasta la creacidn de dicha teoria, los matemadticos y fisicos trataban a la funcién de
Dirac como una idealizacién matematica y la manipulaban de forma intuitiva. Cabe destacar que
cada autor utilizaba distintas definiciones para este objeto pero, en el fondo, se trataba de la misma

nocion.

Para ejemplificar su importancia, resaltaremos algunos de sus dmbitos de aplicacién cuando to-
davia no era un concepto formal. En 1822, Fourier la emplea en el estudio de sus series; se puede
encontrar en la teoria de las funciones de Green; Kirchhoff fue el primero en utilizarla de forma
explicita en el andlisis del principio de Huygens y Heaviside la aprovecha en investigaciones sobre

electromagnetismo. Consultense [|14]], [[15]], [21]] y [17]], respectivamente.

Dicho esto, sin duda, el cientifico que mas destacé en su uso fue Paul Dirac. La importancia de la
“funciéon” como herramienta en sus estudios de mecanica cudntica (por los cuales obtuvo el premio
Nobel de fisica en 1933) provoco que este objeto pasase a identificarse con su nombre. En [11]],
Dirac presenta este concepto como una generalizacion de la delta de Kronecker. De ahi que también

se denomine como funcién 6.
Para mads informacion sobre la historia de la funcién de Dirac, se recomienda la lectura de [|23]].

Como se ha comentado, la funcion de Dirac es una idealizacién matematica: se puede interpretar
como la concentraciéon de una magnitud en un punto, por ejemplo, de una fuerza o una masa. Debido
a esto, antes de proporcionar la definicién como distribucién, veamos como se caracteriza la funcion

6 por sucesiones. Para ello, vamos a enunciar las propiedades que deberia satisfacer este objeto.
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Sea a € R. La “funcién” de Dirac es un objeto matematico que cumple las siguientes propiedades:
(1) 6(x—a)=0,six#a.

0, si a,f<a V a<a,f,

2) ff 6(x—a)dx=
1, si aela,p].

(3) Propiedad reproductora: f;: 6(x—a)f(x)dx = f(a), donde f es suficientemente regular.

Obsérvese que la propiedad (3) generaliza la cualidad de que la integral de la delta sea uno,
ffzo 6(x —a) dx = 1, basta tomar f = 1.

Dicho esto, existen sucesiones de funciones que, al tomar el limite, satisfacen la propiedad re-
productora de la funcién de Dirac: las denominadas sucesiones delta. La topologia débil del espacio
D’(R) es lo que subyace tras la consideracién de estas sucesiones. En [[1] puede encontrarse informa-
cién sobre esta nocidn y resultados al respecto que justifican esta convergencia. Pasamos a exponer

ahora una sucesion delta de cosecha propia.

Definimos, paratodoneN,n> 1,

cos(2nx)n, si x€|ZZ, =,
gn(x) = . [:'1 4:] (3.2)
O’ S1 X ¢ |:4_n’4_n:|

&4

82

&1

Fig. 3.1. Representacion del primer, segundo y cuarto elemento de la sucesién (g,),en definida
en (3.2). Podemos apreciar como la sucesién se escapa hacia infinito en x = 0, mientras que en los

demds puntos, converge a cero.
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Veamos que satisface las propiedades de la funcién de Dirac. Claramente,

) 0o, si x=0,
lim g,(x)=
n—oee 0, si x#0.

Ademas, f _o:o gn(x) dx = 1, para todo n € N, n = 1. Las funciones g, se pueden interpretar como
la distribucién de una carga, puesto que su integral en la recta real es siempre uno, la carga total se
mantiene constante. Por ultimo satisface la propiedad (3), es decir, f ooj 2a(x)f(x)dx = f(0). De

manera informal, esto se puede justificar ya que, para cualquier f € D(R),

lim J gn(x) f(x) dx = lim J gn(x)f(0) dx + lim f gn(x) (f (x) = f(0)) dx = £(0),
R R R

por la continuidad de f en cero y por el hecho de que la integral de las g, sea 1.

La justificacién precisa es rutinaria, basta probar que el segundo limite de la expresién anterior

es cero empleando que f € D(£2) y, en particular, que f es continua.

Por tltimo, proporcionemos la definicién de la funcién de Dirac como distribucién; luego, pro-
bemos que, efectivamente, se trata de un funcional lineal y continuo de D(2) y, finalmente, veamos

que es una distribucién singular.

Definicion 3.24. Sean 2 C R" abierto y a € Q. Se define la funcion de Dirac, distribucién de Dirac o

delta de Dirac 6, en el punto a como
6q(¢) = (84, ¢) :=¢(a),
para todo ¢ € D(2). Cuando a = 0, se denota simplemente como & y se denomina funcién de Dirac.

Proposicion 3.25. Sean Q C R" abierto y a € Q. La funcion de Dirac &, en a es una distribucion en
Q. En particular, es una distribucién singular.
Demostracién. Claramente &, esta bien definida ya que 6,(¢) = ¢(a) € F, para todo ¢ € D(Q2).

Por otra parte, &, es lineal. En efecto: sean a € Fy ¢, ¢ € D(f2), entonces

(6 ad+¢):=(ap+p)(@)=ad(a)+e(a)=a(b, )+ (6 ¢).

Por ultimo, para probar que 6, es una distribucién, debemos ver que es continuo. Para ello, con-
sideremos K C Q compacto y (¢,),ey € D(K) una sucesién convergente uniformemente a cero. En

particular, se tiene que (¢, (a)), ey converge a cero. Por tanto, la sucesion (6,(¢,))peny = (@1(a))en
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converge a cero, es decir, se cumple el enunciado (III) del Teorema Con lo cual, en virtud de

dicho teorema, 6, es una distribucion.

Demostremos que 6, es una distribucién singular. Supongamos que 6, es una distribucién regu-
lar. En ese caso, existiria f € Llloc(ﬂ) tal que 6, = Ty. La restriccién de f a Q \ {a} tendria que ser
nula en casi todo punto y;, como {a} tiene medida cero, f seria nula en casi todo punto de Q. Por lo

tanto, ya que Ty se define como (Ty, ¢) = fo(x) ¢(x) dx, llegariamos a que Ty = 0.
Esto supone una contradiccién puesto que existe ¢ € D(Q2) tal que ¢(a) # 0, es decir, §, # 0.

Concluimos que 6, es una distribucidn singular. [ |

Obsérvese que empleando con la distribucién 6 la notacidn que se utiliza para distribuciones

regulares recuperamos la propiedad reproductora:

(64, 9) =f S(x—a)p(x) dx = J 6(x)¢(x +a) dx = ¢(a).
Q Q

Al lector interesado en las propiedades de la funcion de Dirac desde el punto de visa de la teoria
de distribuciones se le recomienda consultar [20]], donde podra encontrar incluso una interpretacion

de la delta como una integral de Stieltjes.

3.3. Medidas

En vista de que la funcién de Dirac puede interpretarse como una integral de Stieltjes, podemos
preguntarnos si las distribuciones generalizan la nocién de medida. La respuesta es afirmativa, en
particular, podemos considerar como distribuciones las medidas de Lebesgue-Stieltjes, que pasamos

a definir.

Definicion 3.26. Sean 2 C R" abierto y 9 la o-adlgebra mas pequefia que contiene a todos los
conjuntos abiertos de Q2 (es decir, la o-4dlgebra de Borel de ©2). Una medida de Lebesgue-Stieltjes es

una funciéon y : ¥ — F, donde 8 C ¥ y = es una o-dlgebra, que satisface:
@ w@=o0.

() Si{E,},en C 9B es tal que Ex NE; =, para todo k, j €N, k # j, entonces

M(U En) = > u(E,).
n=1

neN

(111) Si A es compacto, entonces |u(A)| < oo.
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Observacion 3.27. Se ha optado por tomar la definicién de medida de Lebesgue-Stieltjes de [4], ya
que necesitamos que la medida sea finita en compactos. En ocasiones, alguna referencia (por ejemplo
[16]) denomina a la medida de Lebesgue-Stieltjes, medida de Borel. En realidad, una medida de
Lebesgue-Stieltjes es una medida de Borel que ademas es localmente finita (condicién (III) de la
Definicién [3.26)), por lo que se recomienda que, en caso de consultar la bibliografia, se compruebe

la definicion considerada.

Probemos que toda medida de Lebesgue-Stieltjes genera una distribucién. Emplearemos las pro-
piedades de la integral con respecto a una medida que, aunque en este caso coinciden con la propie-

dades de la teoria de integracién de Lebesgue, pueden ser consultadas en [4]].

Proposicion 3.28. Sean 2 C R" abierto y u una medida de Lebesgue-Stieltjes en ). Entonces . induce

una distribucion en < definida por
(u, d) = J ¢du,
Q

para todo ¢ € D(£).

Demostracién. Comencemos comprobando que el funcional estd bien definido. Sea ¢ € D(Q2). Por
ser una funcién test y empleando que la medida de Lebesgue-Stieltjes es localmente finita, tenemos

que

f ¢dueF.
Q

Por tanto, el funcional estad bien definido.

Pasemos a probar la linealidad del funcional. Es consecuencia directa de la linealidad de la inte-

gral con respecto a una medida. Asi es, sean a € Fy ¢, p € D(2), se tiene que

(M,a¢+so)=J (a¢+90)du=aj ¢du+f pdu=au,d)+(u,p).
Q Q Q

Finalmente, veamos que el funcional lineal es continuo. Sea K C £ compacto. Por definicién de

medida de Lebesgue-Stieltjes, |u(K)| = M € R*, por tanto, para todo ¢ € D(K), se tiene que

I(M,¢)|<J [¢ldp < M max|¢(x)l.
Q X€E.

Concluimos, en virtud del Teorema (3.15, que u induce una distribucion. |

Por ultimo, veamos que la funcién de Dirac puede verse como una medida.
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Ejemplo 3.29. Sean Q2 C R" abierto y a € Q. Se define la medida de Dirac 6, : #(2) — R para a en
Q como
1, si a€A,
5a(A) = .
0, si a¢A.
Obsérvese que, efectivamente, es una medida de Lebesgue-Stieltjes. Esta bien definida ya que 6 ,(A) €
{0, 1}, para todo A € Z(2). Ademas, 6,(0) = 0y es localmente finita. Por ultimo, si {E,} ey € 2 (£2)

es tal que E; NE; =0, para todo k, j €N, k # j, entonces

8a (U E) - 84 (Ep),
n=1

neN

ya que, por ser una union disjunta, a lo sumo un conjunto contiene al punto a.

Por tultimo, sea ¢ € D(£2), entonces:

(60, 9) = f ¢do, = ¢(a).
Q

Por lo que la distribucién inducida por la medida 6, coincide con la expuesta en la Definicién

3.4. Convergencia de distribuciones

Como hemos visto, podemos equipar el espacio de distribuciones tanto con la topologia fuerte
como con la topologia débil. Dedicaremos esta pequefia seccion a definir las nociones de convergencia
(para sucesiones) sobre este espacio para ambas topologias y veremos que esencialmente son la

misma.

Definicion 3.30. Sean Q C R" abierto, D’(£2) su espacio de distribuciones equipado con la topologia
débil y (T,),en € D'(£2) una sucesién de distribuciones. Se dice que (T,),cy converge débilmente a

cero si, para cada ¢ € D(Q2), ({T,,, ¢)),en converge a cero en F.

Definicion 3.31. Sean Q C R" abierto, D’(2) su espacio de distribuciones equipado con la topologia
fuerte y (T},),,eny C D’(£2) una sucesién de distribuciones. Se dice que (T,),,cy converge uniformemente

a cero si, (T, *)) ey converge uniformemente a cero en todo subconjunto acotado de D(£2).

Pasamos a enunciar el resultado que nos asegura que toda sucesién de distribuciones que con-
verge débilmente, también converge uniformemente a cero. Omitimos su demostracién puesto que
se necesita una ingente cantidad de resultados previos relacionados con la teoria de la dualidad

y la introduccidn de nuevas estructuras como, por ejemplo, los espacios de Montel. La prueba del
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teorema, asi como los preliminares necesarios, puede consultarse en [[35]]. Obviamente, el reciproco
del siguiente resultado es cierto para cualquier dual topoldgico, por lo que resultan ser nociones

equivalentes.

Teorema 3.32 ([|35, Corollary 34.4.2]). Sean Q C R" abierto y D’(Q2) su espacio de distribuciones.
Si (T)nen C D'(2) es una sucesion que converge débilmente a cero, entonces converge uniformemente

a cero en D'(Q).

El Teorema es el motivo por el que la convergencia débil, en la mayor parte de la bibliografia

y habitualmente sin justificacion, se denomina también convergencia de distribuciones.

Finalmente, enunciemos una proposiciéon que nos garantiza la convergencia de una sucesion de

distribuciones que satisface que existe el limite de la sucesion evaluada en cualquier funcién test.

Proposicion 3.33 ([[19, Proposition 4.1.2]). Sea 2 C R" abierto y supongamos que D'(2) estd equi-

pado con la topologia fuerte. Sea (T,),en € D’(£2) una sucesién de distribuciones tal que, para todo

¢ € D(Q), el limite T(¢) := 11'1101o T,(¢) existe. Entonces T : D(2) — F definido, para todo ¢ € D(£2),
n—

como T(¢) es una distribucién y (T,,) ey converge a T en D’(Q2).

3.5. Multiplicaciéon

Una vez definidas las distribuciones y después de ver que extienden el concepto de funcidn,
parece natural preguntarse si podemos definir algtin tipo de operacién interna que generalice el
producto de funciones. La respuesta es negativa, el producto de dos distribuciones no siempre tiene

sentido, como veremos en un ejemplo posterior.

En cualquier caso, si podemos generalizar en cierto modo el producto de funciones. Para ello,
debemos considerar una funcién infinitamente diferenciable y una distribucién. Dicho producto se

define a continuacion.

Definicion 3.34. Sean Q C R" abierto, T € D’(Q) una distribucién y f € 6€°°(Q). Se define el

producto de la distribucién T por la funcién f como el funcional f T dado por

(fT,¢) =(T.f ¢),
para todo ¢ € D(£).

Veamos que, efectivamente, el producto de una distribuciéon por una funcién infinitamente dife-

renciable es una distribucidn.
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Proposicion 3.35. Sean Q C R" abierto, T € D'(Q) una distribucién y f € €°°(Q). Entonces el

funcional f T es una distribucion en .

Demostracion. Comencemos observando que la definicion del funcional tiene sentido. En efecto, co-
mo f € €°°(2) y ¢ € D(Q), se tiene que f ¢ € D(2). Por lo tanto, puesto que T es una distribucién,
(f T,p) = (T, f ¢) € F. Es decir, f T estd bien definido. De aqui también se sigue la linealidad del

funcional (por ser T lineal).

Por ultimo, probemos que f T es continuo. Sean K C Q compacto y (¢,,),eny € D(K) una sucesién
convergente uniformemente a cero. En estas circunstancias, la sucesion (f ¢,,),cy, también, converge
uniformemente a cero. Por tanto, en virtud del Teorema [3.15| ((T,f ¢,)),ey converge a cero. De

nuevo, por el mismo teorema, f T es una distribucion. [ ]

Estudiemos de qué forma generaliza este producto a la multiplicacién de dos funciones.

Proposicién 3.36. Sean Q C R" abierto, f € L! (Q)y g € €°° (). Se tiene que g Ty = Tp,.

loc

Demostracién. Sea ¢ € D(£2), entonces:

(8Ts, 9) =(Tr, 8 ) = f f(x) (g(x)¢(x)) dx = f (f(x)g(x)) ¢(x) dx = (Trg, ¢).
Q Q
Obsérvese que la dltima igualdad tiene sentido porque f g es localmente integrable. [ ]

Ejemplo 3.37. Sean & la funcién de Dirac y f € € °°(R). Se tiene que f 6 = f(0)5. En efecto,

puesto que
(fo,0)=1(5,f ¢)=f(0)$(0),
para todo ¢ € D(R).

En la siguiente seccién, en particular, en la Proposiciéon (IV) veremos cémo, después de defi-
nir una nocién de derivada para distribuciones, la regla del producto para una funcién infinitamente

diferenciable y una distribucion se satisface.

Por tltimo, comprobemos que no es posible definir una operacién interna que extienda el pro-
ducto de funciones a distribuciones. En concreto, probaremos que no siempre se satisfacen las pro-

piedades asociativa y conmutativa.

Ejemplo 3.38. Para comprobar que el producto de dos distribuciones no siempre tiene sentido,

primero vamos a definir una nueva distribucion.
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Comencemos viendo que, dada ¢ € D(R), el limite

limJ ACI
0 Jixpe X

existe. Asi es, como ¢ es diferenciable en cero, existe ¢ € €(R) tal que ¢(x) = ¢(0) + xYP(x)y

(0) = ¢’(0). Por tener ¢ soporte compacto, podemos suponer que ¢(x) = 0, para |x| > a, con

a € R*. Por tanto:

f|><|>e @ dx = (0) " % dx + L|x|<a¢(x) dx = $(0) [log(g) —log(g)]

+ f w(x)dxzf YP(x) dx.
e<|x|<a e<|x|<a

Ahora tomando limite cuando € — 0, llegamos a que la expresion tiende a ffa (x) d x. Por consi-

guiente, el limite existe.

$(x)

X

De este modo, para cada € € R, tenemos una distribucién dada por f x> d x, para todo

¢ € D(R). Obsérvese que la linealidad es inmediata y que la continuidad se tiene como consecuencia

f )
|x|>e€ X

donde ¢ € D(K), con K C  compacto tal que K C [—a, a], para cierto a € R*. En consecuencia, en
virtud del Teorema (IN), concluimos que es una distribucion.

de la siguiente desigualdad:

<210g(g) max |¢(x)|,
€/ x€[—a,a]

Finalmente, por la Proposicién

h'mf M dx
€0 |x|>€ X

es una distribucién, que suele denominarse valor principal de Cauchy de la integral f _ozo @ dxyse

denota por v.p. % Es decir,

(v.p. 1,(1)):11'mJ de,
X €0 |x|>€ X

para todo ¢ € D(R).

Una vez introducida esta nueva distribucién, veamos que no se puede extender el producto de
funciones de manera que la multiplicacién de distribuciones sea asociativa y conmutativa. Conside-

remos las distribuciones x § y x v.p. % Sea ¢ € D(R), se tiene por un lado:

(x8,¢)=(8,x¢)=(0,9).
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Y por el otro lado:
1 1 ,
(X V.p. _>¢>:<V‘p' _5x¢>:hmf ¢(X) dx:(17¢>
X X €=0 |x|>e

Por tanto, si el producto fuese conmutativo y asociativo, se tendria:

0=0v.p. 1=(x6)v.p. 1=(6x)v.p. 1=5(xv.p. 1)=6.
X X X X

Por ende, llegamos a una contradiccion.

3.6. Diferenciacion de distribuciones

Asi como las distribuciones generalizan el concepto de funcién, también extienden la nocién de
derivada. Esta es, probablemente, la propiedad fundamental de las funciones generalizadas. Argu-
mentemos cudl es la forma razonable de definir la derivada de una distribucién. Obviamente, dicha

definicién ha de ser consistente con la nocién que tenemos para una funcién usual.

Consideremos 2 C R" abierto, f € 4'(Q) una funcién continuamente diferenciable y T; su
distribuci6n asociada. Es razonable imponer que la distribucién 6, Ty esté asociada a la funcién con-
tinua &, f, con k € {1,...,n}.

Sea ¢ € D(Q) y veamos qué expresion se obtiene al exigir que la distribucién asociada a J, f sea
y q p gir q k
18 Ty. Integrando por partes respecto de x; y teniendo en cuenta que, por tener soporte compacto,

f ¢ es nula fuera de un compacto contenido en (2, se obtiene

(aka:¢>=(Takf,¢>=f O f(x)p(x)dx = —J f(X)op(x)dx = —(Tf, 5 ¢).
Q Q

Obsérvese que J, ¢ es una funcidn test, por tanto, la expresidén tiene sentido desde el punto de

vista de las distribuciones. Dicho esto, pasamos a definir la derivada parcial de una distribucion.

Definicion 3.39. Sean Q C R" abierto y T € D’(Q) una distribucién. Se define la derivada parcial

k-ésima de T como el funcional 8, T dado por

(ak T, ¢> = - <T: ak ¢>:
para todo ¢ € D(£).

Hacemos notar que, en la practica, la definicién anterior es muy ttil. Estamos transformando
la cuestion de derivar un funcional lineal y continuo en un problema de derivaciéon de una funcion
infinitamente diferenciable y con soporte compacto. Ahora, comprobemos que, efectivamente, la

derivada parcial de una distribucién también es una funcién generalizada.
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Proposicion 3.40. Sean Q C R" abierto y T € D’(2) una distribucién. Entonces la derivada parcial

k-ésima de T, 9, T, es una distribucion en Q.
Demostracién. Comenzamos sefialando que, por ser T una distribuciéon y ¢ € D(Q2) una funcion test,
entonces (3, T, ¢) € F. Es decir, la derivada parcial es un funcional bien definido.

Sean a € Fy ¢, ¢ € D(Q2). Entonces, por la linealidad de la distribucién T,

(akT:a(ﬁ'"‘P) = - <T:ak(a¢+¢)>: - <T$aak¢+ak(10>: —a (T’akqb) - (T)ak¢>
= a(akT:¢>+ (akT: W)

Por tanto, g, T es un funcional lineal.

Ahora, probemos que g, T es continuo. Sean K C £ compacto y (¢,,),ey € D(K) una sucesién
convergente a cero y tal que las sucesiones de sus derivadas parciales también convergen a cero.
En particular, la sucesién (0 ¢,),cn también cumple la condicién anterior, luego, como T es una
distribucién, por el Teorema [3.15} ((T, 6 ¢,,)) ey cOnverge a cero.

Finalmente, por definicién de derivada parcial k-ésima de T, (3, T, ¢,,) = —(T, &, ¢,,), para todo
n € N. Por consiguiente, (7, T(¢,)) ey converge a cero. En virtud del Teorema3.15] concluimos que

I, T es una distribucién en Q. [ ]

Repitiendo el razonamiento realizado para la derivada parcial k-ésima, podemos generalizar la

definicion para una derivada parcial de orden superior. Estos nos lleva a la siguiente definicién.

Definicion 3.41. Sean Q C R" abierto, T € D’(2) una distribucién y a € N" un multi-indice. Se

define la derivada a-ésima de orden |a| de T como la distribucién dada por
(@*T,¢) = (3" ---3" T, ¢) = (=1)*/ (T, 8% §),
para todo ¢ € D(£2).
Enunciemos un resultado que retine las propiedades bésicas de la derivacion de distribuciones.
Proposicion 3.42. Sean 2 C R" abierto y D’'(Q) su espacio de distribuciones. Entonces se cumple que:

(1) Toda distribucion es infinitamente diferenciable.

(1) Si f € €™(Q), entonces sus derivadas son iguales a sus derivadas como distribuciones, en el
sentido de que 0% Ty = Tgas, con a € N", |a| < m. Es decir, la derivada distribucional es una

verdadera generalizacion de la nocién de derivada usual.
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(111) El orden de derivacién no afecta al resultado de la misma, es decir; si T € D’(Q) es una distribucién

y a, 3 € N" son multi-indices, entonces
(00P 1,9) = (3P 9T, 9),
para todo ¢ € D(£).

(iv) Si T € D’'(Q) es una distribucién y f € 6€°°() es una funcién infinitamente diferenciable, se
satisface
Bk (f T) = 5’kf T +f 8kT

Demostracién. (1) Es consecuencia directa de que las funciones test son infinitamente diferencia-
bles y de la definicidn de derivada parcial de una distribucién, ya que, para cualesquiera a € N"
y ¢ € D(Q), se tiene que (3°T, ¢) = (—1)1% (T, 3% ¢) estd bien definido y es un funcional lineal

y continuo.

(i) Sea f € ¥™(Q2), entonces para todo a € N", |a| < m, se tiene que 0“Ty = Ty . Este resultado
se infiere de la argumentacion realizada para justificar la definicion de derivada parcial de una

distribucién. Asi es, sea ¢ € D(€2). Empleando integracién por partes:

(0%T;, ¢) = (—1)\ <Tf,a“¢>=(—1)'“'ff(x)aacp(x)dx:f 0°F(x) p(x) dx
Q

Q
= (Taaf, P).

(111) Se sigue directamente de la definicién de derivada parcial de orden superior de una distribucion
y de que las derivadas parciales (usuales) se pueden intercambiar. En efecto, sean ¢ € D(2) y

a, B € N" multi-indices, entonces:

(0*aP1,¢) = (—1)PI(3°T, 8P ¢) = (—1)**IPI(T,8F 0% ) = (3P 2°T, ).

(1v) Elresultado se obtiene empleando la definicién del producto de una distribucién y una funcién,

la regla del producto y la linealidad de las distribuciones. Sea ¢ € D(f2), entonces:

(O (fT),p)=— (fTLo¢)=—(T.f o d) = —(T.o(f $) = f )
= —(T.o(f ¢+ (T, 0 f ¢) = (&T.f ¢) + (o f T, ¢)
=(faT.¢)+{ofT.¢)={f0T+0Sf T ¢) u

Hacemos notar que la segunda afirmacién de la Proposicién no se satisface, en general, si

la derivada no existe en el sentido usual. Prueba de ello es el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.43. Sea x, : R — R dada por

x si x=0,
xy(x)= )
0, si x<O.
Esta funcion no es diferenciable en x = 0 en el sentido ordinario pero vamos a ver que si lo es en el
sentido de las distribuciones. En particular, su derivada es la distribucién de la funciéon H : R - R
definida por

1 si x=0,
H(x)= (3.3)

0, si x<0O,
denominada funcion de Heaviside. Dicha funcion es continua a trozos, por tanto, es localmente inte-
grable, es decir, tiene una distribucidn asociada. Fue introducida por el fisico Oliver Heaviside en el

desarrollo de un célculo operacional aplicado al electromagnetismo (consultese [18]).

Dicho esto, veamos que la derivada de la funcién x, es la funcién de Heaviside, en el senti-
do distribucional. Sea ¢ € D(R), integrando por partes y teniendo en cuenta que ¢ tiene soporte

compacto:
(L) == (e ¢)) = —f x9/(x) dx = —x ()| +f $(x) dx
0 0

:J H() $(x) dx = (H, $).

oo

Por lo tanto, en el sentido de las distribuciones, se tiene que x’ = H.

Llegados a este punto, cabe preguntarse cudl es la derivada como distribucién de la funcién
de Heaviside. Realizando una exploracién preliminar, observamos que la funcién es constante en
(—00,0) y en [0, 00). Informalmente, el valor de la derivada en el origen deberia ser infinito ¥,
echando la vista atras, vemos que esto se corresponde exactamente con la nocién de funcién de
Dirac. En el siguiente ejemplo comprobaremos que, efectivamente, la derivada de la funcién de

Heaviside es la delta de Dirac.

Ejemplo 3.44. Consideremos la funcién de Heaviside definida en (3.3). Veamos que su derivada
distribucional es la funcién & de Dirac (Definicion [3.24)). Sea ¢ € D(R), entonces

(Hl}qb): _(H’¢/>: _J qb’(x)dx = ¢(O),
0

puesto que ¢ es una funcién test y, por tanto, su suporte es compacto. Concluimos que H' =
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Podemos plantearnos cudl es la derivada de la funcién de Dirac. De nuevo, sea ¢ € D(R), se

tiene que

(5/: qb) = _<5: d)/) = _¢/(0)

En general, para k € N, la derivada k-ésima de la funciéon & es
(61, 9) = (=1)* ¢"(0),

para todo ¢ € D(R).

3.7. Soporte de una distribucion

A continuacion, y prosiguiendo con el objetivo de extender las propiedades de las funciones
a las distribuciones, se definira la nocién de soporte para una funcién generalizada. Con este fin,
comencemos observando que dados 2 C R" abierto y U C Q abierto, podemos restringir el dominio
de una distribucién T € D’(Q) a D(U), obteniendo que Ty € D’(U) y, por ende, se generaliza la

restriccion de una funcién. Ademas, esto nos lleva a la siguiente definicién.

Definicién 3.45. Sean Q C R" abierto y T € D’(2) una distribucién. Se dice que T es nula en un

abierto U C § si su restriccién Ty es el funcional cero, es decir, si T(¢) = 0, para todo ¢ € D(U).

Ahora, caractericemos este concepto. Para ello, necesitamos una serie de lemas técnicos y definir
el concepto de particién de la unidad, asi como un resultado que garantice la existencia de la misma.
Por este motivo, se ha omitido la demostracion de la caracterizacién (que puede ser consultada junto
a los resultados previos en [24]), aunque su interpretacion resulta natural y coherente con la idea

que subyace tras la definicidon de soporte de una funcién.

Proposicion 3.46 ([24, Proposition 2.52]). Sean Q C R" abierto y T;, T, € D’(Q) distribuciones. Si
para cada x, € 2 existe U C Q abierto tal que x € U y satisfaciendo que Ty = Tyy, entonces Ty = T
en D'(Q).

Obsérvese que el reciproco es cierto. Por tanto, una distribucién T € D’(Q) es nula en U C Q

abierto si, y solamente si, para todo x € U, existe un entorno abierto V, de x tal que T, =0.

Pasamos a definir el soporte de una distribucién.

Definicion 3.47. Sean Q C R" abierto y T € D’(Q2) una distribucién. Si U C Q abierto es el conjunto

abierto mas grande donde T es nula, entonces Q \ U se dice que es el soporte de la distribucion T
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y se denota por sop T. Ademas, si sop T es compacto, se dice que T es una distribucién con soporte

compacto.

Como consecuencia de toda la argumentacién previa, la Definicién [3.47| es consistente con la
definicién de soporte de una funcién. Probemos que, efectivamente, este concepto generaliza la

nocioén de soporte. Notese que el soporte de una distribucién es, por definicidn, cerrado.

1
loc

Proposicion 3.48. Sean Q C R" abierto y f € L; (). Entonces sop Ty = sop f.

Demostracién. Puesto que f =0 en Q\sop f, se tiene que (T, ¢) = fﬂf(x) ¢(x) dx =0, para todo
¢ € D(Q \ sop f). Por tanto, sop Ty C sop f .

Para ver la otra implicacién, tomemos x, € Q2 \ sop T;. Por la definicién de soporte de una distri-
bucion, se sigue que existe un entorno abierto U C Q de x,, tal que Ty = 0. Por consiguiente, para
todo ¢ € D(U), se tiene que (Ty, p) = fo(x) ¢(x) dx = 0. Ahora, en virtud del Teorema lle-
gamos a que f = 0 en casi todo punto de U. Por tanto, x, € 2\ sop f. Concluimos que sop f C sop T

y, por ende, sop Ty =sop f. [ ]

Ejemplo 3.49. El soporte de la funcién de Dirac 6, es sop &, = {a}. En efecto:

Sea ¢ € D(R" \ {a}). Por definicién, se tiene que (6,,¢) = ¢(a) = 0. Por tanto, como conse-
cuencia de la Proposicién 3.46}, &4jgn\(q} = 0, con lo cual, sop 5, C {a}.

Ahora bien, como existe ¢ € D(U), donde U C Q2 abierto, tal que a € U cumpliendo que ¢ (a) # 0,
entonces (54, ¢) = ¢(a) # 0. Por ende, 5,y # 0, es decir, a € sop §,. Concluimos que sop &, = {a}.

Ponemos punto y final a este capitulo con un resultado sobre las propiedades del soporte con

respecto a la suma de distribuciones y al producto por escalares.
Proposicion 3.50. Sean Q C R" abierto y T,S € D’(Q) distribuciones. Entonces sop (T +S) C sop T U

sopS y sop(AT)=sopT, para todo A €F, A # 0.

Demostracién. Sea ¢ € D(2) tal que
sopp CQ\(sopT UsopS)=(Q\sopT)N(2\sopS),

luego (T +S,¢) = (T, ¢) + (S,¢) = 0. Por tanto, Q \ (sopT UsopS) C 2 \ sop(T +S), es decir,
sop(T +S) CsopT UsopS.

Por otra parte, sea A € F, A # 0. Se tiene que sop(A ) = sop . Ademds, como (A T, @) = (T, A p),
para todo ¢ € D(2), concluimos que sop(AT)=sopT. [ ]
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En este ultimo capitulo ofreceremos una serie de conclusiones acerca del trabajo elaborado. En
primer lugar, enfatizaremos los resultados elementales vistos, poniendo en valor las aportaciones
propias ya mencionadas en el desarrollo del mismo. Luego, comentaremos los temas que, por limi-
tacién espacial, han quedado fuera del trabajo, asi como las teorias y ramas matemadticas que tienen
como punto de partida la teoria de distribuciones. Posteriormente, también mencionaremos algunas
de las principales aplicaciones de las distribuciones. No hay que olvidar que esta teoria nace por la ne-
cesidad de formalizar el célculo diferencial y dar sentido a ciertos objetos matematicos. Finalmente,

comentaremos la bibliografia consultada, analizando algunas de las referencias mas utilizadas.

4.1. Analisis general

Dedicaremos esta seccién a sintetizar los resultados fundamentales presentados en el trabajo,

destacando las contribuciones y conclusiones mas notables.

En el Capitulo [2| teniamos como objetivo dotar al espacio D(€2) de una topologia de manera que
adquiriese una estructura de espacio vectorial topolégico localmente convexo. Para ello, considera-
mos los espacios D(K) equipados con una topologia generada por una sucesiéon de seminormas ¥,
gracias a ellos, inducimos en D(2) lo que se conoce como topologia final. Debido a esto, el segundo
capitulo del trabajo se divide en dos partes: la construccién de la topologia de D(K) y la construccién

de la topologia de D(£2). Destaquemos los resultados mds importantes de cada seccién.

En la primera parte, comenzamos viendo, en el Teorema que a partir de una coleccién de
conjuntos particular podemos generar una tnica topologia de forma que el espacio adquiere una
estructura de espacio vectorial topolédgico y de modo que dicha coleccidn es una base local de cero.
En este teorema embebimos la nocién de filtro, por ser un objeto accesorio a la hora de construir la
topologia, facilitando asi la comprension del resultado. Ademas, en la demostracién empleamos la
definicién de topologia mediante abiertos, que se corresponde con la empleada actualmente en la

mayor parte de los cursos basicos de topologia general (véase [[12]]).

A continuacién, adaptamos este teorema, mediante una serie de corolarios (Corolario - Coro-

lario[2.24)) al caso particular en el que la coleccién estd inducida por seminormas. Ademds, vimos, en
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el Teorema [2.31] que una sucesién creciente de seminormas induce una métrica invariante por tras-
laciones. En la prueba de este resultado definimos una funcién auxiliar subaditiva que simplifica en
gran medida la demostracién. Luego, definiendo en D(K) una sucesion de seminormas (Lema [2.26]),
probamos, en el Teorema que D(K) es metrizable, completo y localmente convexo, es decir,
es un espacio de Fréchet. En dicha demostracién, a diferencia de la bibliografia consultada, expli-
citamos la prueba de la completitud del espacio haciendo uso, de nuevo, de la funcién subaditiva

mencionada anteriormente.

En la segunda parte del capitulo, empezamos definiendo la topologia final (Definicién[2.37) para
una familia de aplicaciones lineales cuyos dominios son espacios vectoriales topolégicos. Como con-
secuencia de los resultados de la primera parte, llegamos a que esta topologia es localmente convexa.
Posteriormente, en el Teorema [2.42} vimos que en el caso de considerar una sucesion creciente de
subespacios de manera que su union es todo el espacio, la topologia final para las inclusiones induce
en cada subespacio su propia topologia. En la prueba de este resultado, aclaramos afirmaciones que

en las referencias pueden llevar a confusioén.

Después de definir la nocién de espacio LF (Definicién[2.43), demostramos que D(2) puede ad-
quirir la estructura de espacio limite inductivo de espacios de Fréchet (Teorema[2.45). En particular,
en la prueba comprobamos que dicha estructura no depende de la sucesién de definicién. Finalmen-
te, el resto del capitulo lo dedicamos a estudiar las propiedades de los espacios LF (en particular,
las del espacio D(£2)) que se compendian en el Corolario Ademas, probamos que D(2) no es
metrizable (Teorema [2.55)) y, por tanto, no es un espacio de Fréchet.

El Capitulo(3|se dedicé al analisis del espacio de distribuciones. Se definié una distribucién como
un elemento del dual topolégico de D(£2) (Definicién[3.14) y, en el Teorema|[3.15] se presentaron dos
caracterizaciones. De esta demostracidn se extrajo una observacion significativa sobre la metrizabili-
dad de los espacios D(K) y la continuidad de un funcional lineal (Observacic')n. A continuacién,
en el Teorema justificamos que las distribuciones también se llamen funciones generalizadas

demostrando que toda funcién localmente integrable induce una distribucién.

Luego, dedicamos un apartado al estudio de la funcién de Dirac donde, entre otras cosas, cons-
truimos una sucesién propia que satisface las propiedades de la delta de Dirac y probamos que este
objeto era precisamente una distribucién singular (Proposicién [3.25). Todo esto nos llevé a estudiar
cémo las medidas de Lebesgue-Stieltjes (Definicién[3.26) inducen distribuciones (Proposicién[3.28).

Una vez definidas las distribuciones y después de ver que generalizan tanto funciones como me-
didas, pasamos a extender algunas propiedades de las funciones. Comenzamos viendo que se puede
definir el producto de una funcién infinitamente diferenciable y una distribucion (Definicion [3.34)

pero que no siempre tiene sentido el producto de dos distribuciones (Ejemplo|3.37)). Posteriormente,
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comprobamos que se puede generalizar el concepto de derivada a distribuciones (Definicion [3.47) y
verificamos algunas de sus propiedades fundamentales (Proposicion [3.42)). Por tltimo, extendimos
la nocién de soporte a distribuciones (Definicion (3.47) y, en la Proposicién [3.48, comprobamos que

la definicién es consistente con la existente para funciones.

Entremedias, se dedicé una breve secciéon a definir la nocién de convergencia débil (Defini-
cién y la nocién de convergencia fuerte (Definicién en D(£). En particular, probamos
que, aunque la topologia fuerte y la débil no son la misma, en el espacio D(£2) las nociones de con-
vergencia asociadas para sucesiones coinciden (Teorema[3.32). Este resultado estd detrds del hecho
de que en casi toda la bibliografia se utilice la convergencia débil y apenas se haga referencia a la

topologia fuerte del espacio de distribuciones.
Como se puede observar, el trabajo se divide en dos partes diferentes.

Por un lado, el Capitulo [2[se puede enmarcar dentro del analisis funcional, en particular, dentro
de la teoria de espacios vectoriales topoldgicos localmente convexos. En él, presentamos un gran
numero de resultados de cierta dificultad conceptual con el objetivo de justificar, de la forma mads
rigurosa posible, la definicion del espacio de distribuciones y su caracterizacién. La construccién de
dicho espacio sirve, en cierto modo, de pretexto para presentar y estudiar algunas de las propiedades
basicas de los espacios LF. Por tanto, el capitulo puede considerarse, a su vez, como una introduccion

a la teoria de espacios vectoriales topoldgicos.

Cabe destacar que en la mayor parte de las referencias, la definiciéon de distribucion es axio-
matica, es decir, se toma como definicién de funcional lineal y continuo en D(Q2) una de las dos

caracterizaciones del Teorema

Por otra parte, el contenido del Capitulo|3|se acerca mas al calculo. Después de caracterizar las
distribuciones, dejamos de lado la estructura matemadtica que subyace, para centrarnos en sus pro-
piedades y en las analogias existentes entre ellas y las funciones. En realidad, este giro copernicano
en la exposicion del trabajo responde a dos motivos importantes. En primer lugar, un estudio formal
del espacio de distribuciones requiere introducir herramientas tan complejas que su presentacion
abarcaria gran parte del trabajo. En segundo lugar, y siguiendo con lo anterior, consideramos que en
una introduccion a la teoria de distribuciones es esencial analizar las principales propiedades de las

funciones que se generalizan.
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4.2. Ampliacion de contenidos

Puesto que la extension del trabajo estd limitada y se ha optado por hacer una construcciéon
rigurosa del espacio de distribuciones, la exposicién de algunas cuestiones ha sido omitida. Este es el
motivo por el cual dedicaremos la seccién a comentar estos temas, ofreciendo al lector las referencias

oportunas.

El primer concepto que se deberia estudiar es el de orden de una distribucién. Para ello, es
necesario introducir los espacios D™(2), con m finito. Su construccién es andloga a la de los espacios
D(Q): comenzamos definiendo los espacios D™(K), que en este caso son normables, e inducimos en
D™(£2) una estructura de espacio LF. Ademds, cada D™(f2) tiene asociado su propio espacio de
distribuciones (su dual topoldgico, D'™(£2)). La construccién rigurosa de estos espacios, asi como las
relaciones (en términos de inclusiones) con el espacio D(£2) puede consultarse tanto en [[19] como
en [|35]].

Una vez introducidos estos espacios, se dice que una distribucién es de orden m si pertenece a
D’'™(£2) pero no a D’™1(2). También se puede definir como el natural mas pequefio que satisface
la ecuacion del Teorema [3.15] Esta es la definicién mds comun en la bibliografia, por ejemplo,
se define de este modo en [36]] y en [22]]. Dicho esto, para el tema en cuestion, recomendamos la
lectura de [19]] donde, entre otros resultados, se vera que toda distribucién con soporte compacto
es de orden finito y que una distribucién es de orden cero si, y solamente si, es una medida de

Lebesgue-Stieltjes.

Otro espacio de distribuciones importante es el espacio de las distribuciones temperadas, #’. Este
espacio es el dual topoldgico del espacio de Schwartz (o espacio de las funciones de decrecimiento
rapido), &, el cual estd formado por las funciones infinitamente diferenciables tales que la norma del
supremo de la funcién y de todas sus derivadas multiplicadas por cualquier monomio tiende a cero.
Toda funcidn test pertenece al espacio de Schwartz y, por dualidad, toda distribucion temperada es un
distribuci6n en el sentido de la Definicién[3.14] Un estudio formal de este espacio puede encontrarse
en [35]].

La relevancia de las distribuciones temperadas reside en que permiten generalizar la transforma-
da de Fourier a distribuciones de forma que esta define un isomorfismo entre &’(R") y &’(R™). El
estudio de la transformada de Fourier se engloba dentro del andlisis armdnico y sus aplicaciones son
innumerables. Podemos encontrarla tanto en la teoria de nimeros como en el estudio del procesa-
miento de sefiales. Remitimos al lector a [|20] en caso de estar interesado en los resultados basicos
que involucran a las distribuciones temperadas y a la transformada de Fourier y recomendamos [27]],

en caso de que se busque un estudio en profundidad de la transformada de Fourier desde el punto
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de vista de las distribuciones.

Otro objeto estrechamente ligado a las distribuciones (y a la transformada de Fourier) es la
convolucién. Se trata de un operador que transforma dos funciones en una nueva funcién mediante
la integral del producto de una por una traslaciéon de la otra. Tiene una gran cantidad de aplicaciones,
destacando, por ejemplo, sus aplicaciones en fisica y en estadistica. Dicho esto, la convolucion se
puede extender al caso en el que se consideran dos distribuciones, generalizando asi esta nocidn.

Para mds informacion sobre la convolucién para distribuciones y sus propiedades, véase [|3]].

Las distribuciones también extienden lo que se conoce como transformada de Laplace. Aunque no
vamos a entrar en detalles, ni vamos a definila, sefialamos que este objeto tiene muchas aplicaciones
en la fisica y en la ingenieria. Recomendamos [20] para una introduccién sobre la relacién entra
la transformada de Laplace y las distribuciones; mientras que, para un analisis mas formal, seria

conveniente consultar [|31]].

No propondremos mds temas porque, aunque la teoria es inmensa, estamos seguros de que el
lector interesado en la materia, una vez haya consultado las referencias recomendadas, serd capaz

de elegir su préxima lectura.

4.3. Aplicaciones

En esta seccién, comentaremos, de modo somero, las principales aplicaciones de la teoria de

distribuciones.

En la seccion anterior hemos visto que las distribuciones generalizan la convolucion y las trans-
formadas de Fourier y de Laplace. Por tanto, es evidente la importancia de esta teoria en la fisica, la
ingenieria, la teoria de niimeros, etc. Ademads, en el Capitulo (3] formalizamos la nocién de funcion
de Dirac y sus derivadas distribucionales, con lo cual, como la delta de Dirac es una de las claves en
la mecdnica cuantica, las distribuciones permiten justificar y facilitar los calculos y los razonamientos

que se consideraban informales en este campo.

Del mismo modo, las distribuciones permiten resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y ecua-
ciones en derivadas parciales, en un sentido mas general que el ordinario. Por ejemplo, cuando
existen discontinuidades. Un andlisis muy detallado de estos temas puede encontrase tanto en [[20]]

(donde incluso se expone una aplicacion de las distribuciones a la economia) como en [[24].

Recomendamos la lectura de [|8]] por tratarse de una obra que compila las principales aplicaciones

de la teoria de distribuciones, de manera ciertamente informal y de facil comprensidn.
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4.4. Bibliografia consultada

Por dltimo, comentaremos brevemente la bibliografia empleada. El punto de partida fue la lectura
de [34]], el cual ofrece una introduccion a la teoria informal pero reveladora (en esta linea, pero mas
riguroso, también podriamos recomendar [|13]]). Luego, una vez estructurado el trabajo y después
de haber consultado la obra que dio origen a las distribuciones, es decir, [32]], pasamos a construir
rigurosamente el espacio de distribuciones. Para ello, empleamos esencialmente [[19] y [[35]], aunque
en este ultimo, la formalizacién de los espacios LF no fue de nuestro agrado. En el Capitulo
también empleamos, pero en menor medida y mas bien como bibliografia de apoyo para contrastar
definiciones, resultados y sentar unas bases sélidas [[2}(5,(6,(9,(10}25}[26},28-30,37]].

Para el tercer capitulo, puesto que los temas tratados se incluyen en la mayor parte de las referen-
cias sobre distribuciones, no podemos destacar ninguna obra por encima de las demas. La elaboracion
de esta parte se fundament6 en la lectura de [|1,/13,/19420,(22,241/32.(36[]. También podemos mencio-
nar las referencias auxiliares empleadas en este capitulo, en su mayoria sobre teoria de la medida e
integracion [[44(7,(11}/16]].

Finalmente, para la elaboracion de la introduccion fueron consultadas [23}33]].
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