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Resumen

En esta tesis abordamos la clasificacion de las subcategorias localizantes y
colocalizantes en categorias derivadas que surgen de modo natural en geometria
algebraica y algebra conmutativa derivada.

En el contexto de la geometria algebraica, establecemos la clasificacion de
las subcategorias localizantes y colocalizantes en la categoria derivada de haces
de mo6dulos con cohomologia cuasi-coherente sobre un esquema concentrado ge-
nerado por puntos. La clasificacién viene dada por los subconjuntos del espacio
topologico subyacente del esquema. Los esquemas noetherianos estan genera-
dos por puntos, por tanto nuestra propuesta extiende resultados clésicos de A.
Neeman para anillos noetherianos.

En el contexto del algebra derivada, obtenemos la clasificaciéon de las sub-
categorias localizantes y colocalizantes de la categoria derivada de un algebra
diferencial graduada conmutativa de amplitud finita, cuya cohomologia 0-ésima
es un anillo generado por puntos. Contruimos el funtor imagen inversa excep-
cional para morfismos planos de algebras diferenciales graduadas conmutati-
vas, basandonos en la expresion del funtor en el contexto de esquemas. Como
aplicacién de la clasificacion de las subcategorias localizantes demostramos las
propiedades del nuevo funtor imagen inversa excepcional y comprobamos que,
para morfismos planos, se corresponde y generaliza una propuesta previa de L.
Shaul.
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CAprPiTULO 1

Introduccion

Las categorias derivadas tienen su origen en la escuela de Geometria Alge-
braica de Grothendieck. Surgen como resultado de la bisqueda del contexto
adecuado para el lenguaje de algebra homolbgica requerido por los nuevos resul-
tados en cohomologia de haces desarrollados por esta escuela. Los fundamentos
de esta teoria estan contenidos en la tesis de Verdier [V].

La impresion inicial era que la categoria derivada de haces cuasicoherentes
sobre un esquema X reflejaba solo una informacién parcial del esquema. Sin
embargo, en [N1] Neeman establece, siguiendo las ideas previas de Hopkins,
que la categoria derivada detecta los puntos de un esquema afin noetheriano y,
a través de las subcategorias localizantes, la topologia subyacente. Este resul-
tado fue extendido al contexto de esquemas noetherianos por Alonso, Jeremias
y Souto en [AJS2]. Posteriormente, en [B], Balmer probé que si se anade a la
categoria derivada asociada a un esquema su estructura tensorial, es posible
reconstruir el esquema, tanto el espacio subyacente como el haz estructural, a
partir de la categoria derivada de los complejos perfectos. Este resultado gene-
raliza y extiende los de Bondal y Orlov [BO], que reconstruyen una variedad
proyectiva lisa a partir de su categoria derivada, suponiendo que el haz canéni-
co es amplio o antiamplio. De esta propiedad se entiende, a la luz del resultado
de Balmer, que bajo estas hipétesis la estructura monoidal estd determinada,
cosa que no sucede, por ejemplo, en el caso Calabi-Yau.

En los resultados de reconstruccion de Balmer aparecen de forma natural
las subcategorias localizantes de la categoria derivada de haces de modulos cua-
sicoherentes sobre el esquema, es decir, las subcategorias trianguladas estables
por coproductos. Son subcategorias localizantes asociadas a objetos compac-
tos. Esta clase de subcategorias poseen una caracteristica esencial, determinan



2 Introduccion

un contexto de localizacion de Bousfield, es decir, el funtor inclusion de la sub-
categoria localizante en la categoria ambiente posee adjunto por la derecha. La
determinaciéon de este tipo de contextos de localizacion, que histéricamente se
origina en el marco de la teoria de homotopia, se desarrolla de forma paralela
al caso topologico [Bou|. Desde este punto de vista, Neeman establece en [N1]
una biyeccién entre las subcategorias localizantes de la categoria derivada de
los haces de modulos cuasicoherentes de un esquema afin noetheriano y los
subconjuntos de puntos del espacio topoldgico del esquema. Este resultado fue
generalizado en [AJS2| a esquemas noetherianos restringiendo la clasificacion
a las subcategorias localizantes que se comportan bien con la estructura mo-
noidal de la categoria derivada. En [AJS2|, ademas de recuperar en el caso
afin la clasificacion propuesta por Neeman, se demuestra que las subcategorias
localizantes de la categoria derivada un anillo noetheriano se corresponden con
las localizaciones de Bousfield.

Por razones formales, dada una subcategoria localizante asociada a un con-
texto de localizacién, su ortogonal por la derecha es una subcategoria coloca-
lizante, es decir, una subcategoria triangulada estable por productos, y, ade-
més, el correspondiente funtor inclusion posee adjunto a la izquierda. Cabe
preguntarse entonces si son éstas todas las subcategorias colocalizantes de la
categoria derivada de un anillo noetheriano. Neeman responde a esta pregunta
en [N5|, un trabajo publicado en 2011, concluyendo que éstas son las tinicas
subcategorias colocalizantes de la categoria derivada de un anillo noetheriano.
Sus argumentos son delicados, apelando a la dualidad entre la cohomologia y
la homologia local. Ademas, en el caso de anillos noetherianos de dimension
de Krull no finita, Neeman hace uso en su demostraciéon de un argumento de
induccién transfinita en el que emplea limites homot6picos no numerables.

Surge asf la cuestion de como puede ser extendida la clasificaciéon de las sub-
categorias colocalizantes al contexto de esquemas noetherianos mas generales.
La clasificacion de las subcategorias localizantes para un esquema noetheriano,
desarrollada en [AJS2|, se cine a aquellas subcategorias localizantes que son
®-ideales. Esta condicion, que se satisface automéaticamente cuando el esquema
es el espectro de un anillo, en el caso de esquemas generales, delimita las que
podriamos denominar localizaciones de origen geométrico. La condicién relati-
va para una subcategoria colocalizante es la de ser una subcategoria H-coideal,
que es la condiciéon correspondiente a la de las categorias localizantes donde
la estructura multiplicativa dada por el producto tensor se sustituye por la
estructura determinada por su adjunto, el Hom interno. De esta manera, para



cada esquema noetheriano X, una colecciéon de puntos del esquema determina
(y estd determinada) por el ®-ideal localizante de la categoria derivada del
esquema dado por los haces en X asociados a los cuerpos residuales de los
puntos. Tomando las subcategorias ortogonales por la derecha, el resultado
de Alonso et al. en [AJS2| proporciona subcategorias colocalizantes que son
‘H-coideales. Demostrar que las subcategorias colocalizantes H-coideales de la
categoria derivada de haces cuasicoherentes sobre un esquema noetheriano X
son de esta forma, fue uno de los objetivos iniciales de nuestro trabajo. Para
su consecucion, desarrollamos una estrategia distinta de la empleada en [N5|
al observar que la hipotesis noetheriana sobre el esquema X intervenia en un
hecho clave:

«la categoria derivada de los complejos de haces de moédulos cuasi-
coherentes sobre el esquema esté generada, como subcategoria lo-
calizante de su categoria derivada, por los haces asociados a los
cuerpos residuales de los puntos del esquemay.

Establecemos que un esquema esté generado por puntos si verifica la condicién
senalada. Esta condicion es necesaria para establecer la clasificacion de las sub-
categorias localizantes utilizando los puntos del esquema. Cualquier esquema
noetheriano estd generado por puntos, pero no todo esquema generado por
puntos es noetheriano (véase la seccion 6.4 en esta memoria). Existen ejem-
plos de anillos no noetherianos cuyo esquema afin asociado esta generado por
puntos. Stevenson, en [St|, ha determinado una amplia clase de anillos que
verifican esta propiedad. Por otro lado, esta condicién no siempre se verifica,
como lo atestiguan los ejemplos clasicos de Neeman [N4] y Keller [K2].
Dedicamos la primera parte de esta memoria a establecer la clasificacion
de ambos tipos de subcategorias, localizantes y colocalizantes, de la categoria
derivada de complejos de haces de mdédulos con cohomologia cuasicoherente so-
bre un esquema cuasicompacto y cuasiseparado generado por punto. Nuestra
propuesta, completamente diferente a la de Neeman, permite deducir directa-
mente la clasificacion de las subcategorias localizantes ®-ideales y de las subca-
tegorias colocalizantes H-coideales para esquemas generales. Los resultados de
clasificacién obtenidos, para ambos tipos de subcategorias, se aplican para una
clase mas amplia de esquemas que los noetherianos y, sin embargo, nuestras
demostraciones son mas directas que las anteriormente conocidas, que hacian
uso de la hipo6tesis noetheriana como elemento esencial en sus argumentos.



4 Introduccion

Una de las aplicaciones de la clasificaciéon de las categorias localizantes,
en el contexto de la dualidad de Grothendieck, es una propuesta alternativa
para la expresion del funtor imagen inversa excepcional sugerida en [ILN] para
morfismos planos de esquemas. El estudio de esta propuesta como definiciéon
del funtor imagen inversa excepcional de un morfismo plano de esquemas, fue
el trabajo de investigacién desarrollado por Khusyairi en su tesis de doctora-
do [Kh], realizada bajo la direccion de Neeman. La nueva definiciéon del funtor
inversa excepcional es intrinseca, sin apelar al uso de compactificaciones como
en la definicién tradicional. En su trabajo, Khusyairi demuestra que la nue-
va construccion propuesta para el funtor imagen inversa excepcional, definido
sobre la clase de morfismos planos y esencialmente de tipo finito de esque-
mas noetherianos, verifica las propiedades habituales de pseudofuntorialidad y
cambio de base, y que para morfismos propios es adjunto por la derecha del
derivado de la imagen directa.

Por otro lado, desarrollos recientes en la teoria de la dualidad de Grothen-
dieck han llevado a la consideracion del estudio de la dualidad en la geometria
algebraica derivada. En este sentido, los métodos de las categorias superiores
han irrumpido con fuerza en geometria algebraica. Un modelo inicial son las al-
gebras diferenciales graduadas |YZ, AILN]. Las éalgebras diferenciales aparecen
de formas diversas en el contexto geométrico, pero en geometria derivada son
especialmente ttiles las concentradas en grados no positivos. Estas algebras se
interpretan como una deformacion derivada proporcionada por el ideal de paso
al cociente del algebra a su cohomologia 0-ésima.

Muchos resultados sobre categorias derivadas de anillos conmutativos se
extienden al caso de &lgebras diferenciales graduadas. En este campo hay un
trabajo muy extenso realizado por Yekutieli y sus colaboradores. La mencio-
nada escuela de Yekutieli ha estudiado la dualidad desde el punto de vista de
la existencia y funtorialidad del complejo dualizante. En [S1], Shaul estudia
en el contexto diferencial graduado la construcciéon del funtor imagen inver-
sa excepcional para morfismos de algebras diferenciales graduadas que poseen
complejo dualizante. Restringe su estudio a las K-algebras diferenciales gra-
duadas conmutativas, cohomolégicamente esencialmente de tipo finito y de
dimension plana finita, siendo el anillo base K un anillo conmutativo de Go-
renstein de dimensiéon de Krull finita, es decir, tal que el anillo K es dualizante
en su categoria derivada. Una tal algebra es noetheriana. La formulacion de
la hipotesis noetheriana para un algebra diferencial graduada conmutativa A
implica que A estad concentrada en grados no positivos, que H°(A), su anillo



de cohomologia 0-ésima, es un anillo conmutativo noetheriano y @;czH*(A) es
un HY(A)-modulo finitamente generado; en particular A es de amplitud finita,
es decir tal que H(A) = 0 para i < 0.

Dedicamos la segunda parte de esta memoria al estudio de la dualidad en el
contexto de las algebras diferenciales graduadas noetherianas, trasladando la
construcciéon del funtor imagen inversa excepcional de Khusyairi a este contex-
to. Esto requiere previamente la clasificacion de las subcategorias localizantes
y colocalizantes en categorias derivadas de algebras diferenciales graduadas.

En nuestro trabajo establecemos la clasificaciéon de las subcategorias loca-
lizantes y colocalizantes de la categoria derivada de un algebra diferencial gra-
duada A conmutativa de amplitud finita, y tal que el esquema afin Spec(H?(A))
esta generado por puntos. La condicién de conmutatividad garantiza que el ani-
llo HO(A) es conmutativo y que la categoria derivada de A es H?(A)-lineal [Y2].
Demostramos que las subcategorias localizantes y colocalizantes de la catego-
ria derivada de los A-modulos diferenciales graduados estan determinadas por
los subconjuntos del esquema afin Spec(H?(A)). Puede considerarse que para
este tipo de algebras diferenciales graduadas el esquema afin Spec(H%(A)) de-
termina la geometria subyacente de la categoria D(A). La clasificacion de las
categorias localizantes y colocalizantes en el contexto de dlgebras diferenciales
graduadas, ha sido posible gracias a la similitud estructural de las categorias
derivadas de algebras diferenciales graduadas conmutativas y las categorias
derivadas de haces de modulos cuasicoherentes en esquemas.

Recientemente, Shaul y Williamson, en [ShW], empleando las nociones de
estratificacion y coestratificacién en categorias ®-trianguladas, han estudiado
la clasificacion de las subcategorias (co)localizantes para algebras diferenciales
graduadas conmutativas noetherianas de amplitud finita. Nuestro resultado de
clasificacion extiende el de Shaul y Williamson.

Con la clasificaciéon de las subcategorias localizantes, estamos en condicio-
nes de aplicar la estrategia de Khusyairi-Iyengar-Lipman-Neeman para la cons-
truccion del funtor imagen inversa excepcional asociado a un morfismo plano
de algebras diferenciales graduadas conmutativas cohomoldgicamente noethe-
rianas. Establecemos las propiedades fundamentales del funtor imagen inversa
excepcional en este contexto y demostramos que, para morfismos planos, nues-
tra construccion coincide con la propuesta por Shaul en [S1].

* % %



6 Introduccion

Para la presentaciéon de nuestros resultados, después de un primer capi-
tulo introductorio, dividimos la exposiciéon en dos bloques. El primer bloque,
dedicado a los resultados desarrollados en el contexto de esquemas, estéa for-
mado por los capitulos 5 y 6. En el segundo, que abarca los capitulos 7, 8
y 9, exponemos los resultados de clasificacién de subcategorias localizantes y
colocalizantes en el contexto de algebras diferenciales graduadas junto con sus
aplicaciones.

Una caracteristica esencial que comparten las categorias derivadas de haces
de modulos sobre un esquema y la categoria derivada de un algebra diferen-
cial graduada es su naturaleza «triangulada». El capitulo 4 de la memoria
consiste en la revisién de algunos conceptos fundamentales sobre categorias
trianguladas, en particular sobre las categorias homotdpica y derivada de una
categoria abeliana. Sefialaremos algunas de sus propiedades tomando como re-
ferencias principales [L, W, N6, Y1|. Entre las construcciones fundamentales,
para categorias abelianas que son ademas categorias de Grothendieck, trata-
remos la existencia de resoluciones K-inyectivas que nos permitiran extender a
las categorias derivadas los funtores aditivos definidos entre las correspondien-
tes categorias homotdpicas, construyendo los funtores derivados a la derecha.
En ausencia de suficientes objetos proyectivos en la categoria base, por ejemplo
en el contexto de haces de médulos sobre un espacio anillado, para la consi-
deracion de funtores derivados por izquierda, se hace uso de la existencia de
resoluciones K-planas, como se indica en el capitulo 5. En la tltima seccién del
capitulo 4, se introducen los conceptos de localizaciones y colocalizaciones de
Bousfield, y se comprueba la existencia de ciertas localizaciones de interés en
categorias derivadas de categorias de Grothendieck.

Siguiendo las exposiciones de [L|, [GD] y [H], en el capitulo 5 recordamos
algunos resultados sobre la categoria derivada de complejos de haces con coho-
mologia cuasicoherente Dqc(X) sobre un esquema concentrado X, tales como
su estructura monoidal cerrada. Son herramientas esenciales en nuestro traba-
jo las propiedades de naturalidad de los derivados a la derecha de los funtores
imagen directa, asociados a morfismos concentrados de esquemas, y de sus co-
rrespondientes adjuntos por la izquierda y por la derecha. El homomorfismo de
proyecciéon para morfismos concentrados y coeficientes cuasicoherentes es un
isomorfismo en la categoria derivada. Estas propiedades, junto con el caracter
monoidal del funtor derivado de la imagen inversa de un morfismo de esquemas,
permiten reformular las adjunciones del funtor derivado de la imagen directa
en términos del Hom interno.



Neeman establece en [N1, Theorem 2.8| una biyeccion entre las subcatego-
rias localizantes de la categoria derivada de un anillo noetheriano y los subcon-
juntos del esquema afin asociado. Toda subcategoria localizante determina en
la categoria ambiente una subcategoria colocalizante, su ortogonal por la dere-
cha. Neeman demuestra que éstas son las tinicas subcategorias colocalizantes
de la categoria derivada del anillo [N5, Corollary 2.8|. En resumen, Neeman
obtiene la clasificacion de las subcategorias (co)localizante de la categoria de-
rivada de un anillo en los siguientes términos:

Teorema. Si R es un anillo noetheriano, las correspondencias

Subcategorias . Subcategorias
. Loc Subcongjuntos f ,
localizantes *Hfi de Spec(R) *ﬁ colocalizantes

e Spec
de D(R) P oloc de D(R)

son mutuamente inversas, donde Loc(Z) denota la menor subcategoria locali-
zante de D(R) que contiene los cuerpos residuales de los puntos de un sub-
conjunto Z C Spec(R), Coloc(Z) denota la menor subcategoria colocalizante y
f(E) := {x € Spec(R) | k(x) € E}, para cualquier subcategoria plena E C D(R).

En el capitulo 6, exponemos los resultados obtenidos acerca de la clasifi-
caciéon de las subcategorias localizantes y las subcategorias colocalizantes de
la categoria derivada Dgc(X) para un esquema concentrado X bajo hipote-
sis muy generales. Asociamos a cada punto x € X un moédulo cuasicoherente
que denotamos K(x), es el haz de modulos asociado al cuerpo residual del
punto. Diremos que el esquema X esta generado por puntos si Loc(X), la me-
nor subcategoria localizante que contiene a todos los haces { K(z) |z € X },
es la categoria Dgc(X). Demostraremos que todo esquema noetheriano esta
generado por puntos recuperando la clasificacion de subcategorias localizantes
establecida en [AJS2|, que generalizaba los resultados de [N1]. Para la clasifica-
cion de las subcategorias localizantes nos restringimos a aquellas subcategorias
localizantes de la categoria Dgc(X) que se comportan bien con la estructura
monoidal (restriccion que ya habia sido observada en [AJS2]), las subcatego-
rias localizantes ®-ideales (definicion 6.2.7), condicién que es automética en el
caso afin. Denotando por Loc(Z) la menor subcategoria localizante de Dgc(X)
que contiene a todos los haces del conjunto { K(z) |z € Z }, la clasificacion de
las subcategorias localizantes se establece en el teorema 6.2.13:
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Teorema 6.2.13. Si X es un esquema concentrado generado por puntos, la
correspondencia Z — Loc(Z) define una biyeccion entre subconjuntos de X y
la clase de subcategorias localizantes ®-ideales de Dqc(X), siendo su inversa la
correspondencia que asigna a cada subcategoria localizante ®-ideal L de Dqgc(X)
el conjunto de puntos Z ={x € X | K(z) € L}.

Abordamos entonces la clasificacion de las subcategorias colocalizantes en
este contexto. Cada subconjunto de un esquema, ¥ C X, tiene asociada
una subcategoria colocalizante de Dqc(X), que denotamos Coloc(Y'), la me-
nor subcategoria colocalizante que contiene a todos los haces del conjunto
{K(x)|z € Y }. El teorema 6.3.13 establece la clasificacion de las subcatego-
rias colocalizantes en los siguientes términos:

Teorema 6.3.13. Si X es un esquema concentrado generado por puntos, la
correspondencia Y +— Coloc(Y) define una biyeccion entre los subconjuntos
de X y la clase de subcategorias colocalizantes H-coideales de Dqoc(X), donde
la inversa asigna a cada subcategoria colocalizante H-coideal C C Dgc(X) el

subconjunto Yc = {z € X | K(z) € C}.

Se completa asi la generalizacién a esquemas concentrados generados por pun-
tos, de los resultados de clasificacion de subcategorias (co)localizantes de Nee-
man en el contexto afin. La condiciéon H-coideal impuesta a las subcategorias
colocalizantes en el teorema 6.3.13 es la condiciéon «adjuntay de la condicién
®-ideal de las subcategorias localizantes, como establece la proposicion 6.3.14
sobre la correspondencia entre subcategorias localizantes y colocalizantes. De-
bemos sefialar que nuestra propuesta ofrece demostraciones alternativas y mas
sencillas que las desarrolladas en [N5] y [N1], lo cual simplifica la comprension
y aporta una nueva perspectiva sobre la clasificacion de subcategorias en este
tipo de contextos algebraicos.

En el capitulo 7 comienza la segunda parte de esta memoria. Fijamos en
este capitulo el contexto de trabajo en el que se enmarcan los resultados obteni-
dos sobre subcategorias localizantes y colocalizantes para algebras diferenciales
graduadas. Recordamos en este capitulo la nocién de algebra diferencial gra-
duada y moédulo diferencial graduado. La categoria de moédulos diferenciales
graduados sobre un algebra graduada es una categoria abeliana con propieda-
des similares a la categoria de complejos de médulos sobre un anillo. Se cons-
truye la categoria derivada de moédulos diferenciales graduados, que coincide



con la categoria derivada de un anillo en el caso de que el algebra diferencial
graduada esté concentrada en grado cero. Recordamos las definiciones y pro-
piedades basicas. La referencia utilizada para la elaboraciéon de este capitulo
ha sido [Y1].

En el capitulo 8 se extienden los resultados de clasificacion de subcategorias
localizantes y colocalizantes sobre esquemas afines al contexto de las catego-
rias derivadas de algebras diferenciales graduadas conmutativas empleando la
condicién de generacion por puntos. La demostracion de los resultados de cla-
sificacion que se ofrece aqui es directa y conceptual. Se hace uso (utilizando la
notacion establecida en la seccion 8.2) de la siguiente propiedad, que expresa
el hecho de que la categoria derivada de un algebra diferencial graduada con-

mutativa A estd «generada por los cuerpos residualesy si lo esta la categoria
derivada del anillo HO(A):

Proposicion 8.3.8. Si A es una DG-dlgebra conmutativa de amplitud finita

tal que H°(A) estd generado por puntos, entonces

D(A) = Loca ({ipk(p) | p € Spec(H(4))}).

Empleando «cuerpos residuales» en el algebra diferencial graduada, en la
definicion 8.2.2 se introduce la nociéon de soporte y cosoporte de un DG A-
modulo, nocién que es mas natural que la propuesta en [ShW]|. El teorema
de clasificacion de las subcategorias localizantes en el contexto de las algebras
diferenciales graduadas establece:

Teorema 8.3.12. Sea A una DG-dlgebra conmutativa, de amplitud finita y tal

que el anillo HY(A) estd generado por puntos. Entonces las correspondencias

Subcategorias La 0
S=——= P(Spec(H"(4))),
localizantes de D(A) A

definidas mediante las expresiones

L—Va(L) = {p € Spec(H(A)) | ipk(p) € L}
V —LA(V) = Loca({ipsk(p) | p € V}),

son mutuamente inversas.
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Utilizando estas técnicas clasificamos las subcategorias colocalizantes:

Teorema 8.4.4. Sea A una DG-dlgebra conmutativa, de amplitud finita, y tal

que H°(A) estd generado por puntos. Las correspondencias

Subcategorias Ca 0
S P(Spec(H'(4))),
colocalizantes de D(A)) Wa

definidas por

C > Wa(C) = {p € Spec(H(A)) | ip:k(p) € C}
W +— Ca(W) = Coloca ({ip:k(p) | p € W}),

son mutuamente inversas.

En la dltima seccién de este capitulo estudiamos las propiedades de los
adjuntos en el contexto derivado del funtor de olvido del morfismo canénico
r: A — HO(A), denominados reduccién y correducciéon en [S2], que relacionan
las categorias derivadas asociadas a un algebra diferencial graduada conmuta-
tiva A y a su anillo de cohomologia 0-ésima.

Finalmente, en el capitulo 9, aplicando la estrategia de Khusyairi-Iyengar-
Lipman-Neeman construimos el funtor imagen inversa excepcional f ! para mor-
fismos planos f: A — B de la categoria DGAS?, la categoria de algebras dife-
renciales graduadas conmutativas cohomoldgicamente noetherianas. En el caso
clasico, la imagen inversa excepcional de un morfismo f es un funtor intima-
mente relacionado con el adjunto por la derecha del funtor olvido f*, y de
forma analoga al caso de esquemas el nuevo funtor f' coincide con el funtor f*
si f es un morfismo plano cohomolégicamente finito de la categoria DGAEP.

El funtor imagen inversa excepcional definido en la seccién 9.3 para morfis-
mos entre algebras diferenciales graduadas conmutativas noetherianas verifica
el cambio de base plano:

Teorema 9.4.3 (Iméagenes inversas y cambio de base). Consideremos en

DGACSn0 un cuadrado cocartesiano con todos sus morfismos planos
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Entonces la transformacion natural
! !
Op: 0" f — gu’,

entre los funtores v*f': DT (A) — DT(D) y g'u*: DY(A) — DT (D) es un iso-
morfismo. Ademds, la transformacion 8¢ es compatible con la transformacion

cambio de base del pseudofuntor (=)*, es decir, el diagrama

v*fx b0 g>< *

v*w(f)j kw(g)m
v* f! 0o g!u*
es conmutativo.

Como consecuencia del cambio de base, la imagen inversa excepcional de-
fine efectivamente un pseudofuntor, sobre la categoria DGACSHO\fl cuyos objetos
son los de DGA§10 y cuyos morfismos son los morfismos planos de algebras
diferenciales graduadas:

Teorema 9.5.7. La asignacion

(—)': DGASY|,, — Cat,

n

que hace corresponder a cada DG-dlgebra A la categoria DY (A) y a cada mor-
fismo f: A — B el funtor f': DT (A) — DV(B), es un pseudofuntor.

Para la demostracion de estos resultados es clave el corolario 9.3.8, en cuya
demostracion se hace uso de manera esencial la clasificaciéon de las subcatego-
rias localizantes.

Por dltimo estudiamos para morfismos planos la relacion entre el pseu-
dofuntor imagen inversa excepcional (—)' construido aqui, y el pseudofuntor
imagen inversa excepcional (—)! propuesto por Shaul en [S1].

El contexto de trabajo en [S1] es relativo. Shaul restringe su estudio a las
K-algebras diferenciales graduadas conmutativas, cohomolégicamente esencial-
mente de tipo finito y de dimensién plana finita, siendo la base K un anillo
conmutativo de Gorenstein de dimensién de Krull finita. Para su comparacion
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consideramos que ambos pseudofuntores definidos sobre la subcategoria ple-

na, de la categoria DGAC%RK, cuyos objetos son las DG-algebras esencialmente

de tipo finito y planas sobre K, que denotamos DGAengﬂK. Para 0: K — A,
<0

eftf| K> el complejo U!(K) es un DG-modulo
dualizante rigido isomorfo al definido en [S1]:

una K-4algebra en la categoria DGA

Proposiciéon 9.6.8. Sea K un anillo Gorenstein de dimension de Krull finita

yo: K— A el morfismo estructural de A € DGAeSftOf'K. Entonces el DG-mddulo

o'(K) es isomorfo al DG-mddulo dualizante rigido R, .

. . . | ! :
Como consecuencia, las asignaciones (—)' y (=)', definidas sobre los morfismos
) < .
planos de la categoria DGAe—fol]K y con coeficientes en Df (—), son pseudofun-
tores isomorfos. El resultado de comparaciéon se enuncia en el corolario:

Corolario 9.6.12. Dado un morfismo plano de DG-dlgebras f: A — B en

DGAesiri, se tiene un isomorfismo entre los funtores.

f:Df(A) — D (B) y fY: Df(A) — DF(B).

Por tanto, para morfismos planos nuestra construcciéon coincide con la de
Shaul y la generaliza ampliamente, dado que no requiere que los coeficientes
posean cohomologia finitamente generada, y las propiedades del peseudofuntor
imagen inversa excepcional que nosotros presentamos no necesitan la existencia
de complejo dualizante.



CAPITULO 2

Hipotesis y objetivos

Senalamos brevemente los objetivos de esta tesis doctoral junto sus co-
rrespondientes hipotesis, remitimos al lector a la introduccién para conocer la
motivacion y la descripcion detallada de cada objetivo:

En el contexto de esquemas:

- Formular la condicién mas general posible que debe verificar un esquema
concentrado X para que las subcategorias localizantes de la categoria
Dy (X) queden determinadas por la geometria del esquema. Se establece
para este tipo de esquemas concentrados, los «generados por puntosy, la
clasificacion de las subcategorias localizantes de la categoria Dgc(X), las
localizaciones de Bousfield ideales que son las que se adaptan bien a la
estructura monoidal de la categoria Dgc(X).

- Determinar las correspondientes subcategorias colocalizantes, formulan-
do su clasificacion, y caracterizando las colocalizaciones de Bousfield de-
terminadas por puntos.

- Relacionar nuestros resultados con resultados anteriores sobre la deter-
minaciéon de subcategorias localizantes y colocalizantes en términos de
soporte y cosoporte.

En el contexto diferencial graduado:

- Establecer la clasificacion de las subcategorias localizantes de la categoria
derivada de un &lgebra diferencial graduada conmutativa de amplitud
finita tal que su cohomologia 0-ésima es un anillo cuyo esquema afin
asociado esté generado por puntos.

13
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Hipétesis y objetivos

- Clasificar las subcategorias colocalizantes de la categoria derivada de un
algebra diferencial graduada conmutativa de amplitud finita en términos
de los puntos del esquema afin asociado a su cohomologia 0-ésima.

- Estudiar en términos de soporte y cosoporte las propiedades de los fun-
tores reduccién y correduccién que relacionan la categoria derivada de
un algebra diferencial graduada conmutativa de amplitud finita y la ca-
tegoria derivada del anillo dado por su cohomologia 0-ésima.

- Aplicacién de la clasificacion de las subcategorias localizantes a la dua-
lidad de Grothendieck en la categoria chno de las algebras diferencia-
les graduadas conmutativas cohomologicamente noetherianas. Construir
y estudiar las propiedades del funtor imagen inversa excepcional para
morfismos planos en la categoria chno’ siguiendo la filosoffa de Iyengar,

Lipman y Neeman en el contexto de esquemas, segin la tesis de Khus-

yairi. Estudiar la relacién de este funtor con la propuesta en el contexto

diferencial graduado de Shaul que hace uso de la existencia de complejo

dualizante para la construccién del funtor imagen inversa excepcional.



caApriTULO 3

Metodologia

Esta tesis se basé en métodos tradicionales de investigacién matemética.
Las tareas principales incluyeron la definicién de nuevos términos, la formu-
lacién de conjeturas para generalizar resultados existentes y la bisqueda de
ejemplos relevantes, y las posibles aplicaciones en otras &reas mateméticas.
Para esto, fue necesario un estudio exhaustivo de los temas mediante la revi-
si6n de bibliografia preexistente, el intercambio de ideas con expertos de otras
universidades. En este aspecto cabe destacar la importancia de la participaciéon
en congresos y reuniones cientificas tanto nacionales como internacionales, que
son un elemento clave en el proceso de investigacién en matemaéticas.

15
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Metodologia




Resultados y discusion
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CApPiTULO 4

Preliminares generales

Los axiomas para establecer la nocién de categoria triangulada fueron intro-
ducidos de forma independiente por Dieter Puppe (1962) y Jean-Louis Verdier
(1963). La motivacién de Puppe se enmarca en el estudio de la categoria de
homotopia estable. La teoria desarrollada por Verdier tenia como objetivo el
estudio de la estructura de la categoria derivada de una categoria abeliana
atendiendo a la necesidad de encontrar una formulaciéon adecuada para la teo-
ria de dualidad elaborada por Alexander Grothendieck en el contexto de haces
de moédulos sobre esquemas.

La propuesta de Verdier anade un axioma a la lista de axiomas propuestos
por Puppe. Se trata del «axioma del octaedro» (axioma (TR4) en la defini-
cion 4.1.1). Este axioma es clave en los desarrollos de Verdier. Su propuesta
consiste en construir, a partir de un sistema multiplicativo de morfismos de
una categoria triangulada, una nueva categoria triangulada obtenida mediante
un célculo de fracciones que permite invertir los morfismos del sistema multi-
plicativo. Verdier identifica la localizacion de una categoria triangulada como
un cociente de la categoria de partida. Describiendo en particular la categoria
derivada de una categoria abeliana A como la «categoria cociente» de su cate-
gorfa homotoépica, obtenida identificando los complejos aciclicos en la categoria
homotoépica con el objeto cero.

En este primer capitulo presentamos un resumen de algunas nociones y
resultados basicos sobre categorias trianguladas y algebra homoldgica, fijando
las notaciones que se usaran a lo largo de la memoria. Las referencias principales
que se emplearon para su elaboracion son |L, N6| y en menor medida [W].

19
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4.1. Categorias trianguladas

Recordemos que una categoria C es aditiva si los morfismos para cada par
de objetos es un grupo abeliano de tal forma que la composiciéon de morfismos
es bilineal respecto de la suma y, ademés, posee objeto cero y biproductos para
cada par de objetos. Un funtor entre categorias aditivas es un funtor aditivo
si preserva el objeto cero y biproductos. Una categoria aditiva C es abeliana si
todo morfismo posee niicleo y contcleo, y ademéas cada monomorfismo es un
nicleo y cada epimorfismo es un contcleo [M, Chapter VIII].

Definicién 4.1.1. Una categoria triangulada es una categoria aditiva T junto
con una triangulacion, es decir, un automorfismo aditivo T: T — T, denomi-

nado funtor traslacidn, y una coleccion de diagramas en T de la forma
L% M-% N5 1),
denominados tridngulos, que verifican los siguientes cuatro axiomas:
(TR1) Todo diagrama de la forma
M % M — 0 — T(M)
es un tridngulo, y para todo morfismo u: L — M en T existe un tridngulo
L% M- N— T(L).

Ademas, en un diagrama conmutativo

L —%%» M—"> N —%, T()

LY M Y N T(L)

donde f,g vy h son isomorfismos, si una de las filas del diagrama es un

tridngulo, la otra también lo es.

(TR2) El diagrama L — M —» N -2 T(L) es un triangulo en T si, y solo
—T(u)

si, el diagrama M — N — T(L) T(M) es un triangulo en T.



Categorias trianguladas 21

(TR3) Cualquier diagrama

L M s N (L)

cuyas filas son triangulos, tal que g ou = v’ o f y puede ser completado
a un morfismo de tridngulos, es decir, existe un morfismo h: N — N’ en

T que hace conmutativo el diagrama

L —%“» M—"> N —%., T()

L= Y N (L)

(TR4) Dados L 2 1 morfismos componibles y tridngulos en T
L1 P11
21" —R—T()

L2 o1,

existe un tridngulo P N Q YR T(P), que hace conmutativo el
diagrama
J Ay 5 P T(L)
id 9 2 l
L -5 o Q T(L)
f id X lT(f (4.1.1.2)
L —2 " R T(L)
id l
P—2.0-" R -X,T(P)

Notacion 4.1.2. Para el funtor traslacion se utiliza la notacion T'(—) = (—)[1]

y T™(—) = (—)[n] para las sucesivas composiciones de T" o las de su inverso,
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con n € Z. Un morfismo M — N[n] en T se dice un morfismo de grado n entre
los objetos M, N.
Un triangulo (u,v,w), se representa [ — M — N — L[1], o simple-
mente
L M2 N, (4.1.2.1)

donde N —= corresponde al morfismo N —2 L[1] de grado 1 entre M y N.

Observacion 4.1.3. El diagrama (4.1.2.1) se suele dibujar de la forma

+. X (4.1.3.1)
P

justificando asi el término tridngulo para los diagramas de la estructura trian-

gulada de T. Diremos que (4.1.2.1) es un tridngulo de base u y vértice N.
Es habitual la denominacion de triangulos distinguidos para referirse a estos
diagramas.

El axioma (TR4) recibe el nombre de azioma del octaedro porque el diagra-

ma (4.1.1.2) se puede representar mediante un diagrama de la forma

donde los tres tridngulos de la hipotesis son aristas de tres de las caras de un
diagrama que se completa a un octaedro al anadir el tridngulo (¢, 1, x), y las

aristas de las otras cuatro caras corresponden a diagramas conmutativos.

Observacion 4.1.4. De forma més breve, el axioma (TR4) establece la existencia

de un triangulo (¢, %, x) que hace conmutativo el diagrama de triangulos:
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Como veremos en 4.3.12, en una categoria triangulada los tridngulos juegan
el papel de las sucesiones exactas cortas en categorias abelianas, de modo que
identificando Py @ como los cocientes L'/L y L"” /L. El axioma (TR4) se puede
interpretar como el conocido tercer teorema de isomorfia, % ~ %,/
Proposicién 4.1.5. Si L — M — N son morfismos consecutivos de un

tridngulo de la categoria triangulada T entonces vou = 0, ademds la sucesion

Hom+(C,u) Hom(C\v)
e EE—

Hom+t(C, L) Hom+t(C, M) Homt(C,N)  (4.1.5.1)
es exacta, para cualquier objeto C € T.
Demostracion. Por el axioma (TR2) podemos suponer que existe un triangulo

L= M- N2 L.

Utilizando los axiomas (TR1) y (TR3) se construye un morfismo de tridangulos

L4, 0 L[]
:

(
lid lu lT(id)

L —“> M —"> N —"> [[1]

del que se deduce que v ou = 0. Como consecuencia inmediata, para cualquier
objeto C' € T, Im(Homt(C,u)) C ker(Homt(C,v)). Ademas si un morfismo
f:C — M es tal que vo f = 0 entonces 0 = (vo f)[—1] = v[—1] o f[-1].
Por los axiomas (TR2) y (TR3) existe un morfismo g: C — L en T tal que el
diagrama
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Cl-1] 0 c—4 ¢
= £ i
Y
M1 =Y N e ey
es un morfismo de triangulos. Por tanto la sucesion (4.1.5.1) es exacta. t

Observacion 4.1.6. Segin el axioma (TR2) todo triangulo L —— M —» N =
de la categoria triangulada T se inserta en una cadena de morfismos en la que
cada cuatro morfismos consecutivos son tridngulos de T obtenidos «trasladan-
do» los morfismos del tridngulo original. Aplicando a esta cadena de triangulos
el funtor [C, —] := Homt(C, —), para cada objeto C' de T, la proposicién an-
terior establece la existencia de una sucesién exacta larga de grupos abelianos

-+« = [C,L[n]] — [C,M[n]] — [C,N[n]] — [C,Lin+1]] — [C,M[n+1]] = ---

Corolario 4.1.7. [KS, Corollary 10.1.15] Si en el diagrama (4.1.1.1) los

morfismos f y g son isomorfismos entonces h es un isomorfismo.

Demostracion. Con la notacién establecida en la observacién anterior, para
cualquier objeto C' de T, el morfismo de triangulos (4.1.1.1) tiene asociado un
diagrama de grupos abelianos cuyas filas son sucesiones exactas

[C,v] [C,w] c

[C, L] [C, M] [C, N] [QLM]giﬂﬂ[aﬂﬂm
lWﬂ @am baM lw¢m1 bamm

i, z) 2 1o L2 10N 19 o pg) 2 o)

[Cyul

Siendo [C, f[n]] y [C, g[n]] biyectivas, para todo n € Z, el Lema de los cinco

garantiza que [C, h] es biyectiva, YC € T, por tanto h es un isomorfismo. [

Corolario 4.1.8. Sea L = M - N - L[1] un tridngulo de la categoria

triangulada T. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) w es un monomorfismo.
(i) v es un epimorfismo.
(idi) w = 0.
(i) M=~ L®N.
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Demostracion. Utilizando la notaciéon del resultado anterior, la sucesiéon

[Cu] [C.v] [C,—u[1]

C, L] c, N} 4 (e, L)

[C, M] [C, M1]]

es una sucesion exacta de grupos abelianos, para cualquier C € T. La equi-
valencia de (i), (i7) y (ii7) es consecuencia inmediata en la exactitud de esta
sucesion. Tomando C' = M, de la exactitud de la sucesién anterior se deduce

la equivalencia de (i) y (iv). O

Corolario 4.1.9. Si L -+ M — N——L[1] es un tridngulo de la categoria

triangulada T, u es un isomorfismo si, y sélo si, N = 0.

4.1.10. En general, el morfismo h que completa el diagrama de tridngulos
(4.1.1.1), en el axioma (TR3), no es unico. En [BBD, Proposition 1.1.9], se
comprueba que el morfismo h es tnico si Homt(L[1], N') = 0 (equivalente-
mente, si Homt (L, N'[—1]) = 0). Como consecuencia, si L, N € T son tales
que Homt(L[1], N) = 0 y ademés existe un triangulo L — M — N ——
entonces cualquiera de los morfismos del tridngulo determina a los otros dos

salvo tnico isomorfismo de triangulos [BBD, Corollaire 1.1.10].

Observacion 4.1.11. Las categorfias aditivas con una triangulacién que verifique
tnicamente los axiomas (TR1)-(TR3) reciben el nombre de categorias pretrian-
guladas. El axioma (TR4) es necesario para formar los cocientes de Verdier y

llevar a cabo el calculo de fracciones en el contexto triangulado (véase 4.3.4).

Definicion 4.1.12. [L, §1.5] Sean T y T’ categorias trianguladas con respec-
tivos funtores traslacion Ty T’. Un funtor triangulado o A-funtor entre las
categorias Ty T’ es un funtor F': T — T’ junto con un isomorfismo de funtores
0: FT = T'F de forma que para cada triangulo L L> M2 N 7L de

T el diagrama

20, 1(P(L))

sz !/
es un tridngulo en T'.
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Dada una categoria triangulada T, una subcategoria aditiva plena K con
una triangulacion se dice una subcategoria triangulada de T si el funtor tras-
lacién de K es el inducido por el de T, y el vértice en T de un tridngulo con
base en K es isomorfo a un objeto de K, es decir si la inclusion ¢: K — T
es un A-funtor cuyo isomorfismo de compatibilidad con las traslaciones es la
identidad.

Una categoria triangulada T determina en su opuesta T°P una triangulacion

respecto al funtor traslacion dado por el inverso del funtor traslacién de T.

Observacion 4.1.13. Consideremos la notacién de la observacion 4.1.6. El funtor
contravariante [—, C] := Homy(—,C): T°® — Ab asocia a cada tridngulo en
T°P una sucesion exacta larga de grupos abelianos

<o [L[s],C] «— [M]s],C] +— [N][s],C] «— [L[s — 1},C] +— [M[s — 1],C] + - -

4.2. Categoria homotoépica de una categoria abeliana

Un primer ejemplo de categoria triangulada surge al considerar la categoria
homotopica K(.A) de una categoria abeliana A.
4.2.1. Un complejo (M, d) sobre la categoria aditiva A es una familia de obje-
tos {M"},¢cz junto con una familia {d?,: M™ — M""';n € Z} de morfismos
en A, denominada diferencial de M, tal que d}; o d?{[l =0, para cada n € Z.
En particular, un complejo M sobre A es un diagrama en A de la forma

dn71 dn
M: oo — MY N M

Cuando no haya lugar a confusion, dy; o simplemente d denotara la diferen-
cial {d’}; }nez, incluso nos referiremos al complejo (M, d) con la letra M. Un
morfismo f: M — N de complejos sobre A es una colecciéon de morfismos
{f": M™ — N"},cz en A tales que, d; o " = frtlo dh, para todo n € Z,

esto es, que hacen conmutativo el diagrama
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—1
dif iy

. Ml M Mt L

lfn—l lfn lfn+1
dnfl

X Nn—l N N™ iy Nn+1 .

La composicién punto a punto de morfismos de complejos es un morfismo de
complejos, de modo que los complejos sobre A junto con los morfismos de

complejos forman una categoria, la categoria de complejos sobre A, que se
denota C(A).

La categoria A es una subcategoria plena de C(.A) sin més que considerar

los objetos de A como complejos concentrados en grado cero.

Observacion 4.2.2. La categoria C(A) hereda la estructura aditiva de A. El
objeto cero de C(A) es el diagrama trivial -+ — 0 — 0 — -+ y el
coproducto M @& N, de dos complejos M, N € C(A), es el complejo cuyo punto
en grado n es (M @ N)" = M™ @ N" y cuya diferencial es la definida en
cada grado como suma directa de las diferenciales de M y N. Si ademas A
es abeliana, se puede comprobar (véase [W, Exercise 1.2.3]) que C(A) es una
categoria abeliana definiendo, para un morfismo de complejos f: M — N, el
nicleo ker f y el conicleo Coker f grado a grado, es decir, (ker )™ = ker f" y
(Coker f)™ = Coker f", siendo las diferenciales de cada uno de estos complejos

las inducidas respectivamente por las diferenciales de M y N.

Dada una categoria abeliana A, el problema que surge al intentar dotar a la
categoria de complejos C(.A) de una estructura triangulada es su condicion de
categoria abeliana. En efecto, si una categoria abeliana es ademaés triangulada
entonces todo monomorfismo L —— M es una seccion (equivalentemente, todo
epimorfismo M — N es una retraccion); para comprobar este hecho basta
considerar la existencia en la categoria (por el axioma (TR1)) de un triangulo
con base el monomorfismo u y aplicar el corolario 4.1.8. Entonces todo mo-
nomorfismo de la categoria abeliana A seria una seccién si su categoria de

complejos admite estructura de categoria triangulada.
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4.2.3. Sea A una categoria abeliana. Dado un complejo M € C(.A), para cada

n € Z, el objeto de A definido mediante la expresiéon

(M) o= S
M

se denomina n-ésima cohomologia de M.

Un complejo M € C(A) se dice aciclico si H*(M) = 0, para cualquier
n € Z. Un morfismo f: M — N en C(A) es un cuasi-isomorfismo si, para todo
n € 7, los morfismos inducidos en cohomologia H™(f): H"(M) — H™(N) son
isomorfismos.

Un par de observaciones son pertinentes aqui. Para cada n € Z, la coho-
mologia n-ésima define un funtor aditivo H"(—): C(A) — A, y la familia de
funtores {H™; n € Z} verifica la siguiente propiedad, particularmente intere-

sante en algebra homologica.

Proposicion 4.2.4 (Sucesion exacta larga de cohomologia). Toda sucesion
ezacta corta 0 — L L5 M 25 N = 0 en C(A) tiene asociada de forma

natural una sucesion exacta larga de cohomologia

o W) s w2 w) s ) —
i+1 . i+1 . 7 .
AT, it gy 2 iy 2 i)

La prueba de este enunciado utiliza la conocida técnica de caza de diagra-
mas para construir los morfismos de conexion {0°};cz (véase [W, §1.3]).
4.2.5. Un ingrediente fundamental para establecer una estructura triangulada
en categorias cuyos objetos son complejos sobre una categoria abeliana es el
funtor traslacion, también es esencial la construcciéon del cono de un morfismo
de complejos que recordamos a continuacion.

Dado un entero m y un complejo M € C(A), M[m] denotara el complejo
cuya componente en grado n es M|[m]® = M"™ y cuya diferencial es la defi-
nida por dysm) = (=1)™dyr. Si f: M — N es un morfismo en C(A) se define

flm]: M[m] — N[m] como el morfismo de complejos determinado en grado n
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por f[m]™ = f**™. La asignacion [1]: C(A) — C(A) es un funtor aditivo que
es un isomorfismo, es el funtor traslacion, cuyo inverso es [—1]: C(A) — C(A).

4.2.6. [L, §1.3] El cono de un morfismo de complejos f: M — N es el
complejo C(f) cuya entrada y diferencial en grado n estan definidas mediante

las expresiones

oyt =Nro Mt ang, = (N "
’ C( _m+1 |
0 —dyf

Las inclusiones y proyecciones candnicas

O[}Z N’L — C(f)z , ,8} C(f)z — Mi+1 ,

n+— (n,0) (n,m) — m

definen morfismos de complejos ap: N — C(f) y Bf: C(f) — M][1]. Asi, a

cada morfismo de complejos f: M — N se le asocia el diagrama de complejos

ML N 2 o 2L v, (4.2.6.1)

Este tipo de diagramas forman parte de los tridngulos de una categoria trian-
gulada cuyos objetos son los complejos sobre A.

4.2.7. Un morfismo f: M — N en C(A) se dice homdtopo a cero si existe
una familia h = {h": M™ — N""'}, <7 de morfismos de A,

n—1

I
el dyg Mn diyr Ml

~ -

lfn71 13 lfn hn+1 lfnJrl
/n—l /dn

. Nn—1 N N7 N, Nyntl > oo

tales que ™ = p"t! odh, +d%ﬁl oh™, para todo n € Z. La familia de morfismos
h = {h"},cz se denomina homotopia de M a N.

Dos morfismos f, g € Homg(4)(M, N) son homdtopos si f — g es homdtopo
a cero. Un complejo M € C(A) es homdtopo a cero si el morfismo idys es

hométopo al morfismo cero.
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Para cualesquiera M, N € C(A), larelacion «ser homotopo a» en el conjun-
to Homg(4)(M, N) es de equivalencia. La coleccion Ht(M, N) de los morfismos
homoétopos a cero forman un subgrupo de Homg( A) (M, N). Esta relacion de
equivalencia es compatible con la composicién de morfismos de complejos, de
modo que es posible definir la composicién de clases de morfismos como la
clase de la composicion.

Definicion 4.2.8. La categoria homotdpica K(A) de una categoria abeliana

A es la categoria cuyos objetos son los complejos sobre A y con morfismos

Homc(A) (M, N)
Ht(M, N)

Los isomorfismos en K(A) se denominan equivalencias de homotopia. Si dos

HOIIlK(A)(M, N) = (M, N e C(.A))

complejos sobre A son isomorfos en K(A) se dice que son homotdpicamente

equivalentes o, simplemente, que son homdtopos.

Dos morfismos homotopicamente equivalentes inducen morfismos idénti-
cos a través de cada uno de los funtores H"(—): C(A) — A, con n € Z;
seguiremos utilizando la notacion para el funtor n-ésima cohomologia inducido
H"(-): K(A) — A. Denotaremos por K™ (A) C K(A) la subcategoria plena
de los complejos M € K(A) cuya cohomologia esta acotada inferiormente, es
decir, existe un entero np tal que H' (M) = 0 para todo entero i < nj;. Analo-
gamente, K™ (A) C K(A) es la subcategoria plena de los complejos M € K(A)
con cohomologia acotada superiormente, es decir, aquellos para los que existe
un entero mys tal que H/(M) = 0 para todo entero j > my,. La categoria
KP(A) = KT (A) N K (A) € K(A) es la subcategoria de los complejos con
cohomologia acotada.

En la construcciéon de la categoria homotépica de una abeliana hemos per-
dido la estructura de categoria abeliana que poseia la correspondiente categoria
de complejos, sin embargo la categoria homotépica posee estructura de cate-
gorfa triangulada:

Teorema 4.2.9. Sea A una categoria abeliana. La categoria K(A) es una
categoria triangulada con el funtor traslacion [1]: K(A) — K(A), inducido por
la traslacion definida sobre C(A), y la triangulacion determinada por aquellos

diagramas isomorfos en K(A) a diagramas del tipo

ML N oy 2 v,
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con f: M — N un morfismo de complejos de A) (véase (4.2.6.1)).

Demostracion. Recordemos brevemente los argumentos para la demostracion
de este resultado.

Para cualquier M € C(A), el cono de la identidad, C(idys), es hométopo a
cero; basta considerar la homotopia definida en cada grado por la proyeccién
R C(ida)" = M™ @ M™ — M™ o M™ = C(idy)" ! .

(a,b) — (0, a)
Por tanto es inmediato que se verifica el axioma (TR1).
Para probar que efectivamente se verifican los axiomas (TR2)—(TR4) se
utiliza la construccion del cilindro de un morfismo de complejos.
Sea f: M — N un morfismo de complejos y B¢: C(f) — M[—1] el morfis-

mo canonico. El cilindro de f es el complejo
Cyl(f) := C(Bp)[-1].
(El complejo Cyl(f) es hométopo al cono del morfismo (=1, f): M — M@ N.)
Sea ¢: Cyl(f) — N el morfismo de complejos
¢ Cyl(f)=M'@ N '@ M — N
(m,n,m') — (f(m) +n)
El morfismo 3: N — Cyl(f) definido por (f)(n) = (0,n,0), es tal que
o1 =idy (en C(A)). Si {h': Cyl(f)! — Cyl(f)*"1;i € Z} es la homotopia
definida por hi(m,n,m’) = (0,0, —m), se tiene que
ldCyl 1/}1¢z d’L 1 )hl + hi+1dicyl(f)
es decir, 1 y ¢ definen una equlvalenma de homotopia entre Cyl(f) y N[1].

El siguiente diagrama, donde los morfismos i y p vienen dados, respectiva-

mente, por las inclusiones y proyecciones canonicas, es conmutativo en K(.A)

M — Cyl(f) —2 (f) 22

L LT e
N ()
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Obsérvese que los cuadrados exteriores son diagramas conmutativos y el central
es conmutativo salvo homotopia (el morfismo p — (afo¢) =p— (porpo¢) =
p(1 —10¢) es homotopo a 0). La existencia de este isomorfismo de diagramas
en K(A) permite demostrar el axioma TR2.

Finalmente se demuestra que se verifican los axiomas (TR3) y (TR4) Asu-

miendo que los triangulos involucrados son del tipo (4.2.6.1). O

4.2.10. El diagrama (4.2.9.1) es un isomorfismo de triangulos en K(A), por
tanto cualquier tridngulo en K(A) es isomorfo a un tridngulo cuyos dos pri-
meros morfismos son morfismos de complejos que corresponden a una sucesion
exacta corta «semiescindida» en C(A), es decir, escindida como sucesion exac-
ta en la categoria graduada asociada olvidando las diferenciales. De hecho,
como muestra la siguiente proposicién, las sucesiones exactas de morfismos

de complejos en C(A) que son semiescindidas determinan la triangulacion de

K(A).

Proposicion 4.2.11. Toda sucesion semiescindida en C(A) tiene asociado un

triangulo en K(A), y todo tridngulo en K(A) es isomorfo a uno de este tipo.

Demostracion. Consideremos una sucesion exacta semiescindida en C(.A)
0L 2N o0 (4.2.11.1)

Sea {p': N* — M'};cz una coleccién de morfismos en A tales que, para cada
entero 4, g' o p' = id . Denotemos por {n’: M* — L'};cz los morfismos en A
determinados por n' o fi =id; i y flon' + plo g’ =idy..

La familia { h' ;= n'tl o d,; o p’| i € Z} define un morfismo de complejos
h: N—L[1]. El diagrama

LM 4N (4.2.11.2)
es un triangulo en K(A), ya que es isomorfo en K(A) al triangulo

ML N o 2 mp).
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En efecto, las expresiones ¢'(m,l) = g*(m), ' (n) = (p'(n), —h*(n)) definen
morfismos de complejos ¢: C(f) — Ny ¢: N — C(f) que son mutuamente
inversos en K(A). Trivialmente ¢ o ¢ = idy, y la composicion 1) o ¢ homotopa
a idg(p) mediante la homotopia {s': C(f)" — C(f)""!; i € Z} definida por
s'(m,1) = (0,n°(m)). Utilizando la igualdad B¢ o ¢ = —h se comprueba que h
es homotopicamente equivalente al morfismo canénico Br: C(f) — L[1].

El isomorfismo de tridngulos (4.2.9.1) permite concluir que todo triangulo
en K(A) es isomorfo a un triangulo asociado a una sucesion exacta semiescin-

dida de complejos. O

Como consecuencia del axioma (TR2) y la proposiciéon 4.2.11:

Corolario 4.2.12 (Sucesion exacta larga de cohomologia). Cada tridngulo

JIRE VUG NN L[1] en K(A) tiene asociada en A una sucesion exacta
larga de cohomologia

H'(9) H' (h)

RN HZ’@)& HY (M) HY(N) H*Y(L) —
i1 . i+1 X i+1 .
P, e vy B i oy PO, e gy

Observacion 4.2.13. La sucesién exacta anterior se corresponde a la sucesion
exacta larga de cohomologia asociada a la sucesion exacta corta de complejos
(4.2.11.1) siendo los morfismos de conexion §' = —H?(h).

El morfismo h : N — L[1] se denomina invariante homotdpico de la suce-
sion exacta semiescindida (4.2.11.1) ya que no depende en K(.A) de la eleccion
de la familia de retracciones {p'} ;cz elegida para los morfismos {¢'}icz.

Con la triangulacion inducida por la de K(A), las subcategorias aditivas
KT (A), K~ (A) y K°(A) son subcategorias trianguladas de K(A).

4.3. Categoria derivada de una categoria abeliana

La categoria derivada D(.A4) de una categoria abeliana A se construye a par-
tir de su categoria homotépica mediante un calculo de fracciones (invirtiendo
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los cuasi-isomorfismos). Repasemos algunos conceptos y resultados sobre loca-
lizacion de categorias en sistemas multiplicativos de morfismos (véase [BrG, I,
Lemme 1.5]).

4.3.1. Una clase de morfismos S de una categoria C es un sistema multipli-
cativo si contiene las identidades de todos los objetos de C, es cerrado para la
composicion y verifica las siguientes dos condiciones:

= Condicion de Ore. Para cualquier par de morfismos ¢c: M — L en Cy
s: N — L en S, existen morfismos b: K - Nen Cyt: K — M en S
tales que cot = sob:

N K-> N
ls }t is
v
M —- L M —-> L

Dualmente, si b: K — N es cualquier morfismo en Cy t: K — M es
cualquier morfismo de S, existen morfismos ¢: M — LenCy s: N — L
en S, tales que cot = sob:

K%, N K%, N
lt t }s

v
M M -5 L

(&
= Condicion de cancelacion. Para cualesquiera morfismos M —X N en C,
b
se verifica la equivalencia

[3s € Stal que sob=soc| <= [Ft € Stal que bot = cot]

Observacion 4.3.2. Si C es la categoria cuyo tinico objeto es un anillo R, y cuyas
flechas son los elementos de R, un sistema multiplicativo S es un subconjunto

multiplicativo en el sentido usual.

Definicion 4.3.3. La localizacion de una categoria C respecto a un sistema
multiplicativo S es una categoria S™!C junto con un funtor Q: C — S~IC

verificando la siguiente propiedad universal,
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si F': C — D es un funtor tal que, Vs € S, F(s) es un isomorfismo,
existe un tnico funtor Fs: S™!C — D tal que Fs0Q = F.

c-“.s51c
Fl i
« Fs
D

4.3.4 Calculo de fracciones. La técnica conocida como cdlculo de fracciones
permite construir, a partir de un sistema multiplicativo S de la categoria C,
una categoria ST'C, que posee los mismos objetos que C, y cuyos morfismos
son el resultado de anadir a los morfismos en C los inversos de los morfismos
del sistema S.

Dados L y M objetos de C denotemos S(L, M) = Home(L, N) NS. Para
cualesquiera M, N € Ob(C), los elementos de

C3[M,N]:=| | Homc (L, N) x S(L, M)

LeOb(C)

son pares (f,s) que se representan mediante diagramas del tipo
L
PN
M N

que por motivos evidentes, se denominan tejados. En CS[M , N1, se define la re-
lacion (f1,s1) ~ (f2, $2) si existen morfismos g1, g2 € S que hacen conmutativo
el diagrama

L
51 ng &
M L N
\ 392/
52 v f2
Lo

La relaciéon ~ es de equivalencia. La comprobacion de la reflexividad y simetria
de esta relacion es inmediata tomando los representantes adecuados. Para la
transitividad basta aplicar las condiciones de Ore y cancelacion del sistema
multiplicativo descritas en 4.3.1.
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La categorfa S~ C es la categorfa cuyos objetos son los objetos de C y cuyos
morfismos, para cada par de objetos M y N, es el cociente

C°[M,N
HOIIlelc(M, N) = M . (4341)

~

Dadas dos clases ¢ € Homg-1¢ (M7, Ms), ¢ € Homg-1¢c(Ma, Ms), sean (f,s) y
(f', ") tejados tales que ¢ = [(f,s)] v ¢ = [(f',¢')]. La condicion de Ore del
sistema multiplicativo S garantiza la existencia de morfismos g en C y t en S
que hacen conmutativo el diagrama

LY 7
/ X s' ul
M, Mo, o Ms

Se define la composiciéon ¢’ o ¢ como la clase determinada por la composicion
de los tejados que los representan

¢ oq=[(f"Nelf9)]:=[(f"og,50t);

es una operacion bien definida ya que no depende de los representantes es-
cogidos para q y ¢'. Por construccion la composicion de clases de tejados es
asociativa, y para un objeto M la identidad es la clase [(idys, idys)]. La imagen
de un morfismo f: M — N de C mediante el funtor Q: C — S7'C es la clase
Q(f) = [(f,idar)]. Se construye de esta forma la localizacion de C respecto al
sistema multiplicativo S en el sentido de 4.3.3. Se simplifica la notacién, identi-
ficando Q(M) = M para los objetos de C y denotando el morfismo g = [(f, s)]

por ¢ = f/s.

Observacion 4.3.5. Existe un problema al considerar en el ambito general la
definicion (4.3.4.1), y es que los morfismos entre dos objetos de la categoria
S~1C puede no formar un conjunto, es decir, al localizar nos saldriamos del

contexto usual de categorias con Hom’s pequernios.

4.3.6 Calculo de fracciones y categorias trianguladas. Sea T es una

categoria triangulada, con funtor de traslacion 7. Un sistema multiplicativo S
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de T es compatible con la triangulacion de T si T(S) =S y en la situacion del

axioma (TR3) siempre que los morfismos verticales f, g € S entonces h € S.

Teorema 4.3.7. [BrG, I, Theoreme 2.15] Si T es una categoria triangulada
y S es un sistema multiplicativo compatible con la triangulacion entonces S™'T
es una categoria triangulada con funtor traslacion inducido por el de T, y

triangulacion la determinada por la imagen de los tridngulos de T mediante el

funtor Q: T — S™IT.

Proposicion 4.3.8. [W, Proposition 10.4.1] Sea A una categoria abeliana.
La clase So de los cuasi-isomorfismos en K(A) es un sistema multiplicativo

compatible con la triangulacion.

Definicion 4.3.9. Sea K(A) la categoria homotopica de la categoria abeliana
Ay Sy el sistema multiplicativo de los cuasi-isomorfismos. La categoria deri-
vada de A, es la categoria D(A) := Sy K(A), junto con el A-funtor canénico
Q: K(A) — D(A).

4.3.10 Localizacion y subcategorias. A la vista del corolario 4.2.12, el
sistema multiplicativo Sp de los cuasi-isomorfismos de K(A) es la clase de los
morfismos f: M — N, tales que H"(C(f)) =0, ¥n € Z. Si Z; es la clase de los
complejos aciclicos de K(A) entonces f € Sq se reescribe mediante la expresion
C(f) € Zy. La clase Zj es una subcategoria triangulada y claramente estable
por sumandos directos, es decir, es una subcategoria gruesa de K(.A).

En en la proposicion 4.3.8 podemos sustituir K(.A) por una categoria trian-
gulada T (por ejemplo KT(A), K7(A) o K’(A)), v So por la clase de los
morfismos de T que son la base de un tridngulo con vértice en una subcate-
goria triangulada y gruesa dada de T. La condicién de gruesa no es realmente
necesaria. De hecho cualquier subcategoria triangulada Z de una categoria
triangulada T proporciona un subconjunto multiplicativo, la clase Sz de los
morfismos de T que son la base de tridngulos con vértice en Z. La localizaciéon
de T respecto al sistema multiplicativo Sz tiene la propiedad universal de ser la

categoria de llegada de un A-funtor Q: T — S 1T que anula la subcategoria
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Z. Esta construcciéon se denomina cociente de Verdier de la categoria triangu-
lada de partida por la subcategoria triangulada Z y se suele utilizar la notacion
T/Z en lugar de Sng. El nicleo del funtor de paso al cociente Q: T — T/Z
es la menor subcategoria gruesa de la categoria triangulada T que contiene a
Z [N6, véase Theorem 2.1.8|.

4.3.11. La categoria derivada D(.A) hereda a través del funtor localizacion
Q: K(A) — D(A) la estructura triangulada de la categoria homotopica.
Ademas, los tridngulos de la categoria derivada estdn determinados por las

sucesiones exactas cortas en la categoria de complejos.

Proposicion 4.3.12. Toda sucesion ezacta corta en C(A),
0— L5 M5 N0,

tiene asociado un tridangulo en D(A)

f

L M-2s N L[1].

Demostracion. Sea w: L — Ker(f) el isomorfismo canénico y sea ¢: C(u) —
C(f) la inclusion. El morfismo ¢: C(f) — C determinado en grado i € Z,

C(f)i =M@ L AN N, por ¢*(m,l) = g'(m), es tal que la sucesién
0 — Clu) - C(f) % N—0

es una sucesion exacta corta de complejos. Como u es un isomorfismo de com-
plejos, el complejo C(u) es aciclico. De la sucesion exacta larga de cohomologia
asociada a esta sucesion exacta corta de complejos se deduce que el morfismo

de complejos ¢ es un cuasi-isomorfismo. Se tiene entonces un tridangulo en D(.A)

h

L-Lom 2N
siendo h: N — L[1] el tnico morfismo en D(.A) tal que B¢ = ho ¢. O

Observacion 4.3.13. Uno podria preguntarse qué relacion existe entre las su-

cesiones exactas cortas semiescindidas mencionadas en la proposiciéon 4.2.11
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y las sucesiones exactas de complejos consideradas en la proposicién anterior.

Dada una sucesion exacta corta en C(A),
0L M LN -0 (¥

la proposicion anterior garantiza la existencia de un tridngulo en D(.A)

L5 Mm% N,
isomorfo al triangulo L I VN C(f) LNVt [1]. Siendo este ultimo trian-

gulo de K(A) asociado a la sucesion exacta corta semiescindida de complejos
0 — L - Cyl(f) 2 C(f) — 0.

La respuesta a la pregunta planteada es que estas sucesiones exactas de com-
plejos son equivalentes, es decir, representan el mismo elemento en el grupo
E(N, L) de las extensiones equivalentes de N por L. Este objeto F(N, L) es
naturalmente isomorfo al grupo Ext!(V, L), y el isomorfismo entre ellos consis-
te en asignar a la sucesion exacta corta (*) el morfismo h = o ¢~! definido en
la demostracion de la proposicién anterior, es decir, existe una correspondencia
entre las extensiones y la clase de isomorfia del morfismo de conexion.

4.3.14. Sea M un complejo sobre una categoria abeliana A. Para cada entero

n € Z, se definen los complejos 7<"(M) y 7="(M) mediante las expresiones

rsv(M): o — M MY — kerd}, — 0 — 0 —---
=" (M): - — 0 — 0 —Cokerdj ' — M — M2 ...
Los morfismos canénicos M — 72" M y 7<"M — M inducen en cohomologia

las identificaciones

Hi(r<m M) = HY(M) sii<n (720 00) HY(M) sii>n
0 sii>n+1’

Obsérvese que, para cualquier entero n,

HY (M) = 72"7SPM = 7S 2 ).



40 Preliminares generales

Las sucesiones exactas cortas naturales de complejos
0— 7S"M — M — 72" — 0,
determinan triangulos naturales en D(.A)
TSOM — M —s 72 (4.3.14.1)

Los funtores 72" y 7<": D(A) — D(A) son idempotentes, se denominan
funtores truncamiento.

Para § € {+,—,b}, sea D*(A) C D(A) la subcategoria plena de D(A),
cuyos objetos pertenecen a Kﬁ(A). Si en todo lo expuesto sobre la construccién
de D(A) a partir de K(.A) sustituimos la categoria K(.A) por cualquiera de sus

subcategorias Kﬁ(.A), se obtienen las correspondientes subcategorias triangu-
ladas D (A).

Existencia de resoluciones

4.3.15. Como consecuencia de la proposicion 4.1.5 y (véase observacion 4.1.6),
para un objeto I de la categoria homotopica K(A) de la categoria abeliana A,
los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) Para todo complejo aciclico C' € K(A), Homg4)(C,I) = 0.

(ii) Para cualquier diagrama M < M’ Iy Ien K(.A) con s un cuasi-isomorfismo
existe en K(A) un morfismo g: M — I tal que go s = f.

(i7) Todo cuasi-isomorfismo I — M en K(A) posee inverso por la izquierda.

(iv) El morfismo canénico Homy 4y (M, I) — Homp(4)(Q(M),Q(I)) es un
isomorfismo, para cada M € K(A).

Definicion 4.3.16. Un objeto I € K(A) es K-inyectivo si verifica las condi-
ciones equivalentes anteriores. Una resolucion K-inyectiva de M € K(A) es

cualquier cuasi-isomorfismo M — I en K(A) con I un complejo K-inyectivo.

'El lector puede encontrar la demostracion de estas equivalencias por ejemplo en [L,
Proposition 2.3.8].
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4.3.17. Segun 4.1.10, la existencia, para cada complejo M € K(A), de un
cuasi-isomorfismo M — Ipr en K(A) con I verificando la condicion (7)

implica la existencia de triangulos funtoriales
C—M—1 M —i_—>

Es de especial interés la tltima caracterizacion de los objetos K-inyectivos
en K(A). Si podemos garantizar la existencia de resoluciones K-inyectivas para
cualquier objeto de K(.A) entonces el enunciado (iv) asegura que la categoria
derivada D(.A) es equivalente a K(K-inj) la subcategoria de la categoria ho-
motdpica cuyos objetos son los complejos K-inyectivos. Como consecuencia la
categoria derivada D(.A) tendria Hom’s pequenos.

Supongamos que A es una categoria de Grothendieck, es decir, una categoria
abeliana, AB5 y que posee un generador. Entonces A posee suficientes objetos
inyectivos (véase por ejemplo [KS, Theorem 9.6.2]). En este caso existen en
K(A) resoluciones K-inyectivas.

Teorema 4.3.18. [AJS1, Theorem 5.4] Si A es una categoria de Grothen-
dieck, para cada M € K(A) existe un cuasi-isomorfismo p: M — I donde I es

un objeto K-inyectivo.

4.3.19. Dualizando los enunciados listados en 4.3.15, se definen los complejos
K-proyectivos. Una resolucion K-proyectiva de M € K(A) es cualquier cuasi-
isomorfismo P — M en K(A) con P un complejo K-proyectivo.

Podemos asegurar que existen resoluciones K-proyectivas en la categoria

K(A) si A es la categoria de modulos sobre un anillo R, pero este resultado no

se tiene en general para cualquier categoria de Grothendieck.

4.4. Funtores triangulados entre categorias derivadas

4.4.1. Para una categoria abeliana A, la triangulacion definida sobre la ca-
tegoria derivada D(A) es la mas pequena de modo que el funtor canoénico
Q: K(A) — D(A) es un A-funtor.
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Un funtor aditivo F': A; — As entre categorias abelianas se extiende a las

correspondientes categorias homotopicas
F: K(.Al) — K(.AQ).
Este funtor conmuta con las traslaciones y, para todo morfismo f en K(A;),

F(C(f)) = Cry),

por tanto F': K(A;) — K(As2) es un funtor triangulado. Pero no esta garan-
tizado que este funtor se pueda «extender» de forma directa a las categorias
derivadas, salvo que el funtor original F': A; — Ay sea exacto.

Precisemos qué significa «extender» funtores en este contexto. En general,
dado un A-funtor F': K(A;) — K(Az2) se trata de determinar los A-funtores
que «mejor aproximany al funtor F': K(A;) — K(Az) entre aquellos A-funtores
G: D(A;) — D(A2) que hacen conmutativo (salvo transformacion natural de

A-funtores) el diagrama de categorias trianguladas

K(A1) —— K(A)
Qll lQQ (4.4.1.1)

donde Q1: K(A;) = D(A1) y Q2: K(A2) — D(A2) son los A-funtor canoénicos.

Diremos que el funtor triangulado F': K(A;) — K(Az2) es derivable por la
derecha si existe un funtor triangulado RF': D(A;) — D(A3) junto con una
transformacion natural de A-funtores €: (2 o F'— RF o Q1 tal que, para cual-
quier otro A-funtor G: D(A;) — D(Az2) para el que existe una transformacion
natural de A-funtores € : Q2 o F— G o )1, existe una transformacion natural

de A-funtores p: RF — G que hace conmutativo el diagrama

62201'7‘*E> RFOQl

\ lﬂOQl
€

GoQ
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El funtor RF' (para ser mas precisos el par (RF,€)) se denomina derivado por
la derecha de F.

Analogamente, F': K(A;) — K(As2) se dira derivable por la izquierda si
existe un funtor triangulado LF': D(A;) — D(A2) junto con una transforma-
cion natural de A-funtores n7: LFo@Q1 — Q20 F tal que, de existir otro A-funtor
G: D(A;) — D(A2) junto con una transformacion natural : GoQ — Q20F,
existe una transformacion natural de A-funtores o: Go(Q1 — LF oQ que hace

conmutativo el diagrama de funtores

LFoQ) —> Qoo F

=

GoQy

El funtor LF (méas precisamente el par (LF,n)) se denomina derivado por la

izquierda de F'.

Observacion 4.4.2. En resumen, el derivado por la derecha (RF,€) de F es un
objeto inicial en la categoria Funa (D(A;1), D(As2)), entre los funtores triangula-
dos G que hacen conmutativo el diagrama 4.4.1.1, y el derivado por la izquierda

(LF,n) es un objeto final de la subcategoria de funtores correspondiente.

Por lo general, la existencia del derivado de un funtor triangulado entre
categorias homotopicas no es una cuestion sencilla, salvo que tengamos garan-
tizada la existencia de resoluciones adecuadas en la categoria de partida.

Proposicion 4.4.3. [L, Proposition 2.2.3] Sea F': K(A;) — K(Az2) un funtor
triangulado. Supongamos que cada objeto M € K(Ay) posee una resolucion K-
inyectiva ¢pr: M — Ipr. Entonces F posee derivado por la derecha (RF,€), el

funtor definido por
RF(M) = F(Iy),

con (M) = F(¢p): F(M) — F(Ip) = RF(M).

Dualmente, si podemos asegurar resoluciones K-proyectivas en la categoria
K(A) entonces existe el derivado por la izquierda de cualquier A-funtor definido
sobre la categoria K(.A). Este es el caso si A es la categoria de modulos sobre un
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anillo. Como veremos en categorias méas generales es posible utilizar otro tipo
de resoluciones en categorias homotoépicas para construir funtores derivados
por la izquierda.

El bifuntor RHom

4.4.4. Sean M, N € C(A) complejos sobre una categoria abeliana A. El com-

plejo de grupos abelianos Hom$% (M, N) es el complejo con componente i-ésima

Hom'y (M, N) := [ [ Hom4(M7, N7+%), (4.4.4.1)
JEZ
y cuya diferencial d*: Hom'’y(M,N) — Homjl(M, N) acttia sobre un ele-
mento f = (f7)jez, con componentes f/ € Hom 4(M7, N7*%), de la siguiente
forma:
d'(f) = (dy” o 7 + ()M o d))jez.

Obsérvese que, para cada n € Z,

H™(Hom% (M, N)) = Homg ) (M, N[n]) (4.4.4.2)

Denotemos por Ab la categoria de grupos abelianos. Los funtores aditi-
vos Hom% (M, —): C(A) — C(Ab) y Hom%(—, N): C(A)°®® — C(Ab), definen
funtores entre las correspondientes categorias homotopicas.

Denotemos por Tj el funtor traslacion de K(A) y por Ty el funtor tras-
lacion de K(Ab). El funtor Fj; := Hom% (M, —): K(A) — K(Ab) conmu-
ta de forma trivial con las traslaciones, por tanto es un A-funtor. El funtor
Gn = Hom%(—,N): K(A)°®® — K(Ab) es un A-funtor respecto a la trans-
formacion natural 6: Ty 'G = GTy definido en grado i por (—1)* (véase [L,
§1.5.3]).

Existe entonces un bifuntor triangulado en cada componente

Hom®(—, —): K(A)° x K(A) — K(Ab)

4.4.5. Si A es una categoria de Grothendieck, empleando la existencia de reso-
luciones K-inyectivas para complejos sobre A, podemos extender la definicion

del bifuntor Hom?% a las categorias derivadas

RHom®(—, —): D(A)*® x D(A) — D(Ab).
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Fijado M un complejo sobre A, para el A-funtor
Hom% (M, —): K(A) — K(Ab),

el derivado por la derecha RHom$% (M, —): D(A) — D(Ab) es el definido
por RHom% (M, N) := Hom% (M, Iy), donde N — Iy es una resolucién K-
inyectiva de N.

4.4.6. Si la categoria abeliana A es tal que existen resoluciones K-proyectivas
en K(A). Fijado N € K(A), el funtor

Hom%(—, N): K(A)°®® — K(Ab)
posee derivado por la derecha RHom% (—, N): D(A)°® — D(Ab), definido por
RHom®% (M, N) := Hom% (P, N),

siendo Pp; — M una resolucién K-proyectiva de M.

4.4.7. Equilibrio del Ext. Supongamos que A es una categoria de modu-
los sobre un anillo. En este caso en K(.A) existen los dos tipos de resolucio-
nes, las K-inyectivas y las K-proyectivas. Dados M, N € K(A), denotemos
Fyr = Hom% (M, —) y Gy = Hom%(—, N). Los funtores inducidos entre las
categorias homotopicas Fis: K(A) — K(Ab) y Gn: K(A)°® — K(Ab) son
tales que RE/(N) y RGn(M) son candénicamente isomorfos. Es decir, para
determinar RHom®% (M, N) podemos utilizar una resolucién K-proyectiva de
M o una resolucion K-inyectiva de N (véase [W, Theorem 2.7.6] o [L, §2.4.3 y
Lemma 2.4.4|).

4.4.8. Una interpretacion verdaderamente 1til se deduce de la equivalencia
(1v) en 4.3.15 y de la observacion (4.4.4.2):

H"(RHom$% (X, M)) — Homp4)(X, M[n]), nez,

equivalentemente, H"(RHom®% (X, M)) — Homp4)(X[-n], M).
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4.5. Categoria derivada de una categoria monoidal

4.5.1. Sea A una categoria abeliana que ademés es una categoria monoidal
simétrica (véase [M, §XI.1|, o [L, Definition 3.4.1]). Como es habitual utilizare-
mos la notacion N ® M para el tensor de objetos M, N € A, 14 para el objeto
unidad, y 0: M ® N —+ N @ M para el isomorfismo natural de simetria.

El producto tensor M @ N de dos complejos M, N € C(A) es el complejo

cuya entrada en grado i € Z es

(M@ N) =D (M @ N,
JEZ

cuya diferencial d*: (M ® N)* — (M ® N)*™! es la definida por
d|yigni-i = &by @id+(—1)7 id@dy .
El isomorfismo natural 0s: M[s]® N[t] — (M ® N)[s+t] determinado por
Oks| prp+hgna+s = multiplicacion por(—1)P*

describe la interaccién entre el tensor de complejos y el funtor traslacion.
Los funtores M ® —: C(A) - C(A) y —® N: C(A) — C(.A) son aditivos.

Los funtores inducidos entre las categorias homotopicas
M®—: K(A) — K(A), — @ N: K(A) — K(A) (4.5.1.1)

son A-funtores, mediante los respectivos isomorfismos de conmutatividad con
las traslaciones que son el isomorfismo 61 y, la identidad, 619, respectivamente.

Si ademas la categoria A es tal que existen resoluciones K-proyectivas en
K(A), se definen, para M, N complejos sobre A los derivados por la izquierda
de los funtores (4.5.1.1)

M®"—:D(A) - D(A), —&"N:D(A) — D(A)

mediante las respectivas expresiones M @' B := M@ Pg y BN := Pg® N,
siendo Pp — B una resolucion K-proyectiva de B € K(A).
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El tensor — @' —: D(A) x D(A) — D(A), junto con el complejo objeto
unidad de A y el isomorfismo de simetria obtenido extendiendo o definen en

D(A) una estructura monoidal simétrica ( [L, §2.5]).

4.5.2. Supongamos que la categoria abeliana A4 ademas de ser una categoria
monoidal simétrica es una categoria cerrada [L, Definition 3.5.1]. Denotemos
por

Hom: AP x A — A

el bifuntor Hom-interno de la categoria cerrada A. Dados M, N € C(A) com-
plejos, Hom®(M, N) denotara el complejo sobre A definido de forma anéloga
al complejo (4.4.4.1), haciendo uso del Hom-interno en lugar del grupo de ho-
momorfismos.

El bifuntor Hom®(—, —) induce un bifuntor
Hom®(—, —): K(A)°P x K(A) — K(A),

triangulado en cada componente con los isomorfismos de conmutatividad res-
pecto a las traslaciones definidos siguiendo la pauta de 4.4.4. Si existen reso-
luciones K-inyectivas en C(A), el funtor Hom®(M, —): K(A) — K(A) posee
derivado a la derecha RHom®(M,—): D(A) — D(A).

Como consecuencia del siguiente resultado la categoria derivada D(.A) es
una categoria monoidal simétrica cerrada, cuyo Hom-interno viene dado por el

bifuntor triangulado
RHom®(—,—): D(A)°®* x D(A) — D(A).

Proposicion 4.5.3. Sea A una categoria monoidal simétrica cerrada. Si exis-
ten resoluciones K-proyectivas y K-inyectivas en K(A), entonces en D(Ab)

existe un isomorfismo natural
RHom®% (L @ M, N) — RHom®%(L,RHom®(M, N)), (4.5.3.1)

para cualesquiera L, M, N € D(A).
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Demostracion. Si Pyy — M es una resolucion K-planade M y N — I una re-
solucion K-inyectiva de N entonces Hom®( Py, In) es un complejo K-inyectivo.
Como consecuencia de la adjuncién ®-hom en A el morfismo canénico de com-

plejos de grupos abelianos
Hom% (L ® Par, In) — Hom% (L, Hom® (P, IN))

es un isomorfismo. De este isomorfismo se deduce la existencia del isomorfismo

anunciado en la categoria D(AD). O

Corolario 4.5.4. Bajo las hipdtesis de la proposicion anterior la categoria

D(A) es una categoria monoidal simétrica cerrada.

Demostracion. Sin més que aplicar el funtor HY al cuasi-isomorfismo (4.5.3.1),

se obtiene el isomorfismo natural de adjuncién
Homp (L ®" N, M) = Homp (L, RHom%(M, N)).

para cualesquiera L, M, N € D(A). Se deja al lector la comprobacion para

D(A) de los correspondientes axiomas de categoria simétrica cerrada. O

4.6. Localizaciones de Bousfield

Dedicamos esta tltima seccién de preliminares generales a introducir los
principales objetos de estudio de esta memoria, las subcategorias localizantes
y las subcategorias colocalizantes en categorias trianguladas. Una explicacién
detallada de estos conceptos se puede encontrar en [N6, §9]. Seguiremos en
nuestra exposicion la estructura y la notacion del epigrafe §1 de [AJS1].

Definicién 4.6.1. Sea T una categoria triangulada. Una subcategoria trian-
gulada L de T es localizante si es cerrada para coproductos. Analogamente, una

subcategoria triangulada C de T es colocalizante si es cerrada para productos.

4.6.2. Dada una clase de objetos S C T se define su ortogonal por la derecha

Sty su ortogonal por la izquierda S como las subcategorias plenas definidas



Localizaciones de Bousfield 49

por las expresiones:
St ={NeT| Homy(S[n],N)=0,¥ S €S, necZ}

1S ={M e T | Homr(M,S[n)) =0,V SeS, neZl

Como consecuencia directa de las observaciones 4.1.6 y 4.1.13, =S y S+ son sub-
categorias trianguladas de T, por tanto S+ es una subcategoria colocalizante

de T y S colocalizante.

4.6.3. Dada una coleccién de objetos S C T, denotaremos por Loc(S) la
menor subcategoria localizante de T que contiene a S. La categoria Loc(S)
se denomina la subcategoria localizante de T generada por S. Anélogamente,
denotaremos por Coloc(S) a la subcategoria colocalizante de T mds pequena

que contiene a S, es decir la subcategoria colocalizante generada por S.

4.6.4 El truco de Eilenberg. Si una categoria triangulada T posee co-
productos entonces toda subcategoria localizante L de T es gruesa, es decir,
es cerrada para sumandos directos. En efecto, sean X1, Xo € T tales que
X = X; @ X, € L, o equivalentemente tales que X’ = Xy @ X7 € L, compro-

bemos que cualquiera de los sumandos pertenece a L. Obsérvese que

Pxzxie(hex)sXaX)e ) =2XoPX
neN neN

Es decir, X7 es el vértice del monomorfismo canénico

Pbx —Px,
neN neN
y puesto que L es triangulada y X', X € L, X; también pertenece a L.
Analogamente, teniendo en cuenta que los coproductos finitos coinciden
con los productos finitos, se demuestra que si la categoria triangulada T po-
see productos toda subcategoria colocalizante de T es cerrada para sumandos

directos.
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Las subcategorias localizantes y colocalizantes surgen de forma natural en
procesos de localizacion y colocalizacion en categorias trianguladas (véase la
observacion 4.3.10).

Dada un subcategoria localizante L de una categoria triangulada T, es posi-
ble considerar la categoria cociente T /L de la categoria triangulada T respecto
a la subcategoria localizante L.

Definicion 4.6.5. Sea T una categoria triangulada. Una localizacion de Bous-
field en T es un par (¢,n) formado por un A-funtor £: T — T y una transfor-
macién natural n: id — ¢, tales que, fn =1ny: £ —> £ o £ es un isomorfismo de

funtores, es decir, para todo X € T, el morfismo
Inx = nyx): UX) = 2(X)
es un isomorfismo natural. Se dice que £: T — T es un funtor de localizacion.

Proposicion 4.6.6. Dada una localizacion de Bousfield (¢,m) en una categoria
triangulada T, la subcategoria plena L C T dada por los X € Ob(T) tales que

(X)) =0 es una subcategoria localizante.

Demostracion. La categoria L es triangulada ya que £ es un funtor triangulado.
Dada {X;};c; una familia de objetos de L, para todo objeto Y € T se tiene el
isomorfismo
Homt (P X;, £(Y)) = [ [ Homr (X;, £(Y)).
el icl

Bastaria entonces comprobar que la condicion £(X) = 0 equivale a la condicion
Hom(X,¢(Y)) =0 para todo Y € T.

Si £(X) = 0, obsérvese que cualquier morfismo X — £(Y) = (3(Y) se
factoriza por ¢(X), luego ha de ser el morfismo cero. Reciprocamente, si el

isomorfismo candnico ¢(X) O, g2 (X) se anula, £(X) ha de ser cero. O

Un funtor localizacién de una categoria triangulada T, £: T — T, deter-
mina candnicamente una subcategoria localizante de T, la subcategoria plena
de los objetos X € T tales que ¢(X) = 0. El siguiente resultado proporciona
una serie de equivalencias sobre aquellas categorias localizantes que proceden
de un funtor de localizacion.
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Teorema 4.6.7. [AJS1, Proposition 1.6] Sea T una categoria triangulada y
L una subcategoria localizante de T. Denotemos por i: L — T y j: L+ = T
las inclusiones y por Q: T — T/L el funtor de paso al cociente. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(1) Existe una localizacion de Bousfield (¢£,n) de forma que

L={NeT]|{N)=0}

El funtor Q tiene adjunto por la derecha.

La composicion (Q o j es una equivalencia de categorias.

)
)
(iv) El funtor j posee adjunto por la izquierda y, ademds, ~(L*) = L.
) El funtor i posee adjunto por la derecha.

)

Para todo M € T existe un tridngulo
Ny — M — Frp —
con Nyy €Ly Faf € L+,

4.6.8. Una primera consecuencia de este resultado es que el morfismo canénico

nav: M — ¢(M) se inserta en un triangulo de la forma
N — M — o(M) =,

y se tiene que £(M) € L+ y N € L. Este es el triangulo que se muestra en el
ultimo apartado del resultado anterior. Esta asignacion es funtorial, es decir

existe un funtor v: T — T que proporciona un tridngulo funtorial
V(M) — M — (M)

con y(N) € Ly ¢(N) € L*. Ademéas L = +(L). El funtor 4: T — T se
denomina funtor aciclizacién asociado al funtor localizacion £: T — T.
4.6.9. La nocién dual a la de funtor localizacion y subcategoria localizante
de una categoria triangulada es la de funtor colocalizacion y subcategoria co-
localizante. La subcategoria C = {F € T | {(F) = F} = L es colocalizante.
En este caso diremos que = es un funtor colocalizacion y £ la correspondiente

coaciclizacién.
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4.6.10. Uno de los principales objetivos de nuestro trabajo es la clasificacion
de las subcategorias localizantes y colocalizantes en el contexto de categorias
derivadas de complejos de haces de moédulos sobre esquemas. Son categorias
derivadas de categorias de Grothendieck. Una una categoria abeliana A es
una categoria de Grothendieck si posee un generador, y por tanto admite li-
mites y colimites. La categoria C(.A) hereda estas propiedades. Sin embargo,
como senalamos en la primera secciéon de este capitulo, al pasar de la cate-
goria de complejos C(A) a la categoria homotépica K(.A) no esta garantizado
que se conserve la estructura de categoria abeliana, y por tanto no tenemos
garantizada la existencia de limites y colimites en K(.A). Pero si existen los
denominados colimites homotoépicos de diagramas dirigidos de complejos. El
lector puede consultar [N6, §1.6] para repasar la definicion de este concepto.
En [AJS1] haciendo uso de la existencia de colimites homotopicos los autores
demuestran la existencia de localizaciones de Bousfield en categorias derivadas

de categorias de Grothendieck.

Teorema 4.6.11. [AJS1, Theorem 5.7 Si A es una categoria de Grothen-

dieck, para cualquier objeto E € D(A) existe un funtor localizacion
¢: D(A) — D(A)
cuya subcategoria localizante Loc({E}) C D(A) es H({E}1).

Observacion 4.6.12. El resultado dual sobre la existencia de colocalizaciones
determinada por una familia de objetos requiere la existencia de un funtor
colocalizacién asociado a una subcategoria colocalizante de la categoria deri-
vada de una de Grothendieck; para su construccién necesitamos hacer uso de
limites homotoépicos. Esta construccién no ha sido estudiada en este contexto

y fue uno de los primeros objetos de estudio nuestro trabajo de investigacion.



CAPITULO 5

Operaciones cohomolébgicas con

coeficientes cuasicoherentes

En este capitulo presentamos los resultados sobre las categorias derivadas
de complejos de haces de moédulos sobre un esquema haciendo énfasis en los
complejos con cohomologia cuasicoherente. Nuestra motivaciéon es establecer
las propiedades del contexto de trabajo que nos permitiran, en el siguiente
capitulo, proponer demostraciones claras y directas sobre la clasificacién de las
subcategorias localizantes y colocalizantes en esquemas.

Las referencias fundamentales que hemos empleado para la elaboracion de
este capitulo son |L]| y [H].

5.1. Estructura monoidal cerrada de categorias de

haces de moédulos

Un esquema es un espacio localmente anillado (X, Ox) que admite un re-
cubrimiento por abiertos {U;; ¢ € I'} de forma que, para todo i € I, (U;, Ox|v,)
es un espacio localmente anillado isomorfo a un esquema afin Spec(R;), con
R; un anillo conmutativo.

Nos referiremos a un esquema o en general a un espacio anillado (X, Ox)
haciendo mencién simplemente al espacio topolégico X, asumiendo la notacién
Ox para el haz de anillos estructural.

Un morfismo de esquemas f: X — Y es un morfismo de espacios anillados
locales, es decir, es una aplicacién continua de espacios topologicos junto con
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un morfismo de haces de anillos ff: Oy — f.Ox tal que, para todo z € X, la
aplicacion inducida entre los tallos Oy, ¢(;) = Ox ; es un homomorfismo local.

Fijado X un esquema o, en general un espacio anillado, A(X) denotara la
categoria de haces de Ox-modulos, C(X) la categoria C(A(X)) de complejos
de Ox-modulos, K(X) denotara la categoria homotopica y D(X) la categoria
derivada construidas a partir de la categoria de complejos de haces de Ox-
modulos.

Estructura monoidal

5.1.1. Sea X un espacio anillado. El producto tensor F ® x G, de dos haces
F,G € A(X), es el haz de Ox-modulos asociado al prehaz definido, para cada
abierto U C X, por

U FU) @0, G(U).
El tensor de haces es un bifuntor
—®x — AX) x A(X) — A(X)

que define sobre A(X) una estructura de categoria monoidal simétrica, siendo
el objeto identidad el haz estructural Ox.
Como se indica en 4.5.1, el tensor de haces de médulos se extiende a un

bifuntor de complejos sobre A(X)
—®x —: C(X) x C(X) — C(X),

que es aditivo en cada componente y por tanto define un operador tensor sobre

la categoria homotodpica
—®x —: K(X) x K(X) — K(X),

En el contexto de haces de moddulos no existen en general resoluciones
K-proyectivas. Es posible extender el bifuntor tensor a la categoria derivada

haciendo uso de las denominadas resoluciones K-planas.
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5.1.2. Un complejo P sobre A(X) es K-plano si € @x P es aciclico para todo
complejo aciclico £ € C(X), o equivalentemente, si para todo cuasi-isomorfismo
M — N de complejos sobre A(X), P& x M — P®xN es un cuasi-isomorfismo
[L, Definition 2.5.1].

Existen resolucidn K-planas funtoriales en K(X). Estas resoluciones pue-
den construirse para cualquier espacio anillado, empleando el hecho de que
la categoria A(X) posee una familia de generadores formada por objetos pla-
nos, la familia de haces { Oy | U € B}, donde B es una base de abiertos
del la topologia de X y Oy € A(X ) denota la extension por cero del haz
Ox|v € A(U).

Proposicion 5.1.3. /L, Proposition 2.5.5] Dado X un espacio anillado, pa-
ra cualquier complejo de Ox-mddulos F existe un cuasi-isomorfismo natural
Yvr: Pr — F compatible con la traslacion y tal que el complejo de Ox-
mddulos Pr es K-plano.

5.1.4. Entonces como caso particular de 4.5.1, dados M, N complejos sobre

A(X), se definen los funtores derivados
Mot —:D(X) - D(X), —&"N:D(X)— D(X) (5.1.4.1)

mediante las respectivas expresiones ML F := M@ Pry FQ'N = ProN.
El bifuntor
—®t —: D(X) x D(X) = D(X),

junto con el objeto unidad Ox y el isomorfismo de simetria inducido por el de

A(X) determinan la estructura monoidal simétrica de D(A).

Estructura monoidal cerrada

5.1.5. La estructura de categoria cerrada de la categoria monoidal A(X) viene
dada por el bifuntor haz de homomorfismos que denotaremos por Homx (—, —).
Dados F,G € A(X), Homx (F,G) es el haz definido, para cada abierto U C X,
por

Homx (F,G)(U) = Home,, (Flv,Glu)-
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El complejo HomS (F,G) para complejos de haces F, G € C(X) se cons-
truye como en 4.4.4 haciendo uso del haz de homomorfismos. Esta asignacion
define un bifuntor triangulado (en cada componente) entre las categorias ho-

motopicas

Hom% (—, —): K(X)%P x K(X) — K(X),

que se extiende a un bifuntor triangulado entre categorias derivadas gracias a
la existencia de resoluciones K-inyectivas enunciada en 4.3.18, ya que A(X) es

una categoria de Grothendieck.

Proposicion 5.1.6. En este contexto existen en D(X) isomorfismos naturales
RHom$% (M ®|5( F,G) = RHom% (M, RHom% (F,G)),

para cualesquiera M, F y G complejos de haces de Ox-mddulos.

Demostracion. El argumento es anélogo al de la proposiciéon 4.5.3, utilizan-
do resoluciones K-planas en lugar de K-proyectivas, teniendo en cuenta que
Hom% (F,G) es un complejo K-inyectivo si F es un complejo K-plano y G un

complejo K-inyectivo. O

Corolario 5.1.7. En las hipdtesis anteriores, para cualesquiera complejos de

haces de Ox-mddulos M, F y G, existen isomorfismos naturales en D(AD)
RHom$ (M @ F,G) = RHom% (M, RHom% (F,G)),
e isomorfismos naturales de grupos abelianos
Hompx(M % F,G) = Hompx) (M, RHom% (F,G)).

Demostracion. El primer isomorfismo se obtiene calculando las secciones de-
rivadas del isomorfismo de la proposicion anterior. El segundo calculando la

cohomologia HY del primer isomorfismo (véase 4.4.8). O
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5.2. Funtores imagen directa e inversa

Dado f: X — Y un morfismo de espacios anillados, el funtor imagen directa
fer A(X) — A(Y), es el funtor que asigna a un Ox-modulo F el haz f.F
definido sobre un abierto U C Y por

fFU) = F(F7HU)).

La estructura de f.F como Oy-mobdulo viene dada por el homomorfismo ad-
junto del homomorfismo estructural f%.

El funtor imagen inversa f*: A(Y) — A(X), es el adjunto por la izquier-
da del funtor imagen directa. Para un haz G sobre Y, f*G es el haz

G :=f7'¢g ®f-10, Ox,

donde, para N cualquier haz de Oy-moédulos, f~'A denota el haz asociado al
prehaz definido, para cada abierto V C Y, por MUcf(V) N(U), y el producto

tensor es el producto tensor de haces, definido en el parrafo anterior, donde
Ox tiene estructura de f~'Oy-modulo a través del morfismo adjunto de f*.
5.2.1. Los funtores imagen directa e inversa, asociados a un morfismo de
espacios anillados, son aditivos y por tanto se extienden a las categorias homo-
topicas correspondientes. La existencia de resoluciones K-inyectivas (4.3.18)
y K-planas (5.1.3) en categorias de haces de modulos sobre espacios anilla-
dos garantizan la extension de los funtores imagen directa e inversa a funtores

triangulados entre las correspondientes categorias derivadas,
Rf.: D(X) — D(Y) Lf*: D(Y) — D(X).

Los funtores f* y fi son adjuntos, también lo son sus versiones derivadas,
como se refleja en el siguiente resultado.

Proposicion 5.2.2. [L, Proposition 3.2.1] Si f: X — Y es un morfismo
de espacios anillados, dados F € D(X) y G € D(Y), se tienen isomorfismos

naturales
Hompx(Lf*G, F) — Hompy)(G, Rf.F)
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Como consecuencia se obtiene una propiedad basica de los funtores imagen
directa e inversa derivados. El funtor Lf* conmuta con coproductos, es decir,
dada una familia {G)}xea € D(Y) el homomorfismo natural

PLro,=Lr (P
A A

es un isomorfismo en D(X). El funtor Rf, conmuta con productos, es decir,
dada una familia {F)}rear C D(X) el homomorfismo natural

RE(TT7) = JIRfF
A A

es un isomorfismo en D(Y).

En este escenario recordemos brevemente las relaciones entre los funtores
derivados Rf, y Lf* asociados a un morfismo de espacios anillados f: X — Y
y la estructura monoidal ®t y RHom® en las categorias D(X) y D(Y).

En primer lugar la adjuncién anterior tiene una versiéon hacificada:

Proposicion 5.2.3. [L, Proposition 3.2.3 (ii)] Sea f: X — Y wun morfismo

de espacios anillados, existe un isomorfismo natural
Rf. RHom% (Lf*G, F) — RHom3 (G, Rf.F) (FeD(X),GeD(Y)).

5.2.4. Dado un morfismo de espacios anillados f: X — Y la siguiente pro-
piedad expresa la compatibilidad de los funtores imagen directa e inversa con

la estructura monoidal del las categorias derivadas de haces de mddulos.

Proposicion 5.2.5. [L, Proposition 3.2.4] Dado f: X — Y un morfismo de

espacios anillados, existe un isomorfismo natural
Lf*(G1 ®Y G2) —> Lf*G1@% Lf*Ga  (G1,G2 € D(Y)). (5.2.5.1)

5.2.6. El inverso del isomorfismo (5.2.5.1) proporciona la estructura monoidal
del funtor imagen inversa Lf*: D(Y) — D(X). La estructura monoidal de
la imagen directa Rf.: D(X) — D(Y) viene definida por el homomorfismo

natural

Rf.F1 @Y Rf,Fy — R (FL @Y% Fo) (F1,Fa2 € D(X)), (5.2.6.1)
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adjunto del homomorfismo
Lf*(Rf.F1 @% RfT2) = LI REF @% LI REF, — F1 0% Fo

que resulta de la composicion del inverso de (5.2.5.1) y el homomorfismo defi-
nido por la counidad Lf*Rf, — id.

5.2.7. Consideremos para F € D(X) y G € D(Y) el homomorfismo
Lf*(Rf.F @Y G) — F @k Lf*G, (5.2.7.1)

obtenido mediante la composicion del isomorfismo (5.2.5.1) y el homomorfismo
definido por la counidad de la adjuncion Lf* 4 Rf,,

Lf*(Rf.F @y G) 2 Lf*Rf.F @% Lf*G — F @k Lf*G.
El adjunto del homomorfismo (5.2.7.1)
Rf.F @Y G — RS (F Q% Lf*G), (5.2.7.2)

define un morfismo natural de A-funtores, el denominado morfismo de proyec-

cion (asociado al morfismo f).

f

5.2.8. Para un par de morfismos componibles de espacios anillados X ——
Y -5 Z, los funtores imagen directa fy: A(X) = A(Y) y go: A(Y) = A(Z)
son tales que (gf)« = g« f«, esta relacion determina un isomorfismo natural
entre sus correspondientes adjuntos (gf)* = g*f*. En el caso de los correspon-

dientes funtores derivados existe un tinico isomorfismo de A-funtores
ps.(f,9): R(9f)« = Rg:Rfs,

que determina un isomorfismo entre los A-funtores adjuntos
ps*(f,9): Lf*Lg" = L(gf)".

La asignacion, definida sobre la categoria de espacios anillados, que hace

corresponder a cada espacio anillado X su categoria derivada D(X) y a cada
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morfismo de espacios anillados f los funtores imagen directa derivada Rf, e
imagen inversa derivada Lf*, y su relacion con la estructura monoidal de las
categorias derivadas de complejos de haces de moédulos sobre las que estén
definidos, se expresan mediante la nocién de A-pseudofuntores monoidales ad-
juntos. Para un enunciado preciso de las propiedades de este tipo de estructura
véase [L, Chapter 3, §3.6]. A lo largo de la memoria haremos uso de este tipo

de estructuras en varios contextos.

5.3. Complejos de moédulos con cohomologia cuasi-

coherente sobre esquemas concentrados

5.3.1. Sea X un esquema. Un haz de modulos F € A(X) se dice cuasicoheren-
te si es localmente presentable, es decir, si existe un recubrimiento {Uy | A € I}
por abiertos de X, tal que para todo A € I, F|y, admite una presentacion

O, — 0Py, — Flu, —0,
para ciertos conjuntos J3, Jy. Equivalentemente, un haz de médulos F € A(X)
es cuasicoherente si para cualquier abierto afin U = Spec(R) C X, el haz F|y
es el haz asociado al R-moédulo M =T'(U, F).

Denotaremos por Aqc(X) la subcategoria plena de la categoria A(X) cuyos
objetos son los haces de modulos cuasicoherentes. Ambas categorfas Aqc(X) y
A(X) son categorias de Grothendieck. Por tanto todas las herramientas intro-
ducidas en el capitulo 4 se aplican para las correspondientes categorias deriva-
das D(Aqe(X)) y D(X).

El funtor inclusion i: Aqc(X) — A(X) conserva coproductos entonces, por
el Teorema del funtor adjunto especial [M, §8|, posee adjunto por la derecha,
es el denominado funtor coherador que denotaremos por gx : A(X) — Aqc(X)
(véase |[TT, Appendix B|). La inclusion i: Aqc(X) — A(X) es un funtor exacto,
por tanto se extiende a un A-funtor i: D(Ag (X)) — D(X). Como existen

resoluciones K-inyectivas en K(X), por el teorema 4.3.18 es posible extender el
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funtor gx : K(X) = K(Aqc(X)) a un funtor entre las categorias trianguladas
Rgx: D(X) — D(Aqc(X)).

5.3.2. Un esquema X es semiseparado si la intersecciéon de dos abiertos afines
de X es un abierto afin.

Si el esquema X es cuasicompacto y semiseparado entonces la factoriza-
cion i: D(Age(X)) = Dgc(X) induce una equivalencia de categorias con cuasi-
inverso Rgx : Dgc(X) — D(Aqc(X)) ( [AJLI, Proposicion (1.3)]). En particular
si X = Spec(R) es un esquema afin entonces D(R), la categoria derivada de

R-moédulos, es equivalente a la categoria Dgc(X).

5.3.3. Un esquema es cuasicompacto si la interseccién de dos abiertos cua-
sicompactos es un abierto cuasicompacto. Supongamos que X es un esquema
concentrado, es decir, un esquema cuasicompacto y cuasiseparado.

La categoria Aqc(X) es una subcategoria de Serre débil de A(X), es decir,
es una subcategoria plena de A(X) que contiene al objeto cero y es cerrada para
nicleos, contcleos y extensiones (en [L, §1.9] este tipo de subcategorias se deno-
minan plump). Por tanto la subcategoria plena Dgc(X) C D(X) es triangulada
y cerrada para coproductos, es decir, es una subcategoria localizante de la ca-
tegorfa D(X). En [?, Teorema 3.1.1] se establece que la categoria Dqc(X) esté
generada por compactos. Los objetos compactos en ch(X ) son precisamente
los complejos perfectos. Recordemos que un complejo P € D(X) es perfecto
si es localmente cuasi-isomorfo a un complejo acotado de haces localmente li-
bres. Segin lo expuesto en § 4.6, como consecuencia de [AJS1, Theorem 5.7,
Proposition 1.6]), la inclusion Dy (X) C D(X) posee adjunto por la derecha,

es decir, existe un funtor aciclizacion
7% D(X) = D(X),

tal que y9(F) = F si, y solo si, F € Dgc(X). En particular, la categoria
Dy (X) tiene todos los productos. En efecto, dada {F;;i € I} una familia de
objetos en Dqc(X), siendo [],.; F; el producto de los objetos de la familia en
D(X), v9[L;cs Fi es el producto en Dgc(X), que denotaremos por H?é[]-}
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Notese que el funtor inclusion ¢: Dgc(X) — D(X) conserva todos copro-

ductos pero en general no conserva productos.

5.3.4. Estamos ahora en posicién de establecer, para un esquema concentrado
X, la estructura de categoria monoidal de la categoria Dgc(X).

Dados F,G € Dgc(X) se verifica que F @' G € Doc(X) (véase [L, Propo-
sition 3.9.1]). Por tanto, la categoria Dqc(X) hereda la estructura monoidal
simétrica de la categorfa D(X). Dados M € Dqgc(X) y F, G € D(X) el iso-

morfismo natural de adjuncion
Hompx)(M @% F,G) = Hompx) (M, RHom% (F,G)),
induce un isomorfismo
Hompx)(M % F,G) = Hompx)(M, 79 RHom% (F,G)).

Como consecuencia la estructura de categoria cerrada de D(X) determina sobre

Dy (X) una estructura de categoria cerrada cuyo Hom interno es el bifuntor
RHomS (=, —): Dge(X)°P X Dgc(X) — Dgc(X),
definido, para cada par de complejos F, G € Dqc(X), mediante la expresion
RHomS (F,G) := v RHomx (F,G).

Lema 5.3.5. Dado F € Dgc(X), RHom% (F,—): Dgc(X) — Dgc(X) es un
A-funtor que conserva productos, y RHom% (—, F): Dgc(X) — Dgc(X) es un

A-funtor contravariante que transforma coproductos en productos.

Demostracion. Ambos son triangulados por ser composiciéon de funtores trian-
gulados. El comportamiento de cada uno de ellos con los productos y los co-
productos en Dqgc(X) es consecuencia inmediata de la existencia de los isomor-

fismos de adjuncion. O
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5.4. Funtores imagen directa e inversa y coeficientes

cuasicoherentes.

5.4.1. Dado un morfismo de esquemas f: X — Y el funtor f* preserva
cuasicoherencia (véase [GD, §0 (5.1.4)] o [H, §II Proposition 5.8 (a)]). Esta

propiedad se extiende al contexto derivado:

Proposicion 5.4.2. [L, Proposition 3.9.1] Para cualquier morfismo de es-

quemas f: X =Y se verifica
Lf*(Dge(Y)) C Dge(X).

5.4.3. El marco en el que trabajaremos en el capitulo 6 es el de los esquemas
concentrados. Constltese |[GD, §6.1] para una explicacion exhaustiva de los
conceptos que introducimos a continuacion.

Un morfismo de esquemas f: X — Y es cuasicompacto si para todo abier-
to cuasicompacto U C Y, el abierto f~1(U) es cuasicompacto. El morfismo
f: X =Y es cuasiseparado si el morfismo diagonal d7: X — X xy X es
cuasicompacto. Diremos que un morfismo de esquemas f: X — Y es concen-
trado si es cuasicompacto y cuasiseparado.

Obsérvese que un esquema X es cuasiseparado si el morfismo candnico
X — Spec(Z) es cuasiseparado; analogamente, el esquema X es concentrado
precisamente si el morfismo canénico X — Spec(Z) es concentrado.

Si f: X = Y es un morfismo de esquemas con Y concentrado entonces f
es concentrado si, y s6lo si, X es concentrado.

Los esquemas noetherianos, asi como los morfismos entre esquemas noethe-
rianos, son concentrados. También son esquemas concentrados los esquemas
afines y cualquier abierto cuasicompacto de un esquema concentrado.

El funtor imagen directa y su derivado para los morfismos concentrados de
esquemas tienen un buen comportamiento respecto a la cuasicoherencia.

Proposicion 5.4.4. [H, §1I, Proposition 5.8] Sea f: X — Y un morfismo de
esquemas con X concentrado y F € Aqc(X). Entonces foF € Aqe(Y).
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Realmente en [H| se enuncia esta proposicion bajo la hipotesis de que el
morfismo sea cuasicompacto y separado, pero en la demostraciéon sélo se usa
que la interseccion de dos abiertos cuasicompactos es un abierto cuasicompacto,
siendo entonces suficiente asumir que el esquema X sea cuasiseparado.

Proposicion 5.4.5. [L, Proposition 3.9.2] Sea f: X —Y un morfismo con-
centrado de esquemas. Entonces Rfy(Dqc(X)) C Dgc(Y).

Senalamos una ultima propiedad de la imagen directa derivada en el con-
texto de esquemas concentrados:

Lema 5.4.6. [L, Corollary 3.9.3.3] Dado f: X — Y un morfismo concen-
trado de esquemas, y {F;}icr una familia de complejos en D(X). Entonces el

morfismo candnico

@ Rf«Fi — Rf*(@}—i)

el el

es un isomorfismo.

5.4.7 Morfismo de proyeccién para coeficientes cuasicoherentes. Para
morfismos concentrados de esquemas, el homomorfismo de proyeccion (5.2.7.2)

verifica la siguiente propiedad:

Teorema 5.4.8. [L, Proposition 3.9.4] Si f: X =Y es un morfismo concen-
trado de esquemas entonces, para cualesquiera F € Dqc(X) y G € Dgc(Y), los

morfismos de proyeccion

pi: REF ®Y G — Rf(F @K LfG),
p2: G @Y REF — RE(LF'G @K F)

determinan isomorfismos en D(Y).

La demostracion de este resultado puede realizarse reduciéndonos al caso
particular en el que Y es afin y por induccién en el ntimero minimo de abiertos
afines necesarios para recubrir X.

Observacion 5.4.9. |[L, Remarks 3.9.4.1] El morfismo de proyeccién no es en

general un isomorfismo si desechamos la hipotesis de cuasicoherencia. Dados
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R un anillo local noetheriano de dimension 2, esquemas Y = Spec(R) y X =
Spec(R) \ m, y f: X — Y la inclusion, si consideramos F = Ox y G €
D(Y) la extension por cero del haz estructural Ox se tiene que el tallo de
HY(Rf.(F)) ®y G en m es 0, mientras que el tallo de H!Rf.(F &L f*G) =
H'Rf.(Ox) = H2(R) # 0, siendo Hy, la cohomologia local con soporte en m.

5.4.10. La dualidad de Grothendieck se puede enunciar a través de diferentes
vias. El enfoque moderno de la dualidad distingue entre el adjunto por la
derecha del funtor imagen directa derivada Rf, asociado a un morfismo de
esquemas f: X — Y y el funtor imagen inversa excepcional f', que coinciden
si f es propio (véase [ILN]).

En [N3, Example 4.2] Neeman demuestra, como consecuencia del Teorema
de Representabilidad de Brown, la existencia del adjunto por la derecha del
derivado del funtor imagen directa Rf,: D(Aqc(X)) — D(Y') para un morfis-
mo separado de esquemas cuasicompactos y separados f: X — Y. Lipman,
en [L|, prueba la existencia del adjunto por la derecha del derivado de la ima-
gen directa para morfismos concentrados de esquemas concentrados, y para
coeficientes mas generales, los complejos de haces de moédulos con cohomologia

cuasicoherente, y estudia sus propiedades.

Teorema 5.4.11 (Teorema de Representabilidad de Brown). [N3, Theo-
rem 4.1] St F: § — T es un A-funtor entre categorias trianguladas que con-
serva coproductos y S es una categoria triangulada compactamente generada

entonces F' posee adjunto por la derecha.

Corolario 5.4.12. Sea X un esquema concentrado y f: X — Y un morfismo
concentrado de esquemas. Entonces existe f*: D(Y) — Dqgc(X) el A-funtor
adjunto por la derecha del funtor imagen directa Rf,: Dgc(X) — D(Y').

Demostracion. La categoria Dqc(X) es compactamente generada ( [?, Teorema
3.1.1] ), y el funtor triangulado Rf,: Dqc(X) — D(Y') conserva coproductos
(Lema 5.4.6). Como consecuencia del Teorema de Representabilidad de Brown,
el funtor Rf,: Dgc(X) — D(Y) posee adjunto a la derecha. O
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5.4.13. La adjuncién establecida en corolario anterior es una adjuncién inter-
na si consideramos coeficientes cuasicoherentes, es decir, dados F € Dgc(X) y

G € Dgc(Y) el homomorfismo
Rf. RHom (F, f*G) — RHom{ (Rf.F,G), (5.4.13.1)

obtenido mediante la composicién

Rf.RHom% (F, f*G) — RHom{S (Rf.F,Rff*G)
— RHomi{* (Rf.F,G),

es un isomorfismo. Para demostrarlo es suficiente comprobar que la aplicaciéon
obtenida al aplicar el funtor Hompy) (#,—) al homomorfismo (5.4.13.1) es
biyectiva, para cualquier # € Dqc(Y'); concluimos observando que la aplicacion
resulta de la composicién de la siguiente cadena de biyecciones naturales,

Homp(y) (X, Rf. RHom% (F, f*G)) — Homp(x) (Lf*H,RHom (F, f*G))
5 Hompx) (Lf*H &% F, f*G)
L)HOHID(y) (R (Lf*H QY% F), g)

— Homp(y (H @Y% RfLF, 9)

("

;> HOIHD(Y R’Homg,c (Rf*f g))

dadas por las adjunciones involucradas y el isomorfismo de proyeccion.

5.4.14. Sea cSch la categoria cuyos objetos son los esquemas concentrados y

cuyas flechas son los morfismos concentrados. La correspondencia
R(—).«: cSch — Cat

que asigna a cada esquema X la categorfa triangulada Dqc(X) y a cada mor-
fismo f: X — Y el funtor triangulado Rf,: Dqc(X) — Dgc(Y') es un pseudo-
funtor triangulado covariante. Considerando f*: Dgc(Y) — Dgc(X), la exis-
tencia de la adjuncién Rf, - f* para cualquier morfismo f: X — Y en
cSch, determina la estructura de pseudofuntor contravariante para la asig-
nacion (—)*: cSch — Cat (véase |L, §3.6.8.2]). En este contexto el derivado
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a la izquierda del funtor imagen inversa proporciona también un pseudofun-
tor triangulado contravariante L(—)*: cSch — Cat que asigna a un morfismo
f: X — Y el funtor Lf*: Dgc(Y) — Dgc(X) adjunto por la izquierda de
Rfi: Dgc(X) = Dgc(Y).

5.4.15 Cambio de base. Una pieza clave en la teoria de la dualidad de
Grothendieck es el cambio de base. Dediquemos unas lineas a su presentacion.
So6lo mencionaremos el cambio de base respecto a morfismos planos, que es
suficiente para los propoésitos de este trabajo. Sobre la exposicion general puede
consultarse [L].

Consideremos un cuadrado conmutativo de morfismos de esquemas
X s X
boo s
Yy —2-Y
Para cada F € Dqc(X), sea 6 Lu*Rf,F — Rg,Lv*F la composicion

Lu*Rf, F — v*Rf,Rv.Lv*F = v*Ru,Rg,Lv* F — Ry, Lv*F,

donde el primer morfismo viene dado por la unidad id — Rwv,Lv*, el segundo
por el isomorfismo de pseudofuntorialidad Rf,Rv, = Ru.Rg,, y el tercero por
la counidad Lu*Ru, — id.

Si el cuadrado < es cartesiano, f un morfismo concentrado y u es un mor-

fismo plano entonces el morfismo de cambio de base
0o u*Rfy — Rgyv*

es un isomorfismo de A-funtores definidos de Dgc(X) a Dqc(Y') (véase ( [L,
Proposition 3.9.5])).
En estas condiciones, siendo f* y ¢ los adjuntos por la derecha de Rf, y

Rg., el cuadrado ¢ tiene asociado un morfismo de cambio de base

ﬁo: U*fX - gXU*v
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el adjunto de la composicion de las transformaciones
Rg.v* f* = w*Rf f* — u’,

definidas respectivamente haciendo uso de 951 y la counidad Rf, f* — id.

5.4.16. |L, Corollary 4.4.3| Si el cuadrado < es cartesiano, f es propio (y por

tanto g es propio) y u es un morfismo plano entonces
Bo(G): 0" f*G = g"u"G

es un isomorfismo para todo G € D (Y).

5.5. Subcategorias localizantes y colocalizantes y co-

eficientes cuasicoherentes

Sea X un esquema. Recordemos las nociones de subcategoria localizante y
colocalizante de la categoria Dqgc(X) introducidas en seccion 4.6. Las localizan-
tes son las subcategorias plenas trianguladas cerradas para coproductos, y las
colocalizantes las subcategorias plenas trianguladas cerradas para productos.

Dada una clase de objetos S C Dgc(X), Loc(S) denota la subcategoria
localizante méas pequena de Dqc(X) que contiene a S, y Coloc(S) la subcategoria
colocalizante méas pequefia de Dgc(X) que contiene a S, en otras palabras
Loc(S) es la subcategoria localizante de Dqc(X) generada por Sy Coloc(S) es
la subcategoria colocalizante generada por S.

Observacion 5.5.1. Para cualquier clase de objetos S C Dgc(X), Loc(S) es
también la subcategoria localizante mas pequena de D(X) que contiene a S,
ya que Dgc(X) es una subcategoria localizante de D(X) (véase 5.3.2). Sin em-
bargo, Coloc(S) no es necesariamente una subcategoria colocalizante de D(X),
ya que la inclusion ¢: Dgc(X) < D(X) no conserva productos.

Para una clase cualquiera de objetos S C Dgc(X), consideremos las corres-
pondientes subcategorias ortogonales con respecto al bifuntor

RHomY : Dgc(X) x Dgc(X) — D(Ab)
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Haciendo uso de 4.4.8 y recuperando la notacién establecida en 4.6.2, la sub-
categoria ortogonal a S por la derecha, ST, y la ortogonal por la izquierda, *S,
son las determinadas por

St = {F € Dg(X)| RHom% (G, F) =0, VG € S},
1S .= {F € De(X)| RHom% (F,G) =0, VG € S}.

Por definicion ambas subcategorias son subcategorias trianguladas plenas de
Dyc(X). La subcategorfa ortogonal por la derecha S C Dqc(X) es colocali-
zante, ya que el A-funtor RHom% (G, —) transforma productos en productos, y
la ortogonal por la izquierda S es una subcategoria localizante de Dy (X), ya
que el A-funtor RHom% (—, G) lleva coproductos en productos. Notese ademés
que

Loc(S) C *(S*), Coloc(S) c (*S)™.

Si Loc(S) C Dge(X) tiene un funtor localizacién asociado, segun lo expuesto
en 4.6.7, entonces Loc(S) = +(S1), y dualmente si S C Dqc(X) tiene un funtor
colocalizacion asociado entonces Coloc(S) = (lS)J‘.

Ejemplo 5.5.2. Analicemos el caso més sencillo, este es, el caso de un esque-
ma afin Spec(k) con k un cuerpo. La categoria D(Spec(k)) = Dqc(Spec(k)) es
D(k), la categoria derivada de k-espacios vectoriales. Cualquier k-espacio vec-
torial posee una base, por tanto es isomorfo a una suma directa de copias de
k. Ademas toda suma directa de copias de k es un k-espacio vectorial isomorfo
a un sumando directo del producto de las correspondientes copias. Por otro
lado, cada complejo T' € D(k) es cuasi-isomorfo al complejo con diferencia-
les nulas dado por sus cohomologias @;;, H'(T'[—i]). Obsérvese también que
T es cuasi-isomorfo al coproducto y al producto de la familia de complejos

{HY(T[-4))|ieZ},
PH(T-) = [[H (@[
i€Z i€Z
Por tanto, las tnicas subcategorias localizantes y colocalizantes de D(k) son

las triviales.
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CAPITULO 6

Subcategorias localizantes y

colocalizantes en esquemas

Dedicamos este capitulo a uno de los principales resultados de la memoria,
la clasificacion de las subcategorias localizantes y las subcategorias colocali-
zantes de la subcategoria de los complejos con cohomologia cuasicoherente de
la categoria derivada de haces de mdédulos sobre un esquema concentrado X.

En [N1], A. Neeman aborda por primera vez la clasificacion de las subca-
tegorias localizantes para esquemas afines. Neeman establece, para un anillo
noetheriano R, la existencia de una correspondencia biyectiva entre las subcate-
gorias localizantes de D(R) y los subconjuntos de ideales primos del anillo R, es
decir, los subconjuntos del esquema afin X = Spec(R). En [AJS2] se generaliza
este resultado al caso de un esquema noetheriano arbitrario X, restringiendo la
clasificacion a cierto tipo de subcategorias localizantes de la categoria Dqc(X),
las compatibles con la estructura tensorial.

Mas tarde en [N5|, Neeman demuestra, para un anillo noetheriano R, que
las subcategorias colocalizantes de D(R) son exactamente las ortogonales por
la derecha de las subcategorias localizantes, es decir, comprueba que las sub-
categorias colocalizantes de D(R) estan en biyeccion con los subconjuntos del
esquema afin Spec(R). Cabe preguntarse entonces si esta determinacion de las
subcategorias colocalizantes de la categoria D(R) se verifica para esquemas maés
generales, de la misma forma que en [AJS2]| se extiende a esquemas noetheria-
nos el resultado de [N1|. Responder esta pregunta fue una de las motivaciones
iniciales de nuestro trabajo.

Establecemos en este capitulo la clasificacion de las subcategorias localizan-
tes y de la subcategorias colocalizantes de la categoria Dqc(X) para esquemas
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concentrados X maés generales, que los noetherianos, los esquemas generados
por puntos (véase definicion 6.1.1). La demostracion del teorema de clasifica-
cién de las subcategorias localizantes que se expone en la seccién 6.2 es més
directa que la expuesta en [AJS2| para esquemas noetherianos.

Los esquemas generados por puntos son la clase de esquemas concentrados
maés generales para los que sus puntos determinan las subcategorias localizantes
y colocalizantes de la categoria derivada de complejos de haces de médulos con
cohomologia cuasicoherente.

En la ultima seccién de este capitulo recordaremos algunos de los resultados
de [N5] y [St| para proponer ejemplos de esquemas no noetherianos y generados
por puntos, y de esquemas que no estan generados por puntos.

6.1. Esquemas generados por puntos

Nuestra propuesta es la clasificaciéon tanto de las subcategorias localizantes
como de las subcategorias colocalizantes de la categoria Dqgc(X) en términos
de subconjuntos de puntos del esquema X.

Si z € X es un punto y k(z) su cuerpo residual, j,: Spec(k(z)) — X
denotara el morfismo canonico de esquemas. Consideremos en Dqc(X) el objeto

K(x) := Rjz k(z) = ju k(z).

De este modo asociamos a cada punto z del esquema X un complejo en Dgc(X)
concentrado en grado cero, el haz del cuerpo residual del punto.

Dada una coleccién de puntos W C X, denotaremos la correspondiente
coleccion de haces de los cuerpos residuales

Sw = {K(z) | z € W}

Cometiendo un pequeno abuso de notacion, hablaremos de subcategorias lo-
calizantes y colocalizantes generadas por la colecciéon de puntos W C X al
referirnos a las subcategorias localizantes y colocalizantes de Dqc(X) genera-
das por la coleccion de objetos Sy, y establecemos la notacién:

Loc(W) := Loc(Sw ), Coloc(W) := Coloc(Sw ).
Definicién 6.1.1. Diremos que el esquema X estda generado por puntos si

Dyc(X) = Loc(X), es decir, Dqc(X) es la menor subcategoria localizante de

Dqc(X) que contiene los haces de los cuerpos residuales de todos sus puntos.
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Observacion 6.1.2. Por [AJS1, Theorem 5.7|, cada objeto G € Dgc(X) tiene

asociado un triangulo de localizaciéon de Bousfield
M— G — F ",

tal que M € Loc(X) y F € {K(z) | z € X}*. Por tanto las condiciones
Loc(X) = Dgc(X) y {K(z) | z € X} = 0 son equivalentes, lo que justifica
la terminologia introducida: el esquema X estd generado por puntos si, y sélo

si, la coleccion {K(z) | x € X} es un conjunto de generadores de la categoria
Dy (X), es decir,

[F € Dgc(X), RHom% (K(z),F) =0, Ve € X| = F =0.

Observacion 6.1.3. Para un esquema X, la propiedad «estar generado por
puntos» es una condicién necesaria para desarrollar nuestros resultados de cla-
sificacion de subcategorias localizantes y colocalizantes de la categorfa Dgc(X)
en términos de los puntos del esquema.

Dedicaremos el resto de esta seccidon a comprobar que los esquemas noethe-

rianos estan generados por puntos (proposicion 6.1.6).

6.1.4. Un subconjunto de puntos Z C X de un esquema X determina un
endofuntor de la categoria de haces de modulos sobre X. Es el subfuntor de
la identidad I'z: A(X) — A(X) que asigna a cada haz M de Ox-Modulos el
subhaz I"z(M) C M de secciones con soporte en Z.

Si X es un esquema noetheriano y Z C X es un cerrado, existe un ideal
cuasicoherente @ C Oy tal que Z = Supp (Ox/Q). Sea I, C 'z el subfuntor

de I' ; definido mediante la expresién

I'y(=)= lim Homx(Ox/Q", —),
—
n>0
El funtor I", coincide con el funtor I'; para haces cuasicoherentes.

En general, si consideramos un subconjunto Z C X estable por especiali-

zacion en X y lo expresamos como una union filtrante de cerrados del esquema
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X, Z = U;erZ;, entonces, el funtor de secciones con soporte en Z se puede
expresar de la forma
I'z(-)= lim F,Zi-

—

el
El derivado por la derecha de este funtor RI'z(—): D(X) — D(X), es tal que
RI'z(Dgc(X)) C Dgc(X). El funtor RI'z: Dgc(X) — Dgc(X), coincide con el
funtor RI,, y es tal que junto con la transformacion natural p: R['z — id
define un funtor aciclizacion en Dqc(X), en el sentido de 4.6.7. Si denotamos
is: X \ Zs — X los morfismos inclusion de los subesquemas abiertos comple-
mentarios de los cerrados de la filtracién Z = UgerZ,, podemos construir el

tridngulo de localizaciéon asociado
RIz(F) — F — RUzF =,
siendo £7: A(X) — A(X) el funtor definido por
EZ = lim Zs*Z:

—

sel
El lector puede consultar [AJS2, §2| para un tratamiento mas detallado de
estos funtores.

La siguiente proposicién establece una propiedad béasica sobre las secciones

con soporte en puntos cerrados.

Proposiciéon 6.1.5. Sea X un esquema noetheriano. St x € X es un punto

cerrado entonces, para todo G € Dqc(X) se tiene que RI;3G € Loc({z}).

Demostracion. Si x € X es un punto cerrado entonces j,: Spec(k(z)) — X
es el morfismo cerrado canénico asociado al punto. Puesto que el esquema X
es noetheriano, podemos aplicar el parrafo anterior para obtener el haz cuasi-
coherente de ideales Q@ C Ox tal que jg k(z) = Ox/Q. El funtor de secciones
con soporte en el punto z, I’z Age(X) — Aqe(X), admite la expresion

Iy (=) = 11_m> Homx(Ox/Q", —),

n>0



Esquemas generados por puntos 75

entonces, para cada G € Dqc(X),

RI7,,G = hocolim RHom%(Ox/Q",G).
—

n>0

Notese que Ry, jXG = RHomS (Ox/Q,G) y que jX(G) € D(k(z)) es un
coproducto de copias de traslaciones de k(x) (ejemplo 5.5.2). Como el funtor

Rj., conmuta con coproductos (lema 5.4.6), se tiene que
RHom% (Ox/Q,G) € Loc({x}).

Analogamente, para todo n > 1, cada uno de los complejos RHom% (Q"/Q" 1, G)

pertenece a Loc({z}), ya que el homomorfismo canénico
Rjz.j; RHom$(Q"/Q",G) — RHom(Q"/Q",G)
es un isomorfismo. Asi, comenzando con n = 1, la existencia de los tridngulos
RHom%(Ox/Q",G) — RHomE(0x /O™, G) — RHomIE(Q"/Q" 1, G) -5,
obtenidos aplicando el funtor RHom% (—,G) a la sucesiéon exacta corta
0—Q"/Q" - Ox/Q"! - 0x/Q" — 0,

permite demostrar por induccion, que RHom% (Ox/Q", G) € Loc({z}), para
todo n > 1. Por tanto RI,)G pertenece a Loc({z}). O

Como consecuencia se la proposiciéon anterior:

Proposicion 6.1.6. [AJS2, Proposition 4.5] Si X es un esquema noetheriano

entonces estd generado por puntos, es decir, Loc(X) = Dgc(X).

Demostracion. Sea F € Dgc(X) un complejo cualquiera y C la familia de
aquellos subconjuntos Z C X estables por especializacién en X, tales que
RI'zF € Loc(X).
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Si {W4}aer es una cadena ascendente de elementos de C, y F — J una

resolucion K-inyectiva de F entonces, por [AJS1, Theorem 2.2 y Theorem 3.1],

RFUWQF:FUW(IJ: hm Fwaj,
—

ael

pertenece a Loc(X), ya que RIy, F = I'w,J € Loc(X), para cada o € I. Por
tanto UW,, € C.

Por el Lema de Zorn, existe W un elemento maximal de C. Veamos que
necesariamente X = W. Supongamos que X \ W # &. Por ser X un esquema

noetheriano, la familia de subconjuntos cerrados
T={TlzexyEIn(x\W) 42}

posee un elemento minimal {y} € 7. Si z € {y} N (X \ W), entonces {z} € T,
pero {y} es minimal en T, luego z = y y por tanto W U {y} = W U {y}.
Sea i, : Spec(Ox,) — X el morfismo candnico y denotemos por X, C X el
conjunto de puntos de Spec(Ox ). La imagen a través del funtor RIyy g,y del
tridngulo

R\ x, F — F — Riy.LiZ F -

es el triAngulo

. - +
RFW.F — RFM/U{y}JT — RFley*LZy]: — .

De la proposicion 6.1.5 se sigue que RI,)Liy F pertenece a la menor subcate-

goria localizante de D(Spec(Ox,y)) que contiene a k(y). Entonces

RF@Riy*Lz';f = Riy R Liy F € Loc({y}) C Loc(X).

Como consecuencia W U {y} € C, lo que contradice la maximalidad de W.
Necesariamente W = X, luego F = RI'x F € Loc(X). O
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6.2. Subcategorias localizantes determinadas por pun-

tos de un esquema

Supondremos en adelante que X es un esquema concentrado (segin la
definicion de la seccion 5.4), y aludiremos a la condicion de que el esquema
estd generado por puntos cuando sea necesario.

Empezaremos estudiando las propiedades de las subcategorias localizantes
de la categoria Dgc(X) determinadas por puntos del esquema X . Probaremos
primero que los haces asociados a dos puntos distintos del esquema X son
mutuamente ortogonales en Dgc(X).

Observacion 6.2.1. El funtor Rf,: Dgc(Y) — Dgc(X) asociado a un morfismo
de esquemas f:Y — X es monoidal. Si f es un morfismo concentrado entre
esquemas concentrados, el morfismo canénico Rf,Oy ®'('9X Rf.Oy — Rf.Oy
se corresponde mediante el isomorfismo de proyeccién con el homomorfismo
obtenido aplicando el funtor Rf, al homomorfismo Lf*Rf,0Oy — Oy dado
por la unidad de la adjunciéon Lf* 4 Rf,. Entonces Rf.Oy ®'('9X Rf.Oy —
Rf.Oy es es distinto de cero. En particular, para un punto x de un esquema
concentrado X, el homomorfismo canénico K(x) ®'(‘9X K(z) = K(x) es no nulo,

y como consecuencia K(x) ®'('9X K(z) # 0.
Lema 6.2.2. Sean x,y € X puntos distintos, entonces K(x) ®'(‘9X K(y) = 0.

Demostracion. Sea U C X un abierto afin que s6lo contiene a uno de los dos
puntos. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el abierto U contiene a
x vy no contiene a y. Denotemos por u : U < X la inclusién. La unidad de la
adjuncion u* - Ruy, induce un isomorfismo K(z) — Ru,u*IC(z). Empleando

el isomorfismo de proyeccién se tiene
K(z) @k K(y) 2 Ruw*K(z) @k K(y) = Ru.(u*K(z) ©f u*K(y))-
Concluimos entonces que K(z) ®% K(y) = 0, ya que u*K(y) = 0. O

Lema 6.2.3. Dados xz,y € X. Entonces RHom% (K(z),K(y)) = 0 si, y sdlo

st, x ey son puntos distintos.
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Demostracion. Dado N € Dgc(X), sea o el homomorfismo natural
RHom$ (A, K(y)) = RHomk (W ®% K(y), K(y) @k K(y))-
Consideremos el homomorfismo
RHomS, (W @ K(y). K(y) @ K(y)) - RHom (V. K(v).

definido mediante la precomposiciéon y composiciéon con los homomorfismos

canoénicos
N =Nk Ox - N % K(y), Kly) ek Kly) = K(y).

Resulta inmediato comprobar que o @ = id. Si tomamos N = K(x), por el
lema 6.2.2, K(z) ®'(‘9X K(y) = 0, en este caso B o a es el homomorfismo cero y
necesariamente RHom% (K (z), K(y)) = 0. O

Este resultado permite determinar los subconjuntos del esquema X en tér-
minos de subcategorias localizantes y colocalizantes.

Proposiciéon 6.2.4. Para cualquier coleccion de puntos Z C X, se verifica
Z={zxeX | K(z)€lLoc(Z)},
X\Z={zeX|K()eLoc(2)*}.
Demostracion. Es suficiente demostrar la segunda de las identidades. Consi-
deremos entonces un punto z € X \ Z. Por el lema 6.2.3, que = no pertenezca

a Z es equivalente a que RHom% (K(2),K(x)) = 0 para todo z € Z, esto es,
RHom$% (M, K(z)) = 0 para todo M € Loc(Z), es decir K(z) € Loc(Z)*. O

6.2.5. Estudiaremos ahora las propiedades de las subcategorias localizantes de
D (X) determinadas por una coleccion de puntos del esquema X . Este tipo de
subcategorias son ®-ideales, es decir ideales respecto a la estructura tensorial
de Dgc(X). En el contexto afin, en el que se sitan los trabajos de Neeman
( [N1] y [N5]), esta condicion no tiene mayor interés porque, como se justifica
en el lema 6.2.8, toda subcategoria localizante de la categoria derivada D(R) de
un anillo R es ®-ideal. Sin embargo, el ejemplo citado en la observacion 6.2.9

nos muestra que esto no siempre es cierto en un contexto general.
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Proposicion 6.2.6. Sea Z un subconjunto de puntos del esquema X. Si N €
Loc(Z) entonces M ®@% N € Loc(Z), para todo M € Dgc(X).

Demostracion. Para un complejo arbitrario M € Dqc(X), la subcategoria ple-
na Lag,z C Dgc(X) definida por

La,z == {N € Loc(Z) | M % N € Loc(Z) }

es una subcategorfa localizante de Dqc(X) ya que M®Y —: Dge(X) — Dge(X)
es un funtor triangulado que conserva coproductos y Loc(Z) es una subcate-
gorfa localizante de Dgc(X). Para todo z € Z, el morfismo de proyeccion

determina un isomorfismo
MY K(z) = M @Y% Rjpk(z) = Rjz, Li*M = jo LiiM.

El funtor jg, : Dgc(k(x)) — D(X) conmuta con coproductos y LjzM € D(k(x)),
luego M @Y% K(x) es isomorfo a la imagen mediante el funtor imagen direc-
ta jy, de un complejo de k(x)-espacios vectoriales, por tanto M @Y% K(z) €
Loc({z}) C Loc(Z). La subcategoria localizante L,z C Loc(Z) contiene todos
los complejos K(z) con x € Z, y por tanto Ly z = Loc(Z). O

Definicion 6.2.7. Una subcategoria localizante L C Dgc(X) se dice ®-ideal
si M @Y N € L, para cualesquiera N € L y M € Dgc(X).

La proposicién 6.2.6 establece que todas las subcategorias localizantes de
Dy (X) generadas por subconjuntos de puntos del esquema X son ®-ideales.
Justificamos a continuaciéon que todas las subcategorias localizantes de la ca-
tegoria derivada de un anillo son de este tipo.

Lema 6.2.8. 5i X es un esquema afin entonces toda subcategoria localizante
de Dgc(X) es ®-ideal.

Demostracion. Supongamos que R un anillo y X = Spec(R). Puesto que esta-

mos en el caso afin, podemos identificar la categoria Dgc(X) con la categoria
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D(R). Sea L una subcategoria localizante de D(R). La subcategoria de D(R)

definida como
L':={MeDR) | Me5L Nel, VN elL}
es localizante y contiene a R, luego L' = D(R). O

Observacion 6.2.9. En general, en un esquema concentrado no todas las subca-
tegorias localizantes son ®-ideales. En [AJS2, §3] se puede consultar el siguiente
ejemplo. Consideremos el esquema X = P,lf, la recta proyectiva sobre un cuer-
pok,yL= Loc({OP}c}) la subcategoria localizante de Dyc(P}.) generada por el
haz estructural. Se verifica que (’)1:.11c (—1) ¢ L. Entonces L es una subcategoria

localizante que no es ®-ideal, ya que si lo fuera L = Dqc(P}).

El siguiente resultado muestra que el producto tensor determina la relacion
entre puntos y subcategorfas localizantes ®-ideales de Dqc(X).

Proposicion 6.2.10. Sea L C Dqc(X) una subcategoria localizante ®-ideal y
x € X un punto. Entonces K(x) € L si, y sélo si, existe un complejo N € L tal
que K(z) @5 N # 0.

Demostracion. Segun la observacion 6.2.1, para cualquier punto x € X, se
tiene que K(z) ®% K(x) # 0. Luego si K(x) € L, tomando N' = K(z) se
verifica la condiciéon anunciada.

Reciprocamente, sean N € L y z € X tales que K(z) ®% N # 0. La subca-
tegoria localizante L es ®-ideal, luego K(x) ®'}< N pertenece a L. Empleando

de nuevo el isomorfismo de proyeccion para el morfismo j,: Spec(k(z)) — X,
K(x) &% N = jok(2) @ N 2 o (k@) O LZN) = Ju LGN,

concluimos que W := Lj*N es un complejo no aciclico de k(z)-espacios vecto-
riales. Sea i € N tal que HYW # 0, se tiene que k(x)[—i] es un sumando directo
W. Por tanto K(z)[—i] = ju,k(z)[—i] es un sumando directo de K(z)®@5%N € L,
y como consecuencia, aplicando el truco de Eilenberg (4.6.4), se deduce que
K(z) € L. O
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Corolario 6.2.11. Sea L C Dqc(X) una subcategoria localizante ®-ideal. Dado
un punto z € X, K(z) ¢ L si, y sdlo si, K(x) @5 N =0 para todo N € L.

Demostracion. Este enunciado es equivalente al de la proposiciéon 6.2.10. [

Proposicion 6.2.12. Supongamos que X es un esquema generado por puntos.
Si la subcategoria localizante L C Dqgc(X) es ®-ideal, entonces L = Loc(Z), con
Z={zxeX |K(x)elL}.

Demostracion. Sea D C Dgc(X) la subcategoria localizante definida por
D= {F € Dge(X) | F ®% N € Loc(2), YN € L}.

Es inmediato que D es una subcategoria localizante de Dqc(X), comprobemos
que es ®-ideal.
Dados M € Dy (X) y F € D, veamos que (M ®% F) € D. En efecto, por

el isomorfismo de asociatividad
M5 F) ok N = Mek (Fek N),

y el complejo M ®§( (F ®'5( N) pertenece a Loc(Z) para todo N € L, ya que
F @5 N € Loc(Z) por hipétesis, y la categorfa localizante Loc(Z) es ®-ideal
por la proposicién 6.2.6.

Comprobemos ahora que la subcategoria localizante D contiene a todos los
objetos K(x), con x € X. Si x € Z, K(z) ®% N € Loc(Z), para cualquier
N € Dgc(X) en particular para aquellos N € L, luego K(x) € D. Sea z € X
tal que x ¢ Z y tal que K(x) ¢ L, por el corolario 6.2.11, para todo N € L,
se verifica que K(z) ®% N = 0, en particular K(z) ®% A pertenece a Loc(Z).
Luego D = Loc(X).

Como el esquema X esta generado por puntos Loc(X) = Dgc(X), se tiene
entonces que D = Dgc(X). En particular Ox € D, luego para todo N € L,
N = Ox @ N € Loc(Z), de lo que se concluye que L = Loc(Z). O

Finalmente, establecemos la clasificacion de las subcategorias localizantes
®-ideales para esquemas concentrados:
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Teorema 6.2.13. Si X es un esquema concentrado generado por puntos , la
correspondencia Z — Loc(Z) define una biyeccion entre subconjuntos de X y
la clase de subcategorias localizantes ®-ideales de Dqc(X), siendo su inversa la
correspondencia que asigna a cada subcategoria localizante ®-ideal L de Dqgc(X)
el conjunto de puntos Z ={x € X | K(z) € L}.

Demostracion. Por la proposiciéon 6.2.4, se tiene
Z={zeX|K(x)eLoc(Z) }.

Por la proposicion 6.2.12, L = Loc(Z|) para toda subcategoria localizante ®-
ideal L C Dgc(X). O

Corolario 6.2.14. Toda subcategoria localizante ®-ideal L de Dgc(X) posee

un funtor localizacion asociado.

Demostracion. Por el teorema 6.2.13, cada subcategoria localizante ®-ideal
L C Dqc(X) es precisamente la subcategoria localizante més pequefia que con-
tiene a la familia de complejos {K(z) | = € Z}. Se sigue por tanto de [AJSI,

Theorem 5.7| que L tiene un funtor localizacion asociado. O

6.3. Subcategorias colocalizantes determinadas por

puntos de un esquema

Dedicamos esta seccién a resolver el problema de clasificacion dual del
tratado en la seccién anterior. Recordemos que la determinacién de las sub-
categorfas colocalizantes para esquemas afines noetherianos fue desarrollada
por Neeman en [N1]. Su demostracion se basa, grosso modo, en explotar la po-
sibilidad de definir explicitamente ciertos complejos de Koszul soportados en
cerrados, que le permiten construir una sucesién de tridngulos de localizaciéon y
demostrar que para cualquier subconjunto Z C Spec(R) se verifica la igualdad
(Loc(Z))*+ = Coloc(Spec(R)\ Z) — resultado obtenido en el corolario 6.3.15 de
esta memoria —, deduciendo de este hecho la clasificacién de las subcategorias
colocalizantes.
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Este método propuesto en [N1] podria ser generalizado, no sin cierta dificul-
tad adicional, al caso de esquemas noetherianos, siempre y cuando se garantice
la existencia de complejos de Koszul globales extendiendo el recurso utilizado
por Neeman en el caso afin. Con esta aproximacién podriamos abarcar el caso
de las variedades proyectivas, o el caso mas general de los esquemas divisoriales.

En esta seccién seguimos un camino alternativo, que no sélo generaliza el
resultado de Neeman en |[N1], sino que ofrece una version simplificada del mis-
mo. En lugar de generalizar el procedimiento de Neeman en el caso afin, dua-
lizaremos las técnicas empleadas en la seccién anterior que nos han permitido
clasificar las subcategorias localizantes ®-ideales para esquemas concentrados
generados por puntos.

6.3.1. Sea X un esquema concentrado. Dada C una subcategoria colocalizante

de Dgc(X), denotaremos por Yc C X la coleccion de puntos
Ye:={x e X | K(z) € C}.

Utilizando la notacién establecida en la seccién 6.1, dado un subconjunto de
puntos Y C X, Coloc(Y) es la subcategoria colocalizante més pequenia de
Dc(X) que contiene a la coleccion de objetos { K(z) | x € Y }.

El siguiente resultado seré de utilidad en la dltima parte de esta seccién,
y es el andlogo para subcategorias colocalizantes determinadas por puntos del
resultado enunciado en la proposicién 6.2.4 de la secciéon anterior para subca-

tegorias localizantes.

Proposicion 6.3.2. Para cualquier subconjunto Y C X:

Y ={ze X |K(x)e Coloc(Y) },
X\Y ={ze€ X |K(zx)ec +Coloc(Y)}.

Demostracion. Del mismo modo que en la proposiciéon 6.2.4, es suficiente de-
mostrar la segunda igualdad. Sea z € X \ Y. Por el lema 6.2.3, la condicion
«xr ¢ Y» equivale a la condicion «RHom% (K(x),K(y)) = 0, para cualquier
punto y € Y», es decir RHom% (K(x), M) = 0, para todo M € Coloc(Y),
equivalentemente C(z) € +Coloc(Y). O
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Comenzamos demostrando dos lemas que nos permitiran estudiar el com-
portamiento de los haces de los cuerpos residuales y del bifuntor RHom3 (—, —)
respecto a las subcategorias localizantes y colocalizantes determinadas por sub-
conjuntos de puntos del esquema X.

Lema 6.3.3. Sea Y C X un subconjunto. Para cualquier objeto F € Dqc(X),

los siguientes enunciados son equivalentes:
(i) Para todo G € Coloc(Y), RHom% (F,G) € Coloc(Y).
(i1) Para todo x € Y, RHom% (F,K(z)) € Coloc(Y).

Demostracion. La implicacion (i) = (ii) es inmediata.

Para demostrar la otra implicacién, supongamos que se verifica la condicién
(1) para F € Dqc(X). Sea C la subcategoria plena de Coloc(Y) cuyos objetos
son los complejos G € Coloc(Y) tales que RHom% (F,G) € Coloc(Y). El funtor
RHom5 (F,—) es triangulado y conserva productos. La categoria C es una
subcategoria colocalizante de Coloc(Y') que, por la hipotesis (i), contiene a
todos los objetos K(x), con z € Y. Luego C = Coloc(Y). O

Lema 6.3.4. Los objetos RHom% (F,K(z)) y RHomS (K(z), F) pertenecen a
la categoria Coloc({z}) (v a Loc({z})), para cualesquierax € X y F € Dgc(X).

Demostracion. Siendo j,: Spec(k(z)) — X la aplicacion canénica, conside-
remos los isomorfismos naturales (véase el capitulo 5):
R om§ (F,K(z)) = RHom% (F, Rjz,k(x))
~ Rj,., RHomg;ec(k(x)) (ij*}",k(a})),
R om% (K(z), F) = RHom% (Rjz.k(z), F)
Rj.. R’Homg;ec(k(x)) (k(x),j;}').

I

El funtor Rj,,: D(k(z)) — Dgqc(X) conserva productos y coproductos, por
tanto ambos complejos RHom% (F,K(z)) y RHom% (K(z), F) pertenecen a
la subcategoria Coloc({z}) y a la subcategoria Loc({x}), ya que son isomorfos

a la imagen a través de Rj,, de complejos de k(z)-espacios vectoriales. O
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6.3.5. Analizamos ahora el comportamiento de las subcategorias colocalizan-

tes con la estructura de categoria monoidal cerrada de Dgc(X).

Proposicién 6.3.6. Sea Y C X. Entonces RHom% (F,G) € Coloc(Y) para
cualesquiera G € Coloc(Y) y F € Dgc(X).

Demostracion. Por el lema 6.3.4, RHom% (F,K(x)) pertenece a Coloc({x})
para todo punto x € Y, y por tanto RHom% (F, K(z)) pertenece a la catego-
ria Coloc(Y'). El resultado enunciado es entonces consecuencia inmediata del
lema 6.3.3. O

Las subcategorias localizantes ®-ideales de Dgc(X) son aquellas que son
«estables» para el tensor por objetos de Dgc(X), nos proponemos identificar
aquellas subcategorias colocalizantes de Dqgc(X) «estables» para el bifuntor
R om9. El producto tensor es simétrico, pero el bifuntor RHom9 no lo es.
La proposicion 6.3.6 motiva la formulacion de la compatibilidad de una sub-
categoria colocalizante y la estructura monoidal cerrada de Dgc(X) que se
propone en la siguiente definicion:

Definicion 6.3.7. Sea C C Dqc(X) una subcategoria colocalizante. Diremos
que C es H-coideal si RHom% (F,G) € C, para cualesquiera objetos G € C y
F € Dgce(X).

La proposicién 6.3.6 establece que las subcategorias colocalizantes de la
categoria Dgc(X) definidas a partir de subconjuntos de puntos de X son H-
coideales, luego para obtener la clasificacion buscada bastaré probar que toda
subcategoria colocalizante H-coideal esta determinada por un subconjunto de
puntos de X.

De nuevo, en el caso afin esta condicion se verifica para toda subcategoria
colocalizante de Dgc(X).

Lema 6.3.8. Si X = Spec(R) es un esquema afin, entonces toda subcategoria
colocalizante de Dgc(X) es H-coideal.

Demostracion. Identificaremos la categoria Dgc(X) con D(R) y, en consecuen-

cia el bifuntor RHomS% (—, —) con su correspondiente RHom®(—, —).
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Sea C una subcategoria colocalizante de Dqc(X). Consideremos L C D(R)

la subcategoria
L:={M e D(R) | RHom%(M,N) e C, VN € C}

Puesto que, para cada N € C, RHom%(—, N) es un funtor triangulado que
transforma coproductos en productos y C es colocalizante, la subcategoria L es
una subcategoria localizante de D(R) que contiene a R, luego L = D(R). Por

tanto C es una subcategoria colocalizante H-coideal de D(R). O

Proposicion 6.3.9. Sea C C Dgc(X) una subcategoria colocalizante H-coideal

y fijemos un punto x € X. Entonces K(x) € C si, y sdlo si, existe un complejo

G € C tal que RHom% (K(z),G) # 0.

Demostracion. Para cada punto x € X, RHom% (K(z),K(z)) # 0, luego si
K(z) € C, tomando G = K(z), RHom% (K(z),G) # 0.

Reciprocamente, sea G € C tal que RHom% (K(x),G) # 0. La subcategorfa
colocalizante C es H-coideal, luego RHom$ (K(x), G) pertenece a C, y gracias al

isomorfismo de adjuncion, asociado al morfismo canonico j,: Spec(k(z)) — X,
RHOmggc(’C(x), G) = Ry, Rﬂomggec(k@)) (k(x)vjmxg)a

concluimos que V := R”Hom?;} (k(z),jXG) es un complejo no aciclico de k(z)-
espacios vectoriales. Existird un entero ¢ € Z tal que H'V # 0, por tanto
k(x)[—i] es sumando directo de V. Entonces K(x)[—i] = Rjzk(x)[—i] es su-
mando directo de Rj;,V € C, y por ser C una subcategoria colocalizante,
aplicando el truco de Eilenberg (4.6.4), se deduce que K(x) € C. O

Corolario 6.3.10. Sea C C Dqc(X) una subcategoria colocalizante H-coideal.
Dado un punto z € X, K(z) ¢ C si, y solo si, RHom% (K(z),G) = 0 para todo
GecC

Demostracion. El enunciado es equivalente al de la proposicién anterior. [

Concluimos entonces que dado un punto x € X y una subcategoria coloca-
lizante H-coideal, o bien () € C o bien K(x) € +C.
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Corolario 6.3.11. 5i C C Dy (X) es una subcategoria colocalizante H-coideal
entonces X \Yc = {z € X | K(z) e +C}.

Demostracion. Se deduce inmediatamente del corolario 6.3.10. O

Proposicion 6.3.12. Sea X un esquema concentrado generado por puntos.
Si C es una subcategoria colocalizante H-coideal de Dgc(X) entonces C =

Coloc(Yc).
Demostracion. Sea Y = Yc. La subcategoria plena de Dqc(X) definida por
D :={N € Dg(X) | RHom¥ (N, G) € Coloc(Y), VG € C },

es una subcategoria localizante.

Comprobemos que la subcategoria localizante D C Dgc(X) es ®-ideal. Fi-
jado NV € D, por definicién, dado G € C el complejo RHom% (N, G) pertenece
a Coloc(Y’). Veamos entonces que, para cualquier F € Dgc(X), el complejo
F @ N pertenece a D. Efectivamente, por la proposiciéon 6.3.6 la subcatego-
ria colocalizante Coloc(Y') es H-coideal, y RHom% (N, G) € Coloc(Y) luego
RHom% (F,RHom% (N, G)) € Coloc(Y), para cualquier F € Dgc(z). Del iso-

morfismo candnico
RHom$ (F @Y N, G) = RHom% (F,RHomE (N, G))

se deduce que RHom3¢ (F ®' N, G) pertenece a Coloc(Y), para todo G € C.
Por otro lado, se tiene K(x) € D para todo x € X. En efecto, dado un

punto x € X distinguiremos dos casos segin el punto pertenezca o no a Y:
s Six €Y, por el lema 6.3.4, se tiene que
RHom% (K(z),G) € Coloc({z}) C Coloc(Y),

para cualquier complejo G en Dqgc(X), en particular para aquellos G € C.

Es decir K(x) pertenece a D.
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» Siz ¢ Y, por el corolario 6.3.11 sabemos que KC(z) € +C, y en este caso es
inmediato que K(z) € D ya que, para cualquier G € C, RHom% (K(x),G)

es cero, por tanto esta en Coloc(Y).

Puesto que X es un esquema generado por puntos, se tiene que D = Dqc(X).
En particular Ox € D, por tanto G = RHom% (Ox,G) pertenece a Coloc(Y),
para todo G € C. Concluimos asi que Coloc(Y) = C. O

Finalmente estamos en disposicién de probar la clasificacién anunciada al
principio de esta seccion (analoga a la del teorema 6.2.13).

Teorema 6.3.13. 5i X es un esquema concentrado generado por puntos , la
correspondencia Y — Coloc(Y') define una biyeccion entre los subconjuntos de
X y las subcategorias colocalizantes H-coideales de Dqc(X), donde la inversa
asigna a cada subcategoria colocalizante H-coideal C C Dgc(X) la coleccion de
puntos Yc ={x € X | K(z) € C}.

Demostracion. Es inmediato que Y = {z € X | K(z) € Coloc(Y) }, y por

la proposicion 6.3.12, C = Loc(Y¢) para cualquier subcategoria colocalizante
H-coideal de C C Dgc(X). O

Proposicion 6.3.14. Sea X un esquema concentrado generado por puntos. La
correspondencia L — L define una biyeccion entre las subcategorias localizan-
tes ®-ideales de Dqc(X) y las subcategorias colocalizantes H-coideales, donde

la inversa viene dada por C — +C.

Demostracion. Haciendo uso de la adjunciéon N @ — A RHomg(c(N, —), para
cada N € Dqc(X), es evidente que si L es una subcategoria localizante ®-ideal,
entonces L' es una subcategoria colocalizante H-coideal, y dualmente, si C
es una subcategoria colocalizante H-coideal entonces -C es una subcategoria
localizante ®-ideal.

Por el teorema 6.2.13, se verifica que L = Loc(Z) para algin Z C X.
Ademas, ya que L es ®-ideal, L+ es H-coideal y por tanto L+ = Coloc(Y)

donde, gracias a la proposicion 6.2.4, Y = X \ Z. Analogamente si C es una
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subcategoria colocalizante H-coideal entonces C = Coloc(Y') para algin Y € X
por el teorema 6.3.13. De la proposiciéon 6.3.2 se deduce que +C = Loc(X \ V).
Finalmente, podemos afirmar que -(L+) = L y que (+C)* = C, luego las

correspondencias son mutuamente inversas. L]

Corolario 6.3.15. Sea X un esquema concentrado generado por puntos. Para
cualquier particion del esquema X = Z UY, se verifica que (Loc(Z))t =

Coloc(Y), y Loc(Z) = *+(Coloc(Y)).
Demostracion. Se sigue inmediatamente de la proposiciéon anterior. O

6.3.16. Este corolario es la generalizacion del «teorema principaly en [N5] (es
el resultado [N5, Theorem 2.7]), del que Neeman obtiene como consecuencia,
en |[N5, Corollary 2.8], la clasificacion de las subcategorias colocalizantes de

D(R) para R un anillo noetheriano.

6.4. Ejemplos: Soporte y esquemas generados por

puntos

Revisamos en esta secciéon algunos resultados sobre subcategorias localizan-
tes y colocalizantes para mostrar ejemplos de esquemas que no estédn generados
por puntos y de esquemas que, siendo no noetherianos, estan generados por
puntos.

Analicemos primero la condicién de «ortogonalidad respecto al producto
tensor» en el contexto de esquemas.

Definiciéon 6.4.1. Un esquema X verifica la propiedad del soporte si, dado
F € Dgc(X), se verifica

[K(z)@t F=0,VzeX] = F=0

Observacion 6.4.2. Fijemos un punto  de un esquema concentrado X, y sea

j: Spec(k(x)) = X el morfismo canoénico asociado. Dado F € Dgc(X), se tiene

K(z) @Y F = juk(z) @Y F = ju(k(z) @,y Li*F) = jLj*F.
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Entonces

Kz)" F=0 <= Lj*F=0
<= RHomx (F,j«k(z)) = RHomx (F,K(x)) =0

Por tanto, que el esquema X verifique la propiedad del soporte equivale a que
LColoc(X) = 0.

Como consecuencia inmediata de la proposiciéon 6.3.14:

Corolario 6.4.3. Si X es un esquema concentrado y generado por puntos

entonces X werifica la propiedad del soporte.

Observacion 6.4.4. Todo esquema afin es concentrado. Veremos en las siguien-
tes secciones ejemplos de esquemas afines que no verifican la propiedad del
soporte, y ejemplos de esquemas afines que verifican si la propiedad del sopor-

te pero que no son generados por puntos.

6.4.5 Ejemplo de un esquema con un Gnico punto y no generado por
puntos.
Las clases de Bousfield en la categoria derivada de un anillo R son las

subcategorias de la forma
D(R)gp = {M € D(R)| M &" E = 0},

siendo E' € D(R) un objeto de la categoria derivada. Todas las clases de Bous-
field de D(R) son subcategorias localizantes. En [N1], A. Neeman demostro
que éstas son todas las subcategorias localizantes de la categoria D(R) si el
anillo R es noetheriano.

En [N4], Neeman estudi6 las clases de Bousfield de la categoria derivada

D(R) de un anillo conmutativo no noetheriano del tipo

klxa,z3,...]

R= 23]
(x3,23,...)"
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siendo k un cuerpo y {x9, 3, ...} una coleccion numerable de indeterminadas.
En este caso el anillo R es local con maximal m = ({z;};>2), ademas todos los
elementos de m son nilpotentes, por tanto m es el tnico ideal primo de R, es
decir, Spec(R) posee un unico punto. Sin embargo D(R) posee infinitas clases
de Bousfield y por ende infinitas subcategorias localizantes. En particular el
esquema afin Spec(R) no estd generado por puntos, es mas como veremos
Spec(R) tampoco verifica la propiedad del soporte.

Recordemos la construccion de las clases de Bousfield en [N4]. Sea Py el
conjunto de las aplicaciones f: N\ {0} — N\ {0} tales que f(j) < j, para

cualquier j € N. Neeman considera en Py la relacién de preorden:

F2g = [fG)<gl), Vi>1]

Para cada f € Py, se considera el R-médulo

> R
=7 7@ 16 ’
(xy " g, )

junto con la clase de Bousfield asociada D(R)g, C D(R). Si f, g € P son tales
que f < g, se verifica que D(R)g, C D(R)g;.

La relacién de equivalencia en Py asociada al preorden es la definida por
f~gsif=<gyg=f, para f, g € Py. Sea P := Py/~ el conjunto cociente.
Consideremos el conjunto P ordenado con la relaciéon de orden determinada
por el preorden de Py, y B las clases de Bousfield de D(R) ordenadas por la

relacion de inclusion. La asignacion

Yv: P— B

[f/] — D(R)E;

es una aplicacion inyectiva (véase [N4, Lemma 2.6]) que, ademaés, invierte el
orden. El conjunto P posee al menos 280 elementos, por tanto existen infinitas
clases de Bousfield en D(R).

Sea 1: N\ {0} — N\ {0} es la aplicacion constante que toma el valor 1.

La clase [1] es el minimo del conjunto P. Por tanto D(R)g, es la mayor de las
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clases de Bousfield del conjunto I(v), en particular D(R)g, # 0. Teniendo en

cuenta que Fq = k(m), se deduce que necesariamente
IM € D(X), tal que M #0y M ®" k(m) = 0. (6.4.5.1)

Por tanto el esquema afin Spec(R) no verifica la propiedad del soporte.

6.4.6 Anillos absolutamente planos.

En este apartado mostraremos una familia de ejemplos de esquemas afines
no noetherianos de dimensién cero que poseen infinitos puntos. Entre los es-
quemas afines de esta familia algunos estan generados por puntos y otros no.
Estos ejemplos fueron estudiados por G. Stevenson en [St].

La nocién de anillo absolutamente plano tiene interés para anillos generales,
pero asumiremos que todos los anillos son conmutativos y unitarios.

Un anillo R es absolutamente plano (o Von Neumann regular) si {r) = (r?),
para todo r € R. Si R es un anillo absolutamente plano, para cada r € R existe
un tinico elemento = € R tal que r = r?x y = 2°r, y se dice que el elemento
x es el inverso débil de r.

La propiedad «ser absolutamente plano» para un anillo R admite las si-
guientes caracterizaciones equivalentes (para una demostracion constltese [St,

Proposition 3.2]):

s R es reducido y de dimension de Krull cero.

= R es un subanillo del anillo R’ = Hpespec( R)k(p) cerrado para inversos
débiles.

= Todo R-moédulo simple es inyectivo.
= Todo R-moédulo es plano.
» Para todo ideal p € Spec(R) el anillo R, es un cuerpo.

En particular, si R es un anillo absolutamente plano entonces R ® k(p) = Ry,

para cualquier p € Spec(R), y trivialmente, para un complejo M € D(R),

M=0 < M®k(p)=0, Vp € Spec(R), (6.4.6.1)
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es decir, Spec(R) verifica la propiedad del soporte.

(I) La inclusion de la subcategoria de los anillos conmutativos absolutamen-
te planos en la categoria de los anillos conmutativos posee un adjunto por la
izquierda, que asocia a cada anillo S un anillo absolutamente plano construido
mediante la expresién
Slzs | s€S5]

Sabs: )
({s?xs —s,a2s —as | s€S})

En [St, Theorem 4.18] se demuestra que si S es un anillo tal que Spec(S)

es un espacio topolégico noetheriano entonces
D(5°) = Loc({k(p) | p € Spec(5™™)}),

es decir, se comprueba que el esquema afin SpeC(SabS) esta generado por pun-
tos. Ademés Stevenson propone la aproximacién absolutamente plana de los
enteros, R = Z*P*, como ejemplo de anillo no noetheriano, absolutamente plano

cuyo esquema afin Spec(R) esta generado por puntos.

(IT) En [St], Stevenson distingue entre los anillos absolutamente planos una
subfamilia de anillos que no estan generados por puntos.

Recordemos que un anillo S es semi-artiniano si para cualquier ideal propio
a C S el S-modulo S/a contiene un S-submodulo simple.

En [St, Theorem 4.8|, Stevenson demuestra que si R es un anillo absolu-
tamente plano y no semi-artiniano entonces X = Spec(R) no esta generado
por puntos. En la demostracién de este resultado se emplea la condicién «no
semi-artiniano» para garantizar la existencia de un R-moédulo inyectivo super-
descomponible E, que es ortogonal por la derecha a todos los cuerpos residuales
de R, por tanto E ¢ Loc({k(p) | p € Spec(R)}).

Un ejemplo de anillo absolutamente plano no semi-artiniano es el siguiente.
Dado un conjunto infinito A y una familia de cuerpos { ky;A € A} indicada
por A, el anillo

R := Il ek,
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es absolutamente plano no semi-artiniano. Por tanto Spec(R) es un esquema

no generado por puntos en el que se verifica la condiciéon del soporte.

6.4.7 Resumen. La relaciéon entre las propiedades de esquemas concentrados
analizadas en el estudio de las subcategorias localizantes y colocalizantes es la

siguiente:
Noetheriano = Generado por puntos = Verifica la propiedad del soporte.

Y como hemos mostrado estas propiedades distinguen caracteristicas especiales

del los esquemas, ya que segin los ejemplos mostrados:

Noetheriano <~ Generado por puntos <~ Verifica la propiedad del soporte



CApPiTULO 7

Contexto diferencial graduado

En la segunda parte de la memoria abordamos la clasificacién de las subca-
tegorias localizantes y las subcategorias colocalizantes en la categoria derivada
de un algebra diferencial graduada. Presentamos en este capitulo algunos con-
ceptos y propiedades sobre algebras diferenciales graduadas y sus categorias
de modulos diferenciales graduados que fijaran nuestro marco de trabajo para
desarrollar los resultados de los capitulos 8 y 9.

La categoria de modulos diferenciales graduados sobre un algebra diferen-
cial graduada es una categoria abeliana que posee propiedades similares a las
de la categoria de complejos de modulos sobre un anillo. A partir de esta cate-
gorfa se construye una categoria triangulada, la categoria derivada del algebra
diferencial graduada. La construcciéon de este tipo de categorias trianguladas
es diferente a la de las categorias derivadas de complejos sobre categorias abe-
lianas.

Hemos utilizado como referencia basica para este capitulo la exposiciéon de
Yekutieli en [Y1].

7.1. Algebras y médulos diferenciales graduados

Fijemos K un anillo conmutativo base. Comenzamos recordando algunas
nociones basicas que pueden ser consultadas en [Y1, §3.3].
7.1.1. Una K-dlgebra diferencial graduada es un anillo Z-graduado A,

A=A,

nez

95



96 Contexto diferencial graduado

tal que 1 € A% y A®- A7 C A", junto con un morfismo central de anillos
K — A y una diferencial K-lineal de grado 1, es decir, una aplicacién K-lineal

da: A — A tal que dg odg = 0, que verifica la regla de Leibniz:
da(ab) = da(a)-b+ (=1)'a-da(b), ac A, be A, i,je .

En otras palabras, una K-dlgebra diferencial graduada es una K-algebra central
Z-graduada A junto con una diferencial d4: A — A que dota al algebra A de
estructura de complejo de K-moddulos,

—1 n
i a3

..._>An71 An+1_>...7

en el que la compatibilidad con el producto viene dada por la regla de Leibniz
|Y1, Definition 3.3.1].

7.1.2. Sean A y B K-algebras diferenciales graduadas. Un morfismo de K-
dlgebras diferenciales graduadas f: A — B es un morfismo de K-algebras gra-

duadas que conmuta con las diferenciales, es decir, tal que dgo f = foda.

7.1.3. Una K-algebra diferencial graduada A se dice no positiva si A® = 0
para todo i > 0y no negativa si A = 0 para todo i < 0. Diremos que A es un
dlgebra diferencial graduada de amplitud finita si A € Db(K).

Denotaremos por DGA la categoria cuyos objetos son las K-algebras dife-
renciales graduadas, con morfismos los morfismos de K-algebras diferenciales
graduadas. Con DGAS? y DGAZ" se representan, respectivamente, las subca-
tegorias plenas de DGA de las algebras diferenciales graduadas no positivas, y

de las algebras diferenciales graduadas no negativas.

7.1.4. Una K-algebra diferencial graduada A es débilmente conmutativa si
para cualesquiera elementos a € A%, b € AJ se verifica que ba = (—1)“ab.
Si ademas, para todo entero impar i y cualquier a € A? se tiene que a?> = 0,
diremos que A es fuertemente conmutativa.

Observacion 7.1.5. La conmutatividad débil surge de manera inmediata al
describir una K-algebra diferencial graduada A como un objeto de la catego-
rfa monoidal simétrica de complejos de K-moédulos, junto con una operaciéon

multiplicacion m: A ® A — A que hace conmutativo el diagrama
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AR A

| o

A A "> A

siendo 0: A ® A — A el isomorfismo de simetria de la estructura monoidal
simétrica de la categoria de complejos de K-modulos, que viene dado por la

regla del signo de Koszul,
o(a®b):=(—1)Yb®a, acA’, be A,

y que expresa que el isomorfismo 0: A ® A -+ A ® A es un morfismo de
complejos.

Sobre la condicién de conmutatividad fuerte, obviamente si K es un cuerpo
de caracteristica distinta de 2, el elemento 2 es invertible en A, en tal caso
débilmente y fuertemente conmutativo son la misma condicién para un algebra
diferencial graduada A. Por tanto, la distinciéon entre conmutatividad fuerte y
débil es relevante tinicamente en caracteristica 2.

Algunos autores definen las K-algebras diferenciales graduadas conmutati-

vas como aquellas débilmente conmutativas y no positivas. Nosotros adoptamos
esta denominacion.

Definicion 7.1.6. Una K-algebra diferencial graduada A es conmutativa si es

débilmente conmutativa y no positiva.

7.1.7. Por comodidad, nos referiremos de aqui en adelante a las &algebras
diferenciales graduadas como DG-algebras sobre K o simplemente DG-algebras
si no es necesario hacer explicito el anillo base.

Denotaremos por DGAy. la subcategoria plena de las dlgebras diferenciales
graduadas débilmente conmutativas y por DGA‘%S las conmutativas. Este tipo
de algebras diferenciales graduadas disfrutan de ciertas ventajas que iremos
mencionando. Una primera observacion es que para cualquier algebra diferen-
cial graduada conmutativa A, tanto su componente en grado 0, A°, como su

cohomologia en grado 0, H(A4), son anillos conmutativos al uso.
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Ejemplos 7.1.8. (i) Cualquier anillo conmutativo A es una DG-4lgebra con-

centrada en grado 0 (con diferencial trivial).
(71) Cualquier anillo Z-graduado es una DG-algebra con diferencial nula.

(7i7) Dado un anillo conmutativo R y un elemento r € R. El complejo de

Koszul Kos(R; 1) definido por
0—R-—"—5R—0

en grados —1 y 0 es una DG-4algebra no positiva sobre R.

7.1.9. Fijada una DG-algebra A, un A-mddulo diferencial graduado por la
izquierda o simplemente un DG A-mddulo, es un modulo por la izquierda gra-
duado M = @;ez M’ sobre el anillo graduado A, junto con una diferencial, es
decir una aplicacion K-lineal dp;: M — M de grado 1, tal que dus o dpy = 0,

y que es compatible con la diferencial de A, esto es,
dyr(a-m) =da(a)-m+ (=1)'a-dy(m), Ya € A*, Ym € M.

Un DG-submddulo de un DG-mddulo M es un subcomplejo N C M que hereda
la estructura de DG-moédulo con las operaciones inducidas por las de M.
De forma anéloga se define un A-mddulo diferencial graduado por la dere-

cha.

7.1.10. Un DG-mé6dulo M sobre una DG-algebra A es un complejo de K-
modulos. Dado 7 un entero se definen, entonces, el K-moédulo de cociclos de

grado ¢ ‘
Z{(M) = ker(M* -5 MYy,

el K-mo6dulo de los cobordes de grado ¢
B (M) := Im(M*~! 55 ),
y el i-ésimo K-mddulo de cohomologia de M

Hi (M) := Zi(M) /B (M) = Coker(M*~* L5 Z(M)1).
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Todos estos K-modulos son A%-moédulos si A es no positiva.

Obsérvese que Z(A) := @;czZ(A) es un subanillo graduado de A = @,,c7A",
que B(A) := ®;czB(A) es un ideal bildtero graduado de Z(A), y que H*(A4) =
@D,z H'(A) es un anillo graduado.

7.1.11. Si M y N son mo6dulos diferenciales graduados por la izquierda sobre
una DG-algebra A, en particular M, N y A son complejos en C(K).

Consideremos en C(K) el complejo de homomorfismos Homg (M, N) defi-
nido como en 4.4.4, y A ®g M el complejo producto tensor en C(K), definido
como en 4.5.1. Se define Hom% (M, N) como el igualador en C(K) del diagrama

¢
Hom$% (M, N) := Eq(¢,v) — Homg (M, N) __—>_> Hompg (A ®x M, N)
P
donde ¢(f)(a @ m) = f(am) y ¥(f)(a ® m) = af(m). La diferencial de
Hom$ (M, N) es la inducida por la de Homg (M, N),

d(f) :=dy o f — (=1)/ f odps, Vf € Hom, (M, N),

que es compatible con la diferencial de A ( [Y1, Definition 3.8.2]).
Si f € Z°Hom% (M, N) entonces f: M — N es un morfismo de complejos
de K-moédulos de grado cero, es decir, tal que f(M?) C N*, y tal que

f(am) = (=1)*a - f(m), Vaec A* vYm e M,

para cualesquiera i, k € Z.
Obsérvese que, dado M un DG-médulo por la izquierda sobre A, idps es
un cociclo de grado 0 en Hom®% (M, M), y que para cada terna M, My, M3 de

DG-médulos por la izquierda sobre A, el morfismo composicién
HOmZ(Ml, Mg) XK HOm;‘(MQ, Mg) — HOm;‘(Ml, Mg)

conserva cociclos de grado 0.
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Definicién 7.1.12. Sea A una DG-élgebra. La categoria de los DG-modulos
por la izquierda sobre A, que denotaremos DGMod(A), es la categoria cuyos

objetos son los DG-moédulos por la izquierda sobre A con morfismos
Hompgwod(a) (M, N) := Z° Hom% (M, N),

para cada par de objetos M, N € DGMod(A).

La descripcion que aqui ofrecemos de DGMod(A) aparece por ejemplo en
[Y2, Definition 1.2|, pero en otras fuentes, como en [Y1, Definition 3.3.24,
Example 3.4.8], se define DGMod(A) incidiendo en su estructura de categoria
diferencial graduada (en notacion de [Y1] o [K1]).

Observacion 7.1.13. Si A es simplemente un anillo, es decir, una DG-algebra
concentrada en grado 0, entonces la categoria DGMod(A) es la categoria de

complejos de A-modulos.

7.1.14. Sea A una DG-algebra, M un DG moédulo por la derecha sobre A y
N un DG moédulo por la izquierda sobre A. Se define el producto tensor de M

y N sobre A como el coigualador en C(K) del diagrama

¢
M@k A®g N ! M ®@g N — Coeq(¢,1) =: M ®4 N,
W

donde p(m®@a®@n) =ma®@ny Y(m®a®n) =m& an; y cuya diferencial,
dim®n) :=dy(m)@n+ (=1)" - m®dy(n), Vm € M*, n e N7,

es la inducida por la diferencial del complejo M @g N € C(K) (véase 4.5.1).

7.1.15. Si A es una DG-algebra débilmente conmutativa, el isomorfismo cané-
nico u: A — A°P determinado por la expresion u(a) = (—1)%a, para a € A?,
permite identificar de forma natural la categoria de DG moédulos por la izquier-
da sobre A con la categoria de DG moédulos por la derecha sobre A. En este
caso para cualesquiera A-modulos diferenciales graduados M y N, la estructu-
ra diferencial graduada que poseen tanto Hom®% (M, N) como M ®4 N se da,

a priori, sobre el anillo conmutativo base K. La condicién de conmutatividad
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débil sobre A permite dotar a estos objetos de una estructura canénica de DG-
modulos sobre A. Como consecuencia DGMod(A) es una categoria monoidal

cerrada, siendo el «tensor» el bifuntor

— ®4 —: DGMod(A) x DGMod(A) — DGMod(A),
(M,N) — M @4 N

el «Hom interno» en DGMod(A) es el definido por la asignacion

Hom% (—, —): DGMod(A)°" x DGMod(A) — DGMod(A),
(M,N) — Hom% (M, N)

y A es el objeto unidad de la categoria (véase [Y1, §12.10]).

7.2. Categoria derivada de una DG-algebra

Para una DG-algebra la construccion de su categoria derivada es sutilmente
diferente a la construcciéon de la categoria derivada de una categoria abelia-
na. Recordemos la nocién de categoria homotdpica de un algebra diferencial
graduada.

7.2.1. La categoria homotopica K(A) de la categoria DGMod(A) es la cate-
goria cuyos objetos son los de DGMod(A) y cuyos morfismos, para cada par de

DG A-modulos M y N, son los determinados por
Homy(4)(M, N) := H’ Hom$% (M, N).

Observacion 7.2.2. En el capitulo 4, definfamos los homomorfismos en la cate-
goria homotopica K(A) de una categoria abeliana A, para cada par de comple-
jos My N en A, como el cociente del conjunto de homomorfismos de complejos,
Homg A)(M, N), por la relacién de equivalencia inducida por las homotopias
entre morfismos. Este caso es similar, en el sentido de que estamos cocientando
el modulo de cociclos de grado 0, esto es, Z° Hom$ (M, N), por los cobordes de
grado 0:

B® Hom®, (M, N) := Im (Homgl(M, N) -% Hom® (M, N))
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Los morfismos en la categoria homotdpica son entonces
Homy(4)(M, N) = Z° Hom$% (M, N)/B’ Hom% (M, N)

ya que los bordes de grado 0 son los morfismos hométopos a cero. Hemos optado
por dar esta definicién para hacer evidente que la ambigiliedad que acarreaba
la definicion de DGMod(A), que esbozamos en 7.1.15, desaparece ya al pasar a
la categoria homotdpica.

La categoria homotopica de una DG-élgebra es una categoria triangulada,

tomando como tridngulos diagramas en K(A) similares a los construidos para
categorias abelianas.

Proposicion 7.2.3. Sea A una DG-dlgebra. La categoria homotdpica K(A),
de la categoria de DG-mddulos DGMod(A), es una categoria triangulada con
el funtor traslacion inducido por el funtor traslacion de la categoria C(K) y

tridngulos los diagramas dados por

ML N o) — M

donde f: M — N es un homomorfismo en DGMod(A) y C(f) es el cono de f
en C(K) (definido en 4.2.6).

Demostracion. Analoga a la prueba del teorema 4.2.9. O

7.2.4. La construccion de la categoria derivada de la categoria DGMod(A) se
realiza segiin el procedimiento de localizaciéon de categorias expuesto en 4.3.4.

Un objeto E € DGMod(A) es aciclico si H(E) = 0, para todo i € Z, y un
morfismo f en DGMod(A) es un cuasi-isomorfismo si C(f) es aciclico. La clase

de morfismos
S={f| f es un cuasi-isomorfismo en K(A)}

define en K(A) un sistema multiplicativo (resultado analogo a la proposi-
cion 4.3.8).
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Definicion 7.2.5. La categoria derivada de DG-mddulos es la localizacion de

la categoria homotopica K(A) respecto al sistema multiplicativo S
D(A) :=ST'K(A).

Sea @: K(A) — D(A) el funtor de paso al cociente. Se considera en la cate-
goria D(A) la estructura de categoria triangulada determinada por la imagen
esencial a través del funtor @Q: K(A) — D(A) de los triangulos de K(.A).

Existencia de Resoluciones

En el capitulo 4, en la seccién 4.3, hemos visto que si tenemos garantizada
la existencia de objetos K-inyectivos y K-proyectivos, podemos simplificar los
morfismos en el cédlculo de fracciones, hasta el punto de poder ignorar que
estamos trabajando con tejados y suponer que los morfismos en la categoria
derivada son morfismos en la correspondiente categoria homotopica.

7.2.6. Sea A una DG-algebra. Un DG A-moédulo I € DGMod(A) se dice K-
inyectivo si Hom$% (M, I) es aciclico para todo aciclico M € DGMod(A). Una
resolucion K-inyectiva de un DG modulo N € DGMod(A) es cualquier cuasi-
isomorfismo p: N — I en DGMod(A) con I un DG A-modulo inyectivo.

Un DG A-moédulo P € DGMod(A) es K-proyectivo si Hom% (P, M) es aci-
clico para todo aciclico M € DGMod(A). Un cuasi-isomorfismo en DGMod(A)
A: P — N con P un DG A-modulo proyectivo se dice una resolucion K-

proyectiva del DG A-mo6dulo N € DGMod(A).

La siguiente proposicion muestra un propiedad clave de los objetos K-
inyectivos y K-proyectivos ( [Y2, Lemma 10.1.12 , Lemma 10.2.8]).

Proposicion 7.2.7. Sea A un dlgebra diferencial graduada.

(1) Si p: I — M es un cuasi-isomorfismo en DGMod(A) e I un DG A-
mddulo K-inyectivo entonces p posee inverso por la izquierda en K(A),

existe en DGMod(A) un homomorfismo n: M — I tal que nop =ids en
K(A) .
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(1) SiX: M — P esun cuasi-isomorfismo en DGMod(A) y P es K-proyectivo
entonces \ posee inverso por la derecha en K(A), es decir, existe en
DGMod(A) un homomorfismo v: P — M tal que v on =idp en K(A).

Demostracion. Consideremos el triangulo en K(A) con base p: I — M,
I M—C(p) — I[1].

Como C(p) es aciclico e I K-inyectivo, Homg4)(C(p)[n], I) = 0 para todo n.
De 4.1.13 se deduce la exactitud de la sucesion

HOmK(A) (C([)), I) — HomK(A) (_1\4'7 I) —
— Homay (1, I) — Homk(a) (C(p)[-1], ).

Por tanto Homg4)(p, I): Homya)(M, I) — Homga) ([, I) es biyectivo. Bas-
ta tomar entonces 17 como el tnico morfismo tal que 7 o ¢ = id;. El apartado

(77) se demuestra de forma anéaloga. O

Senalamos el siguiente resultado por su importancia en el desarrollo del
resto del trabajo, en el se recogen dos importantes resultados de [Y1]| que
aseguran la existencia de resoluciones K-inyectivas y K-proyectivas de DG-
modulos.

Teorema 7.2.8. Sea A una DG-dlgebra. Todo DG A-mddulo M admite un
cuasi-isomorfismo P — M en DGMod(A) con P un objeto K-proyectivo.

Andlogamente, todo DG A-mddulo M admite un cuasi-isomorfismo M — I
en DGMod(A) con I un objeto K-inyectivo.

Demostracion. Esbocemos brevemente la construcciéon de ambos tipos de re-
soluciones. Para mas detalles sobre estas construcciones, véanse las secciones
3.1 y 3.2 de [K1] o, en un contexto més proximo a nuestras notaciones, las
secciones 11.4 y 11.6 de [Y1].

Para demostrar la existencia de resoluciones K-proyectivas, se construyen
un tipo especial de resoluciones K-proyectivas las denominadas «resoluciones

semi-libresy .
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Un DG A-moédulo se dice libre si es isomorfo a DG-moédulo de la forma
@Dacr Al[—Jja), con A un conjunto de indices y los j’s enteros. Un DG A-
modulo E se dice semi-libre si admite una filtracion semi-libre, esto es, una
filtracién en la que los cocientes sucesivos son DG A-modulos libres.

Para ver que todo DG A-mo6dulo semi-libre F es K-proyectivo se demuestra
por induccién que todos los términos de la filtraciéon son K-proyectivos y, como
consecuencia, también lo es FE.

La idea de la prueba pasa por construir una sucesion exacta en DGMod(A)
= Q2 — Q1 — Qo — M — 0,
de forma que la sucesion de los cociclos (como K-modulos graduados)
= Z2(Q2) — Z(Q1) — Z(Qo) — M — 0

sea también una sucesién exacta, y que ademéas cada DG A-moédulo @Q; se
pueda descomponer como una suma directa Q; = Q, @& @Y, donde cada su-
mando es de la forma Q) = EBaeA;A[—ja] y QF = GBBGA;’ Cl—jga), siendo
C = C(id4[—y))- Obsérvese que el DG A-moédulo C' es semi-libre con filtracion
semi-libre {F_1(C) =0, Fy(C) = A[-1], F; = C;j > 1}.

A partir de la exactitud de las sucesiones se demuestra que la totalizacion,
PE = TotP(-. — Qy — Q1 — Qo -5 M — 0 — ---),
es un DG A-modulo aciclico. Sea P el DG A-mdédulo
P:=Tot%( — Qs — Q1 — Qo —0—---).

La aplicacién p: P — M inducida por 7 es un cuasi-isomorfismo. Restaria
comprobar que P es semi-libre, es decir que admite una filtracién semi-libre,
lo cual es posible gracias a la descomposicion @Q; & Q7 de los objetos Q;.
Para demostrar la existencia de resoluciones K-inyectivas se emplea el con-
cepto de «resoluciones semi-colibres». Sea K* := Homy, (K, Q/Z) el cogenera-

dor candnico de la categoria de K-modulos. Diremos que W un DG A-moédulo
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sobre A es colibre si existe un isomorfismo W = Homg (A4, Homg (V, K*)) para
V un DG moédulo libre sobre K.

Un DG moédulo se dice semi-colibre si admite una cofiltracion semi-colibre,
esto es una cofiltraciéon en la que los nicleos sucesivos son colibres.

Denotemos el dual de un DG A-mo6dulo N por N* := Homg (N, K*). El
DG A-médulo dual C* = Homg (C,K*) del DG A-médulo C' = C(idg_)) es
semi-colibre con la cofiltracion G (C*) := Fy(C).

La construccién de la resoluciéon semi-colibre es la dual de construccion de
las resoluciones semi-libres. Para construir una resolucién semi-colibre de un

DG A-médulo M, se construye una sucesiéon exacta
0— M-S Jy—J — Jp— -

de forma que la sucesion de de cociclos como K-modulos graduados (el K-

modulo graduado Y(N) := N/B(V) se denomina decociclo de N € C(K))
0—YM)—Y(Jo) — Y1) —Y(J) — -
es también exacta, y tal que cada J; se puede descomponer como la suma
directa J; = J; @ J/', con J} = [[,epr A*[~dal v Ji' = [1gerr C*[-Js).
Se demuestra que la cototalizacién
18 .= Totll(... —0— M-S Jy—J —Jp —--)
es un DG moédulo aciclico, y definiendo

I::TotH(~-—>()—>Jg—>J1—>J2—>---)

se comprueba que la aplicacién p: M — I, inducida por 7, es un cuasi-
isomorfismo. La descomposicién de los términos J; garantiza que I admite una
cofiltracion semi-colibre. De forma analoga al caso de resoluciones semi-libres se

demuestra también que los DG A-mo6dulos semi-colibres son K-inyectivos. [
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7.3. Funtores asociados a morfismos de DG-Aalgebras

7.3.1. Sea f: A — B un morfismo de DG-élgebras. Todo DG B-mé6dulo M
admite estructura de DG A-moédulo mediante la acciéon determinada a través

de f, definiendo asi el funtor de olvido (o funtor restriccion de escalares),
f+: DGMod(B) — DGMod(A).

Para cada modulo diferencial graduado M € DGMod(B), f«(M) se identifica
con M como complejo de K-modulos, por eso es habitual escribir f.(M) = M.
Considerando la estructura de B como moédulo diferencial graduado sobre

Ay sobre B, se definen los funtores

f*: DGMod(A) — DGMod(B), DGMod(A) — DGMod(B),
M+— B M M — Hom% (B, M)

denominados, en [Y1], funtor induccion e coinduccion respectivamente. Estos

funtores son adjuntos del funtor de olvido,
f* 4 fo 1Hom% (B, —).

El funtor de olvido transforma DG A-moédulos aciclicos en DG B-modulos
aciclicos por tanto se extiende a un A-funtor entre las correspondientes cate-

gorias derivadas

f«: D(B) — D(A).
Los derivados de los funtores induccién e coinduccion,
Lf*: D(A) — D(B), f*:D(A) — D(B).
M+ B4 M M +— f*(M) := RHom%(B, M)
son adjuntos del funtor de olvido en el contexto derivado:

Proposicion 7.3.2. Dado f: A — B un morfismo en DG-dlgebras, y mddulos
diferenciales graduados M € D(A), N € D(B), entonces existen isomorfismos

naturales:
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(1) Hompg)(Lf*M, N) — Hompa)(M, f.(N)),
(2) Hompp) (N, f*M) — Hompa)(f«(N), M).
Demostracion. Véase [Y1, Theorem 12.6.6 y Theorem 12.6.12]. O

7.3.3. La correspondencia (—),: DGA — Cat que asigna a cada morfismo de
DG-algebras f: A — B el funtor de olvido entre las correspondientes categorias
derivadas f.: D(B) — D(A), es un pseudofuntor triangulado contravariante.
Para un par de morfismos componibles A i> B % G de DG-algebras, el iso-
morfismo de pseudofuntorialidad ps,(f,g): (gf)« — f«g« €s en este caso sim-
plemente la identidad. Como consecuencia los adjuntos determinan pseudofun-
tores triangulados contravariantes L(—)*: DGA — Cat y (—)*: DGA — Cat
[Y1,8§12.6]. Parat € {*, x}, denotaremos ps‘(f, g): ffg* = (gf)*los correspon-

dientes isomorfismos de pseudofuntorialidad (segin la notacion de [L, (3.6.5)]).

7.4. Categorias derivadas de DG-algebras débilmen-

te conmutativas

En 4.5.2 hemos examinado la estructura de la categoria derivada D(.A) de
una categoria abeliana monoidal cerrada A. Mostraremos ahora que las cate-
gorias derivadas de DG-moédulos sobre DG-algebras débilmente conmutativas
también poseen esta estructura.

7.4.1. Segun lo indicado en 7.1.15, si la DG-algebra A es débilmente conmu-
tativa entonces DGMod(A) es una categoria monoidal simétrica, los bifuntores
tensor y hom interno definidos en DGMod(A) son aditivos en ambas varia-
bles por tanto inducen bifuntores triangulados en la categoria homotopica. El

bifuntor tensor
—®4 —: K(4) x K(A) — K(A),
y el bifuntor hom

Hom® (—, —): K(A)% x K(4) — K(A),
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pueden ser extendidos al contexto derivado gracias a la existencia de reso-
luciones K-proyectivas y K-inyectivas (teorema 7.2.8). El bifuntor producto

tensorial derivado
— @Y% —: D(A) x D(4) — D(A)

verifica las condiciones de simetria, asociatividad y coherencia de la asociati-
vidad (véase [Y1, §12.10] para un explicacion detallada), por tanto determina
sobre D(A) una estructura de categoria monoidal simétrica. Ademas, la cate-
goria D(A) es HY(A)-lineal y posee estructura de categoria monoidal cerrada

siendo el hom interno el definido por el bifuntor
RHom%(—,—): D(A)°? x D(A) — D(A),
como se deduce del siguiente resultado:

Proposicion 7.4.2. [Y1, Proposition 12.10.12] Sea A una DG-dlgebra débil-

mente conmutativa. Existe en D(A) un isomorfismo candnico
RHom® (M, RHom®% (N, L)) —~ RHom®% (M &4 N, L).
para cualesquiera DG A-mddulos M, N, L.

Demostracion. Tomamos una resolucién K-proyectiva Py — N y una resolu-
cion K-inyectiva L — I, en DGMod(A). Entonces Hom$ (Py, I1,) es un objeto

K-inyectivo. Se tienen por tanto isomorfismos

RHom® (M, RHom% (N, L)) = Hom?% (Pys, Hom% (Py, I1))
>~ Hom®% (Py ®4 P, 1) = RHom® (M &4 N, L).

El primer y tercer isomorfismo se obtienen de la definicién de funtor derivado,
mientras que el segundo resulta de la aplicaciéon de la adjuncién ® — Hom en

modulos diferenciales graduados. O
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Observacion 7.4.3. Para cualesquiera DG A-moédulos My y Ms y n € Z, se

tienen isomorfismos de H%-modulos

H”(RHom?, (M, Ms)) = H*(Hom® (M, Ins,))
= HOmK(A)(Ml, IM2 [’I’L])
= HOII]D(A)(Ml,MQ[TL]),

siendo My — Iz, una resolucion K-inyectiva de My. Por tanto el enunciado

de la proposicion anterior equivale a la existencia del isomorfismo de adjuncion
Homp4)(M, RHom% (N, L)) — Homp4y(M ®% N,L) (M, N, L € D(A)).

7.4.4. Estos resultados son consecuencia de otros mas generales expuestos en
[Y1, §12.10] algunos de los cuales mencionamos a continuacion para establecer
el contexto funtorial, respecto a morfismos de DG-élgebras, de la estructura
monoidal cerrada de las categorias de DG-moédulos.

Consideremos (—)«, y sus adjuntos (—)* y L(—)*, como pseudofuntores
triangulados definidos entre las categorias DGAy. — Cat [Y1, §12.6]. Como

en el contexto de esquemas, los pseudofuntores (—), y L(—)* son monoidales.

7.4.5 Isomorfismo de proyecciéon. Dado un morfismo f: A — B de DG-
algebras débilmente conmutativas, y DG-moédulos M € D(A) y N € D(B),

consideremos el homomorfismo canénico
FoN @5 M = fu(N @ Lf*M),
adjunto del homomorfismo obtenido mediante la composicion,
Lf*(feN @Y M) = Lf*f.N o5 LM — N o5 Lf*M,

del isomorfismo dado por la estructura monoidal del funtor Lf* y el homomor-
fismo definido por la counidad Lf*f, N — N.
Basta aplicar la definicién de los funtores fi y Lf*, y el isomorfismo de aso-

ciatividad [Y1, Proposition 12.6.9], para comprobar que la aplicacion canénica

FN @Y% M 5 (N @% Lf*M)
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es un isomorfismo en D(A), es el denominado isomorfismo de proyeccion.

La estructura monoidal del funtor L f* y el isomorfismo de proyeccién per-
miten demostrar que las adjunciones en la proposicién 7.3.2 se extienden a
«adjunciones internas»:

Proposicion 7.4.6. Dado f: A — B un morfismo en DGAy. existen isomor-

fismos naturales:
(1) f« RHom%(Lf*M,N) —+ RHom®% (M, f.N),
(2) f. RHom}(N, f* M) > RHom® (£.N, M),
para cualesquiera mdodulos diferenciales graduados M € D(A), N € D(B).

7.4.7 Cambio de base. Dado un diagrama de DG-algebras débilmente con-

mutativas

A1 B

e |
CT»C(X)AB

la transformaciéon natural
Lg*Lu” fi & Lo*Lf* f, — Lo,
definida por pseudofuntorialidad mediante la unidad de la adjuncién Lf* - f,,
determina por la adjuncion Lg* - g, el morfismo de funtores, de D(B) a D(C),
&o: Lu” f — giLo™. (7.4.7.1)

Supongamos que u: A — C' es un morfismo plano de DG-algebras, es decir,
tal que el funtor u*: DGMod(A) — DGMod(C') conserva cuasi-isomorfismos.

Si el diagrama <) es cartesiano, entonces v es también un morfismo plano.
En este caso la transformacion natural (7.4.7.1) es un isomorfismo. En efecto,
v también es un morfismo plano y el isomorfismo de funtores &,

§o U™ fa — g,

es el determinado para un DG moédulo M € D(B) por las identificaciones

gxV"M = g, (M ®@p (B®4 C)) = fM @4 C =u"f. M.
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CAPITULO 8

Subcategorias localizantes y

colocalizantes en categorias de
DG-mo6dulos

Shaul y Williamson en [ShW]| establecen la clasificacion de subcategorias
localizantes y colocalizantes de la categoria derivada D(A) de una DG-élgebra
conmutativa A y de amplitud finita, bajo la hipétesis de que H°(A) sea un anillo
noetheriano. Los autores emplean en su trabajo las nociones de estratificacion
y coestratificacion de categorias ®-trianguladas con cierta estructura adicional
sobre la categoria derivada D(A).

Generalizamos en este capitulo los resultados de clasificacion de Shaul y
Williamson para una DG-algebra A conmutativa de amplitud finita cuyo es-
quema afin asociado Spec(H(A)) esta generado por puntos. Emplearemos la
nocion de soporte y cosoporte de un objeto de la categoria derivada D(A) uti-
lizando los puntos del esquema afin Spec(H%(A)) como detectores para lograr
obtener la clasificacion.

8.1. Esquema afin de una DG-algebra conmutativa
Sea A una DG-algebra conmutativa. La no positividad de la DG-algebra A

(requisito incluido en la condicién de que A sea una DG-algebra conmutativa)
garantiza la existencia de morfismos canoénicos de algebras

A" — A — H'(A).

113
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Un DG-ideal P C A es un DG-submodulo de A. Si @,z P™ es un ideal
primo del dlgebra graduada asociada a A (olvidandonos de su estructura di-
ferencial), diremos que P es un DG-ideal primo de A (segun la definicion
introducida en [BSW, (2.6)]).

Dado un DG-ideal primo P C A, el subconjunto P® C A% es un ideal
primo que contiene a d;'(A™"). En este caso HO(A4) = #, y por tanto la
contracciéon de un ideal primo p C H°(A) determina un ideal primo P? C AY

tal que p = d_1PO , y un DG-ideal p# C A dado por

A (A1)

o di! 1 9
e A2 A A4 AP

que sera también un DG-ideal primo de A.

La relacion p +— p4 define una aplicacion inyectiva entre Spec(H(4)) y
el conjunto de los DG-ideales primos de A, ya que si p?* = g4, en particular
(p1)? = (g™)°, y por tanto p = q. Si ademas A es acotada como objeto gra-
duado, o simplemente 7<9(A4) C n4, siendo 74 el nilradical de A, podemos
asegurar que todo elemento a € Ai, con ¢ < 0, es nilpotente, y por tanto que
todo DG-ideal primo de A ha de contener al DG-ideal

= AT 5 Im(d) = 00— e

Entonces la correspondencia p — p“ es también sobreyectiva, y define una
biyeccion entre Spec(HY(A)) y el conjunto de los DG-ideales primos de A (como
se prueba en [BSW, Proposition 2.7]).

8.1.1. La existencia del morfismo de anillos A° — A, para A una DG-
algebra conmutativa no positiva A permite localizar DGMod(A) respecto a un
subconjunto multiplicativo del anillo conmutativo A°. Por ejemplo si t € A® y
denotamos AY la localizacion de A% en el subconjunto multiplicativo definido

por las potencias de ¢, entonces
Ay = A®@p0 A,

es una DG-4algebra no positiva y el morfismo canénico A — A; es un morfismo

plano de DG-élgebras. La localizacion de un DG A-médulo M viene dada por

My=M®4 A = M ® 40 AD.
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8.2. Cuerpos residuales y soportes

Sea 7: A — H(A) el morfismo canénico asociado a una DG-algebra con-
mutativa A. Dado un ideal primo p € Spec(H%(A)), jy: H°(A) — k(p) denotara
el morfismo canénico de H?(A) en el cuerpo residual del primo p. Utilizaremos
la notacion i,: A — k(p) para la composicion de j, con el morfismo canénico
r: A — HO(A). Asi, cada p € Spec(H?(A)) tiene asociado el siguiente diagrama
conmutativo de DG-algebras,

ip
AT HOA) P k(p).

Los siguientes resultados extienden los resultados de los lemas 6.2.2 y 6.2.3 del
capitulo 6, a una DG-algebra conmutativa A.

Proposiciéon 8.2.1. Dados p,q € Spec(H(A)), los siguientes enunciados son

equivalentes:

(i) p #4q,
(id) ip<k(p) @Y igek(q) =0,
(i) RHom (i, k() inc(a)) = 0.

Demostracion. Si p # q podemos asumir que los primos son tales que existe
un elemento s € q tal que s ¢ p. Sea t € A° tal que r(t) = s. Consideremos el

diagrama conmutativo
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donde u y @ son los morfismos canénicos de localizacion, y jp, es el morfismo
inducido por j,. Notese que ambos lados del diagrama son cuadrados cocarte-

sianos cuyos los morfismos verticales son planos. Por un lado, se tiene que

ps

Gt (ipek(p) = Gnti* (rafipek(p))

—~
[
~

1%

ﬁ*f*U*jp*k(p)

—~~
N
~

ps

1%

donde (1) y (2) son los isomorfismos de cambio de base para los dos cuadrados

anteriores (véase 7.4.7); por otro lado,
Uiqek(q) = @' rideck(q) = Fu”jguk(q) = 0,

donde la ultima igualdad es consecuencia de que u*jq.k(q) = k(q)s = 0, ya que
s € ¢. Finalmente, teniendo en cuenta que @, a*ip.k(p) = ip.k(p) y empleando

la féormula de proyecciéon, se deduce

12

Uik (p) @Y dquk(q)
(@i (p) @Y @igek(q)) = 0.

ipk(p) @3 gk (0)

1%

=41

Veamos que se verifica la implicacion (i) = (7i7). Consideremos para cada

M € D(A) el homomorfismo canénico
RHom, (M, iguk(q)) — RHom? (M ® iq:k(q), igek(a) @ iqek(q))
determinado por el funtor (— ®Y ig.k(q)). Sea B el homomorfismo
. . . . B . .
RHom? (M ®% iquk(a), igek(q) ®% iqik(a)) — RHom3 (M, ig:k(q)),

definido a través de los homomorfismos naturales M = M®4 A — M®1';12'q*k‘(q)
¥ gk (q) ®Y igek(q) — iqek(q). La composicion (o a es trivialmente la iden-
tidad. Tomando M = ip.k(p) y aplicando (ii) se concluye que necesariamente
RHom?, (ip.k(p), ig-(a)) = 0.
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Para justificar la implicacion (iii) = (i) es suficiente tener en cuenta que
RHom? (ip«k(p), ip«k(p)) = ip« RHomy ) (Liyipk(p), k(p)) # 0,
ya que Lijip.k(p) # 0. O
Definicién 8.2.2. Dado M € D(A), se denomina soporte de M al conjunto

supp 4 (M) := {p € Spec(H(A)) | ipck(p) ®4 M # 0},

y cosoporte de M al conjunto
cosupp 4 (M) := {p € Spec(H°(A)) | RHom% (ip+k(p), M) # 0}.

Ejemplo 8.2.3. Segun el resultado anterior, un primer ejemplo sencillo de célcu-
lo del soporte y cosoporte de DG-mddulos es el correspondiente a los DG A-
moédulos ip.k(p), con p € Spec(H?(A)). Para cada punto p € Spec(HY(A)),
basta aplicar la proposiciéon 8.2.1 para comprobar que el soporte y cosoporte

de ip.k(p) tienen como tnico elemento el primo p.

Observacion 8.2.4. En la literatura podemos encontrar definiciones alternativas
tanto de los cuerpos residuales como del soporte y cosoporte.

Por ejemplo, en [ShW| se define el soporte de un DG-modulo utilizando
funtores aciclizacion y localizacidon cuya construccion requiere la existencia de
compactos que determinen «puntos». Shaul y Williamson hacen uso de las
nociones generales de soporte y cosoporte en categorias trianguladas en tér-
minos de objetos perfectos. Nuestro enfoque es mas sencillo, permitiéndonos
debilitar las hipotesis sobre la DG-algebra para obtener los resultados de clasifi-
cacion sin asumir que la hipétesis noetheriana la cohomologia cero del algebra.
En [S3, (5.5)] podemos encontrar una definicion alternativa del cuerpo residual

en el contexto diferencial graduado utilizando complejos de Koszul.

8.3. Subcategorias localizantes

En 4.6.3 introduciamos la notacién Loc(S) para denotar la menor subcate-
gorfa localizante de una categoria triangulada T que contiene a una coleccién
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de objetos S C T, la subcategoria localizante de T generada por S. A lo largo
de esta seccion trabajaremos con subcategorias localizantes tanto de D(A) co-
mo de D(H®(A)), por lo que escribiremos Locp para referirnos a subcategorias
de D(B), si es necesario especificar el dlgebra B que estamos considerando.

Cometiendo un pequeno abuso de notacion, dado un objeto M € D(B)
o un conjunto de objetos {M; € D(B) | i € I}, escribiremos Locg(M) y
Locg(M; | i € I) en lugar de Locg({M}) y Locg({M; | i € I}).

Comenzaremos comprobando que, para cualquier DG-dlgebra A, D(A) es
la subcategoria localizante generada por A.

Lema 8.3.1. La DG-dlgebra A es un generador compacto de D(A).

Demostracion. Dado M € D(A) DG-moédulo y para cualquier entero n se

verifica que
Homp4)(A[n], M) = H™" Hom% (A, M) = H™"(M).

Por tanto, si Homp4)(A[n], M) = 0, para todo n € Z, entonces M = 0, es
decir, A es generador de D(A). Ademés, el funtor HomD(A)(A, —) = HO(—)

conmuta con coproductos, luego A es compacto. ]

Proposicion 8.3.2. Si T es una categoria triangulada con un generador com-

pacto €, entonces Loc(E) =T.

Demostracion. Si € es un objeto compacto de T, la inclusion Loc(E) — T
tiene adjunto por la derecha ( [N2, Lemma 1.7]). Segtan 4.6.7 (v) y (vi), este

hecho equivale a la existencia, para cada M € T, de un tridngulo

Ny — M — Fyy —

tal que Ny € Loc(€) y Fiy € Loc(€)*t. Como & es generador de T, se tiene
que Loc(€)* = 0, por tanto Fyy =0y M = Nys € Loc(€). O

Corolario 8.3.3. Para una DG-dlgebra A, se verifica que Loca(A) = D(A).

Demostracion. Haciendo uso del lema 8.3.1, este resultado es consecuencia

inmediata la proposicién 8.3.2. O
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Observacion 8.3.4. Los resultados anteriores son aplicables a cualquier DG-
algebra. Veremos a continuaciéon como podemos aplicarlos al caso en el que el 4l-
gebra diferencial graduada A sea tal que su esquema afin asociado Spec(H(A))
es un esquema generado por puntos. Renombremos esta nocién, presentada ya

en la seccion 6.1.

Definicion 8.3.5. Diremos que un anillo conmutativo R esta generado por
puntos si la menor subcategoria localizante L C D(R) que contiene a todos los
cuerpos residuales k(p) € D(R) es la categoria derivada D(R).

Los siguientes dos lemas (observaciones elementales de [ShW, §4|) son fun-
damentales para la demostraciéon de la proposicion 8.3.8.

Lema 8.3.6. Sea f: A — B un homomorfismo de DG-dlgebras y M, N €
D(B). Si M € Locg(N) entonces fuM € Loca(fN).

Demostracion. Es consecuencia de que el funtor de olvido f.: D(B) — D(A)

es un funtor triangulado que conserva coproductos. O

Lema 8.3.7. [ShW, Proposition 4.2] Si A es una DG-dlgebra conmutativa de
amplitud finita entonces A pertenece a Loca(r.(H?(A))).

Demostracion. Notese que, para cada n € Z, la n-ésima cohomologia H™(A)
es un H%(A)-modulo, luego H?(A) pertenece a LOCHO(A)(HO(A)) y por el lema
anterior, H"(A) € Loca(r.(HY(A))).

La DG-élgebra A es no positiva, entonces se tiene que 7294 = HY(A) €
Loca(r«(H%(A))). Dado un entero n < 0 supongamos que 7=""1 A pertenece a
Loca(r«(H°(A))). Basta considerar el triangulo

i Ly N U/ RN > Ly RN

para confirmar que 7=" A pertenece a Loc 4 (r«(H°(A))) ya que los otros dos vér-
tices del triangulo 7S"72" A =2 H"(A) y 72"+ A pertenecen a Loc4(r.H%(A)).
Por induccién se concluye que 72" A pertenece a Loca(r.(H°(A))) para cual-
quier n < 0, en particular, siendo ser A acotada, 72™A = A € Loca(r«(H(A))),

para un entero m < 0. ]
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Proposicion 8.3.8. Si A es una DG-dlgebra conmutativa de amplitud finita

tal que HO(A) estd generado por puntos, entonces

D(A) = Loca ({ip:k(p) | p € Spec(H’(A))}).

Demostracion. Sea L C D(A) la subcategoria localizante de D(A) generada

por todos los médulos asociados en D(A) a los cuerpos residuales:

L = Loca ({ip:k(p) | p € Spec(H*(4))})

Por el corolario 8.3.3, para demostrar que L = D(A) es suficiente comprobar
que A € L.

Por el lema 8.3.7, A € Loca(r«(H°(A))). Ademas, por hipotesis se verifica
que Locyo(4) ({Jp<k(p) | p € Spec(H?(A))}) = D(H"(A)). El lema 8.3.6 justifica
que 74(H%(A)) € L, y el lema 8.3.7 que A € Loca(r,H(A4)) C L, y por tanto
L=D(A). O

El siguiente lema garantiza que toda subcategoria localizante de D(A) es,
en términos anélogos a los establecidos en el capitulo 6, ®-ideal.

Lema 8.3.9. Sea A una DG-dlgebra y L una subcategoria localizante de D(A).
Para cualesquiera M € L y N € D(A), se verifica M ®4 N € L.

Demostracion. La subcategoria D C D(A) definida por
D:={MeD(A) | MY NelL, VNelL}

es localizante y contiene a A. Por el corolario 8.3.3 se concluye inmediatamente
que D = D(A). O

Lema 8.3.10. Sea A una DG-dlgebra conmutativa, L C D(A) una subcategoria
localizante y un punto p € Spec(H(A)), se verifica que ipk(p) € L si, y sdlo
st, existe un DG-mddulo M € L tal que p € suppy(M).

Demostracion. La implicacién hacia la derecha es inmediata, tomando M =

ip«k(p) y aplicando 8.2.1. Comprobemos la otra implicacion. Sea M € L tal
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que ipk(p) ®Y M # 0. Por el lema 8.3.9, ip.k(p) ®5 M también pertenece a L.
Ademas

ik (p) @Y% M 22 i (K(p) @y Lig M) = ip.Liy M,

entonces Lig M es un complejo no nulo de k(p)-espacios vectoriales, por tanto
isomorfo a una suma directa de traslaciones de k(p). Como ademas iy, conserva

coproductos y L es gruesa, concluimos que ip.k(p) pertenece a L. O

Proposicion 8.3.11. Sea A una DG-dlgebra conmutativa de amplitud fini-
ta y tal que el anillo H*(A) estd generado por puntos. Si L C D(A) es una

subcategoria localizante entonces

L = Loca ({ipk(p) | ipk(p) € L}).

Demostracion. Sea L := Loca ({ipck(p) | ipck(p) € L}), y D C D(A) la subca-

tegoria localizante
D:={NeD) | Ma4YNeL, YMelL}.

Comprobemos que D contiene a cada uno de los modulos i,.k(p), para cualquier
p € Spec(HO(A)).

Si ip«k(p) € L, por el lema 8.3.9, se tiene que ip.k(p) ®4 N € L para todo
N € D(A), en particular para cualquier N € L, luego ip.k(p) € D. Si por el
contrario ip.k(p) ¢ L, el lema 8.3.10 garantiza que ip.k(p) ®Y4 N = 0 para todo
N € L, en particular ip.k(p) ®4 N € L. En resumen ip«k(p) € D para cualquier
p € Spec(H(A)). Por la proposicion 8.3.8, se tiene que D = D(A). Entonces

A €D y como consecuencia L = L. O

La proposiciéon 8.3.11 es la pieza fundamental que nos permite establecer
la clasificacion de las subcategorias localizantes de D(A):

Teorema 8.3.12. Sea A una DG-dlgebra conmutativa, de amplitud finita y tal

que el anillo HY(A) estd generado por puntos. Entonces las correspondencias

Subcategorias
Va

L
= P(Spec(H'(4)))
localizantes de D(A)
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definidas mediante las expresiones

L —Va(L) = {p € Spec(H’(A)) | ip.k(p) € L}
Vi—=La(V) = LocA({z'p*k(p) | pe V}),

son mutuamente inversas.

Demostracion. Denotemos V = V4 yv L = L4. Por la proposicion 8.3.11, L o
V(L) = L para cualquier subcategoria localizante L de D(A).

Dado un subconjunto V' C Spec(H%(A)), trivialmente V C Vo L(V). Com-
probemos la otra inclusion. Dado un ideal q ¢ V, p # q para cualquier p € V|
entonces iy k(p) ®Y igk(q) = 0 (por el lema 8.2.1). Aplicando ahora el le-
ma 8.3.10 podemos asegurar que iq,k(q) no pertenece a Loc({ipk(p) | p € V'}),
luego q ¢ Vo L(V). Por tanto Vo L(V) C V. O

Podemos escribir el teorema de clasificacién en términos de soportes como
establece el siguiente corolario:

Corolario 8.3.13. Bajo las hipdtesis del teorema 8.5.12:

(1) Dada L C D(A) una subcategoria localizante de D(A) e I cualquier co-

leccion de objetos tales que L = Loca(I), entonces

Va(L) = | suppa(M).
Merl

(2) Sea L € D(A) una subcategoria localizante de D(A) y N un objeto de
D(A). Entonces N € L si, y sélo si, supp4(N) C Va(L).

(3) Para cualquier subconjunto V C Spec(H%(A))

L£a(V) = {M € D(4) | supp,(M) C V}.

Demostracion. Para demostrar (1), denotemos

Vi= U supp 4 (M).
Mer
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Para cualquier M € I, M € L4(V7) C L, por lo que L4(V7) = L. Por el
teorema 8.3.12 concluimos que V7 = Vy4(L).

Dado N € D(A), se sigue de (1) que V4(Ly) = suppy(N), donde Ly =
Loca (V). La subcategoria L del enunciado (2) es localizante, luego N € L si, y
solo si, Ly C L, y por el teorema 8.3.12 esto es equivalente a que supp4(N) =

Va(Ly) C Va(L).

Finalmente, el enunciado (3) es consecuencia inmediata de (1) y (2). O
Lema 8.3.14. Para cualquier DG-mddulo M € D(A)
supp 4 (M) = supppo4)(Lr*M).

Demostracion. Dado un ideal primo p € Spec(H’(A)), basta aplicar el isomor-

fismo de proyecciéon
M @Y ipuki(p) = M @4 rujpek(p) = ri(Lr* M ®h0(A) Jpik(p)),
para obtener la identidad del enunciado, por ser r, un funtor conservativo. [

Teorema 8.3.15. Sea A una DG-dlgebra conmutativa, de amplitud finita y tal

que HO(A) estd generado por puntos. Entonces las correspondencias,

Subcategorias - Subcategorias
localizantes de D(A) P localizantes de D(H°(A))

que asignan a cada subcategoria localizante Ly de D(A) y cada subcategoria

localizante Lyo 4 de D(H%(A)) las subcategorias
U(LA) = LOCHO(A)(LT*M ‘ M e LA)
P(LHO(A)) = LOCA(Y’*N ‘ N e LHO(A))7
son mutuamente inversas.

Demostracion. Completemos el diagrama del enunciado con las corresponden-

cias del teorema 8.4.4:
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Subcategorias o Subcategorias
localizantes de D(A) P localizantes de D(H?(A))
,CA VHO(A)
R %>
P (Spec(H'(4)))

Es inmediato a partir del teorema 8.4.4 y el corolario 8.3.13 que p = L40Vyo(4),
luego p es una aplicacién biyectiva. Resta comprobar que o es la inversa de p.

Hemos de probar entonces que los conjuntos Va(La) y Vio(ay(o(La)) son
iguales. Por el lema 8.3.14 se tiene

Va(La) = |J swpa(M) = [ supppoia(Lr*M).
MelLgy MelLy
Aplicando de nuevo el corolario 8.3.13
U supproay(Lr*M) = (] supppocay(N) = Vioay(o(La)),
MelLy NEO’(LA)

lo que concluye la demostracion. O
Del resultado anterior se deduce también la siguiente identidad.

Corolario 8.3.16. Bajo las hipdtesis del teorema 8.5.15, se tiene la igualdad

supppo(4) (V) = supp4 (r«(IN)),
para todo N € D(HY(A)).

8.4. Subcategorias colocalizantes

El procedimiento para obtener la clasificaciéon de las subcategorias coloca-
lizantes a partir de la clasificacion de las subcategorias localizantes es analogo
al utilizado en el contexto de esquemas.

Recuperando de nuevo la notacion de 4.6.3, dada una familia de objetos
S C D(A) denotaremos por Coloc(S) la menor subcategoria colocalizante de
D(A) que contiene a S.

Comenzamos justificando que todas las subcategorias colocalizantes de
D(A) son, en términos del capitulo 6, H-coideales (véase la definiciéon 6.3.7).
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Lema 8.4.1. Sea A una DG-dlgebra y sea C una subcategoria colocalizante de
D(A). Para cualesquiera N € L y M € D(A), se verifica RHom% (M, N) € C.

Demostracion. Sea L C D(A) la subcategoria
L:={M e D(A) | RHom%(M,N) € C, VN € C}

Puesto que el funtor RHom$ (—, V) es triangulado, transforma coproductos en
productos y C es colocalizante, se tiene que L es una subcategoria localizante
de D(A). Ademas, A € L, y por el lema 8.3.2 se deduce que L = D(A). O

Lema 8.4.2. Sea A una DG-dlgebra conmutativa, C C D(A) una subcategoria
colocalizante y p € Spec(H°(A)), entonces ipk(p) € C si, y sdlo si, existe un
DG-médulo N € C tal que RHom?, (ip+k(p), N) # 0.

Demostracion. Si ip.k(p) € C es suficiente tomar N = iy,k(p) (véase 8.2.1).

Veamos la otra implicacion. Sea N € C tal que RHom? (ip.k(p), V) # 0.
Por el lema anterior sabemos que RHom¥ (i,+k(p), N) también pertenece a C.
Del isomorfismo natural

N

RHom®, (ipk(p), N) & iy RHomS ) (k(p), X N) = i

se deduce que z'pXN es un complejo no aciclico de k(p)-espacios vectoriales. Si
i € N es tal que H'(iy N') # 0 entonces k(p)[—i] es sumando directo de iy N.

Como iy, conserva productos y C es gruesa, concluimos que ip.k(p) € C. O

El lema 8.4.2 nos permite demostrar la pieza clave para la clasificaciéon de
las subcategorias colocalizantes.

Proposicion 8.4.3. Sea A una DG-dlgebra conmutativa, de amplitud finita y

tal que HY(A) estd generado por puntos. Si C es una subcategoria colocalizante
de D(A) entonces C = Coloca({ip«k(p) | ipk(p) € C}).

Demostracion. Denotemos Yc = {ipck(p) | ip<k(p) € C}. La subcategoria

D={N eD(A) | RHom% (N, M) € Colocas(Yc), VM € C}
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es localizante, ya que el funtor triangulado RHom® (—, M) transforma copro-
ductos en productos y C es colocalizante. Veamos que ip.k(p) € D para cual-
quier p € Spec(H?(A)). Dados p € Spec(H(A)) y M € C, empleando el
isomorfismo natural

M) = ip,iX (M)

RHom? (ip.k(p), M) = i, RHom, (k(p), iy s

P

se deduce que RHom? (ip.k(p), M) € Coloca(ip«k(p)), ya que iy M es un k(p)-
espacio vectorial y el funtor iy, conmuta con productos. Entonces si ip.k(p) €
Yc, se tiene que ip.k(p) € D.

Supongamos ahora que ipk(p) ¢ Yc. Por el lema anterior podemos de-
ducir que RHom¥ (i,+k(p), M) = 0 para todo M € C. En particular, se tiene
que RHomY, (iy.k(p), M) € Coloca(Yc) y por lo tanto también en este caso se
deduce que iy.k(p) € D.

Aplicando finalmente la proposicion 8.3.8, se tiene que D = D(A) y, por
tanto, que C = Coloca ({ip«k(p) | ipk(p) € C}). O

Teorema 8.4.4. Sea A una DG-dlgebra conmutativa, de amplitud finita, y tal

que H°(A) estd generado por puntos. Las correspondencias

Subcategorias Ca 0
= P(Spec(H'(4))),
colocalizantes de D(A) ) Wa

definidas por

C > Wa(C) = {p € Spec(H(A)) | ip:k(p) € C}
W +— Ca(W) = Coloca ({ip:k(p) | p € W}),

son mutuamente inversas.

Demostracion. Denotaremos W = W4 y C = C4. Para una subcategoria colo-
calizante C de D(A) la igualdad C o W(C) = C se obtiene de forma inmediata

aplicando la proposicion 8.4.3.
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Dado un subconjunto W C Spec(H"(A)), para comprobar WoC(W) = W,

consideremos la definicion explicita de la composicion W o C(W),
WoC(W) = {p € Spec(H*(A)) | ip:k(p) € Coloca({igek(a) | a € W}

La inclusion W C WoC(W) se sigue directamente de la definicion. Comprobe-
mos entonces que Wo C(W) C W. Tomemos q ¢ W; por el lema 8.2.1 se tiene
que RHomY (ip«k(p), iq+k(q)) = 0 para todo p € W. El lema 8.4.2 asegura que

ig«k(q) ¢ Coloca({tp<k(p) | p € W}), luego q ¢ Wo C(W). O

Del mismo modo que en la seccién anterior se establece la clasificacion de
subcategorias localizantes en términos del soporte de DG-modulos, se obtiene
la clasificacién de subcategorias colocalizantes haciendo uso de la nocién de
cosoporte:

Lema 8.4.5. Para cualquier M € D(A) se tiene
cosupp o (M) = cosuppo4) (1™ M).

Demostracion. La adjuncion interna r, - r* establece que para todo p €
Spec(H?(A)) se tiene que

T RH0m|°_|0(A) (Jpsk(p), 7™ M) = RHom (ip.k(p), M).
Por el caracter conservativo de r, obtenemos el resultado buscado. O

El siguiente resultado relaciona las subcategorias localizantes de la cate-
goria derivada de una DG-algebra A y las subcategorias localizantes de la
categoria derivada del anillo HO(A).

Teorema 8.4.6. Sea A una DG-dlgebra conmutativa, de amplitud finita y tal

que HO(A) estd generado por puntos. Las correspondencias

{ Subcategorias } r { Subcategorias }

colocalizantes de D(A) # colocalizantes de D(H(A))
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que asignan a cada subcategoria colocalizante C4 de D(A) y cada subcategoria

colocalizante de Ciyo(4y de D(H%(A)) las subcategorias

7(Ca) = Colocyo ay({r* M | M € Ca})
,LL(CHO(A)) = CO|0CA({’I“*N | N e CHO(A)})

son mutuamente inversas.

Demostracion. La prueba es analoga a la del teorema 8.3.15, empleando el
lema 8.4.5. ]

Como corolario obtenemos el analogo al enunciado 8.3.16:

Corolario 8.4.7. Para todo M € D(H°(A)) se tiene la igualdad

cosuppy(ay (M) = cosupp 4 (r+(M)).

Demostracion. Consecuencia inmediata del teorema 8.3.15. O

8.5. Propiedades de los funtores Lr* y r*

Los resultados de la seccién anterior nos permiten demostrar propiedades
sobre los funtores ry, Lr* y »* que consideramos de interés.

Comenzaremos demostrando que los funtores Lr* y 7> son conservativos.
Este caracter conservativo es de crucial importancia, ya que permite reducir
cuestiones acerca de si dos DG-modulos son isomorfos en D(A), a otras més
sencillas sobre si dos complejos de médulos son isomorfos en D(HY(A)).

Proposicion 8.5.1. Sea A una DG-dlgebra conmutativa de amplitud finita,
y tal que H°(A) estd generado por puntos. Dado M € D(A), los siguientes

enunciados son equivalentes:
(1) M =0 en D(A).

(ii) Lr*M =0 en D(HO(A)).

(iii) r*M =0 en D(HY(A)).
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Demostracion. Las implicaciones (i) = (i1) y (i) = (4i4) son triviales.
Para (i) = (i) es suficiente aplicar el lema 8.3.14 y para (iii) = (i) el
lema 8.4.5. O

Como consecuencia se deduce el resultado equivalente:

Corolario 8.5.2. Sea A una DG-dlgebra en las hipdtesis del teorema anterior.
Para ¢o: M — N un homomorfismo en D(A), los siguientes enunciados son

equivalentes:
(1) ¢: M — N es un isomorfismo en D(A).
(ii) Lr*p es un isomorfismo en D(HY(A)).

(iii) r*¢ es un isomorfismo en D(H?(A)).

Observacion 8.5.3. Para una DG-algebra con amplitud no finita, puesto que
no tenemos el teorema de localizacién, es posible que los funtores Lr* y r*
sobre toda la categoria D(A) no sean conservativos.

En [S2, Theorem 2.3| se ofrece el siguiente contraejemplo que demuestra
que en general 7 y Lr* no son conservativos. Sea A = K[t] la DG-algebra dada
por el anillo de polinomios sobre un cuerpo K en una variable de grado —2, y
M € D(A) el DG-médulo K[t,t71]. Se puede probar que M % 0 en D(A), y
sin embargo Lr*M =2 022 r*M en D(H(A)).

El siguiente lema nos permite probar el teorema [?], un resultado ya expre-
sado en [S2, Theorem 3.6], que garantiza el funtor olvido r, «detectay cuando

se anulan el tensor y el Hom, y que se deriva también de la clasificaciéon de las
subcategorias localizantes y colocalizantes.

Lema 8.5.4. Para M, N € D(A), se tienen las siguientes identidades:

(i) supp (M @ N) = supp, (M) Nsupp4(N),
(73) cosupp4(RHom (M, N)) = supp 4(M) N cosupp 4(V).

Demostracion. Para demostrar (i), consideremos primero los isomorfismos

Q)
ipek(p) @Y M @Y% N = ip,Liy(M @5 N) = g (Lig M @) LigN)
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donde T se obtiene por el isomorfismo de proyeccion. Ademés, LigM @y, Lig N
es distinto de cero si, y solo si, LigM # 0y Lig N # 0, ya se trata del producto
en la categoria derivada de k(p)-espacios vectoriales. Por tanto, se tiene la

equivalencia

p € supp (M @Y N) <= ip.k(p) @4 (M @Y% N) #0
<= [LiyM #0y LiyN #0]
< p € suppy(M) Nsuppy(N)

Anélogamente, para (i) consideramos, para cada p € Spec(H(4)), los

siguientes isomorfismos
(1)
RHom? (ip.k(p), RHom? (M, N')) = RHom (ip.k(p) @4 M, N)
(2)
= RHom? (M, RHom? (ip+k(p), N))

3)
=~ RHom? (M, ip, RHomy, (k(p), i N))

—
W~
=

12

Tps RHomk(p)(Li;M, RHomk(p)(k(p)’ l;N))

donde (1) y (2) se obtiene mediante la adjuncion ® —Hom y (3) y (4) mediante

la adjuncion interna 7y, = z;< Por tanto, se tienen las equivalencias

p € cosupp 4 (RHom% (M, N)) <= RHom}, (iy+k(p), RHom% (M, N)) # 0
<= ips RHomy,,) (Liy M, RHomy,, (k(p), i, N)) # 0
— RHomk(p)(Li;M, RHomk(p)(k(p), Z;< N)) #0
<= p € suppy(M) Ncosuppy(N). O

Teorema 8.5.5. Sea A una DG-dlgebra conmutativa, de amplitud finita y tal

que H°(A) estd generado por puntos. Entonces, dados M,N € D(H?(A)), se

tienen las siguientes equivalencias:
(i) ro(M) @Y ro(N) =0 si, y solo si, M ®h0(,4) N =0.

(1) RHom% (r«(M),r(N)) = 0 si, y sélo si, RHomyo( 4y (M, N) =0
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Demostracion. Por los Teoremas de clasificaciéon 8.3.12 y 8.4.4 sabemos que

para un DG-moédulo M € D(A), se tiene la equivalencia
M =0 <= suppyo(4)(M) = @ <= cosuppyo(4)(M) = &

Basta aplicar el resultado anterior para M, N € D(H%(A)) y concluir aplicando
los Corolarios 8.3.16 y 8.4.7. 0

Observacion 8.5.6. Estas propiedades acerca de «detectar ceros» no dejan de
ser sorprendentes, atun con estas hipotesis de acotaciéon sobre A, pues ni siquiera,
en este caso los funtores Lr* y r* son necesariamente plenos o fieles. Esto se
debe a que de ser el funtor L7* un funtor pleno (o respectivamente un funtor
fiel), para cada M € D(A) el morfismo canoénico dado por la unidad de la
adjuncién Lr* - r,

M = r.(M Y H(4)),

serfa un epimorfismo escindido (o respectivamente un monomorfismo). De for-
ma similar, de ser el funtor »* un funtor pleno (o respectivamente un funtor
fiel), entonces para cada M € D(A) el morfismo canoénico dado por la counidad

de la adjuncion r, - 7>
r«(RHom®% (H°(A), M)) — M

tendria que ser un monomorfismo escindido (o respectivamente un epimorfis-
mo). Ninguna de estas conclusiones es posible salvo cuando A es una DG-
algebra trivial, esto es, un anillo concentrado en grado 0. Véase [S2, Theorem
2.1] y [S2, Theorem 2.2| para mas detalles.
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CaApiTULO 9

Dualidad para DG-Algebras

Como consecuencia de la clasificacion de las subcategorias localizantes ex-
puesta en el capitulo anterior, en este dltimo capitulo abordamos la cons-
truccién del funtor imagen inversa excepcional para morfismos planos de DG-
algebras conmutativas cohomolégicamente noetherianas y estudiamos sus pro-
piedades, siguiendo la propuesta de M.H. Khusyairi en el contexto de esquemas
noetherianos (véase [Kh|).

El funtor imagen inversa excepcional asociado a un morfismo de esquemas
es un elemento central de la teoria de dualidad de Grothendieck. La compren-
sion de esta dualidad pasa por distinguir entre dos funtores asociados a un
morfismo de esquemas f: X — Y; por un lado el adjunto por la derecha del
funtor imagen directa Rf,, que existe bajo hipotesis generales sobre el morfis-
mo f y que se denota f*, y por otro la imagen inversa excepcional f'. El funtor
f* coincide con f* si f es propio o, por ejemplo, con f* si f es una inmersion
abierta. Utilizando compactificaciones se extiende la construccion definiendo el
pseudofuntor imagen inversa excepcional (—)' para morfismos separados esen-
cialmente de tipo finito entre esquemas noetherianos, que se caracteriza por su
buen comportamiento respecto al cambio de base plano.

En [ILN] los autores definen para morfismos separados entre esquemas
noetherianos una transformacion canoénica entre las asignaciones (—)* y (=)'
que abre la posibilidad de establecer una definicién alternativa para el funtor
imagen inversa excepcional para morfismos planos, separados y esencialmente
de tipo finito entre esquemas noetherianos. Posteriormente M.H. Khusyairi, en
su tesis doctoral [Kh|, comprueba que partiendo directamente de la propues-
ta alternativa de definicién del funtor imagen inversa excepcional es posible
demostrar sus principales propiedades.

133
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En [S1], en el contexto de algebras diferenciales graduadas, Shaul propone
la construccién del funtor imagen inversa excepcional para K-algebras diferen-
ciales graduadas conmutativas, cohomolégicamente esencialmente de tipo fini-
to y de dimensién plana finita, siendo K un anillo conmutativo Gorenstein de
dimension de Krull finita. La propuesta de Shaul requiere la existencia de com-
plejos dualizantes y esta definida sobre las subcategorias de los DG-modulos
acotados con cohomologia finitamente generada.

Nuestro objetivo en este capitulo es definir el funtor imagen inversa excep-
cional de forma similar a [Kh| para DG-élgebras y demostrar que verifica las
propiedades de pseudofuntorialidad y cambio de base que hemos menciona-
do. Que nuestro enfoque es adecuado lo muestra el hecho de que la definicion
propuesta en esta memoria generaliza, para morfismos planos de élgebras di-
ferenciales graduadas, la propuesta previa de Shaul en [S1].

9.1. DG-algebras cohomolégicamente noetherianas

Dada A un algebra diferencial graduada, D (A4), D™ (A) y D°(A) deno-
tan las subcategorias trianguladas plenas de D(A) cuyos objetos son, respec-
tivamente, los DG-mo6dulos con cohomologia acotada inferiormente, acotada
superiormente y acotada.

Un DG A-modulo M posee cohomologia finitamente generada si H™(M)
es un HY(A)-modulo finitamente generado, para todo n € Z. Denotamos por
Df(A) a la subcategoria triangulada plena de D(A) de los DG-mo6dulos con
cohomologia finitamente generada, y DE(A) := D*(A) N D¢(A), para cada una
de las acotaciones § € {+, —, b}.

Definicion 9.1.1. Diremos que una DG-4algebra conmutativa A es cohomoldgi-
camente noetheriana si A es de amplitud finita, H’(A) es un anillo noetheriano

y H(A) es un H°(A)-modulo finitamente generado, para todo entero i < 0.

9.1.2. El contexto en el que trabajaremos en este capitulo es el de las DG-
algebras conmutativas y cohomolégicamente noetherianas.

La subcategoria plena de DGAy. cuyos objetos son las K-algebras con-

mutativas y cohomolégicamente noetherianas se denotara DGACSHO, o} DGAEﬁK

cuando necesitemos precisar el anillo base K.
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Notacion 9.1.3. A lo largo del capitulo utilizaremos isomorfismos de pseudo-
funtorialidad ps,(f, 9), ps*(f,g) v ps*(f,g) asociados a una composiciéon g o f
de morfismos de DG-algebras para los pseudofuntores (—)«, (—)* y (—)*. Si
por el contexto es claro cuéles son los morfismos involucrados en nuestros argu-
mentos escribiremos simplemente ps,, ps* o ps™ tanto para los isomorfismos de
pseudofuntorialidad como para sus inversos o los dados por las composiciones

asociadas diagramas conmutativos de morfismos de DG-élgebras.

9.2. Cambio de base para el pseudofuntor (—)*

9.2.1. Un cuadrado cocartesiano de DG algebras conmutativas

A—1.B
“l o l“ (9.2.1.1)
C — D

en el que el morfismo u (y por tanto v) es plano, tiene asociada una transfor-
macion natural ¢¢: v*f* — g*u*, de funtores definidos entre las categorias
D(A) y D(D), como detallamos a continuaciéon (recordemos que por ser u y v
morfismos planos Lu* = u* y Lv* = v*).

La transformacion natural & : u* f, — g«v*, definida en (7.4.7.1), es un
isomorfismo ya que u es un morfismo plano. Sea v¢: g.v* f* — u* la trans-

formacion resultado de la composicién

u*ex «
)

& f
g s s

donde €y : fyxf* — id es la counidad de la adjuncion f, 4 f*.
La adjuncién g, - ¢ proporciona la transformacioén cambio de base, para
el pseudofuntor (—)*, que se denotara
bo: VI — g7 ut, (9.2.1.2)
* £ X X
es la definida por la composiciéon v* f* % g= g vt f* g, g~*u*, con

Nx la unidad de la adjuncion g, 4 ¢g*.
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9.2.2. La transformacién cambio de base definida ¢ es compatible con la con-
catenacion horizontal y vertical de cuadrados como se establece el lema 9.2.3.

Consideremos en DGAS? diagramas conmutativos

A1 B
A—Ll.p_2.¢ ul o lv
I AR A
A= B == O of e ]

A" h B
tales que los cuadrados <, ©, y O’ son cocartesianos y cuyos morfismos ver-
ticales son planos. Concatenando horizontalmente < con © y verticalmente

con O’ se obtienen los correspondientes diagramas exteriores, que a su vez son

cuadrados cocartesianos,

A, A—L.pB

T oo o

A — A . "
gf h

Lema 9.2.3. La transformacion cambio de base ¢ es compatible con la conca-
tenacion horizontal y vertical de cuadrados cocartesianos con morfismos ver-
ticales planos, es decir, con la notacion establecida en 9.2.2, los siguientes

diagramas conmutan:

w(g)" he (91w

w*psxl lpsxu*

w*ngX pof* g/X’U*fX 9> o g/><f/><u*

P o
(z0)* f* ) W (yu)*

ps*fXJv Jvhxps*

Z*¢<>
Z*’U*fx _E O L X 2 hxy*u*
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Demostracion. Justifiquemos la conmutatividad del primero de estos diagra-
mas, la del segundo se comprueba de forma analoga. La transformaciéon ¢ se
construye a partir del isomorfismo natural £ definido para cuadrados cartesia-
nos con morfismos verticales planos (segan 7.4.7.1).

La comprobaciéon de la compatibilidad del cambio de base ¢ con la con-
catenacién de cuadrados se reduce a demostrar que la transformacién natural
& es compatible con la correspondiente concatenacién de cuadrados, es decir,

que el diagrama

* 5 *
u*(gf)« aad (9" f")sw
u*ps*l lps*w* (9.2.3.1)
% Eo g % fi€ «
u* figs © fiv 9x — igiw

es conmutativo. Para justificar la conmutatividad del diagrama (9.2.3.1) con-
sideremos el siguiente diagrama

pS..

u*(gf)« — u*(gf )swew* w g (g f)sw* <> (9" f)sw*

PS.. ps. Jps* Jps*

* *

7 PS. ps €
U fuge —— U fugawiwt ——— U*f*v*giUJ* —_— u*u*f,ig;w* — »/ﬂg;w

N N v \

7 ps €
U fL0:0% s —> U frv0* gewsw® —> u* fLu, 0 v glwt —— u* fivghw*

PS4 PS, PS, JVPS*

* 1, % T 1, % x PSx 1, % ) * Y
WUy fLv* g —> Uy fLU* gewaw® —> uFuy flotveglwt —> uuy flglw

€y
€y €u €y

7, % Nw 7, % * PSx 7, % ’ook €v 7o,k
WG ——— futganawt ———— fivtvagiw g5 W

donde las flechas, como indican las etiquetas, son inducidas o bien por las uni-
dades y counidades de las adjunciones (—)* - (—)., denotadas respectivamente
por 7 y €, o bien por la pseudofuntorialidad de (—).. Haciendo uso de la iden-

tidad triangular correspondiente a la adjuncién v* - v, y la naturalidad de las
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transformaciones es inmediato que todos los cuadrados interiores del diagrama
conmutan, luego el borde exterior, del que recuperamos (9.2.3.1), es también

conmutativo. O

Observacion 9.2.4. la transformacion natural ¢ asociada a un cuadrado del
tipo (9.2.1.1) no es en general un isomorfismo. Asumiendo condiciones adi-
cionales sobre los morfismos horizontales del cuadrado cocartesiano {» y los
coeficientes M € D(A) se verifica el cambio de base para el pseudofuntor

(=), es decir que el homomorfismo
¢o(M): 0" f* (M) — g™ u" (M)

es un isomorfismo en D(D). El cambio de base para el pseudofuntor (—)* se
establece en el teorema 9.2.7, para morfismos cohomolégicamente finitos, como

consecuencia del lema 9.2.6.

Definicion 9.2.5. Un morfismo f: A — B en DGASC es cohomoldgicamente
finito si B € D¢(A), es decir, H’(B) es un HY(A)-modulo finitamente generado.

Lema 9.2.6. Sea u: A — C un morfismo plano de DG-dlgebras. Entonces el

morfismo candnico
C ®4 RHom% (B, M) — RHom¢(C ®4 B,C ®@4 M)
es un isomorfismo en D(C), para cualesquiera B € D7 (A) y M € D1 (A).

Demostracion. Bajo las hipotesis del lema, el teorema [Y1, Theorem 12.10.14]

establece que la evaluacidn-tensor derivada proporciona un isomorfismo en
D(A):
C ®4 RHom®% (B, M) — RHom% (B,C ®4 M).

Componiendo con el isomorfismo de la adjuncion u* = wu,
RHom% (B,C ®4 M) — RHom%(C ®4 B,C @4 M),
se obtiene el isomorfismo buscado

C ®4 RHom®% (B, M) — RHom{(C ®4 B,C ®4 M). O
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Teorema 9.2.7. Sea < un cuadrado cocartesiano en DGAS?

A—1 . B

ulolv

C—— C®aB

en el que el morfismo u es plano y el morfismo f: A — B es cohomoldgicamente

finito. Entonces la transformacion natural ¢¢ define un isomorfismo,
Oo(M): 0" f* (M) — g™ u* (M),
para cualquier M € DT (A).

Demostracion. Puesto que B € DGAS? y el morfismo de DG-algebras f: A —

n

B es cohomologicamente finito, B es un DG-mo6dulo sobre A que esta con-
centrado en grados negativos y sus cohomologias H"(B) son HY(A)-modulos
finitamente generados, es decir, B € D¢ (A). Bajo estas hipotesis el homomor-

fismo candnico establecido en el lema 9.2.6,
C ®4 RHom®% (B, M) — RHomg (C ®4 B,C ®4 M), (9.2.7.1)

es un isomorfismo para cualquier M € D" (A). Como consecuencia, para cada

M € D (A), el homomorfismo
Gebo(M): guv™ f7* (M) — gug™u* (M)
es un isomorfismo en D(C), ya que resulta de la composicion
g«0" (M) = g.((C ®a B) ©p RHom (B, M))
~ C ®4 RHom% (B, M)
W RHom¢, (C ®4 B,C ®4 M) = g.g™u*(M),

donde (x) es el isomorfismo (9.2.7.1) y las identificaciones sin etiqueta son
consecuencia de que v y v son morfismos planos. Del cardcter conservativo del

funtor de olvido g. se deduce finalmente que ¢¢ (M) es un isomorfismo. O
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9.3. Imagen inversa excepcional en DG-algebras

Un morfismo de DG-algebras f: A — B tiene asociado un diagrama con-
mutativo

A1 . B
f < J”Q idp
B "> BB

idg

donde m = idp®af y m2 = f ® idp son las proyecciones que completan el
cuadrado cocartesiano { y d: B ®4 B — B es el morfismo de algebras dado
por la multiplicacion (determinado por la conmutatividad del diagrama).
Definimos el funtor imagen inversa excepcional asociado al morfismo de
DG-algebras f: A — B,
f': D(A) = D(B),
mediante la composicion

flo= L aLfr (9.3.0.1)

Notacion 9.3.1. Dado un morfismo de DG-4lgebras A — B nos referiremos a

B ®4 B como B o simplemente B¢ si la base A es obvia.

De la definicion explicita de f' resulta
f{(=) == B @} RHom}(BY, B4 —),
que por la adjuncion ®t — RHom podemos reescribir como
f'(=) = B @l RHom%(B, B @Y —).

9.3.2. Como senalamos en la introduccién de este capitulo, la definicién que
proponemos en esta secciéon para el pseudofuntor imagen inversa excepcional
(—)" sigue la construccion propuesta en el contexto de esquemas noetherianos
en [ILN] para morfismos planos. Asumiremos también aqui la hipotesis de

planitud sobre los morfismos de DG-élgebras.
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Si f en un morfismo plano en DGAS? existe una transformacion natural
que relaciona los funtores f* y f', que sera de utilidad en la demostracion de

las propiedades de la asignacion (—)":

Definicion 9.3.3. Dado f: A — B un morfismo plano en DGAZ?, se define

cn )

la transformacion natural (f): f* — f' mediante la composicion

P = idy P L

~
~
~
~

W) T Lo%do

EN

Lo 7 f*

donde ¢ es la transformaciéon natural cambio de base asociada al diagrama
de DG-algebras (véase (9.2.1.2))

A7 . B

fl 3 lﬂz

B "> BouB

Proposicion 9.3.4. Sea f: A — B un morfismo en DGA§10 cohomoldgica-

mente finito y plano. Entonces la transformacion natural
|
V() — f

establece entre los funtores f*: DY(A) — DT(B) y f': DY(A) — DT(B) un

isomorfismo.

Demostracion. Si f es plano y cohomolégicamente finito, entonces, por el teo-
rema 9.2.7, ¢¢ es un isomorfismo. Por pseudofuntorialidad ps*f* es un iso-

morfismo, por tanto ¥(f) es también un isomorfismo. O

Observacion 9.3.5. Como consecuencia de los resultados del capitulo 8, demos-
traremos a continuaciéon algunos resultados clave que nos permitiran demostrar
en la seccion 9.5 la pseudofuntorialidad de la asignacion (—) para morfismos

planos, y en la secciéon 9.4 que se verifica el cambio de base plano.
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9.3.6 Complejos de Koszul. Una de las herramientas fundamentales en la
comprobacion de que la asignacion (—)' es pseudofuntorial son los complejos
de Koszul. Los complejos de Koszul, junto con la clasificacién de categorias
localizantes en categorias de modulos diferenciales graduados establecida en
el capitulo anterior, nos permitirAn demostrar la proposicién 9.3.7 y obtener
X

como consecuencia una propiedad fundamental sobre los pseudofuntores (—)

y L(—)* enunciada en el corolario 9.3.8.

Dado un anillo conmutativo S y una coleccion de elementos s1,...,s, € S,
se define el complejo de Koszul asociado a (s1,...,S,) como el complejo de
S-modulos

Kos(S;s1,...,8,) :=Kos(S;s1) ® -+ ® Kos(S; sp,)

donde, para cada i € {1,...,n}, Kos(S;s;) es el complejo concentrado en

grados —1 y 0 dado por
= 0— S B8 0— -

concentrado en grados —1 y 0.
Sea ahora A una DG-algebra conmutativa y 7: A — HY(A) el morfismo
canénico. Para una familia de elementos a1, . .., a, € A°, el complejo de Koszul

asociado a (aq,...,a,) sobre A es el complejo
Kos(A;ay,...,a,) := Kos(A% a1,...,a,) @40 A
De la definicién es inmediato que
r*(Kos(A;ay, ..., a,)) = Kos(HY(A);r(ar),...,7(an))

Asumiendo conocida la familia de elementos ai,...,a, € A°, nos referire-
mos por comodidad al complejo de Koszul Kos(A;ay,...,a,) como K4, de
forma que r*K4 serd el complejo de Koszul sobre H(A) correspondiente,
Kos(H(A);r(a1),...,7(an)).

Mencionemos a continuaciéon algunas propiedades de los complejos de Kos-

zul de especial interés.
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La primera es que tienen la propiedad de ser complejos perfectos, es decir,
pertenecen a la menor subcategoria gruesa de D(A) generada por A. Por tanto,

para cualquier M € D(A) se verifica que
RHom® (K4, M) = K ®4 M.

donde K} := RHom% (K 4, A) es el complejo dual de K 4. Ademas, el complejo
K 4 es autodual salvo traslacion, i.e., K} = K4[—n].
Por otro lado, por lema 8.3.14, dado un complejo de Koszul K4 asociado

a la n-tupla (aq,...,a,) de elementos de grado cero de A se tiene que

supp4 (K 4) = suppyoa)(Lr*Ka) = Z,
donde Z C Spec(H(A)) es el cerrado determinado por el ideal (r(a1), ..., 7(a,)),

Z = {q € Spec(H(A)) | (r(ar), ..., r(an)) C a}.

De hecho, siendo H?(A) un anillo noetheriano, fijado un subconjunto cerrado
Z C Spec(H(A)) podemos asociarle un complejo de Koszul sobre A cuyo

soporte sea precisamente Z.

Proposicién 9.3.7. Sea A € DGASY, M € D(A) un DG-mddulo tal que

cn

W = suppy (M) es un subconjunto de Spec(HY(A)) cerrado por especializa-

cion. Entonces:
(1) Dado N € D(A), M ®4 N =0 si, y sdlo si, RHom% (M, N) = 0.

(2) Si@: N1 — Na es un homomorfismo en D(A) entonces M @Y ¢ es un

isomorfismo si, y solo si, RHom% (M, ) es un isomorfismo.

Demostracion. El enunciado (2) es consecuencia inmediata del (1) siendo N el

vértice de un triangulo en D(A) de base ¢:
Ny % Np — N -5

Para probar (1), consideremos en Spec(H%(A)) una familia de cerrados {W; }ics

tal que W = U;efW;. Segiin lo expuesto en 9.3.6, por ser H’(A) un anillo
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noetheriano podemos tomar para cada cerrado W; C Spec(H"(4)) un complejo
de Koszul K; sobre A tal que suppy(K;) = W;. Ademaés, por la propiedad
autodual de los complejos de Koszul, el complejo dual K = RHom% (K, A)
es también un complejo perfecto tal que supp4(K,') = W;. Por el lema 8.3.13

Loca(M) = Loca({K;}icr) = Loca({ K, }icr).
El resultado enunciado en (1) se sigue de la cadena de equivalencias:
MYN=0—= K;®4N=0, Viel
— K/ Q4L N=0,Viel
<= RHom%(K;,N) =0, Vie I
<= RHom% (M, N) = 0. O
Corolario 9.3.8. Sea f: A — B un morfismo sobreyectivo de DG-dlgebras en

DGAS? y p: N1 — Ny un homomorfismo en D(A). Entonces equivalen

(a) el homomorfismo f*¢ es un isomorfismo en D(B);

(b) el homomorfismo Lf*p es un isomorfismo en D(B).

Demostracion. Obsérvese que supp 4(f«B) es un cerrado de Spec(H’(A)) dado
por el ideal a = ker(H°(f)). Sea M = f.B y, como en (1) de la proposiciéon

anterior, N denotara el vértice de un triangulo en D(A) con base ¢,
Ny 2 Np — N 5.

Probar el resultado de enunciado equivale a demostrar que f*N = 0 si, y s6lo
si, f*N = 0, para cualquier N € D(A). Que esta equivalencia se verifica es
consecuencia inmediata del apartado (1) de la proposicion anterior. En efecto,
se tiene el resultado por la siguiente cadena de equivalencias
f*N=0<= f.f*N =0<+= RHom%(f.B,N) =0

— fLB@4 N =0

— fi(B@Lf'N)=0

< f«(Lf*N)=0<«=Lf*N =0,
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equivalencias dadas por el caracter conservativo de f,, el isomorfismo de ad-

juncién f, = f*, la propiedad 9.3.7 y la férmula de proyeccion. O

De los enunciados anteriores se deducen los siguientes resultados que utili-
zaremos recurrentemente a lo largo del resto del capitulo.

Lema 9.3.9. Consideremos en DGASY el diagrama de cuadrados cocartesianos

de dlgebras cuyos morfismos verticales u, v y w son planos

A B’ C’

Sigo f: A— C es un morfismo cohomoldgicamente finito entonces, para todo
M € DT (A), el homomorfismo

g/XQbQ(M)I glxv*fX(M) — g/xflxu*(M)
es un isomorfismo en D(C”).

Demostracion. Si gf es cohomoldgicamente finito, g también ha de serlo. En-

tonces, por el teorema 9.2.7, los homomorfismos

$oo(M): w™(gf)* (M) — (¢'f") u" (M),
¢o(N): w'g™ (N) — g™ v"(N)

son isomorfismos en DT (C’), para cualesquiera M € DT(A) y N € DT(B).
Como consecuencia del lema 9.2.3, utilizando los isomorfismos de pseudofun-
torialidad de la asignacion (—)*, podemos escribir ¢(O@) (M) como la compo-
sicion:
* ~ * ¢ fx *
w*(gf) (M) == w*g” f* (M) = g*v* f* (M)
TE08 g fur (M) 5 (g ) (M)

yalser oo (M) y ¢o f* (M) isomorfismos, se deduce que g'* ¢, (M) es también

un isomorfismo. O
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Proposicién 9.3.10. Sean f: A — B y g: B — C morfismos en DGASY
tales que g es un sobreyectivo, f es plano y gf es cohomoldgicamente finito.

Entonces los homomorfismos
(1) Lg*(f)(M): Lg* f* (M) — Lg* (M), y
(2) gB(F)(M): g* F* (M) - g* f(M)

son isomorfismos para todo M € D*(A).

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama en DGACSnO, donde O y &

son cuadrados cocartesianos
f g
A B C

RV

B-".BosB > Beo,sBegC 2> C

Anélogamente al caso de 71 y 79, los morfismos p; y ps denotan las proyecciones
canoénicas. Aqui el morfismo §: B®4 B®p C — B ®p C = C corresponde
al homomorfismo 6 ®p id¢ siendo 6: By — B el morfismo multiplicacién. Es
sencillo comprobar que gé = dp;. Por la pseudofuntorialidad ps* se deduce que
g*6* y 6*p; son canénicamente isomorfos.

Por otro lado, puesto que g es cohomoldgicamente finito, ¢¢(IN) es un
isomorfismo para cualquier N € DV (B), y el lema anterior garantiza que
Py o (M) también es un isomorfismo para cada M € D" (A). La composi-
cion

g T (M) =5 7 pi s (M) ———= §*pia [ (M) = g 6 w1 (M),

es precisamente ¢*0*¢o (M), que es un isomorfismo, luego el corolario 9.3.8

garantiza que

Lg*L6* b
e

Lg* f* (M) — Lg*Lé*ms f* (M) Lg"Lo*my f*(M) — Lg* f'(M)

es también un isomorfismo, lo que prueba (1). Ademas, puesto que g es sobre-
yectivo, aplicando de nuevo el corolario 9.3.8 a este ultimo morfismo se deduce

que (2) es un isomorfismo. O
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9.4. Imagen inversa excepcional y cambio de base

En (9.2.1.2) definfamos la transformacion cambio de base asociada al pseu-
dofuntor (—)*, transformacion que utilizaremos ahora para establecer el cam-
bio de base para la imagen inversa excepcional.

9.4.1. Consideremos un cuadrado cocartesiano de morfismos planos en DGAS?:

A1,
u o v
C — D

g

Haciendo uso de las proyecciones y multiplicaciones candnicas, es posible ex-

pandir ¢ al siguiente diagrama de cuadrados cocartesianos

T

A1, B BosB > B
u O vl Q@ lp Jv (9411)
C D D&cD —— D

/
g 7'('1

La transformacion natural cambio de base, asociada al diagrama <, para la

mmagen inversa excepcional, que denotaremos
x pl 1 %
Op:v"f — gu”,
es la definida mediante la composicién

* X px
| ps*mi f
v =0t Lt —————— L pt S
L6/*¢®f*
|. l*ﬂ_/1>< U*f*

L5’*7r/1>< pS*
Pk IX ok ook Lok

Lo™m g™ u* = gu”,

donde el primer y tercer morfismo son los isomorfismos dados por el isomorfis-

mo de pseudofuntorialidad ps*.
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Notacion 9.4.2. Dado < un diagrama del tipo

nos referiremos a los subdiagramas determinados por cada una de las caras
utilizando la notaciéon <, para la cara superior, G4 para la cara inferior, &g
para la de la izquierda, &, para la de la derecha, <¢ para la cara frontal y <y

para la cara del fondo.

Teorema 9.4.3 (Imégenes inversas y cambio de base). Consideremos en

DGACSn0 un cuadrado cocartesiano con todos sus morfismos planos

At .p

ul@lv

c—92.,.D
Entonces la transformacion natural
O0o: v f — g'u*,

entre los funtores v*f': DT (A) — DT(D) y g'u*: DT(A) = DT (D) es un iso-
morfismo. Ademds, la transformacion ¢ es compatible con la transformacion

cambio de base del pseudofuntor (—)*, es decir, el diagrama

’U*fX L} gxu*
v*w(ﬁj Mg)u* (9.4.3.1)
’U*f' L’ glu*

es conmutativo.
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Demostracion. Comenzaremos demostrando la conmutatividad del diagrama
(9.4.3.1), para ello, con la notacion establecida en (9.4.1.1), consideremos el

diagrama conmutativo

B ™ B®B g B
S =
A f B P v
l s (9.4.3.2)
u bl D®c D g D

y 77’/’
C g D

Utilizaremos este diagrama para reescribir la definicién del morfismo cambio
de base establecida en 9.4.1 en términos de la transformacién natural cambio
de base ¢. Denotando por < el cubo de la izquierda, la cara $f es precisamente
el diagrama < del enunciado, y la cara <y es el cuadrado © en (9.4.1.1).

Con los morfismos del diagrama (9.4.3.2) en mente, se construye el siguiente
diagrama de funtores y transformaciones naturales a partir de las transforma-

ciones involucradas en el diagrama (9.4.3.1):

v*ps* fX v*Lé* o, |
vt VL T f ¢ VL v* f!

1 \

,I * % £ X X \‘

! ps*ms f ps*my f* \

1 \

1 \

! L6 p*do ‘
! I% % % £ X u Ik %, X Lk !
; R R ;
I I
1 I
| |

Gor | Lo ps*f* L™ o, f* 100,

| i
| I
! 1% 1%k £ X Ik Xk L !
' Lo myrv* f Lé™m " v* f i
| I
1 1
1 1
\\ Lé/*ﬂ.é* ¢Of ps* L§/*7rl1>< l’

\ 1

v v
X % Ik 1% Xk Ik Xk ok [
U L(S T nw — L6 s u u

g ps*gxu* 2 g |-5’*¢<>du* 1 g g

(9.4.3.3)
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La comprobacion de que (9.4.3.1) es un diagrama conmutativo es conse-
cuencia de que lo son cada uno de los subdiagramas en (9.4.3.3). Son trivial-
mente conmutativos los diagramas correspondientes a los rectangulos laterales.
El rectangulo de la izquierda es conmutativo por el isomorfismo de pseudofun-
torialidad ps* y el de la derecha por la definicién de la transformacion 6, a
partir de la transformacion ¢¢, (véase 9.4.1, siendo &1 = $y Op = ©). Por la
naturalidad de la pseudofuntorialidad ps* también es conmutativo el cuadrado
central superior. Por dltimo la conmutatividad del cuadrado inferior central
es consecuencia de la compatibilidad de la transformacién cambio de base ¢
con la concatenacion de los cuadrados cocartesianos (lema 9.2.3), sin mas que
tener en cuenta que concatenado verticalmente los diagramas de élgebras dife-
renciales graduadas Oz y Oq4 se obtiene el mismo diagrama que concatenando
Ouy b

Para demostrar que, para cualquier médulo diferencial graduado M €
DT (A), el homomorfismo O¢(M): v* f (M) — g'u*(M) es un isomorfismo en
D" (D), centrémonos en la parte de atras del diagrama (9.4.3.2), es decir, en

el diagrama

B m BB g B

<>b P

!
T

D

DocD —% D

Puesto que la composicion dm; es la identidad, en particular es un morfismo
cohomoloégicamente finito, y podemos aplicar el lema 9.3.9 para deducir que
8" ¢y (N) es un isomorfismo en DT (D) para cualquier N € DT (B). Ademas
como ¢’ es sobreyectivo, por el corolario 9.3.8, " ¢o, (N) también es un isomor-
fismo en D™ (D). Haciendo uso de que el morfismo f es plano, dado M € DT (A)
se tiene que N = f*M € D™ (B). De la conmutatividad del subdiagrama la-
teral derecho del diagrama (9.4.3.3) concluimos que el homomorfismo natural

¢ (M) es un isomorfismo para cualquier M € DT (A). O
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9.5. El pseudofuntor imagen inversa excepcional

9.5.1. Dados A i> B L5 C morfismos componibles en DGA§107 consideremos
el diagrama de cuadrados cocartesianos

A ! B g C

ng' & lpz Q lqg (9511)
C —"—CwaB C®aC c
a
descomposicién del diagrama
A==l ¢

o e

c-2,c0,0 2 C

donde q1, g2, p1 y p2 son la proyecciones indicadas por los subindices.

Supongamos que f y g, y por tanto ¢gf son planos. Entonces entre los
funtores (gf)': DY(A) — DT(C) y ¢'f': DT(A) — D1(C) se define la
transformacién natural

p(f,9): (9f) — g'f,

resultado de la siguiente composicion

Lé*ps* (gf)*

(gf)" = L6* ¢ (gf)" L&* g pi (g.f)"
LTI | sl (g f)* (9.5.1.2)
ORI | et (g ) (9.5.1.3)
Lo*q'oy" !

— L8P}

L5*9_1f! % gl
o Lé*qg‘g!f! ps*g’ f g!f!
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Proposicion 9.5.2. La transformacion natural p(f,g), definida entre los fun-
tores (gf)': DT(A) — DT(C) y ¢'f': DT(A) — DT (C), es un isomorfismo.

Demostracion. Como vemos en la definicion extendida de p, sblo hace falta
probar que las transformaciones (9.5.1.2) y (9.5.1.3) determinan isomorfismos
para cualquier N € DT (A).

Para la primera transformacion, nétese que dgp; = id¢ en particular dq es
un morfismo sobreyectivo; por la proposicion 9.3.10 (2), para el DG-modulo

M = (gf)*N € D*(C) el homomorfismo (8)*p} M 2P (50)*ph M es

via ¥ (p1)

. . | .
un isomorfismo, es decir §*¢*p; M 0*q*p; M es un isomorfismo.

Por otro lado § también es un morfismo sobreyectivo, y consecuentemente el
corolario 9.3.8 garantiza que Lé*¢™ p;' M w L&*q* ph M es también
un isomorfismo.

Para la segunda transformacion apliquemos el apartado (1) de la proposi-

Lo*
cién 9.3.10 a la transformacion Lé*g™ ——w(q—)% Lé*¢' para concluir que

L&*
L5*g* L 2D s L
es un isomorfismo en DT(C), siendo L := p! (gf)*N € DT(C @4 B). O
En el siguiente resultado comprobaremos que la transformacion p(—, —) es

compatible con la pseudofuntorialidad de (—)*.

Proposicion 9.5.3. Para cualquier par de morfismos planos A i> B C en
DGASY, el diagrama

cn

(gf)* Vs, g

w(g)j Y(9)e(f) (9.5.3.1)
f7
(gf)) —2L2 ., gty
es conmutativo.

Demostracion. Con la notacion del diagrama (9.5.1.1), consideremos la siguien-

te expansion del diagrama (9.5.3.1):
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(o) ps* g BV i
ps*(9/)* 1) ps*g* f* 2 ps*g* f*
Lo*g3(gf)* — TP | grgggx px —SIBVOIT | sepegpx  MIEIVD) et
L6 o f < (4) L@ (5) L)
Loo0)  (3) Lorgipyf* — VORI gt PV g g
L6* g% ¢o (6) L5*q' bes (7) L5*q'0
L3*ai (9/)" —romop LOT0Pi (9f) Lrviari e, L5*q'pi (9.)" TTonen” L&*q'p (9f)"
H
(9f)

Notese que la conmutatividad del borde exterior de este diagrama implica la
conmutatividad de (9.5.3.1), ya que la composiciéon de los morfismos de la co-
lumna de la izquierda es por definicion ¥ (g f) y la composicion de los morfismos
de la fila inferior con los inversos de los morfismos de la columna derecha es
p(f,g). Por tanto demostrar la conmutatividad de los subdiagramas (1)—(7) es

suficiente para comprobar la conmutatividad del diagrama del enunciado.

La conmutatividad de los cuadrados (1) y (2) se deriva de la pseudofunto-
rialidad ps*. El lema 9.2.3 garantiza que el cambio de base ¢ es compatible con
la concatenacion horizontal de cuadrados, y como consecuencia (3) es conmu-

tativo.
Los cuadrados (4) y (7) son conmutativos gracias a la compatibilidad de
los cambios de base 6 y ¢ como establece el teorema 9.4.3.

Por altimo, se deduce que el diagrama (5) es conmutativo como consecuen-
cia de la naturalidad de 6o y ¥(f), y anidlogamente la conmutatividad de (6)

se deduce de la naturalidad de las transformaciones ¢o y ¥(g). O
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Las siguientes dos proposiciones establecen para (—)! las propiedades ana-
logas a las establecidas en el lema 9.2.3 para el cambio de base del pseudofuntor
(—)*, es decir que el cambio de base 6 _, es compatible con la concatenacion
vertical y horizontal de cuadrados.

Proposicion 9.5.4. Consideremos en DGA§10 el diagrama conmutativo de

morfismos planos

~

A A’
ul <> lu/
B_9 ,.p (9.5.4.1)
UJ v Jv’
c
tales que los cuadrados  y O son cocartesianos. Entonces es conmutativo el
diagrama:
, °® ,
(,U/u/)*f h(’U'LL)*
ps*\ jps* (9542)
,Ul*u/*f! 1}/*00 v/*g!u* fou™ h!’U*U*

Demostracion. Despleguemos el diagrama (9.5.4.1) para obtener el siguiente

diagrama, en el que el borde exterior sigue siendo el cuadrado (g),

61

A—T T pg,A A
o o Y W y
B—Y% .p ™ ,peyB 2 .p
v 0 oo o o
c—r o L 0gc0 —B

Con la notacién de este diagrama en mente, es posible expandir el diagrama

(9.5.4.2) como se indica a continuacion:
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! ‘© .
(v'u’)*f' h(vu)*
|
(W'Y LS f* ps i S L ( " //)* x g Ls: ><( / /)*f* Lo 7 ps™ Ls: Xh*( )
v'u 17T 3 (V") ] —)'-5§¢ T 3ms (v'u')” ) 375 ¥ (vu
()
ps"7r1>< f* L5§7r§< ps*
X e * -
ps*my g*u Lo5dorg*u
VLS (@) VLS TS gt ut —————— Lo S gt ————— L& v g u
v ps* ] £ VL3 m) ps* 3) ps*m) g*u* Loy ps*u*
VLSS b fF . WLEE TS ps* .
VLS s LS f* 2 Loy gt ut Logmy h*v*u*
ps*my f*
v*u LS f* (4) (5)
! Voo v ghu* L M

El diagrama (1) corresponde a la definiciéon de la transformacion 0 ©)- El diagra-
ma (2) es conmutativo por el lema 9.2.3. Por las propiedades del isomorfismo
de pseudofuntorialidad ps* conmuta (3). Los diagramas (4) y (5) son conmu-

tativos por la definicién de las transformaciones ¢, y 6o respectivamente. [

Proposiciéon 9.5.5. Si en el diagrama conmutativo en DGACSHO

U O v Q w (9551)

los cuadrados & y O son cocartesianos con morfismos planos entonces el si-

guiente diagrama es conmutativo

9 Q %
w*(gf) = (¢'1")'u
w*p(f,9) p(f 9" u* (9.5.5.2)

0o f! "o
w*g!f! of g/!,v*f! 99 g/!f/!u*



156 Dualidad para DG-algebras

Demostracion. Del mismo modo que en la demostraciéon de la proposicién an-
terior, extendemos el diagrama de morfismos (9.5.5.1) anadiendo los cuadrados

cocartesianos formados con las composiciones gf y ¢ f'.

A / B g C 3
u C P C®sB a C®,4C

w l / l (9.5.5.3)

v

A I’ B g’ Vol & W
P !

C' 1 ol ®ar B’ q ol ®ar C'

Dejando a parte los morfismos § y &, el diagrama resulta de concatenar dos
cubos, nos referiremos al cubo situado a la izquierda con el simbolo < y al
situado a la derecha con el simbolo ¢. Utilizaremos para las caras de cada uno
de estos cubos la notacién introducida en 9.4.2. Noétese que la cara anterior del
diagrama, la concatenacion ($pCy), es precisamente el diagrama de morfismos
de algebras diferenciales graduadas del enunciado.

Como en la demostracion de la proposicion anterior procedemos descompo-
niendo las transformaciones del diagrama (9.5.5.2) basandonos en la conmuta-
tividad del diagrama (9.5.5.3). Construimos asi el diagrama de la pagina 157,
cuyo borde exterior coincide con (9.5.5.1), de modo que de la conmutatividad
de cada uno de sus subdiagramas se deduce el resultado enunciado.

El diagrama (1) corresponde a la definicion de la transformacion 6 para
el cuadrado (GpTyp), (8) es trivialmente conmutativo y (2) conmuta por el
lema 9.2.3. Los diagramas senalados con la etiqueta (3) conmutan por la pro-
posicién 9.4.3. La naturalidad de las transformaciones 0o, y 64, garantiza que
(4) es conmutativo, y la de ¢, v 6o, garantiza que lo es (7). La concatena-
cion vertical de cuadrados (g:) y (g‘;) comparten el mismo diagrama exterior,
y como consecuencia de la proposicion 9.5.4 se deduce que el diagrama (5) es
conmutativo. La conmutatividad de (6) se justifica de forma analoga utilizando

los diagramas (g?) y (g:)
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157

0
w*(gf)" E— (¢'f) ur
w*Ld*(gp1)* (9f)* ™ Lo"™(a'p1)* (¢'f")*u”
ps* (ap1) ™ (9f)* L8"* (q'py) X ps*
Ls"™*¢ (9f)”
L&™w"™ (qp1)* (9f)* E— Lo™(¢'py)*w*(g.f)"
L8/ w*psX (g f)" @) Ls"psX w™ (g)"
L5 ¢o,py (9f)* L8 q X doe (9f)*
Ld’*w/*qxpf(gf)* C:P1 L(S/*q/x'l)/*pf(gf)* < L5’*qlxp/1xw*(gf)*
L8 w™* ¥ (q)¢(p1)(9f)* L6 9 (q)v"* $(p1)(9f)*
(3) (3)
Ls"* 4 (g ) (p1)w* (9f)*
Lél*w/* [P * L§/* /!,U/* | * L(s/* " /!w* *
a9 — VP9 ¢"riw*(gf)
L(SI*TUI*(I!ggi (4) L(S/*(]!‘Ul*gg‘f Lé/*q/!plllps*
(5)
| ! ] ! 1
Ldl*w/*q.p;f. T L5’*q"v’*p§f' L5’*q"p'1' (g’f’)*u*
(P
L(S/*ps*f! '—5’*95;"*
Lé’*q”p.’*e
L&’ q”p'{v*f! 2 YOp L&' q/!p/g* f/!u*
L8 w05 £
La’*sgiv*f‘ (7) LJ’*G;:f”u*
(6)
L6’*w’*q§g’f’ L(S’*q'Q*g'!v*f! L3"" 45" g" 00, Lé/*qé*g/!f/!u*
ps*g' f! ps* g’ v f! ®) ps* g’
w*g!f! 00, ! gl!v*f! g"00, g/!f/!u*
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Por ultimo, probaremos la asociatividad de la transformacion p(—, —).

Proposicién 9.5.6 (Asociatividad). Para cualesquiera morfismos en DGAS?

planos y componibles A i) BLch D, el diagrama

fh
(hgf)! —241 pigp)!
p(fvhg){ |h!p(f,g) (9.5.6.1)
(hg)' s — by

es conmutativo.

Demostracion. Consideremos el diagrama de morfismos de élgebra diferencia-

les graduadas

!

A B g C h D

hgf{ & D2 v q2 L)

o — D®4 B g D®sC ¢ D®aD D

T
Con la notacion establecida en este diagrama es posible desarrollar el diagrama
del enunciado como se indica en el diagrama de la pagina 159. La conmutativi-
dad de (9.5.6.1) se deduce de la conmutatividad de cada uno de subdiagramas
del diagrama de la pagina 159.

Los subdiagramas (3) y (4) de este diagrama conmutan porque el cambio
de base 0 concatena horizontalmente (propiedad demostrada en la proposi-
cion 9.5.5). Los diagramas (1) y (5) son conmutativos por la naturalidad de las
transformaciones involucradas. Resta probar que el subdiagrama (1) también

es conmutativo.
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(hgf)' = Lo*my (hgf)*

L5* 4 (m1)(hgf)™
via 1, *g! -1
Lo} (hgf)* — s L5t (gpr) (hg f)* - Lot g3 (gf)’
via p(p1,tq) (1) via p(p1,9) Ls* o)~ (g )
Lo* (¢ 11 h * via p(q;t) L(S*t! [N} h * L&* *h! !
(tg)'pi(hgf) —————— api(hgf) m3h'(9f)
L5*(tq)!8<_>1
(2) (3)
L5*t!q!961
Ls* (tq)|p§ | via p(g,t) L(S*t'q'p; | L6* w3 p(£.9)
Ls*t'o(0)~Lf!
(4) * —1 1!
L(S*t!q;g!f! Ls™6(M)""g'f L5*7r>2kh!g!f!
Ls*o(OM) "L f! ’
Lo*ms (o)’ e Lo mshlg'f
via ps* (5) via ps*J'
(hg)'f' h'g'f!

p(g.h) f*

Obsérvese que el subdiagrama (1) de este diagrama resulta precisamente de
evaluar en M = (hgf)*N la cara inferior del diagrama en forma de cubo de la
pagina 160. La cara superior del cubo (9.5.6.2) conmuta como consecuencia de
la pseudofuntorialidad ps*, mientras que los diagramas correspondientes a las

caras verticales son conmutativos como consecuencia de la proposiciéon 9.5.3.
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La composicién hgf es un morfismo plano, por tanto dado N € DT (A) se
tiene que M = (hgf)*N € DT (D). Ademas los morfismos m1: D — D ®4 D
y §: B — C verifican las hipotesis de la proposicion 9.3.10, y en consecuencia
Lé*y(m1) M es un isomorfismo. Entonces de la conmutatividad del las caras
verticales y de la parte superior del cubo (9.5.6.2) se deduce la conmutatividad

de la cara inferior, y por ende la conmutatividad del subdiagrama (1).

Lé*ps™

Lo*my Lo*t™ (gp1)*
Lé*ps™ L6*t X ps™
L(S* X X
L6* g (m) L&* (tq)* p > n L6*t* g py
Lé" 4 (t)¢(ap1)
L&™ () (@) (p1)
Ls* ) —27 L5*t!(qp. )’
Ls*t'ps'
Lé" 4y (tq)¥(p1)
Ls*ps'
L(S* 1t
Lo (tq)'py atd Lo*t'q'p}
(9.5.6.2)

O]

Sea DGACSnO|fl la categoria cuyos objetos son los de DGACSn0 y cuyos morfis-
mos son los morfismos planos de algebras diferenciales graduadas:

Teorema 9.5.7. La asignacion

que hace corresponder a cada DG-dlgebra A la categoria DY (A) y a cada mor-
fismo f: A — B el funtor f': DT (A) — DV(B), es un pseudofuntor.

Demostracion. Las proposiciones 9.5.4, 9.5.5 y 9.5.6 muestran que la trans-
formaciéon (=)' junto con la transformacion p(—, —), introducida en la defini-

cion 9.5.1, es un pseudofuntor. ]
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9.6. Imagen inversa excepcional mediante complejos

dualizantes

Hemos comprobado que la asignacion (—)' para morfismos en DGASY es un
pseudofuntor. Dedicaremos esta altima secciéon a verificar que nuestra propues-
ta para de la definicién del funtor imagen inversa excepcional para morfismos
planos de DG-algebras coincide con la propuesta en [S1]| bajo la hipotesis adi-
cional de existencia de complejos dualizantes.

Notacion 9.6.1. Para evitar confusiones, escribiremos fI! para referirnos a la
definicion del funtor imagen inversa excepcional propuesta en [S1] y reservare-
mos la notacion f' para nuestra construccion (véase (9.3.0.1)).

Recordemos que un homomorfismo de anillos conmutativos f: A — B es
de tipo finito si B es finitamente generado como A-algebra, es decir, si B es
una A-algebra isomorfa a un cociente de un anillo de polinomios A[zq,...,z,],
para algin n € N. Un homomorfismo de anillos conmutativos f: A — B se
dice esencialmente de tipo finito si admite una factorizacion f = fy o fi,

f

A f1 C f2 B,

con f; un morfismo de tipo finito y fo el morfismo natural correspondiente a
la localizacion de C en un subconjunto multiplicativo.

Definicion 9.6.2. Sea K un anillo conmutativo y A una DG-algebra con-
mutativa sobre K. Diremos que A es cohomoldgicamente esencialmente de ti-
po finito sobre K si A es cohomolbgicamente noetheriana y la composicion

K — A — H(A) es un morfismo de anillos esencialmente de tipo finito.

<0 <0
eftf|K cn|K

cuyos objetos son las DG-4algebras conmutativas, cohomoldgicamente esencial-

Notacion 9.6.3. Denotaremos por DGA la subcategoria plena de DGA
mente de tipo finito sobre K, que ademas son planas sobre K.

Las hipotesis en [S1] son mas generales, alli el autor considera DG-élgebras
conmutativas, cohomoldgicamente esencialmente de tipo finito sobre K, que

son de «dimensiéon plana finita» sobre K. Su motivacién inicial era establecer
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el cambio de base para la imagen inversa excepcional a cuadrados cartesianos

de esquemas afines no necesariamente tor-independientes.

9.6.4. Sea A un algebra diferencial graduada y N € D(A) un DG-modulo.
Si N € D" (A) denotaremos infy(N) := inf{i € Z|H!(N) # 0}, en otro caso,
si N ¢ DT(A), escribiremos infy(N) = —oo. Si N € D (A) se denotara
supy(N) :=sup{i € Z | H(M) # 0}, si N ¢ D™ (A) se escribira infy(N) = oc.
Se dice que N tiene amplitud cohomoldgica finita si infy(N) = r y supy(N) =
s son enteros. Suele utilizarse la notacion DS"(A) (resp. D="(A)) para la
subcategoria plena de D(A) de los objetos tales que supy (V) < n (resp. tales
que infy(N) > n)

Diremos que un A-funtor covariante F': D(A) — D(B) es acotado superior-
mente (resp. acotado inferiormente) si existe un entero d tal que F(DS"(A)) C
D="*4(B) (resp. un entero r tal que F(D="(A)) ¢ D="""(B)); el A-funtor
F es un funtor acotado si lo es superior e inferiormente. Para un A-funtor
contravariante G: D(A) — D(B), se adopta la misma terminologia aplicada al
funtor covariante que determina G: D(A)°® — D(B).

En particular un moédulo diferencial graduado M € D(A) dice que tiene
dimension plana finita si M @Y —: D(A) — D(A) es un A-funtor acotado, y
se dice de dimension inyectiva finita si RHom$% (—, M): D(A) — D(A) es un

A-funtor acotado.

9.6.5 DG-moddulos dualizantes. Sea A una DG-algebra cohomologicamen-
te noetheriana. Un modulo diferencial graduado R € D2(A) es un DG-mddulo
dualizante sobre A si posee dimension inyectiva finita, y el morfismo canénico
A — RHom% (R, R) es un isomorfismo.

Si R es un DG-mo6dulo dualizante sobre A entonces para cada moédulo
M € D¢(A), el homomorfismo canénico M — RHom? (RHom% (M, R), R) es
un isomorfismo, de modo que R determina una anti-equivalencia de categorias
[Y2, Proposition 7.2]

Dg := RHomY(—, R): D(A) — Dy *(A)
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donde * representa cualquier condicién de acotacién +, —, o sin acotaciéon y
—x* es la condicién de acotacidon opuesta.

Consideraremos como en [S1] un contexto relativo. Fijemos un algebra base
K que sera un anillo conmutativo Gorenstein de dimensién de Krull finita. En
particular, bajo estas hipétesis, el propio anillo K es un K-médulo dualizan-
te. Nos centraremos en la subcategoria plena de la categoria DGACSH?IK Cuyos

objetos son las DG-algebras esencialmente de tipo finito y planas sobre K, la
<0
eftf|K-

morfismo estructural que denotaremos o: K — A.

Sea A una DG-algebra en DGAiSﬂK' Si R es un DG-moédulo dualizante

sobre A entonces R posee dimension plana finita sobre K [S1, Proposition 2.9].

subcategoria DGA SiAce DGAeSf,?fUK entonces A viene acompanada de su

Un DG-moédulo dualizante rigido sobre A relativo a K es un par (R, p)
formado por R un DG-mo6dulo dualizante sobre A junto con un isomorfismo
en D(A)

¢: R — RHom e (A, RRg R),

donde M K N := m{M ®ae 75N, para cualesquiera DG-modulos M, N €
D(A), siendo m;: A — Af los morfismos de proyeccion. Esta definicién de mo-
dulo dualizante rigido introducida en [S1, Definition 1.1], generaliza la nocién
en el caso de anillos establecida en [YZ, Definition 4.1|, y es clave para la
definicion de la imagen inversa excepcional en [S1].

Para cualquier DG-algebra o: K — A en DGAiSﬂK existe un complejo
dualizante rigido relativo a K, que denotaremos R, (véase [S1, Corollary 3.10]).

Comprobaremos primero, en la proposiciéon 9.6.8, que dada o0: K — A

una DG-algebra en DGAeSf?ﬂK, al aplicar el funtor o' al complejo dualizante

candénico del anillo base K resulta un complejo dualizante en la categoria de
llegada. Esta comprobaciéon hace uso del siguiente teorema demostrado por
Shaul, que generaliza el resultado previo para anillos conmutativos establecido

en [AILN, Theorem 4.1 (1)]. El teorema reza lo siguiente:

Teorema 9.6.6. [S1, Theorem 5.5] Sea K un anillo Gorenstein de dimension

de Krull finita y 0: K — A una DG-dlgebra en DGAffo'K. Si N € Df (A) y

M € D?(A) son tales que M tiene dimension plana finita sobre K entonces se
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tiene un isomorfismo canonico
RHomY%g, 4(A, M Kg N) = RHom? (RHom (M, R;), N). (9.6.6.1)

9.6.7. Sien el isomorfismo (9.6.6.1) sustituimos M por su dual RHom% (M, R,),
mediante el isomorfismo canénico M —— Dg_(Dgr, (M)) se obtiene la genera-
lizacion de la formula (4.1.2) de [AILN]:

RHomY_4(A4, RHom% (M, R,) Kg N) = RHom} (M, N) (9.6.7.1)

Proposicion 9.6.8. Sea K un anillo Gorenstein de dimension de Krull finita

yo: K — A el morfismo estructural de A € DGASSP?”K. Entonces el DG-maodulo

o'(K) es isomorfo al DG-mddulo dualizante rigido R, .

Demostracion. Aplicando el funtor o' a K, se tiene

o' (K) = Lo*7 Lo*(K) = A @} RHom? (A%, A @k K)

=~ A @4 RHomg(4,A)

Si sustituimos ahora M = A = N en la expresion 9.6.7.1 se obtiene el iso-
morfismo RHom g, 4(A, Ry K A) = A, que podemos introducir en el tltimo
término de la identificaciéon anterior para obtener el resultado buscado. En
efecto, o' (K) = R, mediante la composicion

0'(K) = A @4 RHomf (4, A)

~A ®hﬂe§ RHomp (A, RHomY, 4(4, Ry Xk A))

(1)
~ A @Y, 4 RHomY g 4(A®K A, Ry Kk A)

~ A ®Yg,4 (Ro Kk A)
= Lo* (7] R, ®IA§( 5 A)
@) * % L * ok 3) L

> L& r* R, @Y% LO*mA = R, @4 A = R,

donde (1) es el isomorfismo dado por la adjuncion @' 4 RHom, (2) el dado
por en caracter monoidal del funtor Lé*, y (3) por el isomorfismo de pseudo-

funtorialidad ps*. O
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Observacion 9.6.9. Este resultado se puede considerar como la traduccién a
DG-algebras de los establecidos en [AILN, Corollary 3.7] y en [ILN, §4.1.1].
Ambos proporcionan, en anillos conmutativos y esquemas noetherianos respec-
tivamente, una expresion para el complejo dualizante rigido; expresiéon que en

nuestro contexto corresponde a la identificacion
R, = A®Y%g, 4 RHom} (A, A).

9.6.10. Recordemos la definicién del funtor imagen inversa excepcional pro-
puesta en [S1]. El contexto en el que se trabaja es la categoria DGAGffjk, con K
un anillo noetheriano, Gorenstein y de dimensién de Krull finita. Como hemos
visto en la proposicion anterior, estas hipotesis garantizan la existencia de com-
plejos dualizantes relativos mas manejables, los DG-médulos o' (K) para cada
DG-algebrac: K — Aen DGAigﬂK. Si pérdida de generalidad, identificaremos
los complejos o'(K) y R,.

Dado un morfismo f: A — B en DGAggs|k, entre las K-dlgebras o: K — A

y 7: K — B, se define el funtor fI mediante la expresion

1 Df (A) — Df (B),
M +— Dg_ (B ®Y4 Dg,(M)) = Dg, f*Dg, (M)

siendo Dg, (—) := RHom%(—, R;) y Dg,(—) := RHom%(—, Ry).

Para comprobar que el funtor imagen inversa excepcional f' coincide con
f dada en [S1] demostramos el siguiente resultado (andlogo al formulado en
el contexto de esquemas en [L, Proposition 4.10.1]).

Teorema 9.6.11. Sea f: A — B un morfismo plano de DG-dlgebras en
DGAersx con morfismos estructurales o: K — A y 7: K — B. Entonces la

restriccion de f' a D/ (A) determina isomorfismos naturales
J'Dr, (M) =~ Dg, f*(M),

para M € D7 (A).
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Demostracion. Desarrollemos el lado izquierdo de la férmula. Por definicién,
si M € Dy (A) entonces Dg, (M) € DT (A). Por definicién se tiene

f'Dr, (M) = L&*7* f*Dg_ (M),
donde 0: A®gA — A corresponde al morfismo multiplicaciony 7: A - ARk A

a la primera proyeccion.

Aislemos primero el término 7* f*Dp_(M). Explicitamente,
7 f*Dg, (M) = RHom%(B, B @ RHom% (M, o' (K)));

como M pertenece a D7 (A), o' (K) pertenece a D (A), y f es un homomorfis-
mo plano podemos aplicar el lema 9.2.6 y concluir que este objeto es natural-
mente isomorfo a RHom$ (B, RHom% (M ®4 B, o' (K)®4 B)), luego aplicando

la adjuncién ®t 4 RHom obtenemos:

7 f*Dg, (M) = RHom$(BS, RHom% (B @4 M, B ®4 o' (K)))

B(
>~ RHom% (B ®@p (B®4 M), B®ao' (K))
=~ RHom%k(B ®4 M,RHom%(BG, B®4 o (K)))
>~ RHom$(f*(M), = f*o'(K))

Por tltimo, puesto que M € Dy (A) y f: A — B es un morfismo plano
entre DG-algebras no positivas, f*(M) = M ®4 B € Dy (B) y podemos apli-
car entonces [Y1, Theorem 12.10.14] y la pseudofuntorialidad de (—)' para

demostrar la existencia del isomorfismo anunciado:

f'Dgr, (M) = L&* 7> f*Dg, (M) = L§* RHom% (f* (M), 7 f*o' (K))
— B, RHom(f*(M), 7 f*0'(K))
= RHom}(f*(M), B ®f. 7 f*o'(K))

)
= RHom% (f*(M), L6*n* f*o' (K)).
= RHom3(f*(M), f'o'(K))
= RHom} (f*(M), (fo) (K))
= RHom} (f*(M), 7 (K)) = Dg, f*(M). O
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Corolario 9.6.12. Dado un morfismo plano de DG-dlgebras f: A — B en

DGAesif|x, se tiene un isomorfismo entre los funtores.
f':Df(4) — Df(B) y fU:Df(A) — Df(B)

Demostracion. Por el teorema anterior para cada M € D¢ (A) existe un iso-

morfismo natural

f'Dr, (M) = Dg, f*(M).

Entonces para cualquier médulo diferencial graduado IV € D;L (A), basta con-
siderar M = Dg,(N) € D; (A) y aplicar este isomorfismo para obtener el

isomorfismo
fYN) := Dp, f*Dg,(N) = f'(Dr,(Dr,(N))) = f/(N),

como querfamos demostrar. ]
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Conclusiones

En esta tesis, hemos estudiado problemas relativos a la estructura de las
categorias derivadas en dos contextos:

I. La categoria derivada de complejos de haces de médulos con cohomologia
cuasicoherente sobre un esquema concentrado.

II. La categoria derivada de moédulos diferenciales graduados sobre un al-
gebra diferencial graduada conmutativa verificando ciertas hipotesis de
finitud.

En el primer caso hemos introducido la condicién de esquema concentrado
generado por puntos. Es una condicién muy general que verifican en particular
todos los esquemas noetherianos. Esta hipotesis nos ha permitido extender la
clasificaciéon en el contexto noetheriano de los ®-ideales localizantes mediante
subconjuntos del conjunto de puntos del esquema de partida. Nuestra demos-
traciéon es mas directa y conceptual que la ya conocida en el caso noetheriano.

Hemos introducido la condicién de H-coideal para subcategorias coloca-
lizantes de la categoria derivada. Demostramos que estas subcategorias tam-
bién se clasifican por subconjuntos de puntos del esquema. Las subcategorias
colocalizantes H-coideales estan en correspondencia con las subcategorias lo-
calizantes ®-ideales mediante la relacion de ortogonalidad. Como sobre un
anillo noetheriano todas las categorias colocalizantes son H-coideales, nuestro
resultado extiende un resultado conocido de A. Neeman proporcionando un
argumento méas directo que el original.

En el contexto diferencial graduado, asociamos a un algebra diferencial gra-
duada conmutativa un esquema afin, el espectro de su anillo de cohomologia
0-ésima. Hemos clasificado las subcategorias localizantes y colocalizantes de la

169
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categoria derivada de modulos diferenciales graduados sobre un algebra dife-
rencial graduada de este tipo haciendo uso de la clasificacién sobre el esquema
affn asociado. Si el algebra diferencial graduada conmutativa es de amplitud
finita y el esquema afin asociado es un esquema generado por puntos entonces
las subcategorias localizantes de la categoria derivada del dlgebra diferencial
graduada estan determinadas por los subconjuntos de puntos del esquema afin
asociado. Demostramos que las subcategorias colocalizantes son las determi-
nadas por las subcategorias localizantes mediante la relacién de ortogonalidad.

Como consecuencia de la clasificacién de las categorias localizantes en el
contexto de las algebras diferenciales graduadas, hemos propuesto y estudiado
las propiedades de la construccion del funtor imagen inversa excepcional pa-
ra morfismos esencialmente de tipo finito de algebras diferenciales graduadas
siguiendo las ideas de la tesis de M. H. Khusiari. Demostramos que el funtor
imagen inversa excepcional construido verifica la propiedad de cambio de ba-
se y define un pseudofuntor sobre la categoria cuyos objetos son las algebras
diferenciales graduadas conmutativas cohomolégicamente noetherianas y con
morfismos planos esencialmente de tipo finito. Probamos que nuestra construc-
cion define un pseudofuntor que verifica el cambio de base y que coincide con
un funtor imagen inversa excepcional definido por L. Shaul en el caso en que las
algebras diferenciales graduadas involucradas poseen un complejo dualizante.

Los resultados de clasificacién en el contexto de esquemas estan recogidos
en el preprint [AJLol|. La clasificacién de subcategorias localizantes y colo-
calizantes en el contexto se algebras diferenciales graduadas forma parte del
trabajo [AJLo2].
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CAMPUS

UNIVERSIDADE CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL

DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

El funtor imagen inversa excepcional es un elemento clave de la dualidad de
Grothendieck. Para morfismos planos entre esquemas noetherianos, puede ser
expresado como composicion de adjuntos del funtor derivado de la imagen directa de
morfismos candnicamente determinados por el morfismo de partida. Esta expresion
hace uso de la clasificacion de las subcategorias localizantes de categorias derivadas
de esquemas noetherianos. Abordamos en este trabajo, bajo hipétesis muy generales,
la clasificacion de las subcategorias (co)localizantes en categorias derivadas que
surgen de modo natural en geometria algebraica y algebra conmutativa derivada.
Como aplicacion, en el contexto del dlgebra conmutativa derivada construimos el
funtor imagen inversa excepcional para morfismos planos de DG-algebras y
estudiamos sus propiedades.
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