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Resumo

O ntimero de voltas que realiza unha curva pechada ao redor dun punto é un concepto topold-
xico con interesantes aplicaciéns en diversos campos das matematicas. Neste traballo definiremos
formalmente esta idea partindo de cofiecementos elementais de topoloxia. Relacionarémolo con
outros conceptos topoléxicos importantes como son o grao dunha aplicacién ou o Grupo Funda-
mental, e estudaremos algunhas das stias destacadas aplicaciéns, tanto dentro da propia topoloxia

como noutras ramas das matematicas.

Abstract

The winding number, or the number of times a loop winds around a point, is a topological
notion that has interesting applications in diverse mathematical fields. In this paper we will give a
formal definition of this idea that builds upon fundamental topological concepts. We will explore
the interrelationships between this concept and other significant topological notions, such as the
degree of a map or the Fundamental Group, and we will examine some of its applications, not

only in topology, but also in other mathematical fields.

IX






Introducion

A topoloxia é unha das ramas matematicas mais novas. Xorde a mediados do século XIX, ao
procurar responder és necesidades da analise, e comeza a formar unha entidade especifica dentro
das matematicas a finais do mesmo século. A partir do ano 1930, o seu desenvolvemento prodticese
a un ritmo acelerado. As stias ideas penetraron en case todos os campos das matemaéticas: alxebra,
xeometria, calculo, etc. Por este motivo, é considerada unha rama fundamental das matematicas,

que ademais conta con interesantes aplicaciéns a outras ciencias.

Un concepto interesante dentro da topoloxia é o do ntimero de voltas, o cal nos permite medir
o namero de veces que un punto en movemento realiza unha volta completa ao redor dun punto
fixo. Considérase un dos invariantes mais basicos, e desempenia tamén un papel fundamental en
analise complexa, presentdndose de modo inevitable en teoremas de destacada importancia. En
particular, é esencial para probar o teorema dos residuos de Cauchy, que representa a culminaciéon

da integraciéon complexa.

2

Porén, as stias ramificaciéns non se limitan 4 analise complexa, xa que este concepto nos
permite demostrar algins dos teoremas clasicos da topoloxia, como son o Teorema de punto fixo
de Brouwer, o Teorema de Borsuk-Ulam ou o Teorema da curva de Jordan. Ademais de atoparse
na base da topoloxia, estes teoremas tenen tamén importantes aplicaciéons a outras ramas das
matematicas. O teorema de Brouwer, por exemplo, é imprescindible para demostrar a existencia

de equilibrios de Nash, de suma importancia en Teoria de Xogos.

O numero de voltas é tamén a clave para poder definir conceptos intuitivos como a distincién
entre dentro e fora dunha curva pechada no plano. Ademais, é a partir deste concepto que

podemos obter unha demostracion sinxela do Teorema Fundamental da Alxebra.

Temos asi que, a pesar de partir dunha idea simple, o estudo do niimero de voltas duha curva
pechada ao redor dun punto pode ser sumamente interesante, ademais de contar cunha gran

cantidade de aplicaciéns a outras ramas das matematicas.

O obxectivo deste traballo sera polo tanto o estudo deste concepto e das stias diversas apli-

cacions. No primeiro capitulo, partindo da idea intuitiva de que debe representar o niimero de
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Introducién

voltas e empregando nociéns béasicas de topoloxia, daremos unha definicién formal do concepto.
Posteriormente, estudaremos algunhas das stas propiedades mais destacadas e analizaremos a
sta relacion co Grupo Fundamental, que a miudo é considerado unha xeneralizacion da idea
do numero de voltas. No segundo capitulo, trasladarémonos ao plano complexo para estudar o
concepto de indice, que como veremos, coincide co ntiimero de voltas. Isto permitiranos conecer
novas propiedades que seran de interese nos seguintes capitulos. Na terceira parte deste traballo
definiremos o grao dunha aplicacion, que esté estreitamente relacionado co nimero de voltas.
Para isto, precisaremos cofiecer nociéns basicas de topoloxia alxébrica. No cuarto capitulo estu-
daremos a propiedade de punto fixo de Brouwer, que conta con multitude de aplicaciéns tanto
en mateméticas como en fisica ou bioloxia, e nos permitira, no ultimo capitulo, demostrar o xa
mencionado Teorema de Nash. Finalmente, a modo de conclusién, estudaremos algunhas das

maéis interesantes aplicaciéns dos conceptos aprendidos ao longo deste traballo.



Capitulo 1
O ntmero de voltas en Topoloxia

Neste primeiro capitulo, definiremos o nimero de voltas dunha curva pechada ao redor dun
punto a partir de nocions de topoloxia elemental, tendo como referencia principal [2]. Seguidamen-

te, estudaremos as stias propiedades de interese e enunciaremos algiins resultados importantes.

1.1. Primeiros conceptos e definiciéon

Antes de comezar, compre recordar as seguintes definicions:

Definicién 1.1. Unha curva ou camino nun plano P é unha aplicaciéon continua ¢: [a,b] C R —
P, na que podemos considerar cada t € [a,b] como un instante de tempo e a correspondente
imaxe, ¢(t) € P, como a localizacion no instante ¢ dun punto que se move. Deste xeito, podese

considerar unha curva como a traxectoria dun punto moébil.

Definiciéon 1.2. Unha curva pechada é unha curva que comeza e remata no mesmo punto:

p(a) = ¢(b).

Agora, dada unha curva pechada ¢: [a,b] C R — P e un punto y € P que non pertenza 4
imaxe da curva, podemos definir intuitivamente o nimero de voltas de ¢ ao redor de y como
o numero de veces que a curva ¢ realiza unha volta completa ao redor de y. Como a curva é

pechada, ¢(a) = ¢(b), este nimero seré enteiro.

De xeito maéis preciso, designando por L; a semirrecta de orixe y que pasa por ¢(t), temos
que cando ¢ varia de a a b, o punto (t) percorre a curva mentres a semirrecta L; xira sobre
o punto y un numero enteiro de veces (L, = Lj). O namero de voltas que realice durante o
seu movemento esta semirrecta sobre y serd o ntimero de voltas da curva pechada ¢ ao redor

do punto y e denotarémolo por W (¢, y). Por convenio, asignaselle o signo positivo &s rotacions
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percorridas en sentido contrario és agullas do reloxo e o signo negativo as rotaciéns no mesmo

sentido que as agullas do reloxo.

@)
Lt
@)

Figura 1.1: Circunferencia percorrida en sentido Figura 1.2: Curva pechada que realiza duas vol-

positivo con y un punto exterior. tas en sentido positivo ao redor do punto y.

Exemplo 1.3. Na figura mostrase a circunferencia considerada como unha curva pechada,
percorrida en sentido positivo. Podemos observar que, para un punto exterior y, a semirrecta L,
xira ao redor deste punto, varrendo o segmento delimitado polas semirectas de orixe y tanxentes
& circunferencia, sen chegar a realizar unha volta completa. Polo tanto, temos que o ntimero de

voltas da curva ao redor de y neste caso sera 0.

Exemplo 1.4. A figura é unha curva pechada que realiza duas voltas en sentido positivo
ao redor do punto y. Podemos observar que este ntimero non varia ao seleccionar outro punto
da mesma rexién acotada na que esté y. E razoable esperar, polo tanto, que o niimero de voltas

sexa constante en cada componente conexa de P\ ¢([a,b]).

Para definir formalmente o nimero de voltas, traballaremos previamente cun concepto maéis
xeral que é o dngulo barrido por unha curva ao redor dun punto y. En primeiro lugar, conside-
raremos unha clase de curvas especiais que nos permitirdn definir este concepto directamente e

sen ambigiiidade, para despois poder xeneralizalo a calquera tipo de curva.

Definiciéon 1.5. Unha curva ¢: [a,b] C R — P dise que é corta relativa ao punto y ¢ ¢([a,b])

se existe unha semirrecta L de orixe y que non corta & curva.

Cando t varia de a a b, ¢(t) varia de p(a) a ¢(b) ao longo da curva, e a semirrecta L; xira de
Ly a Ly. Sexa <tLqLy, o d4ngulo de rotacion, por ser ¢ unha curva corta, este &ngulo non inclie &

semirrecta L.

Definiciéon 1.6. Definimos o dngulo barrido por unha curva ¢: [a,b] — P, corta relativa ao
punto y ¢ ¢([a, b]), con respecto a este punto como a medida en radians de <L, Ly, considerando

como signo positivo os angulos con sentido contrario as agullas do reloxo. Denotarémolo por

A(p,y).
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Figura 1.3: Curva corta relativa ao punto y percorrida en sentido positivo.

Exemplo 1.7. Podemos observar, na figura como esta definicién nos prepara para poder
cancelar movementos positivos e negativos. Neste caso, a recta L; comeza xirando en sentido
positivo e deseguida anula este movemento xirando no sentido contrario ata volver 4 posiciéon
inicial L,. Deste xeito, podemos calcular manualmente o dngulo barrido como se indicou na

definicion [L6} A(p,y) = <LqLy = 290° = F.

A funciéon A(g,y) ten unha propiedade denominada aditividade en ¢ que sera fundamental
para estender a definiciéon de 4ngulo barrido a calquera tipo de curva. Sexan a,b,c € R, a < b < c,
e ¢1: [a,b] = P e pa: [b,c] = P daas curvas verificando que a stia union, ¢: [a,c] — P, sexa
corta relativa a y. E evidente que @1 e @9 son tamén cortas relativas a y e que o angulo barrido

por ¢ verifica que A(p,y) = <LoLe = <LoLp + <LyLe = Ap1,y) + A2, ).

Para definir A(p,y) nunha curva calquera, estudaremos primeiro como descomponer unha

curva ¢ nunha xustaposiciéon ou produto de curvas cortas.

Definiciéon 1.8. Sexa ¢: [a,b] — P unha curva. Unha particion P de ¢ é unha descomposicion
de ¢ en produto finito de curvas. Consta, en primeiro lugar, dunha sucesién crecente de ntimeros
que comezan en ¢ e rematan en b: a =ty < t1 < ... < tjp—1 < t,, = b, e, en segundo lugar,
dunha sucesion de curvas @1, @2, ..., ©m, onde ¢; designa a restricion de ¢ ao intervalo [¢;_1, ],

coni € {1,2,...,m}.

Definiciéon 1.9. Diremos que unha particion de ¢ é suficientemente fina para un punto y ¢

©(la, b]) se cada unha das partes ¢; é corta con relacion a y.

Sexa ¢: [a,b] — P unha curva e P unha particion de ¢ suficientemente fina para y ¢
©([a, b]). Temos que cada un dos A(y;,y) esta definido e a stia suma designase por: A(P,y) =
>t A(pi, y). Veremos a continuacion como este valor ¢ independiente da eleccion de P e nos

permite definir A(p,y) nunha curva calquera.
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Proposicion 1.10. Se ¢ € unha curva calquera e y un punto que non pertence a @, existe unha

particion suficientemente fina para y.

Demostracion. Dado p = ¢(t) un punto calquera da curva, tomamos a circunferencia de centro
p e raio d(p,y). Calquera parte da curva no interior desta circunferencia é corta relativa a y,
xa que non corta & semirrecta L de orixe y que é continuacion do segmento py (ver figura .
Tomando agora ¢; = d(p,y), pola continuidade de ¢ en t temos que existe un d; > 0 tal que
o(t") € B(p,et) para cada t' € B(t,d;). En consecuencia, para cada intervalo I’ C B(t,d;), a

curva | serd corta relativa a y.

Figura 1.4

Posto que [a, b] é compacto e os entornos B(t,d;) forman un recubrimento de [a, b], podemos
extraer un subrecubrimento finito {Bj, Bs, ..., Bx} do intervalo. Sexa S o conxunto de todos os
puntos extremos dos intervalos abertos By, Bo, ..., Bj.. Denotemos por § a metade da menor das
distancias d(s,t), con s,t € S, s # t, e tomemos unha particion calquera P de [a, b] por intervalos
de lonxitude méaxima J. Queremos ver que P é suficientemente fina para y. Para comprobar isto,

é suficiente demostrar que cada subintervalo I’ de P esta contido nalgtn dos By, Bo, ..., By.

Dado que a lonxitude de I’ é como méaximo ¢, I’ contén ao sumo un punto de S que chama-
remos ¢, ou ben ningun. Neste ultimo caso, como I’ esta cuberto por {By, Ba, ..., Bx}, tomamos
calquera B; que corte a I’ e temos que I’ C B;, xa que o intervalo I’ non contén ningtin punto
extremo do intervalo aberto B;. No primeiro caso, tomamos calquera B; que contena a c e temos
de novo que I’ non contén ningiin punto extremo de B; e, polo tanto, I’ C B;. Concluimos asi

que a particiéon P é suficientemente fina para y. O

Proposicion 1.11. Se P e P' son dias particions de ¢ suficientemente finas para y, resulta que
A(P,y) = AP y).

Demostracion. Sexan P e P' dias particions de ¢, con P’ < P, é dicir, os puntos {to,t1, ..., tm}
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da particion P estan contidos nos de P’. Entén cada subintervalo de P’ estara contido nun
subintervalo de P. Asi, se P é suficientemente fina, tamén o serda P’. Ademais, podemos tomar
os puntos de P’ que non pertencen a P e engadilos un a un nunha sucesion de refinamentos
P=P1>Py>..>P, =7

Para ver que P’ < P, con P suficientemente fina, implica A(P,y) = A(P,y), basta ver que
dada unha particiéon P; suficientemente fina de ¢ e unha particiéon P; 1 obtida de P introducindo
un novo punto, A(P;,y) = A(P;11,y). Habendo tales particions, temos que o punto engadido
divide un subintervalo Ij, en dous subintervalos I’ e I"”. Pola aditividade da funcion A(y,v),
podemos afirmar que A(p|r,y) + A(e|rr,y) = A(elr,,y). Finalmente, sumando a ambos lados
da igualdade os termos A(¢|s,,y), para todo j # k, chegamos ao resultado A(P;,y) = A(Pit1,y).

Sexan agora P1 e P dilas particions calquera suficientemente finas para y. A unién dos puntos
de P; e de Py forma unha nova particiéon Ps. E evidente que P3 < P1 e P3 < Pg; e, polo resultado
do caso anterior, temos que A(P1,y) = A(Ps,y) e A(P2,y) = A(P3,y). Concluimos polo tanto
que A(Py,y) = A(P2,y). O

Definicion 1.12. Sexa ¢: [a,b] — P unha curva e P unha particién de ¢ suficientemente fina
para y ¢ ¢([a,b]). Definimos o dngulo barrido por ¢ con respecto a y como o valor de A(P,y).

Denotase A(p,y).

Veremos a continuacién un modo de calcular o angulo barrido por unha curva de xeito que
se reduzan significativamente os célculos necesarios. Para isto, tomamos unha circunferencia C
de centro y e raio 1. Dada unha particion suficientemente fina da curva ¢ para y, de puntos
{to,t1,...,tm}, designamos por p; o punto de interseccion de C' coa semirrecta de orixe y que
pasa por ¢(t;). Tomamos agora un punto ¢ de C' distinto de pg, p1, ..., Pm, ¢ denotamos por 6
o angulo determinado polo arco orientado de pg a p,, que non contén a g. Podemos enunciar o

seguinte teorema:

Teorema 1.13. Represente r o numero de arcos p;_1p; que contenien q de orientacion positiva,

e sexa s o numero de arcos p;_1p; que contenen q de orientacion negativa. Logo,

A(p,y) =0+ 27n(r — s).

Demostracion. En primeiro lugar, recordemos que

m

Alp,y) =Y Alwiry).
i=1
Designemos agora por g, 01, ... , 0, os d&ngulos determinados polos arcos orientados positivamente
de ¢ aos puntos pg,pi, ..., Pm, respectivamente. Cada valor 6; estd comprendido entre 0 e 27.

Expresaremos cada A(yi,y), que é a medida angular do arco p;_1p;, en termos de 6;_; e 6;.
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Consideremos primeiro un ¢ tal que o arco p;_1p; non conteila gq. Segundo a nosa definicion
de angulo barrido por unha curva corta, A(y;,y) = <L;—1L; = 0; — 0;—1 (ver figura[1.5).

(&

(a) Cando o arco ten orientacion positiva. (b) Cando o arco ten orientacién negativa.

Figura 1.5: Tlustracién do céalculo do dngulo barrido polo arco p;—1p;, que non contén a ¢, nos

dous casos posibles.

Consideremos a continuacién un ¢ tal que o arco p;_1p; estea orientado positivamente e
contena a ¢, como na figura Sumando os angulos determinados polos arcos p;—1q e qp;,
obtemos

Alpi,y) =6; + (2m —0;—1) = 0; — 0;—1 + 2.

‘ ‘

Figura 1.6 Figura 1.7

Por ultimo, consideremos un ¢ tal que o arco p;_1p; estea orientado negativamente e contena

a ¢, como na figura Sumando os angulos determinados polos arcos p;_1q e gp;, obtemos

A(goz-,y) = _Hi—l — (271' — 91) = 91 — 9i_1 — 2.
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Os tres casos anteriores esgotan todas as posibilidades. Se sumamos todos os A(p;,y), con i =
1,2,...,m, cada termo terd un #; — 6;_1, r dos termos terdn un +27 e s dos termos, un —27.

Polo tanto,
A(pisy) = O — Op—1) + (Ot — Oro) + - + (01 — Op) + 27r — 27s
=0y — 6y + 27(r — s).
Finalmente, como 6,, — 6y = 6, temos que A(p;,y) =60 + 27 (r — s). O

Exemplo 1.14. Calculemos o angulo barrido pola curva ¢ da figura[l.8|seguindo os dous métodos

coniecidos, e vexamos que os valores coinciden.

Figura 1.8
En primeiro lugar, consideremos a stia particiéon en curvas cortas i, ..., @4, definidas nos
intervalos [to,t1], ..., [t3, 4], respectivamente. Podemos calcular os angulos barridos por estas

curvas seguindo a definicion dada en[I.6] como se indica na figura [I.9] e obtemos:

Alpry) = —3025° = — o,

A(p2,y) = —215,0° = —gw,

Alpy,y) = ~48.7° =~

Apa,y) = +343,1° = +%m
Finalmente, sumando estes valores o resultado sera: A(p,y) = —%W.

Por outra banda, se aplicamos a férmula proporcionada polo teorema anterior, calculando 6

como se indica na ﬁguram temos que A(p,y) = 0+27n(r—s) = %ﬂ—i— 2r(1-2) = —%ﬂ'.
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Figura 1.9: Ilustracion do célculo, en graos, dos angulos A(p1,v), A(v2,vy), A(ps,y) € A(p4,y).

+136.9°

Figura 1.10: Ilustraciéon do calculo, en graos, do dngulo 6.

Corolario 1.15. Se ¢ € unha curva pechada, resulta A(p,y) = 2n(r —s).

Demostracion. E evidente. O

Definiciéon 1.16. O nidmero de voltas dunha curva pechada ¢: [a,b] — P ao redor dun punto
y € P\ ¢([a,b]) vén dado por: W(p,y) = A(p,y)/2mr =1 —s.

Exemplo 1.17. Seguindo esta definicion, calculemos o ntimero de voltas da curva ¢ ao redor

do punto y da seguinte figura:
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Figura 1.11

Tomando unha recta como se mostra na imaxe, calculamos r como o nimero de arcos que

a intersecan de orientacién positiva e s os de orientacién negativa. Como r = s = 1, temos que

W(p,y) =0.

Exemplo 1.18. Do mesmo modo, podemos calcular W (p,y) en:

Figura 1.12

Neste caso, resulta claro que r =2 e s = 0, polo que W (p,y) = 2.

A partir desta definicion, resulta evidente que o nuimero de voltas é un enteiro. Vexamos

agora outras propiedades de A(p,y) e W(y,y):

1. Se ¢ & unha curva constante, enton A(p,y) = W(p,y) = 0. A comprobaciéon ¢ inmediata,
xa que como ¢([a,b]) é un punto, temos que ¢ ¢ unha curva corta e p(a) = ¢(b). Polo
tanto, A(p,y) = <LaLpy =0e W(p,y) = A(p,y)/27 = 0.

2. A(p,y) é aditivaen ¢. Isto &, dados a < b < ce ¢: [a,c] = P, con o1 = @ljg3 € 2 = ©|p.q,
enton A(p,y) = A(e1,y) + A(p2,y). Ademais, no caso de que p(a) = ¢(b) = ¢(c), teremos
que ¢, @1 e @y seran curvas pechadas, e W(p,y) = W(p1,y) + W(p2,y).

Para comprobar que isto é certo, tomemos P, e Py particions suficientemente finas de

1 e o, respectivamente. Logo, a unién dos vértices de ambas daranos unha particiéon
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suficientemente fina P de ¢. Dado que os termos da suma A(P,y) son os mesmos que 0s
da suma A(P1,y) + A(P2,y), é evidente que A(P,y) = A(P1,y) + A(P2,y), demostrando

asi a primeira relacion.

No caso de que @, 1 e @9 sexan curvas pechadas, cada termo da igualdade anterior serd
un multiplo enteiro de 27. Aplicando a definicion de W (¢p,y), obtemos a aditividade do

ntimero de voltas en .

1.2. Invarianza do niimero de voltas

Nesta nova seccién probaremos que o nimero de voltas dunha curva ao redor dun punto non
muda se a curva ou o punto varfan dunha forma continua. Isto é, o valor mantense invariable

por homotopias de curvas e é constante nos puntos dunha mesma rexién conexa por caminos.
Para isto, recordamos:

Definiciéon 1.19. Duas curvas ¢, ¢1: [a,b] — P dinse homdtopas, ¢y =~ ¢1, se existe unha
aplicacion continua ®: [a, b] x [0,1] — P tal que, para todo t € [a,b], ®(t,0) = @o(t) e ®(t,1) =
©1(t). No caso de que ¢q e ¢1 sexan pechadas, ® debera verificar, ademais, que ®(a,7) = ®(b, 7)

para todo 7 € [0, 1]. Esta aplicacion ® dise que é unha homotopia entre @g e 5.

Dada unha homotopia ® definida deste xeito, temos que as aplicacions ¢, : [a,b] — P definidas
por ¢-(t) = ®(¢,7) seran continuas e, polo tanto, {¢- | 7 € [0,1]} sera unha familia de curvas
definidas en [a, b].

Teorema 1.20. Sexa ®: Q — P unha homotopia de g a 1 como curvas pechadas e sexa y un
punto que non pertence a ®(Q). O numero de voltas W (p,,y) € constante cando T varia de 0 a

1. En particular, W(wo,y) = W(‘Ph?/)'

]

~
>

P(a)=@(b)

Figura 1.13

Demostracion. Definimos f: [0,1] — Z, con f(1) = W (pr,y).
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Sexa a € [0, 1]. E sufuciente demostrar a constancia de f nas proximidades de «, é dicir, que
existe un entorno N, de « tal que f(7) = f(«) V7 € N,. Unha vez probado isto, teremos que,
como f é constante en N, f serd continua neste entorno e, polo tanto, en a. Como, ademais, o
valor de « foi escollido arbitrariamente, isto implica a continuidade de f en [0,1]. Finalmente,

como cada valor de f é enteiro, concliese que f é constante.

Tomamos unha particiéon P de ¢, suficientemente fina para y. Isto é, tal que cada unha das
partes ¢q(Ig), con Iy = [ti—1,tk] € to,t1,...,ty 0s vértices de P, é corta con relacion a y. Para
cada subintervalo Ij existe unha semirrecta de orixe y, Lj, que non corta . (Ig). Sexa Dy o
segmento de recta en Q dende (t;_1, ) ata (tx, ), vexamos que existe un rectangulo E}j, con
Dy, C Eg, tal que ®(Ey) N Ly = 0.

i ' '
N N O
o Eiemuae. .__ (] 5
P
a tic1 t« b
Figura 1.14

Denotemos agora Vj, = ® (P \ Lg). Como ® é continua e P\ L; un aberto en P, temos
que Vi é aberto en Q. Ademais, de ®(Dy) = @ (Ix) C P\ Lg, deducimos que Dy C Vi, xa que
Dy, € @ Y(®(Dy)) C V. Polo tanto, para cada p € Dy, podemos tomar un entorno circular
N(p) C Vi. Designemos agora por M (p) o interior do maior cadrado en N(p) cuxos lados son
paralelos aos eixos (¢, 7). A coleccion destes {M(p)}pep, forma un recubrimento de Dj. Como
Dy, é compacto, este recubrimento contén un subrecubrimento finito My, Mo, ..., M,,. Designemos
por 0 a metade do lado do menor destes cadrados, e por Ej, o rectangulo en (¢,7) tal que t € I,

e | —al <o

Pola eleccion de 6, dediicese que By C M1 UMoU---UM,, C V. Asi, temos un rectangulo Fy,
con Dy C Ey, tal que ®(Ey) C (V) = ®(®~H(P\ L)) C P\ Lg. Polo tanto, ®(Ey) N Ly = 0.

Isto significa que ¢, (I) C ®(Ex) C P\ Ly para cada 7 € B(«, dx). Supoiiendo a construcion
feita para cada un dos intervalos Iy, con k € {1,2,...,m}, tomamos 6 = min{dy,d2,...,0n} €
N’ = B(a,0). Deste modo, se 7 € N', temos que ¢, () C P\ Ly Yk € {1,2,...,m}. Probamos

asi que para cada 7 € N’, P ¢ suficientemente fina para ..

Agora, empregando o método do computo do ntmero de voltas visto en queremos atopar

outro entorno N C N’ no que cada paso do calculo permaneza constante. Para isto, tomamos C,
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a circunferencia de centro y e raio 1, e g: P\ {y} — C, a proxeccién radial de centro y sobre C.
Temos que go®: Q — C e goy,: [a,b] — C son continuas por ser composicion de continuas. De-

notemos p(7) = g o p,(tx) e Ax(7) = “arco de C dende py_1(7) ata pi(7) que non corta a Ly”.

Tomamos un ¢ € C distinto de po(«), ..., pm (). Para cada k£ € {1,...,m}, tomamos un
entorno Uy, de pi(«) en C que non contena a ¢ e non corte a Lj nin a Li_1. Enton, Uy, é un
arco corto de C' que contén a pi(«). Dado que g o ® é continua, Uy ¢ un entorno de pg(a) e
go ®(t, a) = pr(), séguese que existe un entorno Ny, de «v en [0, 1] tal que g o ®(t, 7) = pr(7)
pertence a Uy para todo 7 € Nj. Designemos por N o menor dos entornos N, Ny, Na, ..., Np,.
Temos que 7 € N implica que pg(7) € Uy Yk € {1,...,m} (Obsérvese que p,,(T) = po(7), xa que
cada ¢, € unha curva pechada). En particular, como ¢ non pertence a ningin dos Uy, temos que

sera distinto de po(7), ... , Pm—1(7).

Para rematar, veremos que para calquera 7 € N e t € {1,...,m}, os arcos Ax(7) e Ai(a)

tefien a mesma relacién con respecto de ¢, é dicir, a cantidade r — s sera igual para ¢, e @,.

Caso 1: Sexa k € {1,...,m} tal que Uy e Uy_; tefien un punto comtn. Temos que Uy_; U Uy é un
arco conexo e D = C'\ (Ux_1 UUy) é un arco conexo que corta a Ly, contén a ¢ e, para todo
7 € N, non contén nin a pi_1(7) nin a pg(7). Como D é conexo, esté totalmente contido
nun dos dous arcos de C de pi—1(7) a pr(7); un destes ¢ Ax(7) e o outro corta a L. Dado
que D corta a Ly, dedicese que D non corta a Ag(7). Como g € D, séguese que, para todo
T €N, q ¢ Ar(7). Neste caso, a relacion de Ai(7) a g é constante para todo 7 € N e, se

Ag(a) non contén a ¢, entén tampouco o contén Ag(7) para T € N.

Figura 1.15

Caso 2: Sexa k € {1,...,m} tal que Uy e Uy_1 non tefien puntos comins. Temos que C'\ (U1 UUy)
estd formado polos arcos D e E, sendo D o que corta a L. Co mesmo razoamento que
no caso anterior, deducimos que D non corta a Ag(7) para ningin 7 € N. Ademais, como
E non corta a Ly, todos os arcos Ag(7) contefien a E e estan analogamente orientados de

Uk—1 a Ug. Agora q ¢ Up_1 U Uy, polo tanto ¢ € DU E. Se ¢ € D, ningan dos arcos Ag(7),
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con 7 € N, contén a q. Se q € F, todos os Ax(7), 7 € N, contenen ¢ e estan analogamente

orientados. Asi, a relacion de Ag(7) a ¢ é constante cando 7 varia en N.

Ukt

Figura 1.16

Temos entéon demostrado que existe un entorno de a, N, = N, verificando que f(7) =
f(a) VT € N,. O

Teorema 1.21. Sexa ¢: [a,b] — P unha curva pechada. Representen yo e y1 dous puntos de P
que non pertenzan d curva e que se poidan unir mediante un camino ¥: [0,1] — P que non corta

a . Temos enton igualdade no nimero de voltas: W (p,y0) = W(p,y1).

Demostracion. Para cada t € [a,b] e T € [0, 1], definimos ®(¢,7) como o extremo do vector que
comeza en ¢(t) e é paralelo e da mesma lonxitude que o vector de orixe 1(7) e extremo 7. Deste
modo, para un 7 fixado, temos que a curva @, (t) = ®(¢,7) é obtida por unha traslacion paralela

da curva .

Figura 1.17

Da constancia do namero de voltas por homotopia, dedicese que W(po,y0) = W(pr, y0).

Ademais, o par (¢r, yo) € congruente co par (g, (7)) respecto 4 traslacion do plano representada
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polo vector con orixe 1(7) e extremo y. Dado que o nimero de voltas queda invariable para
unha congruencia, temos que W (yr,v0) = W(po,%(7)). Finalmente, combinando estas duias

igualdades temos que W (pg,y0) = W (o, ¥ (7)), para todo 7 € [0, 1], polo que concluimos que
W(g,y0) = Wip,y1). O

Empregando agora os resultados e conceptos coniecidos, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1.22. Sexa f: D — P unha representacion dun disco no plano, C o contorno de D
ey un punto do plano que non pertence a f(C). Se o nimero de voltas de f|c respecto de y €

distinto de 0, resulta que y € f(D); é dicir, 3z € D tal que f(x) =y.

Demostracion. Sexa y € P tal que y ¢ f(D). Sexa ¢g: [0,1] — C a representacion estandar
da curva C como curva pechada. Sexa ® a homotopia que contrae ¢y ata o centro z de D,
O(t,7) = (1 — 7)po(t) + 7z. Temos que f o ® é unha homotopia de f(y¢) na curva pechada
constante f(z). Dado que f o ®([0,1]?) C f(D), resulta que y ¢ f o ®([0,1]?). Xa vimos que
W(fowo,y) =W(fop1,y). Como fop; = f(z) é unha curva constante, W(f op1,y) = 0. Polo
tanto, W(f o g,y) = 0.

Temos asi que se y ¢ f(D) = W(fopg,y) = 0. E dicir, W(fopg,y) #0 = y e f(D). O

1.3. O ntmero de voltas e o Grupo Fundamental

Nesta seccion, empregaremos as referencias [1] e [3] para relacionar o namero de voltas co

Grupo Fundamental. En primeiro lugar, recordaremos algunhas definicions relevantes.

Definiciéon 1.23. Sexan X un espazo topoloxico e zp € X un punto. Diremos que o par (X, z)

é un espazo topoloxico con punto distinguido, ou espazo punteado, e xy é o seu punto base.

Definicién 1.24. Dado un espazo punteado (X, xg), definimos un lazo en (X, x), ou un lazo en
X con punto base xp, como unha aplicacion continua a: [0, 1] — X verificando a(0) = a(1) = xo.

O conxunto dos lazos en (X, zg) denotase por Q(X, zp).

Definiciéon 1.25. O grupo Q(X,zg)/ ~, coa multiplicaciéon de clases de homotopia de caminos,
denominase grupo fundamental do espazo punteado (X, xg), ou grupo fundamental de X en x,

e dendtase 1 (X, xp).

Cada elemento de 71 (X, z¢) serd unha clase de homotopia de lazos. En particular, o grupo
fundamental do plano sen un punto P ten un elemento para cada enteiro n, que se corresponde

coa clase de homotopia formada polos lazos con nimero de voltas n ao redor de P ([3]).
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Na seccién anterior, demostramos que o niimero de voltas ao redor dun punto é invariante
por homotopias. Veremos agora como, de feito, dous lazos en R? \ P son hométopos se e s6 se

tenen o mesmo nimero de voltas ao redor de P.

En primeiro lugar, tomemos unhas coordenadas polares en R? \ P centradas en P. Definimos
p: [0,00) x R — R?\ P como:

p(r,0) = P+ (rcosf,rsenf).

Definicién 1.26. Dado un lazo ¢ con punto base a e @ € p~!(a), diremos que unha curva
@:[0,1] = [0,00) x R, con ¢(0) = a e p(p(t)) = ¢(t) Vt, serd un levantamento de ¢ con punto

base a.

Agora, podemos reescribir a definicién do niamero de voltas ao redor de P como:

1

W(p, P) = 5-(0((1)) — 6(2(0))), (1.1)

onde 6: [0,00) x R — R ¢é a proxeccion 4 segunda coordenada. Esta definicién non depende da

eleccion do punto @ nin do levantamento @, e este sempre existe e é tinico para cada a € p~'(a)
(D).

Para concluir esta seccién veremos algins resultados de interese, mais primeiro definiremos

0s seguintes conceptos:

Definiciéon 1.27. Duas curvas gg, p1: [0,1] — X cos mesmos puntos extremos son homdtopas
con puntos extremos, po =~ 1, se existe unha funcion continua H: [0, 1] x [0, 1] — X verificando

que:

H(t,0) = go(t) Vit € [0,1]

H(t,1) = p1(t) Vt € [0,1]
= H(0,7) = o(0) Vr € [0,1]

» H(1,7) = po(1) V7 € [0, 1].

A aplicacion H serd unha homotopia conservando puntos extremos de ¢g a ¢1. No caso de dous

lazos homotopos con puntos extremos, diremos que son homdtopos con punto base e denotarémolo

por @o ~ P1-

Definicién 1.28. Dado un espazo topoloxico X e unha aplicaciéon sobrexectiva p: X — X,
diremos que p é un recubrimento e que X é un espazo de recubrimento de X se, para cada
x € X, existe unha vecifianza U de z tal que p~(U) é a unién disxunta de abertos homeomorfos

a U a través de p. A vecinanza U denominase vecinianza elemental do recubrimento.
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Observacion 1.29. Temos entén que un recubrimento seréd localmente un homeomorfismo, ainda

que non necesariamente de xeito global.

Exemplo 1.30. A aplicacion p: R — S! definida por p(t) = (cos 2nt, sen 27t) é un recubrimento
de S'. De feito, é a aplicacion cociente da circunferencia como espazo cociente da recta real coa
relacion

a~bsa—bel.

Figura 1.18: Representacion do recubrimento anterior, mostrando R con forma helicoidal sobre
St.

Observacion 1.31. Dada unha aplicacién f: X — Y e un recubrimento de Y p: ¥ — Y, unha

funcion f: X — Y sera un levantamento de f se se verifica que f =po f (D).

Lema 1.32 (Levantamento de homotopias). Sexan g, ¢1: [0,1] = X didas curvas con po(0) =
©1(0) = a epo(1) = ©1(1) = b. Sexanp: X — X un recubrimento de X e a € p~'(a). Suporiamos
que g e 1 son homdtopas a través dunha homotopia H. Enton, existe un unico levantamento
H:[0,1] x [0,1] = X de H que comece en a.

Observacion 1.33. Este resultado serd necesario para probar o seguinte teorema, mais a sia
demostraciéon non seré incluida neste traballo. Se o lector o considera de interese, pode consultala
en [T].

Teorema 1.34. Dous lazos g, p1: [0,1] — R%\ P son homdtopos con punto base se e s6 se o

seu numero de voltas ao redor de P coincide:

wo ~ 1 < W(po, P) =W(p1,P).
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En particular, se W (@, P) = n, enton ¢ € homdtopo ao lazo oy (t) = P + (cos 2nzt,sen 2nmt).

Demostracion. Probaremos cada implicaciéon por separado.

En primeiro lugar, se os lazos son homoétopos con punto base b, podemos aplicar o Lema
e temos que, para cada be p~1(b), os seus levantamentos con punto base b serdn tamén

homotopos. Polo tanto, remataran no mesmo punto e W(pg, P) = W (1, P).

Agora, no caso de que W(pg, P) = W(p1, P), tomamos levantamentos @y e ¢1 dos lazos ¢
e @1 con punto base b e p~1(b). Asi, ambos levantamentos rematan no mesmo punto e, polo
tanto, seran curvas en [0,00) X R con puntos extremos comuns. Como [0,00) x R é convexo, @
e ¢1 seran homoétopas por algunha homotopia H: [0,1] x [0,1] — [0,00) x R. Finalmente, ¢ e

1 serdn homotopas a través de H = po H. O

Corolario 1.35. Dada o, a curva p,(t) = (cos2nzt,sen 2n7t), cada lazo ¢ en R?\ {(0,0)} con

punto base (1,0) serd homdtopo a un unico lazo ¢y,

Demostracion. E consecuencia inmediata do teorema anterior. O

Definicién 1.36. Diremos que dous lazos g, 1 : [0, 1] — X son homdtopos como lazos se existe
unha homotopia H: [0,1] x [0,1] — X tal que H(0,7) = H(1,7) V7. De ser asi, diremos que

cada curva @, definida por ¢, (t) = H(t,7) sera un lazo.

Corolario 1.37. Dous lazos ¢g,p1: [0,1] — R%\ {0} serdn homdtopos como lazos se e sé se
W(go,0) = W(e1,0).

Demostracion. Para probar a primeira implicacion, suponiamos que ¢q e @1 son homdtopos por
unha homotopia H. Sexa H: [0,1] x [0,1] — [0, 00) x R un levantamento de H. Como H é unha
homotopia de lazos, p(H(0,7)) = p(H(1,7)) Y7 € [0,1]. Polo tanto, 8(H (1, 7)) — 8(H (0, 7)) sera
un multiplo de 27 para todo 7. Como ademais 8(H (1, 7)) — 8(H (0, 7)) é unha funcién continua

en 7, isto implica que (H (1, 7)) — O(H(0,7)) é constante. Asi:

0(H(1,0)) —6(H(0,0)) = 0(H(1,1)) — 6(H(0,1))
e, pola definicién do nimero de voltas estudada nesta secciéon:

W (p0,0) = W(ep1,0).

Para demostrar a segunda implicacion, tomemos n = W (pg,0) = W (p1,0). Sexan @g e P1

levantamentos de ¢g e 1, respectivamente. Sexa

H(t,7) = 7¢1(t) + (1 = 7)@0(t)-
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Como 0(H(1,7)) — O(H(0,7)) = 27n V7 € [0,1], temos que p(H(0,7)) = p(H(1,7)) V7 e,

finalmente, H = p o H sera unha homotopia de lazos de o a 1. 0

Por dltimo, veremos unha nova propiedade do niimero de voltas que serd empregada no
terceiro capitulo deste traballo. Para demostrala, empregaremos a definicion do ntimero de voltas
dada na Ecuacion [L11

Lema 1.38. Sexan @1 e o diias curvas pechadas en R\ {P} e sexa p(t) = p1(t)- @2(t). Temos
enton que
W(p, P) = W(p1, P) + W(p2, P).

Demostracion. Sexan ¢1 un levantamento calquera de @1, e sexa @Yo un levantamento de 9
verificando que ¢2(0) = ¢;1(1). Podemos garantir a existencia de ¢ en virtude do Lema

Deste modo:

W (1, P) + W (g2, P) = %(9 0(41(0))) + %(9(@(1)) —0(42(0)))
= - (661(1)) ~ 6(51(0)) + 8((1)) — 0(2(0))
- %(9 —0(1(0)) + 0(52(1)) — 01 (1))
= - (6((1) ~ 05 0)))
W (e, P).

Esta ultima igualdade é consecuencia de que 1 -2 € un levantamento de @1 -2, que (4,51 -gﬁg) (0) =
$1(0) e que (1 - ¢2)(1) = G2(1). O



Capitulo 2
O ntmero de voltas no plano complexo

Neste novo capitulo consideraremos o plano complexo C, que podemos identificar co plano
euclidiano R?, e estudaremos o concepto de indice dun punto respecto dun camifio pechado, que
se correspondera coa definicién xa vista de namero de voltas. Seguiremos as referencias [1], [3],
18] e [9].

2.1. A funciéon indice

En primeiro lugar, queremos conecer a funcién indice. Para isto, precisamos antes definir os

seguintes conceptos:

Definiciéon 2.1. Dado un caminio ¢: [a,b] C R — C, definimos a stia traza, que denotamos por

©*, como a sta imaxe en C, ¢([a, b]).

Definicién 2.2. Sexan ¢;: [a,b) CR — C e p2: [¢,d] C R — C dous caminos. Diremos que son

equivalentes se existe unha aplicacion continua e estritamente crecente g: [a,b] C R — [c, d] tal
que Y2 09 = Y1.

Definiciéon 2.3. Dado un camino ¢: [a,b] C R — C, definimos o seu camino oposto, ¢, como
o camino ¢~ : t € [=b,—a] = ¢~ (t) = ¢(—t) € C.

Definicién 2.4. Dada unha curva ¢ en C, diremos que esta é reqular a cachos se é continuamente
diferenciable a cachos, é dicir, se existe unha particion de [a, b], a = tg < t] < ... < ty—1 <ty = b,

tal que @; € CY([t;_1,t;]) para todo i € {1,2,...,m}.

Definiciéon 2.5. Definimos a lonzitude dunha curva regular a cachos ¢: [a,b] C R — C, que

denotamos por long(y), como:

b
tong(ip) = [ |¢/(0) .
19
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Definicién 2.6. Sexa ¢: [a,b] C R — C unha curva regular a cachos e f unha funcién continua

na traza de . Definimos a integral de f ao longo da curva o, que denotamos por f@ f, como:

/@f - /ab<foso>so’-

Compre mencionar algunhas das propiedades de interese da integral dunha funcion f ao longo

dun camino ¢, como son:

= Se 1 € g son equivalentes, enton: fm f= fm f.
- f(p* f == fgp f

J, f(z)dz| < sup{|f(2)|; 2 € ¢ Hong(yp).

A continuacién, veremos unha nova definicién para o concepto xa conecido de numero de voltas:

Definicién 2.7. Dados un camifio pechado ¢ e un punto z € C\¢*, definimos o 7ndice do punto

z respecto a ¢, que denotamos por Ind,(z), como:

211 w— 2z

1 1
Indy,(2) / dw.
o)

Observacion 2.8. Podese comprobar que o resultado de facer esta operaciéon coincide co de dividir
entre 27 a diferenza dos argumentos en ¢(b) —z e ¢(a)—z ([§]). Coniecendo entén a interpretacion
xeométrica do argumento, é claro que a definicién anterior coincide con W (¢, z). Polo tanto, as

propiedades que estudemos da funcion indice seran propiedades de W (¢, 2).

2.2. Propiedades

Agora que conecemos outro modo de calcular o nimero de voltas, estudaremos algunhas das

propiedades desta funcion.

Proposiciéon 2.9. Sexa ¢ un camino pechado. A funcion Ind,: z € C\¢* — %fw w; dw

verifica:

» E continua en C\p*.
» Toma valores enteiros.

= E constante en cada comporniente conexa de C\@*.
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Demostracion. En primeiro lugar, vexamos que Ind, é continua en C\y*. Para isto, fixemos un

20 € C\p* e tomemos 0 < r = d(zp, ¢*). Temos asi que, para calquera z € C\p™*:

1 zZ— 20
Ind —Ind = — d
| n 90(2) n SD(ZO)| I /go (w—z)(w—zo) w
1 _
< s—long(p) — i Z9| ,
2 mingeeps (W — 2| Mingep |w — 29

. ’ Z—r20 .
€, Como mlnw@p* w—ZzZp|=Te mlnw@p* ”LU — Z’ — 7, concluimos que

[Indy(z) — Indy(z0)] === 0.

Para demostrar agora que se verifica a segunda propiedade, parametricemos o camifio como
@:t € [a,b] = (t) = 2o+ r(t)e?®) € C, para un zy € C\p* calquera. Como é pechado, temos
que r(a) = r(b) e, pola periodicidade da exponencial, 8(b) = 6(a)+2mk, con k € Z. Para finalizar,

apliquemos a definicién de indice e a de integral dunha funcién ao longo dun camino:

1o (@)e®® 4 r(t)if)! (t)e?®

I = — . t
ndgo(ZO) omi J, T(t)eze(t) d
1 o) 1 b
=— dt +— [ 0'(t)dt
omi J, (1) +2m'/al ®)
= (s () —logr(@) + o= [ S0y
= o OBV S\ T or |
1
o (0(0) — 0(a) = €
A ultima propiedade dedtcese directamente das dias anteriores. O

Observacion 2.10. A proba desta demostracion foi realizada imitando argumentos empregados

na materia de Variable Complexa.
Para rematar esta seccion, estudaremos unha interesante calidade da funcién indice que sera

empregada nos seguintes capitulos:

Proposiciéon 2.11. Sexan a, 3: [0,1] — C2\ P curvas pechadas tales que |a(t) — B(t)] < |a(t) —
PVt € [0,1]. Enton Ind,(P) = Indg(P).

Observacion 2.12. Para interpretar xeometricamente esta proposicion, é habitual empregar a
seguinte lectura informal: Se unha persoa (que percorreria o camino «) leva un can (camino f3)
atado cunha correa de lonxitude menor que a distancia da persoa a unha determinada arbore

(P), enton a persoa e o can dardn o mesmo numero de voltas ao redor desta arbore.

Demostracion. Definimos unha homotopia H de « en 3 por:

H(t,7)=(1—7)a(t) + 76(1).
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Esta homotopia leva o a 8 por segmentos de recta de a(t) en 5(t). Como ademais |a(t) — B(t)| <

|a(t)— P| Vt € [0,1], H sera unha homotopia de curvas pechadas en C2\ P. Aplicando o Corolario
concluimos que Ind,(P) = Indg(P). O



Capitulo 3
O ntmero de voltas e o grao

Procedemos agora a definir o grao dunha aplicacién continua e relacionalo co que xa coifie-
cemos como indice, basedndonos nas referencias [I], [3], [5], [6] e [7]. Isto permitiranos enunciar

algins resultados de interese para o ultimo capitulo.

En primeiro lugar, debemos familiarizarnos con algiins conceptos basicos de homoloxia sin-

gular que serédn necesarios para esta parte.

3.1. Homoloxia singular

Definicién 3.1. Definimos o n-simplex estindar, A™ C R**!, como:

n

A" = {(zg,...,zn) ER" 2y > 0Vi € {1,...,n}, le =1}.
=0

Os puntos v1(1,0,...,0), v2 = (0,1,0,...,0), v3 = (0, ...,0, 1) denominanse os vértices de A™.

(a) A° (b) A (c) A2

Figura 3.1: Representacion gréafica dos tres primeiros n-simplices estandar.

23
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Definicion 3.2. Dado un espazo topoldxico X, denominamos n-simplice singular a unha aplica-
ci6on continua de A™ en X. Denotaremos por S, (X) o conxunto de todos os n-simplices singulares
fi A" = X.

Observacion 3.3. Cando facelo non dea lugar a ambigiiidades, poderemos abreviar S, (X) por
Sh-

Para determinar agora o borde dun n-simplice, definimos as aplicacions d*: R® — R™*1, con
0 <1< n, como
d'(zo, .., Tp—1) = (T0y e, Xi—1,0,Tjy ., Tp—1).
Temos enton que d*(A™1) C A", polo que podemos restrinxir a aplicacion a d*|an—1: A" ™1 —
q y P que p P A

A™. Asi, definimos o borde de A" como:

(A" Ud (A U U dn (A,

De aqui séguese que, dado un n-simplice singular f: A" — X, componéndoo cas n + 1
aplicacions d’, obtemos n + 1 (n — 1)-simplices singulares f o d’: A"~! — X, que conformaran
o borde de f. O obxectivo serd agora definir un operador borde, que a partir dun simplice nos
devolva o borde do mesmo. Para isto, definimos C,(X) (ou Cj,) como o grupo abeliano libre en
Sp(X), é dicir, o conxunto das combinacions lineais de m-simplices singulares con coeficientes
enteiros. Os elementos de C,, son da forma

> mje;,

jeJ
con ¢; € Sy, mj € Z e J un conxunto finito de indices, e denominanse n-cadeas singulares. A
fronteira dun n-simplice singular f sera a (n — 1)-cadea singular

n

onlf) = _(-1)'fod"
=0
Extendendo isto aditivamente obtemos un homomorfismo ([6]) é,: C,, — Cy—1, a0 que denomi-

naremos operador borde singular.

Observacion 3.4. Tanto as aplicacions d;: R” — R™! como os homomorfismos d,,: Cp, = Cp—1

estan definidas para n > 1. Para n = 0, consideraremos dy: C,, — 0 ([5]).
Vexamos agora unha propiedade importante deste operador:
Lema 3.5. Para cada n > 1, a composicion
0n 0 0ny1: Cny1 — Cpq

da lugar ao homomosfismo nulo.
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Demostracion. Estudemos primeiro a composicion d’ o d/: A?~1 — A+l

d'od (1'0, ceey :L‘nfl) = dz(l'o, ,$j,1,0,$j, ,l’nfl)
(ZL‘(), ,$j,1,0,$j, vy Ti—2, 0,251, ... ,l’nfl) se 1 > j,
(J,‘(), ooy Lj—1, O,JUZ', ,CCj_l,O,l‘j, ,l’n_l) se 1 < j
Deducimos entén que
o dod~t sei>j,
dod =
ditlod sei<j.

Agora, pola definicién de Cj,41, como 6, e d,4+1 son aditivos, basta ver que d,, 0 dp+1(f) =0
para un (n + 1)-simplice singular f: A"t — X

n n+1 n n+l
5008 (f) = S (=17 [ ST(-1)i Od2> od =3 S (—1) i fo (d o))
j=0 i=0 j=0 i=0
n J n n+l
=Y DD e oed)+ 3 Y (-1 o (d od)
7=0 =0 7=01i=5+1
n J n n+l
— Z( )l+Jf od] _|_Z Z Z+]f dJ Odi—l)
7=0 =0 7=01i=5+1
n J n n+l
_ Z( )H-jf odj +Z Z ]+Zf dj—l)
7=0 =0 1=0 j=i+1
n J noJj
=3 D (D) fo(dod)+ Y > (1)t fo(d od)
j=0 =0 J=01i=0
no g
=> D (1) (fo(dod)— fo(dod)) =0
7=0 i=0
O
Definicién 3.6. Diremos que unha n-cadea singular ¢ € Cp,(X) é un n-ciclo se o,(c) = 0.

Denotaremos o conxunto dos n-ciclos de X por Z,(X) = ker d,,.

Observacion 3.7. No caso de n = 0, toda 0-cadea singular serd un 0-ciclo, polo que Zy(X) =

Co(X).

Definiciéon 3.8. Un n-borde é unha cadea d € Cp (X
cando que d = d,(e). O conxunto dos n-bordes de X sera denotado por By, (X) = Im dp41.

) para a cal existe un e € Cp41(X) verifi-

Observacion 3.9. Como as aplicacions 6, : C,, — Cp_1, con n > 0, son homomorfismos, é claro

que tanto Z,(X) como B, (X) seran subgrupos de C(X).
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Vistos xa estos conceptos, agora podemos definir:

Definicion 3.10. O n-ésimo grupo de homoloxia dun espazo topoldxico X é o grupo cociente

Zn(X)

Ha(X) =5 %y

Deste xeito, os elementos de H,,(X) seran clases de equivalencia de n-ciclos, pola relacion de
equivalencia

c~cd e c—d e B,(X),
con ¢, ¢ € Z,(X). Cando se verifique que ¢ ~ ¢, diremos que os ciclos son homdlogos.

Dende un punto de vista mais informal, os grupos de homoloxia poden ser interpretados
como un modo de ’contar buracos’ n-dimensionais. Deste xeito, a n-esfera S™ tera un buraco
n-dimensional (H,(S™) = Z) e ningtn m-dimensional (H,,(S") = 0) para m # n, agis para o
caso excepcional m = 0. No caso de m = 0, podemos considerar que Hy(X) nos proporciona

informacion acerca do ntimero de componentes conexas do espazo topoloxico X ([6]).

A continuacion, enunciaremos algunhas das propiedades dos grupos de homoloxia que seran

de interese tanto neste capitulo como no seguinte.

Teorema 3.11. Dados dous espazos topoloxicos X e Y, e unha aplicacion continua f: X — Y,

existe un homomorfismo inducido f.: Hy(X) — H,(Y) para cada n > 0 verificando:

w Se g: Y — Z € outra aplicacion continua, con Z un espazo topoldzico, enton (go f). =

Gx © [x.

v Seidx: X — X € a aplicacion identidade, enton idx,: Hp(X) — H,(X) é o homomor-

fismo identidade para cada n.
= Seh: X - Y € homdtopa a f, enton hy, = fi.

Observacion 3.12. Omitiremos a proba deste teorema por non ser necesaria para este traballo,

mais pode consultarse na referencia [6].

Corolario 3.13. Se X e Y son homotopicamente equivalentes, entén para cada n > 0, Hy(X)

e H,(Y) serdn grupos isomorfos.

Observacion 3.14. Recordamos que dous espazos topoloxicos X e Y dinse homotopicamente
equivalentes se existen dias aplicacions continuas f: X — Y e g: Y — X tales que go f é

homoétopa a idx e f o g é homotopa a idy .

Lema 3.15. Se X € un espazo formado por un unico punto, entén Hy(X) 2 Z e Hy(X) =0
para n > 0.



3.2. O grao dunha aplicaciéon 27

Demostracion. Para todo n > 0 existe un tinico n-simplice singular ¢, : A™ — X e, polo tanto
Cr(X) = {kpn; con k € Z}.

Ademais, para n > 0 temos que ¢, o d’ = ¢,_1, polo que

n n
n(pn) = Z(_l)i‘»@n od = Z(—ly%%l
=0 1=0
0 se n € impar,

Ypn—1 sen épar.

Por outra banda, xa sabemos que para n = 0 temos que dy(pg) = 0.

Do anterior, deducimos que

Cn(X) sen éimpar oun =0,

Zn(X) =
sen éparen > 0.
Ch(X) semn éimpar,
Bu(X) = n(X) P
0 se n é par.
Finalmente,
Z sen =020,
Hn(X) =
0 sen>0.

O

Observacion 3.16. A partir deste lema e do corolario anterior, ¢ inmediato que Ho(D") = Z e

Hi(D") =0 para k > 0.
Teorema 3.17. Sexa n un enteiro positivo. Verificase que

. Z seke{0,n},
Hp(S") =
0 noutro caso.

Observacion 3.18. A demostracion deste teorema pode consultarse en [7].

3.2. O grao dunha aplicacién

Agora que cofiecemos os grupos de homoloxia, podemos traballar con novos conceptos rela-

cionados co numero de voltas.



28 3. O nimero de voltas e o grao

Tomando entén unha curva pechada calquera F': St — R?\ P, consideremos o homomorfismo
inducido:

E.: Hi(SY) — H{(R*\ P).

Como R?\ P ¢ homotopicamente equivalente a unha circunferencia, Hy(R?\ P) seré isomorfo a
Hi(S') 2 7Z, e a aplicacion F, sera a multiplicacién por unha constante. Esta constante sera o

que denominaremos como grao de F', denotado por deg(F'), e o seu valor coincidira con W (F, P)
(AD)-

Buscando extender o concepto de grao a aplicaciéns definidas en calquera S™, con n > 1,
tomamos unha aplicacion F': S" — S". Como H,(S") = Z, teremos que F' inducird un ho-
momorfismo en H,, que consistird de novo en multiplicar por un enteiro, o grao da aplicacion.

Ademais, podemos afirmar que o grao é un invariante homotopico e que verifica:

deg(F o G) = (deg F')(deg G)

degidgn =1

deg A = (—1)", sendo A a aplicacion que leva cada punto de S™ no seu antipodal

deg FF=degGseesdse F~G

Neste traballo consideraremos unicamente o grao en aplicacions definidas en S', relacionandoo
asf co indice. Xa sabemos que, dada F: S — R?\ P, deg(F) = W (F, P). Como ata agora traba-
llamos co ntiimero de voltas dunha curva definida nun intervalo, é preciso concretar a definicion

de W (F, P).

Sexa : [0,1] — R? unha curva pechada. Identificando de novo o plano euclidiano co comple-
x0, podemos tomar unha aplicaciéon 7: [0,1] — S, con 7(t) = €™ para t € [0, 1]. Asi, definimos
F:S' < R2\ P, con P un punto de R?\ ([0, 1]), por

F(eiQﬂ't) — sg(t)’ cont e [O; 1],

polo que ¢ serd a composicion F' o 7. Pola continuidade de ¢, a aplicacién F' serd continua.
Ademais, temos unha correspondencia bixectiva entre as curvas pechadas ¢ e as aplicacions F

definidas na esfera unidade ([1]).
Definimos entén con esta notacion W(F, P) = W(p, P), polo que deg(F) = W(F,P) =
W(p, P).

Exemplo 3.19. Sexa f: S! — S!, f(z) = 2™ Considerando ¢: t € [0,1] — o(t) = (f o 7)(t),
temos que ¢(t) = €2 = (cos 2nmt,sen 2n7t). Como W (p,0) = n, o grao de f serd deg(f) = n.
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A continuacién, veremos algins resultados que empregan estes novos conceptos estudados e

que seran relevantes no ultimo capitulo deste traballo.

Proposicién 3.20. Seran F,G:S! — R2\P tales que |F(z) — G(z)| < |F(x) — P| Vo € S'.
Enton W (F,P) =W(G, P).

Demostracion. Definamos dous camifios « e 3 como: a(t) = F(e2™) e B(t) = G(e**™*). Aplicando
a Proposicion temos que W(a, P) = W (S, P). Polo tanto, W (F, P) = W(G, P). O

Proposicién 3.21. Sexa D un disco en R?, C = 9D e F: C — R?\P. Entén W(F,P) =0 se

e s6 se F se extende a unha aplicacion continua F: D — R?\P.

Demostracion. Podemos suponer, sen perda de xeneralidade, que D é o disco unidade no plano

complexo. Vexamos que se verifican as dias implicaciéns por separado.

Se W(F,P) = 0, enton F é homotopo a unha aplicacion constante por unha homotopia
H:CxI—R?\P,con H(z,0) = F(x) Vo € C e H(x,1) = bV € C, para certo b € R? \ P.

Escribindo os puntos € D como x = re'?, podemos definir a extension de F' por:

F(re®y = H(eY, r).

Suponamos agora que F' se extende a unha aplicacién continua F:D— R?\ P. Enton, para

cada par (e?,r) € C x I definimos H (e, r) como:

Temos asi unha homotopia H entre F e unha aplicacion constante que leva I en F' (0,0). O

Cando definimos o grao dunha aplicaciéon F': S* — S™ afirmamos que era un invariante

homotépico. No seguinte lema probaremos este resultado cando n = 1.
Lema 3.22. Dias aplicacions F,G: S' — S! terien o mesmo grao se e s6 se son homdtopas.
Demostracion. A proba da segunda implicacion é inmediata. Se F' e G son homodtopas, entén

deben inducir unha mesma aplicacién en homoloxia. Polo tanto, terdn o mesmo grao.

Agora, suponendo que F' e G tenien o mesmo grao, enton W (F,0) = W (G, 0). Polo Teorema
existe unha homotopia H de F en G. Porén, a imaxe de H pode non estar contida en S'.

Definimos entén unha aplicacién p: R?\ {0} — S!, que sera a proxeccion radial en S':

p(rcosf,rsenf) = (cosf,senb).



30 3. O nimero de voltas e o grao

N\
-

Figura 3.2

Asi, a homotopia H': S! x [0,1] — S!, con
H'(t,7)=po H(t,T),
sera unha homotopia de F': St — S' en G: S' — S™. O

Observacion 3.23. A partir deste lema podemos deducir que toda aplicacion F: S' — S! de grao

n serd hométopa & aplicacién f(z) = 2" (considerando de novo S' C C).

Para rematar este capitulo, vexamos agora algunhas propiedades interesantes do grao dunha

aplicacion:
Lema 3.24. Sezan F,G: S' — S!. Denotemos por H a composicion F o G. Temos asi que:

deg(H) = deg(F) deg(G).

Demostracion. En primeiro lugar, debemos advertir que se F' varia por unha homotopia F,
entén H varia a través da homotopia F; o G. Do mesmo modo, se G varia por unha homotopia

G-, entén H varia a través da homotopia F o G.

Suponiamos que deg(F) = m e deg(G) = n. Pola Observacion F sera homotopa &
aplicacién z — 2™ e G a z — z". Polo paragrafo anterior, isto implica que H serd homotopa
4 composicion destas aplicacidons, z — z™". Finalmetente, polo Lema [3.22] o grao de H sera

mn. O
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Proposicién 3.25. Unha aplicacion par F: S' — S! terd grao par, e unha aplicacion impar

G: S' — St terd grao impar.

Demostracion. Comecemos co caso de F' par. Definimos unha nova funciéon H: S' — S' por
H(z) = F(w), con w? = z.
Como F' é par, H estd ben definida.

Vexamos agora como, ademais, H é continua. Sexa € > (. Como F' é continua, existe un § > 0
tal que |w; — wa| < & implica |F(w1) — F(ws)| < €. Supofiamos que |21 — 23| < 62, con z; = w?
e 29 = w%. Entoén:

lwy — wa|wy + wa| = Jw} — wi| < 62,

polo que |w; — ws] ou |w + ws| debe ser menor que §. Cunha elecciéon adecuada do signo de w;
e way, podemos arranxar para que |w; — we| < d. Deste modo, temos probada a continuidade de
H: ’21 — ZQ’ <8 = \H(zl) — H(ZQ)’ < €.

Agora, podemos escribir F como F = Ho S, con S(w) = w?. Como deg(S) = 2, basta aplicar

o lema anterior para probar que o grao de F' debe ser miltiplo de 2.

Para demostrar o caso de G impar, definimos a funciéon par F(z) = 2G(z). Xa vimos que o
grao de F seré par. Aplicando o Lema|1.38) temos que deg(F') = 1+deg(G), polo que concluimos

que G tera grao impar. O
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Capitulo 4
A propiedade de punto fixo

Neste capitulo estudaremos o que se denomina como a propiedade de punto fixo, para o que

seguiremos as referencias [2], [3], [5] e [6].

Definicion 4.1. Dado un espazo topoldxico X, un subconxunto A C X serd un retracto de X
se existe unha aplicacién continua r: X — A tal que r o7 = id4, onde i: A — X é a inclusion.

A aplicacion r denominarase unha retraccion.

Teorema 4.2. Non existe unha aplicacion continua f: D™ — S ! tal que f(x) = x para todo
rec St

Demostracion. Sexa f: D™ — S"~! continua verificando f(z) = x para todo x € S"~1. Tomamos

a inclusion i: S"~1 — D™ Como f é un retracto, o seguinte diagrama é conmutativo:

S i pn sn-1
7f'dgn—l

Polo Teorema [3.11} sabemos que estas aplicacions inducen, para cada k > 0, uns homomor-

fismos iy, f« € idgn-1, = fr 04

Hy(S™Y) —" s Hy(D™) s Hy (s,

\/

7;dsnfl)k
Basta tomar & = n — 1 para chegar a unha contradicién, xa que H, 1(S*!) = Z e
H,_1(D™) =0, o que nos daria unha composicion
7 —— 0 —— 7,
idy,

33



34 4. A propiedade de punto fixo

o cal non pode ocorrer. O

Observacion 4.3. E evidente que o caso n = 1 pode ser resolto de xeito inmediato sen recorrer
4 homoloxia, empregando o feito de que D! = [0,1] é conexo e S” = {0,1} non o é. Ademais, é
habitual estudar tamén o caso n = 2 por separado, xa que se pode resolver utilizando as pro-
piedades da funcién indice que xa cofiecemos: Sexa f: D? — S! a aplicacién descrita, definimos
unha familia de aplicacions hy: St — S, con hy(e??) = f(te?). Temos que h é unha homotopia
con hy = ids1 e hg = f(0) = cte. Porén, sabemos que a aplicacion identidade idgi: S' — S! ten
indice 1 e unha aplicacion constante ten indice 0. Aplicando finalmente o Teorema[I.20] chegamos

a unha contradiciéon, xa que non pode existir tal homotopfa.

Teorema 4.4 (Teorema de Brouwer de punto fixo). Seza g: D™ — D™ unha aplicacion continua.

Enton g ten un punto fixo. Noutras palabras, existe un punto x € D™ tal que g(x) = x.

Demostracion. Suponiamos que g non ten ningin punto fixo. Definimos entén unha aplicacion
f: D" — S" ! de modo que: Para cada z € D", como g(x) # z, temos unha tnica semirrecta
que comeza en g(x) e pasa por x. Definimos f(z) como o Gnico punto no que esta semirrecta

interseca con S* L.

Figura 4.1: Representaciéon da construcion de f para n = 2.

Seré suficiente con demostrar que f é continua. Deste modo temos que, pola construcién de
f, f(z) = x para todo x € S*~!. Isto implica que f é unha retracciéon, o que nos leva a unha

contradicion co teorema anterior.

Para demostrar a continuidade de f, tomemos un punto calquera g € D" e V. C S* ! un

entorno de f(zg). Queremos construir un entorno U C D" de zg tal que z € U = f(z) € V.

En primeiro lugar, existe un real r > 0 tal que, se x € B(xo,7) e g(z) € B(g(xo),r), enton

f(z) € V. Na seguinte imaxe mostramos esta construciéon para n = 2:
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Figura 4.2: Representacion dos entornos B(xo, ), B(g(xo),r) e V (en azul). Pédese comprobar
que calquera recta que interseque con ambas boélas abertas intersecara coa circunferencia na

rexiéon V.

Agora, como ¢ é continua, existe un real 6 > 0 tal que, se x € B(xo,9), g(x) € B(g(xo),9).
Polo tanto, bastara tomar U = B(xg, "), con ' = min{r, d}. O

Observacion 4.5. A demostracion deste Teorema depende unicamente das propiedades topoloxi-
cas de D™. Polo tanto, podemos afirmar que todo espacio topoldxico X homeomorfo a D", con

n € ZT, tera a propiedade de punto fixo.
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Capitulo 5
Aplicacions

A modo de conclusion, neste ultimo capitulo traballaremos con algunhas das xa mencionadas
aplicaciéons dos conceptos estudados a diversos campos das matematicas. Veremos que a nocion
de nimero de voltas é interesante, non s6 para Topoloxia e Anéalise Complexo, senén tamén nou-
tras areas nas que, directa ou indirectamente, nos permite demostrar resultados de considerable

importancia.

5.1. O Teorema Fundamental da Alxebra

Nesta seccion seguiremos as referencias [I] e [10] para demostrar o Teorema Fundamental da
Alxebra, que afirma que o corpo dos ntimeros complexos C é alxebricamente pechado. Para isto,

precisamos antes recordar os seguintes conceptos:

Definicién 5.1. Sexa E|F unha extension de corpos. Diremos que un elemento o € E' é alzébrico

sobre F' se existe un polinomio non nulo f € F[X] tal que f(a) = 0.

Definicién 5.2. Unha extension de corpos E|F dirase alzébrica se todo elemento o« € E ¢é

alxébrico sobre F'.

Definicioén 5.3. Un corpo F sera alzebricamente pechado cando todo polinomio non constante

en F[X] tena unha raiz en F.

Con estas definiciéns xa podemos enunciar o teorema.

Teorema 5.4 (Teorema Fundamental da Alxebra). O corpo dos nimeros compleros C é alze-

bricamente pechado.

Demostracion. E suficiente demostrar que para todo P € C[X]\{0} con deg(P) > 1, existe un

complexo zp tal que P(zp) = 0.

37
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Sexa P: C — C. Podemos escribilo como:
P(z) = anz" + 12"+ -+ a1z + ag,
con a, # 0.

Sexa agora C" C C a circunferencia centrada en 0 e de raio r. Queremos demostrar que, para
un r suficientemente grande, o polinomio P(z) se comportara como P,(z) = a,z™ e, polo tanto,

o grao da aplicacion P|c, : Cr — C\{0} sera distinto de 0. Definimos entén

o] 4 Jar] + -+

|an|

R

Dado un z € C tal que |z| > R. Como a,, # 0 e R > 1, temos:

|P(2) = Pu(2)| = |an—12""" + - + a1z + a|
< Jan—1][z"7H + - + a1 2] + |ao|
< (Jan—1] + -+ lar| + lao])|2[" 7"
< lan| R|2[""!

< lan| [2[" = [Pa(2)]-

Polo tanto, |P(z) — Po(z)| < |Pa(2)| cando z € C,, con r > R. Pola proposicién [3.20]
deg(P|¢c,) = W(P|¢c,,0) = W(P,|c,,0) = n. Pola proposicion [3.21] isto implica que P|¢, non
se extende a unha aplicacion continua do disco B(0,7) con imaxe en C\{0}. Finalmente, como

P estaba definido en todo C e, polo tanto, en B(0, ), concluimos que existe un zg € B(0,7) que
verifica P(zp) = 0. O

5.2. O Teorema do bocadillo de xamoén

A continuacién, probaremos dous novos teoremas recorrendo aos conceptos xa estudados do

grao dunha aplicacion. Seguiremos as referencias [I] e [3].

En primeiro lugar, traballaremos co Teorema Borsuk-Ulam, para o que veremos unha in-
teresante interpretaciéon. Posteriormente, enunciaremos o comunmente denominado Teorema do

bocadillo de xamén, que probaremos aplicando o anterior.

Definicién 5.5. Sexan a,b € S*~!. Diremos que son antipodais se a = —b como vectores en R”.

Neste caso, b dirase a antipoda de a e escribirase b = A(a).

Teorema 5.6 (Teorema Borsuk-Ulam). Seza f: S? — R? unha aplicacion continua. Eziste un

punto x € S? tal que f(x) = f(A(x)).



5.2. O Teorema do bocadillo de xamoén 39

Observacion 5.7. Unha conecida ilustracion deste teorema é a seguinte: Tomando a superficie
terrestre como unha esfera S?, podemos afirmar que sempre habera dous puntos antipodais cuxa

temperatura e presion atmosférica sexa exactamente igual.

Demostracion. Supofiamos que isto non é certo. Enton, para cada x € S2, o vector f(z)— f(A(x))
sera non nulo. Sexa u(x) € S' o vector unitario na direccion de f(z) — f(A(z)). Logo u: S* — S!

¢ unha aplicacién continua verificando que
u(A(z)) = —u(z) Vz € S2

Restrinxindo u & copia ecuatorial de S' en S?, temos unha aplicacion impar v: S' — S!. Pola
Proposicion |3.25 o grao de v debe ser impar, polo que, en particular, serda non nulo. Porén, a
aplicaciéon u describe unha homotopia entre v e unha aplicacién constante, que teré grao cero.

Isto lévanos a unha contradiciéon co Lema [3.221 O

Teorema 5.8 (Teorema do bocadillo de xamén). Sezan A, B e C corpos sdlidos en R3. Egiste

sempre un plano que divida os tres corpos na metade por volume.

Figura 5.1

7

Observacion 5.9. O nome deste teorema débese & seguinte interpretaciéon do mesmo: Conside-
ramos os corpos A, B e C como as duas rebandas de pan e o xamoén que forman un bocadillo.
Entén podemos, cun tinico corte, partir o bocadillo de xeito que as daas rebandas e o fiambre

queden todos divididos pola metade en volume.

Demostracion. En primeiro lugar, estudemos o caso simplificado no que un ou mais dos corpos

son unha béla pechada. Un plano bisector dunha boéla serd un que pase polo seu centro. Deste
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modo, no caso de ser os tres corpos boélas, a demostracion serfa inmediata xa que bastaria tomar

o plano que contefia os tres centros.

Se un dos corpos, por exemplo A, é unha bola pechada, entéon cada vector v € S? tera
exactamente un plano perpendicular que sexa bisector de A, aquel que pase polo centro da béla.
Denominemos este plano P,. Definimos z(v) como o volume da seccién de B na parte positiva de
P, con respecto ao vector v, e y(v) como o andlogo para C. Describimos agora unha aplicacion
f:S? = R2, dada por f(v) = (2(v),y(v)).

Polo teorema anterior, existe un v € S? tal que f(v) = f(A(v)). Isto &, os volumes das rexions
de B e C na parte positiva con respecto ao vector v de P, coinciden cos seus respectivos valores

na parte negativa, polo que P, sera bisector dos tres corpos.

Para estudar o caso xeral, precisaremos suponer certas propiedades para o corpo A, que se

deducen de principios béasicos de volume e medida que non probaremos neste traballo:

= Dado un vector v, existe un punto p, de A tal que o plano perpendicular a v neste punto

sexa bisector de A. De novo, denominaremos este plano P,.

= A posicién de p, é unha funcién continua en v. En particular, tomando unha esfera que
encerre A e definindo, para cada punto ¢ da esfera, o vector v(gq) como aquel na direccion

que une ¢ co seu antipodal, temos que p,(¢g) é unha funciéon continua en g.

A primeira das condicions é razoable de esperar: Considerando todos os planos perpendiculares a
v parametrizados por un real ¢ que designe a distancia do plano & orixe, temos que a variacién de
t entre —oo e 400 supora unha variacién da fraccion do volume de A na parte positiva do plano
con respecto ao vector v entre 0 e 1. Asi, aplicando o Teorema do valor intermedio de Bolzano,
deducimos que existe un t para o cal esta fracciéon sexa %, ¢é dicir, existe un plano bisector de A.
No caso de existir méis de un valor de ¢ verificando o anterior, estes valores formarén un intervalo

pechado, polo que definiremos P, como o plano correspondente ao punto medio deste intervalo.

Agora, podemos reproducir o método empregado para o caso no que A era unha bdla, defi-
nindo de novo z(v), y(v) e f: S> — R?, e aplicando o teorema anterior. Deste modo, concluimos

que existird un vector v para o cal P, sexa un plano bisector dos tres corpos A, B e C. 0

Observacion 5.10. Recordemos que o Teorema do valor intermedio de Bolzano establece que:
Dado [ in intervalo e f: I — R unha funcién continua en I, se a,b € I e k € R satisfai

f(a) < k < f(b), enton existe un punto ¢ € I entre a e b tal que f(c) =k ([12]).

Observacion 5.11. Notese que este resultado non serd aplicable no caso de ter catro corpos solidos.

Basta suponer A, B, C e D catro bolas pachadas cuxos centros non sexan coplanarios.
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5.3. O Teorema da curva de Jordan

Nesta secciéon estudaremos un dos teoremas méis destacados en Topoloxia: o Teorema da

curva de Jordan. Para isto, seguiremos a referencia [3].
En primeiro lugar, precisamos definir que consideramos por curva de Jordan:

Definiciéon 5.12. Unha curva pechada no plano serd unha curva de Jordan cando non tena

autointerseccions, é dicir, cando vefia dada por unha aplicaciéon continua e inxectiva v: St — C.

Figura 5.2: Exemplo dunha curva de Jordan

Agora si, procedemos a enunciar o teorema e estudar os conceptos necesarios para a sda

demostracion.

Teorema 5.13 (Teorema da curva de Jordan). Calquera curva de Jordan en C divide o plano

en, exactamente, dias rexions coneras, as cales terdn unha mesma fronteira.

Antes de proseguir, recordemos como definimos a fronteira dun subconxunto nun espazo

métrico, e vexamos un resultado interesante sobre a mesma:

Definicién 5.14. Sexa X un espazo métrico e U C X. Un punto z € X serd un punto fronteira
de U se, para cada € > 0, a bola B(x,€) contén tanto puntos de U como de X \ U. A fronteira

OU de U sera o conxunto dos seus puntos fronteira.

Lema 5.15. Para cada compacto K C C, a fronteira de cada componente conera por caminos
de C\ K estard contida en K.

Demostracion. Sexa U unha componente conexa por caminos de C\ K e sexa W a unién das
demais componientes conexas por caminos de C\ K. Tomando un punto p € U, para cada € > 0,

a bola B(p,€) contera un punto zp € U e un punto z; ¢ U. O segundo punto polo tanto debe
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pertencer, ou ben a W, ou ben a K. Se estamos no primeiro caso, o segmento de recta que une
zp e z1 debe conter un punto de K, xa que os puntos pertencen a distintas componentes conexas
por caminos de C\ K. Polo tanto, deducimos que para cada € > 0, a bola B(p, €) contén algin
punto de K. Isto implica que p pertence a clausura de K. Como K é pechado por ser compacto,

concluimos que p € K. O

O primeiro resultado que precisamos para probar o Teorema da curva de Jordan é o Criterio
de Eilenberg, que nos permite demostrar que certos conxuntos compactos tefien complementario

conexo.

Proposicion 5.16 (Criterio de Eilenberg). Seza K un subconzunto compacto de C. Un punto
p € C\ K pertence a componente non acotada de C\ K se e s¢ se a funcion de k: K — C\ {0}
definida por k(z) = z — p ten un levantamento f(z), k(z) = exp(f(2)), definido en K.

Demostracion. Vexamos que se verifica a primeira implicacion. Se p dista o suficiente do conxunto
K, entén z — p esta contido nun semiplano fixo para todo z € K, polo que podemos definir
un levantamento. O movemento de p ao longo dun camifio na componente acotada de C\ K
trasladase nunha homotopia da funciéon k en C\ {0}. Polo lema existe un levantamento

desta homotopia.

Estudemos agora o reciproco. Suponamos que p pertence a algunha compoiiente acotada U
de C\ K e que k(z) = exp(f(z)) para unha funciéon continua f: K — C. Sexa X o espazo métrico
C\U. E evidente que X contén ao conxunto compacto K e 4 componente non acotada de C\ K,

w.

Con estas condiciéns, existe unha extension continua de f ([3]), g: X — C. En particular,
z —p = exp(g(z)) Vz € K. Agora, polo Lema OU C K e, polo tanto, U ¢ U UK.
Consideremos as dtas funciéns continuas z — 2z — p, en U, e z — exp(g(z)), en X = C\ U.
Tanto U como X = C\ U son conxuntos pechados, e as imaxes das funciéns coinciden nos puntos
nos que ambas estan definidas, polo que a sta funcién combinada u: C\ {p} — C\ {0} sera
continua ([3]). Consideremos agora W (uo~,,0), onde 7, é a circunferencia con centro p e raio r.
A variacion de r tradicese nunha homotopia, polo que o indice serd o mesmo. Porén, tomando
un 7 o suficientemente pequeno, 7, estara totalmente contido en U e W (uo+,,0) = 1, e tomando
un r suficientemente grande, 7, estara totalmente contido en W C X e W(uo~,,0) = 0. Con

esta contradicion concluimos a demostracion. O

Proposicion 5.17. Sexa K un subconzunto compacto e contrdctil de C. Enton o seu comple-

mentario € conexo.

Observacion 5.18. Recordemos que un espazo topoloxico é contractil se é homotopicamente equi-

valente a un punto ([7]).
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Demostracion. Se K é contractil, enton existe unha homotopia H: [0,1] x K — K entre a
aplicaciéon identidade i¢dx: K — K e unha aplicacién constante. Suponiamos unha aplicaciéon

continua f: K — X, con X un espazo topoléxico calquera. A composicién

[O,l]xKLK#X.
proporciénanos unha homotopia entre f e unha aplicacién constante K — X. Isto quere dicir
que unha aplicacién continua partindo dun espazo contractil e con imaxe nun espazo calquera

sempre serd homotopa a unha aplicaciéon constante.

En particular, para cada punto p € C\ K, a aplicacion ¢: z — z — p é homotopa en C\ {0}
a unha aplicacién constante. Polo Lema [1.32] existe un levantamento desta homotopia. Polo
Criterio de Eilenberg, isto implica que p pertence 4 componente non acotada de C\ K. Como
p foi tomado arbitrariamente, todo punto de C\ K debe pertencer & componente non acotada,

polo que se deduce que C\ K é conexo. O

Observacion 5.19. Un exemplo que seréd de utilidade para probar o Teorema da curva de Jordan
é o do arco. Definimos un arco en C como un subconxunto homeomorfo ao intervalo compacto
[0,1]. Como este é contractil, tamén o sera calquera arco. Deste modo, a proposicién anterior

establece que o complementario dun arco en C seré conexo.

Ca seguinte proposiciéon comezamos a proba do teorema, que dividiremos en tres partes: unha

proposicién e dous lemas.

Proposicion 5.20. Sexa v unha curva de Jordan en C e suporiamos que C\ v* non é conexo

por caminos. Enton a fronteira de cada componente conexa de C\ v* serd todo v*.

Demostracion. Sexa z = ~y(t) un punto de v*. Sexan U unha componente acotada de C\v* e W
a componente non acotada. Sera suficiente demostrar que, para cada € > 0, a bola aberta B(z, €)

contén tanto puntos de U como de W.

Por continuidade, existe un § > 0 tal que o arco B = ([t — 0,t + 0]) esta totalmente
contido na bola B(z,¢€). Sexa A o seu arco complementario (S \ (t — 6, + §)). A Observacion
indicanos que A non dividira o plano, polo que existird un camino ¢ en C\ A unindo un
punto p € U cun punto ¢ € W. Como p e q pertencen a distintas componentes conexas por
camifos, este camino debe intersecar con - e, como non interseca con A, debe facelo con B. Sexa
so = inf{s € [0,1]; ¥(s) € B}, temos que ¥(sg) € B(z,¢). Por continuidade, podemos afirmar
que (s) € B(z,¢€) para todo s < s¢ suficientemente proximo a sg. Como 9(s) € U Vs < sq, isto

implica que B(z,€) debe conter puntos de U.

Analogamente, podemos definir s; = sup{s € [0,1]; /(s) € B} para deducir que B(z,€)

contera tamén puntos de W. O
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A continuacién, enunciaremos unha proposiciéon que que nos permitird demostrar os dous

lemas restantes.

Proposicion 5.21. Sexa R un rectingulo pechado no plano e sexan A, B, C' e D catro puntos
no contorno de R, tomados en orde ciclica. Sexan vy, e yo caminios unindo A con C e B con D,
respectivamente, e cuzras imazes estdn contidas, agds nos seus extremos, no interior de R. Enton

Y1 e 7o intersecan nalgin punto.

Demostracion. Tomemos un arco poligonal 79 que una C' con A cuxa imaxe, agis nos seus
extremos, estea contida no exterior de R, que sexa percorrido sempre en sentido positivo e que
non acade a realizar unha volta completa ao redor de R. A concatenacion de g e v; da lugar a

un lazo 7.

Vo

Figura 5.3: Exemplo de representacién das curvas g € 7.

Calculando agora o nimero de voltas do mesmo modo que no Exemplo [I.I7] bastara tomar
unha recta L que parta de B e non interseque con R e outra recta Lo que parta de D e tampouco
interseque con R. No caso de que os puntos fosen tomados en sentido positivo, teriamos que
W(y,D) =1e W(v,B) =0, xa que L1 non intersecaria con 7y e Lo farfao unha tnica vez, na
quer =1es=0 (ver Figura. En caso contrario, podemos intercambiar na imaxe a posiciéon
dos puntos B e D, obtendo que W(vy,D) = 0 e W(v,B) = 1. De calquera modo, o resultado
seria que B e D non poden ser unidos por un camino en C\ v* (Teorema. Concluimos polo
tanto que 79 debe intersecar con  nalgin punto e, como a sta traza estd no interior de R, 7o

intersecara con ;. OJ

No que resta da demostracion do teorema, denotaremos por J a traza da curva de Jordan.

Como esta é un compacto, existiran dous puntos P e Q en J tales que a distancia entre eles

sexa maxima. Polo tanto, J estara totalmente contida na rexion do plano B(P,r) () B(Q,r), con

r = d(P, Q). En particular, estara totalmente contida nun rectangulo R con lados perpendiculares
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e paralelos ao segmento P(Q), e intersecara co seu contorno unicamente en P e ). Deste modo, J

serd a unién de dous arcos, J; e Jo, con extremos nestes puntos.

<
o]

Figura 5.4

Lema 5.22. O complementario de J ten, polo menos, dias componentes conexas.

Demostracion. O obxectivo serd atopar un punto que non pertenza & componente non acotada do
complementario de J. O procedemento sera o seguinte. Tomamos un punto A na parte superior
do rectangulo R e trazamos unha lifia vertical AB unindo A coa parte inferior de R, no punto
B. A Proposicién [5.21] garante que esta recta intersecara tanto con J; como con Jo. Podemos
suponer, sen perda de xeneralidade, que o primeiro punto de intersecciéon, dende A, sera en Ji.

Denotemos este punto pr K e sexa L o ultimo punto de interseccién de AB con Jj.

Vexamos que existen puntos en Jo N AB maéis baixos que L. De non ser asi, o camino formado
polo segmento AK, o arco a de J; que une K con L e o segmento LB conectaria A con B sen
intersecar con .Jo, contradicindo asi a Proposicién Sexan entén M o primeiro destes puntos

e N o ultimo.

A
K
P > Q

/]2 |-

Figura 5.5
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Sexa agora W o punto medio do segmento LM. Por construcién, W non pertence nin a J;
nin a Jy, polo que esta en C\ J. Bastara probar entén que W non pertence 4 compofiente non

acotada deste subconxunto.

Suponamos o contrario. Enton existe un camifio I' en R\ J unindo W cun punto Z na fronteira
de R. Temos dous casos posibles: ou ben Z pertence ao arco fronteira PA(), ou ben pertence ao
arco fronteira PBQ).

Estudemos o primeiro caso. Podemos concatenar I' co segmento W B para obter un camino
I' - WB unindo Z con B sen intersecar con Jj. Deste modo, chegamos a unha contradiciéon coa

Proposicion [5.21

No segundo caso, concatenamos AK, o, LW e «. Asi, o caminio AK - «- LW -~ conectaria
A con Z sen intersecar con Js, polo que de novo chegamos a unha contradicién coa proposicion

anterior. O

Lema 5.23. O complementario de J ten, ao sumo, dias componentes conexas.

Demostracion. Mantemos a notaciéon do lema anterior. Definimos ademais un novo camino 3,
que serd o arco de Js que conecta M con N. Sexa A o camino de A en B obtido pola seguinte

concatenacion:

A=AK -oa-LM-B-NB.

Todos puntos deste camino pertencen a un dos seguintes subconxuntos de C: a J, & componente
non acotada de C\ J ou & compofiente conexa por caminos & que pertence W. Tomemos agora

un real € > 0 o suficientemente pequeno para que B(P,¢€) e B(Q, €) non intersequen co arco A.

Suponamos que U é outra componente conexa por caminios de C \ J, acotada e que non
contefia a W. Pola Proposicién OU = J. En particular, existiran dous puntos P’ e Q" en U
que pertenzan a B(P,¢) e B(Q,€), respectivamente. Como os puntos no exterior do rectangulo
R pertencen 4 componente non acotada, P’ e @' deben estar en R. Ademais, existe un camino
A en U unindo P e Q.

Como, por construcién, A non pode ter ningin punto en U, basta tomar os caminos A e
AN = PP A-QQ para chegar a unha contradiciéon coa Proposicion [5.21} O

Con este resultado, concluimos a demostracion do Teorema de Jordan, que establece que
calquera curva de Jordan divide o plano en duas rexiéns conexas, unha acotada e unha non
acotada, cuxa fronteira sera a mesma curva. Ademais, pédese comprobar que o niimero de voltas
dunha curva de Jordan ao redor dun punto calquera de C\ J sera —1, 0 ou 1 ([I]). Asi, podemos

saber se un punto P se atopa no interior (componente acotada) ou no exterior (componente non
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acotada) de J conecendo o valor de W(P,~), que serd 0 no segundo caso e 1 ou —1 no primeiro,

dependendo do sentido no que se percorra a curva.

5.4. Teoria de Xogos e o Equilibrio de Nash

Habitualmente, podemos toparnos con moitas situaciéns, tanto sociais como politicas, que
poden ser modelizadas polo que se conece como un xogo. Por ese motivo, o equilibrio de Nash e a
teoria de xogos exercen unha labor fundamental no progreso das ciencias sociais, principalmente
en economia. Nesta seccion, seguiremos as referencias [I] e [11] para adentrarnos na Teoria de

Xogos e demostrar o Teorema de Nash a partir do xa estudado Teorema de punto fixo de Brouwer.

A teoria de xogos definese como a teoria matemaética que se encarga dos problemas de decision
interactivos. Denominaremos polo tanto xogo a un problema de decisién interactivo, xogador a
cada axente que participa no xogo, estratexias as posibles decisiéns que os xogadores poden

tomar, etc.

En particular, traballaremos co que se cofiece como teorfa de xogos non cooperativa, que
sup6n que todos os elementos do xogo e todas as posibilidades estratéxicas dos xogadores poden
describirse con precision a través dun modelo matematico. A finalidade sera entén, analizar dito
modelo procurando para cada xogador as siias mellores estratexias, considerando que os demais

xogadores procederédn tamén do mesmo modo.

O obxectivo desta seccién serd polo tanto demostrar o teorema de Nash, que supuxo un gran
avance na teoria de xogos e en economia, motivo polo cal John Nash recibiu, no ano 1994, o
Premio Nobel de Economia.

Definamos primeiro os conceptos necesarios para poder enunciar o teorema:

Definiciéon 5.24. Un zogo en forma estratérica G con conxunto de xogadores N = {1,...,n}
¢ unha 2n-tupla G = (Xy,..., Xy, H1,..., H,) onde, para todo i € N, X; é o conxunto de
estratexias do xogador i e H;: X =[], X; — R ¢é a sta funciéon de pago, que asigna a cada

perfil de estratexias € X o pago que ¢ obtén se se xoga de acordo a tal perfil.

Observacion 5.25. Conforme este modelo, os xogadores toman as sias decisions de xeito simul-

taneo e independiente.

Definicién 5.26. Dado un xogo en forma estratéxica G = (X1, ..., X, Hy, ..., Hy), diremos que

un perfil de estratexias x € X é un equilibrio de Nash se verifica que:
Hi(z) > Hi(v—;, 2}),
para todo 2 € X e todo i € N, onde o perfil (z_;,z}) é:

/
(‘Tla e s Ti—1y Ly Tt 1y -0 .an)
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Observacion 5.27. Un equilibrio de Nash sera, polo tanto, un perfil de estratexias no que ningtin
xogador poida mellorar o seu pago ao cambiar de estratexia de xeito independiente aos demais

xogadores.

Definiciéon 5.28. Un zogo finito é un xogo en forma estratéxica G = (Xy,..., Xy, Hi,..., Hy)

cuxos xogadores tefien conxuntos de estratexias finitos, isto é, |X;| = m; Vi € N.

Definicién 5.29. Sexa G = (X1,..., X,,, H1, ..., Hy) un xogo finito. Denominamos a extension
mizta de G ao xogo en forma estratéxica E(G) = (S1, ..., Sp, H1, ..., Hy,) onde, para cada xogador
i €N,

S; = {Si S Rlel : SZ(.CEZ) > 0Vx; € X;, Z sl(xz) = 1}
r, €X;

H(s) =) Hj(x)s(x) Vs € S,

reX
onde S = [[;cn Si e s(x) denota o produto s1(z1), ..., Sn(Zn).

Observacion 5.30. Debemos entender F(G) como unha extension de G no seguinte sentido: Para
todo xogador i, cada elemento de X; pode ser identificado cun elemento de S;, polo que podemos
escribir X; C S;. Ademais, as funcions de pago dos xogadores en E(G) son extensions das
funcions de pago dos xogadores en G. Deste modo, a extensiéon mixta consiste en aumentar as
posibilidades estratéxicas dos xogadores e considerar que, ademais das siias estratexias iniciais,
tamén poden optar por tomar loterias ou distribuciéns de probabilidade sobre o conxunto de

alternativas.

Observacion 5.31. Identificaremos o conxunto das estratexias do xogador ¢ co m;-simplex:

m;
AT = {5 = (s},..,sT") ER™ 1 sF > 0VE € {1,...,mi}, Y s =1},
k=1

Considerando agora a definicién de equilibrio de Nash na extension mixta de G, é dicir, onde

o xogo en forma estratéxica sexa F(G), podemos xa estudar o teorema:

Teorema 5.32 (Teorema de Nash). A extension mizta dun zogo finito terd sempre, polo menos,

un equilibrio de Nash.

Demostracion. A idea principal desta demostracion é simple. Como o espazo de todas as posi-
bles estratexias ¢ homeomorfo a un disco Y ;- ; m;-dimensional, podemos aplicar o Teorema de
Brouwer ([4.4)). Definimos entén unha aplicaciéon continua que leve cada perfil de estratexias nun

novo perfil de modo que os puntos fixos desta aplicacion sexan equilibrios de Nash.

o .~ oA _ ‘ , .
En primeiro lugar, tifiamos que S; = A™ ¢ S = [[,c 5 Si. Como A, ¢ homeomorfo a un disco
m;-dimensional, é inmediato que o espazo S de todas as posibles estratexias serd homeomorfo a

un disco ;" ; m;-dimensional.
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Agora, como xa vimos na Observacion identificamos as estratexias de X; con estratexias
k

de S;, polo que podemos denotar por x; 4 estratexia en S; tal que sf =1le sg =0Vj # k.

Definimos entoén:
¥ (s) = méax{0, Hy(z¥,s_;) — Hi(s)}, coni € {1,...,n} e k € {1,...,m;}.
Deste modo, cf (s) representard o pago que o xogador i ganaria escollendo a estratexia xf en
lugar de s;. Esta é unha funcién continua en s.
A continuacion, definimos a aplicacion g: S — S por g(s) = (s, ..., s},), onde
(s;)k _ S? + Cf(s)

14 d(s)

=16

,coni€{l,...,n} eke{l,...,m;}. (5.1)

As aplicacions (s})* son continuas en s por ser combinacién de funciéns continuas. Polo tanto, g

serd tamén continua e, polo Teorema de Brouwer, terd un punto fixo. Sexa u este punto. E facil
ver que, se cF(s) = 0 para todo k € {1,...,m;} e para todo i € {1,...,n}, entén s é un punto

fixo de g. Vexamos enton que se verifica o reciproco.

Tomemos un xogador ¢ calquera. Sabemos que non se dard o caso de que Hl(azf,uﬂ) >

H;(u) Yk € {1, ..., m;}, pois isto implicaria que

k=1 k=1

k

Deducimos polo tanto que ¢} (u) = 0 para algin k. Aplicamos agora a ecuacion e o feito de

que v é un punto fixo e, neste k, temos:
k k
ui + ¢ (u)

1+ 30 o (u)

k
Uy

Y )

S o

Polo tanto, cZ(u) debe ser nulo para todo j € {1, ..., m;}. De aqui deducimos que

Finalmente, como H;(u) = Y 12 uF Hi(xF,u_;) e Hy(si,u_;) = > pit; st H;(zF,u_y;),

H;(u) > H;(s;,u—;) para todo s; € S;.

Concluimos asi que u é un equilibrio de Nash do xogo. O
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5.5. Conclusion

Para finalizar este traballo, recordemos cal era o noso obxectivo e fagamos unha breve revisién
dos puntos clave seguidos. A intencién do traballo era conecer o concepto do nimero de voltas
e as suas aplicacidns a diversos campos das matematicas. Comezamos con este estudo partindo
dunha base topoléxica, que proseguimos apoidndonos posteriormente en nociéns de anélise com-
plexa. Isto permitiunos relacionar o nimero de voltas con outro destacado concepto topoldxico:
o grao dunha aplicacién. Despois, estudamos a propiedade de punto fixo e observamos como o
nimero de voltas nos permite probar esta propiedade de modo sinxelo nun disco de dimensién
2. Finalmente, estudamos algunhas das stas aplicaciéns en mateméticas. Ademais, vimos como
algunhas destas aplicaciéns poden ser tamén ttiles noutras ciencias como Economia. Deste modo,
fixemos evidente a relevancia do concepto de ntimero de voltas, que pese a siia simplicidade, ten
ramificacions tanto na base da mesma topoloxia, como noutras ramas das mateméticas e incluso

fora delas.
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