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Resumen

En este trabajo se exponen dos versiones del Teorema de descomposicion de Hodge discreto:
una en el contexto de complejos simpliciales y otra en el contexto de grafos. A continuacion, se
aplican los citados resultados al estudio de sistemas de clasificacion (rankings). En particular,
se interpretan cada uno de los sumandos que intervienen en la descomposicion de Hodge en

términos de la consistencia de rankings.

Abstract

This dissertation sets out two versions of the Discrete Hodge Decomposition theorem: one of them
in the simplicial complex context and another one in the context of graphs. Afterwards, we apply
each one of them over the study of rating systems (rankings). Notably, we read each of the factors

involved on the Hodge decomposition in terms of rankings.
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Introduccion

Los individuos nos enfrentamos cada dia a una miriada de posibilidades sobre las que realizar
una eleccion; ; Qué website ofrece la mejor respuesta a mi pregunta?, ;déonde deberia ir a comer?,
Lqué pelicula deberia ver? Aplicaciones como el mecanismo de bisqueda de Google o el sistema
de recomendacién de peliculas de Netflix retinen las valoraciones de otros individuos y nos ayudan
a tomar tal decision. Estas aplicaciones se enfrentan a conjuntos de datos de gran dimension,
dificiles de abordar por su tamaifio y caracteristicas. Por tanto, se requiere algtin tipo de método
o algoritmo para elaborar el ranking que facilite la identificacion de elementos destacables y

contribuya a las operaciones de busqueda y clasificacién en esos conjuntos.

En definitiva, el problema fundamental que se plantea es la elaboracién de un ranking global
de un conjunto de alternativas, basdndose en las puntuaciones dadas por una serie de wvotan-
tes. Aqui, las palabras “alternativas” y “votantes” toman distintos significados, adaptandose a
los distintos contextos que se presenten. Por ejemplo, con las alternativas nos referimos a pégi-
nas web indexadas por Google, vendedores de eBay o peliculas de Netflix; los votantes en los
respectivos contextos podrian ser otras paginas webs, compradores o espectadores. Mas atn,
los votantes pueden ser puramente “abstractos” si se construyen como una mera colecciéon de

diferentes criterios que se usan para juzgar las alternativas.

Las puntuaciones se almacenan en bases de datos digitales, que organizan los registros de datos
a través de tablas o matrices. En este caso, las filas de las tablas seran los votantes, sus columnas
las distintas alternativas y, su valor, la puntuacién asignada por ese votante a esa alternativa. En
el Cuadro 1, se muestra una tabla de datos correspondiente a las opiniones de cinco criticos de
cine sobre cinco peliculas. Las peliculas estdn valoradas mediante la escala de 5-estrellas #, asi, el
intervalo de puntuaciones abarca de 0 a 5 estrellas. Es habitual utilizar rangos de puntuaciones

pequenos, ya que resulta mas sencillo elegir una nota entre 0 — 5 que entre 0 — 50.

Una de las principales barreras a la hora realizar el ranking proviene de la incompletitud del

conjunto de datos proporcionado, es decir, no todos los votantes habran valorado todas las

IX
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Pelicula A Pelicula B Pelicula C Pelicula D Pelicula E

Critico 1 ) 2 4.5 - -
Critico 2 3.5 - - 3 -
Critico 3 - 2 - - 5
Critico 4 - - - 2.5 4
Critico 5 4 - - - -

Cuadro 1: Tabla con estrellas otorgadas por cinco criticos de cine a cinco peliculas.

alternativas; como se observa en el Cuadro 1, la tabla correspondiente al conjunto de datos puede
presentar entradas vacias. Mas atun, es habitual encontrarse un desequilibrio de informacion:
la cantidad de entradas vacias suele variar notablemente entre las distintas alternativas. Este
obstaculo es facil de observar en los ejemplos expuestos. Por ejemplo, en el marco de Netflix
la amplia mayoria de espectadores solo habran evaluado una porcién reducida de las peliculas.
Ademas, la cantidad de publico de una pelicula exitosa no sera comparable al de la vasta mayoria
de peliculas, que recibirdAn un ntmero moderado de criticas. Por ejemplo, se aprecia sobre el
Cuadro 1 como la pelicula A ha sido valorada por tres criticos, mientras que la pelicula C solo

por uno.

Existe otra dificultad anadida cuando se condensan las opiniones de distintos votantes en un solo
ranking global. Un ranking consiste en un listado ordenado de los elementos de un grupo. Asi,

se exige que presente transitividad:

“Si se prefiere A sobre By B sobre C , entonces se prefiere A sobre C.”

Pero si se tienen en cuenta las preferencias de un grupo de votantes, no siempre va a ser posible
escoger un orden. Esta situacion es conocida como “Paradoja de Condorcet”, donde las preferen-
cias colectivas no son transitivas aunque las preferencias individuales lo sean. Vedmoslo a través

de un ejemplo.

Se quiere elegir la mejor de entre tres peliculas A, B, C a partir de las opiniones de tres votantes

1, 2, 3. Sus preferencias son de mayor a menor:

» Votante 1: A > B > C
= Votante 2: B>C > A

» Votante 3: C > A > B

En este caso, cada votante elabora un listado ordenado de preferencias que es claramente transi-

tivo. Sin embargo, si se toman en consideracion todos los listados, se da una situacién de empate
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y no se puede realizar una clasificacién global. Otro ejemplo de esta situacion es el conocido

juego de piedra-papel-tijera.

Esta circunstancia paradéjica (intransitividad) puede darse incluso para un solo votante si basa
su elecciéon en distintos factores. Por ejemplo, imaginémonos que queremos elegir entre tres

restaurantes y los evaluamos en funcién de su precio, localizacién y la calidad de su comida:

El restaurante A es barato y esta situado relativamente cerca, pero la comida no es de

nuestro agrado.

El restaurante B colinda con nuestra casa y preferimos su comida a la del restaurante A,

pero sus precios son muy elevados.

El restaurante C sirve nuestra comida favorita y su precio es asequible, pero se sitaa a las

afueras de la ciudad.

Bajo estas circunstancias seria adecuado decir que preferimos:

— El restaurante A sobre el B.
— El restaurante B sobre el C

— El restaurante C sobre el A.

Entonces, ;qué restaurante elegiremos? A la vista de lo anterior, la tarea de realizar un ranking

global es compleja, no siempre factible y puede dar una visién incompleta.

En este trabajo se describe un método denominado HodgeRank, que utiliza la Teoria de Hodge
para afrontar conjuntos de datos con esta problemética. El método no solo proporciona un ranking
global de las alternativas; lo acompafia también de un “certificado de fiabilidad” que cuantifica
los conflictos entre los propios datos. Este certificado indica si un conjunto de datos admite un
ranking global fiable o si por el contrario las inconsistencias de los propios datos, consecuencia de
la Paradoja de Condorcet, invalidan un ranking global. En este dltimo caso, el método informa

sobre la naturaleza de las inconsistencias.

La téactica que a la que recurre nuestro método para lidiar con las entradas vacias (valores
perdidos) es la comparacion dos a dos de las alternativas. A partir de la comparacion por pares,
surge de manera natural la estructura de grafo: colocamos sobre los vértices del mencionado grafo
las alternativas que se quieren comparar, y las preferencias de los votantes se cuantifican en un
flujo de aristas sobre el grafo (méas tarde explicaremos como se construye). En la Figura 1, se

muestra el grafo correspondiente a la tabla del Cuadro 1. Los cinco vértices del grafo corresponden
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Figura 1: Grafo correspondiente a la Cuadro 1.

a las cinco peliculas, y las aristas conectan aquellas peliculas que hayan sido comparadas por
algtin critico. La incompletitud de datos, se aprecia en la estructura del grafo. Un gran ntimero
de entradas vacias se traduce en la escasez de ejes, mientras que el desequilibrio de informacion se
aprecia en la cantidad de ejes entrando en cada vértice: sobre las alternativas juzgadas por muchos
votantes entrardn un gran ntmero de ejes, mientras que en aquellas con pocas valoraciones

sucedera lo contrario.

Es sobre el grafo donde aplicaremos la Teoria de Hodge. Usualmente, esta teoria esta reservada
para otras ramas matematicas donde se estudia sobre contextos continuos. Lo novedoso del
método es adaptarla al escenario discreto, en particular, a los grafos. Hablaremos por tanto
de Teoria de Hodge discreta, que en otras cosas traslada al caso discreto las nociones gradiente,
rotacional, divergencia, laplaciano y forma armonica propias del calculo vectorial. En ese sentido,
esta teoria proporciona una descomposicién ortogonal del flujo de aristas del grafo, que retne las
valoraciones de los votantes, en tres componentes: un flujo rotacional, un flujo armoénico y

un flujo gradiente:

Flujo D Flujo D Flujo

Flujo de aristas ) % X
rotacional armonico gradiente

La utilidad de la descomposicién reside en que el flujo gradiente permite reconstruir un ran-
king global de las alternativas, que es nuestro objetivo primario. Ademas, las dos componentes
restantes del flujo proporcionan la prometida informacién sobre la validez de este ranking global
y sobre la inconsistencia de los datos. El flujo rotacional y armoénico cuantifican distintos tipos
de inconsistencias. A grandes rasgos, el flujo rotacional “mide” las inconsistencias de origen local

mientras que el flujo armonico cuantifica las inconsistencias globales.

Por ejemplo, un flujo con una componente rotacional (local) “pequenia” y una componente armoni-
ca (global) “grande”, puede interpretarse como que el ranking global no es fiable para alternativas

con valoraciones similares pero si cuando son muy distintas. Es decir, no podemos afirmar con
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Inconsistentes
ker(div)

im(rotT) ker(A1) im(grad)

Flujo rotacional ® Flujo arménico ® Flujo gradiente
localmente globalmente globalmente
inconsistente inconsistente Aconsistente
ker(rot)

Localmente consistentes

Figura 3: Esquema de los distintos tipos de flujo.

seguridad que las alternativas 272, 282, 292 estan bien ordenadas en el ranking global que hemos
inducido, pero si que es apropiado decir que la 42, 602, 100® alternativas deben colocarse en ese
orden. Esta situacion se da frecuentemente cuando se requiere la ordenacion de un conjunto de
alternativas muy variado. Por ejemplo, si se solicita a un equipo de gastrénomos que declaren
sus preferencias sobre una amplia gama de alimentos, puede que no lleguen a un acuerdo en
subgrupos de alimentos similares; no sabran seleccionar entre la hambuguersa, la pizza o la pasta
y quizés tampoco entre la trufas, el foie gras y el caviar. Sin embargo, probablemente coincidan
sobre qué subgrupo de alimentos prefieren. Por tanto, el pacto o ranking final que se obtenga,

tendré validez a gran escala pero a pequena escala sera erréneo.

Organizamos el trabajo como sigue. En el Capitulo 1 introducimos los complejos simpliciales.
Ademaés presentamos como construir un complejo simplicial (“complejo simplicial de pandillas”)
a partir de un grafo. Dedicamos el Capitulo 2 a estudiar la homologia y cohomologia simpliciales.
En el Capitulo 3 combinamos las herramientas introducidas hasta el momento y enunciamos y
demostramos el Teorema de Descomposicién de Hodge. Finalmente, en el Capitulo 4 exhibimos

la aplicacién de la teoria desarrollada previamente al problema de clasificacion o rankings.

Para la realizacion de este trabajo hemos seguido el articulo de investigacion [5]. En particular

hemos detallado y desarrollado las explicaciones, ejemplos y demostraciones alli presentes.
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Capitulo 1
Complejos simpliciales y grafos

Este primer capitulo se dedica al estudio de los complejos simpliciales y su relaciéon con los grafos.
En particular, exhibimos como construir el complejo de pandillas asociado a un grafo. Para ello

seguiremos las referencias [5, 6, 8, 9].

1.1. Complejos simpliciales

Comenzaremos introduciendo el concepto de complejo simplicial geométrico. Intuitivamente, un
complejo simplicial geométrico consiste en la generalizacion a cualquier dimensiéon de un poliedro
tridimensional. Este conjunto, lo construimos a partir de piezas elementales (puntos, aristas,

triangulos...) que denominaremos simplices.

Definiciéon 1.1 (Conjunto afinmente independiente). Sea {ao,...,a,} un conjunto de n puntos
de R™. Este conjunto se dice afinmente independiente si es no vacio y se cumple que para

cualesquiera escalares reales {t;}.-, ¢ R verificando:

n
Sti=0  y Yt =0,
i=0 ‘

tenemos que t; = 0 para todo i € {0,...,n}.

Observacion 1.2. De la Definicién 1.1 se sigue que un conjunto de un solo punto siempre sera

afinmente independiente.

Observacion 1.3. Se tiene que un conjunto {ag,...,a,} S R™ es afinmente independiente si y
. _—> EE—— . . . .
solo si los vectores a1 — ay, . .., a, — ag son linealmente independientes en R™ (véase |8, Teorema

2.4, Pag 33))).

Observacion 1.4. Sea {ag,...,a,} € R™ conjunto afinmente independiente. Entonces necesaria-

mente m > n.
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Como ya comentamos, queremos construir los complejos simpliciales pegando “piezas lego”. Co-

menzamos por presentar los objetos que actuaran como piezas elementales.

Definicion 1.5 (n-simplice geométrico). Sea {ao,...,an} € R™ un conjunto de puntos afinmente

independiente. Definimos el n-simplice o generado por aq,...,a, como el conjunto de puntos:

{Ztiai donde Ztizl y t;>0 paratodoie{O,...,n}}.
i=0 i=0

Los puntos ag,...,a, que generan ¢ se denominan vértices de o y llamaremos al ntmero n

dimension de o. Cuando queremos indicar los vértices que generan el n—simplice ¢ lo denotamos

por [ag,...,an].

En ocasiones, nos referiremos a n—simplice geométrico como simplice geométrico o simplemente

simplice.

Ejemplo 1.6. Ilustramos en la Figura 1.1 simplices geométricos de distintas dimensiones. Avan-
zando de izquierda a derecha en los elementos de la figura, el primero se corresponde con un
0-simplice cuya representacién coincide con la de un punto en el espacio. El segundo elemento

es un 1-simplice generado por ag y a1. Esté formado por todos los puntos de la forma:
x=tag+(1-1t) aq

con 0 <t <1; es decir, es el segmento que une ag y ai. De manera similar, se puede ver que el
siguiente elemento correspondiente a un 2—simplice generado por ag, a1 y ag forma un tridngulo
cuyos vértices son estos puntos. Por tltimo, se muestra un 3—simplice que adopta la forma de un

tetraedro.

as

a1
[ )
an a9 as
a a
0 ag + 1
0

Figura 1.1: De izquierda a derecha O—simplice, 1-simplice, 2—simplice y 3—simplice.

Enunciamos una proposicién que usaremos posteriormente para estudiar los simplices en un

encuadro méas abstracto. La demostracion puede consultarse en |6, Pag 5]

Proposicion 1.7. Dado un simplice geométrico o, existe un unico conjunto afinmente indepen-

diente de puntos (vértices) generando a o.
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Definiciéon 1.8 (Cara de simplice). Sea o un n—simplice geométrico generado por ag,. .., ay.
Cualquier simplice generado por un subconjunto de {ag,...,a,} se denomina cara de o. Las
caras de o distintas del propio ¢ se denominan caras propias de o. En particular, si eliminamos
el elemento a; de la lista mediante el simbolo ", la cara de o generada por ag,...,d;,...,a, se

denomina cara opuesta de a;.
Ejemplo 1.9. Consideremos el 2—simplice [ag,a1,a2] de la Figura 1.2. Las caras propias del
simplice serdn de dimensién a lo sumo 1. Veamos cuéles son:

» Tiene 3 caras de dimension 0: [ag], [a1], [a2] -

» Tiene 3 caras de dimension 1: [ag,a1], [a1,a2], [a2,a0]. Mas atn, son las caras opuestas

de as, ap y a; respectivamente.

La tnica cara no propia es el propio 2-simplice [ag,a1,az2] de dimension 2.

az

ao

Figura 1.2: 2—simplice [ag, a1, az].

Una vez definidos los simplices, ya podemos proceder a construir los “poliedros”. Intuitivamente,
formamos un complejo tomando varios simplices y pegandolos por su frontera, de tal manera que

el pegado se produzca a través de las caras de igual dimensién de los simplices.
Definiciéon 1.10 (Complejo simplicial geométrico finito). Un complejo simplicial geométrico
finito K en R™ es una coleccién finita y no vacia de simplices geométricos de R™ verificando:
(1) Si o es un simplice geométrico de K, o € K, entonces todas sus caras son simplices geomé-
tricos.
(2) La interseccion de cualesquiera dos simplices geométricos de K, es, o bien el vacio, o bien
una cara de ambos (que debe estar en K por (1)).
Llamaremos conjunto de vértices de K a la unién de los vértices de todos sus simplices.

Definiciéon 1.11 (Dimension de complejo). Sea K un complejo simplicial geométrico finito en

R™. Al maximo de las dimensiones de sus simplicos lo llamamos dimensidon de K.
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Ejemplo 1.12. La coleccién no vacia de simplices de la primera imagen de la Figura 1.3, es
finita y verifica (1) y (2). Esta formado por simplices de dimension 0,1,2. Constituye pues, un
complejo simplicial geométrico finito de dimensién dos.

Las restantes imégenes de la Figura 1.3 no se corresponden con complejos simpliciales. La pieza
central no verifica la hipotesis (1) ya que el segmento tiene tan solo uno de sus extremos. En la
ultima imagen se incumple la hipotesis (2). Por ejemplo, en la componente conexa superior, la
interseccion de 1-simplice (segmentos) no es un simplice. En la componente conexa inferior, el

1-simplice y el 2—simplice tampoco intersecan en un simplice.

Complejo simplicial, No verifica (1). No verifica (2).
verifica (1) y (2).

Figura 1.3: Ejemplos de complejos simpliciales.
Observacion 1.13. Si o es un simplice geométrico, entonces la coleccion de todas sus caras es un

complejo simplicial. Esto se puede constatar en la Figura 1.2, donde la colecciéon de todas las

caras descritas

K ={[ao],[a1],[az2], [a0,a1],[ao0,az],[a1,az2], [ao, a1, az]}
conforma un complejo simplicial geométrico finito.

Definiciéon 1.14 (Poliedro subyacente). Sea K un complejo simplicial geométrico finito en R™.
Definimos espacio subyacente de K y denotamos por |K| como la uniéon de todos sus simplices

dotada con la topologia relativa que hereda de R™:
|[K|=u{o|oeK}cR™
Observacion 1.15. Notese que si o es un simplice geométrico, entonces |o| y o coinciden como
conjuntos (el primero es un espacio topologico).
Los complejos simpliciales pueden examinarse desde un enfoque puramente combinatorio.

Definiciéon 1.16 (Complejo simplicial abstracto finito). Sea V' un conjunto finito. Un complejo
simplicial abstracto finito S es una coleccién no vacia finita de subconjuntos no vacios de V,
llamados simplices abstractos. La coleccion es cerrada bajo la relaciéon de inclusion: si A es un

elemento de S, también lo seré cualquier subconjunto no vacio de A.
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Los elementos de V' son los vértices de S. Un simplice abstracto A € S formado por n + 1 vértices
tendra dimension n y se nombrard por n—simplice abstracto. Asi, de manera paralela al caso
geométrico, definimos la dimension de un complejo simplicial abstracto finito S como la mayor

dimensién de uno de sus simplices.

Llegados a este punto, resulta natural preguntarse cémo se relacionan los puntos de vista geomé-
trico y abstracto. La Proposicién 1.7 nos dice que los simplices geométricos quedan determinados
por sus vértices. Por tanto, se pueden ver como simplices abstractos considerando su conjunto
de vértices. Si K es un complejo simplicial geométrico, extendemos esta idea a cada uno de sus
simplices. Podemos identificar el simplice [ag .. .a,] € K con su conjunto de vértices {ag,...,an}.
La colecciéon de subconjuntos de vértices correspondientes a los simplices de K se denomina es-

quema de vértices de K y constituye un complejo simplicial abstracto finito.

Ejemplo 1.17. Consideremos el complejo simplicial geométrico K de la Figura 1.2, cuyo con-
junto de vértices es V' = {ag,a1,a2}. Tal y como acabamos de describir, podemos tomar uno de
sus simplices e identificarlo con un subconjunto de V. Por ejemplo, el simplice [a1,a2] € K se
corresponde con {aj,as} € V. Procediendo asi sobre cada uno de sus simplices, obtenemos el

esquema de vértices de K:

{{ao},{al},{aQ},{ao,al},{al,az},{al,az},{ao,al,@}}.

Reciprocamente, si S es un complejo simplicial abstracto finito podemos asociar su conjunto
de vértices V' a un conjunto de puntos afinmente independientes {ag,...,a,} de R™, con m
suficientemente grande (Observacion 1.4). Asi, a cada simplice abstracto A € S le asignamos un
simplice geométrico en R™, eligiendo los puntos de {ay, ..., a,} correspondientes a sus vértices. La
colecciéon de estos simplices geométricos conforma un complejo simplicial geométrico. El espacio

subyacente a este complejo, se denomina realizacidon geométrica de complejo S.

Ejemplo 1.18. Partimos de un complejo simplicial abstracto finito S con conjunto de vértices
V ={a,b,c,d}:

S ={{a}. {0}, {c}. {d}. {a,c}, {a,d}, {b, ¢}, {e,d}, {a, c,d} }
Estéa formado por simplices de dimensién a lo sumo 2, por tanto, la dimensiéon de S es 2.
Para su realizacion geométrica es suficiente escoger el espacio euclideo R?. Elegimos un conjunto
de 4 puntos afinmente independientes de R? y le asignamos a cada vértice de S uno de estos

puntos. Una posible elecciéon de los puntos es:
a=1(0,0,0) b=(3,0,0) c¢=(1,2,0) d=(3,0,3)

En la Figura 1.4 se muestra la realizacion geométrica resultado de elegir esos puntos sobre R3.
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Figura 1.4: Realizacién geométrica del complejo simplicial abstracto S.

En el siguiente esquema, se esboza la relaciéon entre ambos conceptos. El trazo punteado de
la flecha superior pretende remarcar que la realizaciéon geométrica de un complejo simplicial
abstracto no es un complejo simplicial geométrico, sino su espacio subyacente. Quiere aludir
también al hecho de que la realizaciéon no es tnica, ya que la elecciéon del conjunto de puntos

afinmente independientes es arbitraria.
realizacién geométrica

Complejo simplicial Complejo simplicial
geométrico K abstracto S

\/

esquema de vértices

Se puede consultar un desarrollo més formal en |6, Pag 12-18|. Usando este vinculo, los trataremos
de manera indistinta. Hablaremos a partir de ahora de simplices y complejos simpliciales (en

general).

1.2. Grafos y complejos simpliciales de pandillas

En esta secciéon recordaremos el concepto de grafo y lo relacionaremos con los complejos simpli-
ciales a través de los cliques y complejos de pandillas. Para las primeras definiciones relativas a

grafos, seguiremos [9].

Comenzamos recordando el concepto de grafo no orientado.
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Definiciéon 1.19 (Grafo no orientado). Un grafo finito no orientado G es un par G = (V, E),
donde V' es un conjunto finito no vacio y £ es un conjunto formado por subconjuntos de 2
elementos de V. Los elementos de V' se denominan wvértices, y los elementos de E se denominan

aristas. El nimero de vértices de G es su orden y se denota por G.

Ejemplo 1.20. La Figura 1.5 representa un grafo finito no orientado cuyo conjunto de vértices

Ves {A,B,C,D,E,F} y cuyo conjunto de aristas consiste en:

E={A B} {A B} ,{A, D}, {B,C},{B,D},{C,D} {C,E} ,{D,E}y{E,F}.

Figura 1.5: Grafo finito no orientado dado por el par (V,E).

Definiciéon 1.21 (Vértices adyacentes). Sea G un grafo finito no orientado. Decimos que dos

vértices z,y de G son adyacentes si {x,y} € E es una arista de G.

Definiciéon 1.22 (Grafo completo). Decimos que un grafo finito no orientado G es completo si

todos los pares de vértices de V son adyacentes.

Definicion 1.23 (Subgrafo). Sea G = (V, E) un grafo finito no orientado. Si V' ¢V y E' c E,

entonces decimos que G’ = (V' E") es un subgrafo de G,y lo denotamos por G’ € G.

Definiciéon 1.24 (Subgrafo inducido). Sea G = (V, E') un grafo finito no orientado y sea S ¢V
cualquier conjunto de vértices de G. Denominamos subgrafo inducido por Sy denotamos G [S],
al subgrafo de G' cuyo conjunto de vértices es S y cuyo conjunto de aristas consta de todos los
elementos de E que tienen ambos extremos en S. Es decir, dos vértices cualesquiera vy, vs € S

son adyacentes en G [S] si y solo si son adyacentes en G.

Ejemplo 1.25. En la Figura 1.6 se presenta un grafo finito no orientado de orden seis, cuyo
conjunto de vértices es V = {A,B,C,D,E,F}. No es un grafo completo ya que, por ejemplo,
los vértices C'y F' no son adyacentes. Cualquier subgrafo de orden uno o dos, es trivialmente

completo. Contiene ademas tres subgrafos completos de orden mayor o igual que tres:

» El subgrafo inducido por Vi = {A, E, F'} de orden 3.
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» El subgrafo inducido por V5 = {B,C, D} de orden 3.

» El subgrafo inducido por V5 = {A, B, D, E} de orden 4.

Figura 1.6: Grafo no completo con 3 subgrafos completo de orden mayor o igual que tres.

Observacion 1.26. Notese que los grafos no orientados pueden verse como complejos simpliciales

de dimensién 1, donde los vértices son los O-simplices del complejo y las aristas son los 1-simplices.

Los grafos tinicamente permiten expresar relaciones binarias entre objetos. Por tanto, conside-
rarlos como complejos simpliciales, nos va a permitir establecer relaciones de orden superior.
Para ello, definiremos en el grafo los denominados cliques, que seran equivalentes a los simplices.

Apareceran “a través de” los subgrafos completos del grafo.

Definiciéon 1.27 (Clique). Sea G = (V, E) un grafo finito no orientado. Un k-clique de G es un
elemento {iy,... i} € (Z) tal que {ip,iq} € E para todo 1 < p < ¢ < k. Al conjunto de todos los
k-cliques de G lo denotamos por Ki(G).

Observacion 1.28. Es frecuente en la literatura referirse a los cliques como pandillas.

Ejemplo 1.29. Trabajemos con el grafo G de la Figura 1.6. Se puede comprobar que K1(G) =V
y Ko(G) = E. El conjunto de 3-cliques es justamente {Vi,V52} y el conjunto de 4-cliques es {V3}.
Para k > 4, el conjunto de k—cliques es vacio.

Por tanto, teniendo en cuenta el Ejemplo 1.25, los subgrafos completos de G de orden k son
exactamente los inducidos por los k—cliques. En la Figura 1.7 se puede comprobar como los

subgrafos completos de G se convierten a través de sus vértices en simplices.

A partir del Ejemplo 1.29, es sencillo extraer las siguientes observaciones.

Observacion 1.30. Notese que los k-cliques son justamente el conjunto de vértices de los subgrafos

completos de G de orden k.

Observacion 1.31. Un k-clique de G es un k — 1 simplice.

Nos interesaran en especial los 3-cliques, que llamaremos triadas. Al conjunto de triadas K3(G)

lo denotaremos por T'(FE).
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Vs = {A,B,C, B}
Figura 1.7: Los k-cliques de G se convierten en k — 1 simplices.

vértices

SUbg/rafO COmpletO ******* > k_clzque < - > k_] S/[jmpllce

de orden k

Definicién 1.32 (j-complejo simplicial de cliques). Sea G = (V, E') un grafo finito no orientado.
Definimos como j-complejo de cliques de Gy denotamos por K7(G), al complejo simplicial j -1

dimensional formado por todos los k-cliques de G con k=1,...,5. Es decir:
) J
K/(G):= U Kw(G)
k=1

Si j es maximo (igual al namero de vértices del clique més grande de ), obtenemos lo llamado

complejo de cliques de G y lo denotamos por K(G).

Ejemplo 1.33. Consideremos la Figura 1.8:

A

Grafo G Complejo de cliques de G

Figura 1.8: Un grafo y su complejo de cliques.

A la izquierda se muestra un grafo G de orden ocho. El clique méas grande de G es el formado
por los cuatro vértices del centro. Teniendo en cuenta esto, el complejo de cliques K(G) coincide
con K*(G) y se construye tal y como aparece en la derecha de la Figura 1.8. El 3-complejo de

cliques K3(@), se disefia igual que K*(G), pero tetraedro central no es macizo, esta hueco.
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Nuestro estudio se reducira al 3-complejo de cliques de G, K3(G) = (V, E,T(F)) que en ocasiones
denotaremos como Kg = K3(G).



Capitulo 2
Homologia y cohomologia simplicial

Es habitual en topologia algebraica asociar a los espacios topolégicos, objetos algebraicos. El es-
tudio de los objetos algebraicos permite sacar conclusiones sobre los espacios topologicos. En este
capitulo presentamos los espacios vectoriales de homologia y cohomologia. Tales espacios se aso-
cian a complejos simpliciales y aportan informacion sobre los segundos. Seguimos las referencias

[2, 3, 4, 6, 8.

2.1. Espacios vectoriales y dualidad

Antes de proceder a definir homologia y cohomologia, presentaremos algunas herramientas alge-
braicas que usaremos a lo largo del desarrollo. En todo momento asumiremos que los espacios

vectoriales con los que trabajamos son de dimensién finita.

2.1.1. Espacio vectorial cociente

Sea F' un cuerpo. Sea V un F-espacio vectorial y U un subespacio de V. Podemos definir en V'

una relacion de equivalencia dada por U de tal manera que dados v,v" € V
I, /
vVt e= v —velU

Con esta relacion de equivalencia podemos hacer una particion del conjunto V' en clases de

equivalencia (v ~y v': < [v] =[v]). La clase de equivalencia de v € V es el conjunto:
[]:={v' eV ]|v~p v} =v+U

El conjunto de clases de equivalencia dotado con la suma y el producto por escalares forma un

espacio vectorial que denominamos espacio cociente de V- mddulo U. Lo denotamos por V /U.

11
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2.1.2. Matriz asociada a una aplicaciéon lineal

Una aplicacién entre espacios vectoriales f:V — W es lineal si verifica que:
f(lau+ pv) =af (u) +Bf (v) para todo u,veV y a,feF

Escojamos las bases B = (v1,...,v,) en V 'y B' = (wy,...,wy) en W. La matriz asociada a f
con respecto de estas bases es la matriz Mpp/(f) de dimensién m x n cuyas columnas son las

coordenadas respecto de B’ de las imagenes de los vectores de B.

M (f) - ((f(m)Br ™ (f(vnBr)

mxn

Existen una serie de subespacios asociados a una aplicacién lineal. Se llama imagen de f y se
representa por im (f) al subespacio f (V') de W. Se llama nicleo de f y se denota por ker (f)
al subespacio de vectores de V' cuya imagen por f es 0. El Teorema de rango-nulidad relaciona

las dimensiones de estos subespacios:
dim (V) = dim (im (f)) + dim (ker (f))
y ademas dim (im (f)) = rango (Mpp(f)).

El conjunto de todas las aplicaciones lineales de V' en W forma un F'—espacio vectorial con las

operaciones de suma y multiplicacion por escalares. Lo denotaremos por Lp (V,W).

Observacion 2.1. Todo cuerpo F' es un F'—espacio vectorial. El producto de escalares por vectores

coincide con el producto de F.

2.1.3. Dualidad

Definicién 2.2 (Espacio dual). Sea V' un espacio vectorial sobre F'. Llamamos espacio vectorial

dual de V' y denotamos por V*, como el espacio vectorial de aplicaciones lineales de V' a F' :
V*=Lp(V,F)={f:V - F| f es aplicacion lineal}

Definiciéon 2.3 (Base dual). Sea B = {v1,...,v,} una base de V. La base dual de V* asociada

a B viene dada por una coleccion de aplicaciones {v7,...,v,*} definidas por:
N 1 sii=j ]
v; (v5) = 1<j<n
0 sii+j

para i€ {l,...,n}.

El espacio dual del espacio dual (V*)*, es isomorfo al espacio de partida.
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Definicién 2.4 (Aplicacion lineal dual). Sean V', W espacios vectoriales sobre F'y L:V — W una
aplicacion lineal. Llamamos aplicacion dual de L y denotamos por L*: W* — V™ a la aplicacion

dada por L* (f) = fo L.
L L*
V——W ~ W'V

Sean V', W espacios vectoriales sobre R de dimensiéon n y m respectivamente, y escojamos las
bases B y B’. Sus espacios duales seran V* y W*, y podemos tomar las bases duales B* y B'*.

Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.5. Sea L:V — W una R-aplicacion lineal con matriz asociada Mpp/(L) € R™™.
Entonces si L*:W* = V* es la aplicacion dual de L:

T
Mp«p+ (L") = | Mpp/(L) ;

nxm

donde el simbolo T denota la matriz traspuesta.

2.2. Homologia

Conduciremos esta secciéon hacia la definiciéon de homologia simplicial, que nos ofrecera un método

para medir los agujeros de un complejo simplicial.

Una nocién clave previa a la definicién de la homologia simplicial es el concepto de orientaciéon
de un simplice. Si pensamos en los vértices de un simplice como un conjunto ordenado, podemos
obtener diferentes disposiciones de la lista de vértices permutando o cambiando su orden. Ade-
mas, las permutaciones pueden descomponerse en un producto de transposiciones, es decir, en
sucesivos intercambios de elementos dos a dos. En particular, si el niimero de transposiciones en

la descomposicién es par diremos que es una permutacién par.

Definicion 2.6 (Orientaciéon de simplice). Sea ¢ = [ag,...,a,]| un simplice. Decimos que 2
ordenaciones de sus vértices son equivalentes si difieren en un nimero par de permutaciones.
Para dim (o) > 0, aparecen dos clases de equivalencia en la ordenacion de sus vértices. Cada una

de estas clases se denomina orientacion de o.

Asi, cada simplice de dimensiéon mayor que 0 tiene exactamente dos orientaciones, de manera
) )
que al cambiar el orden de 2 de sus vértices cambia su orientacion. Un simplice orientado es un

simplice acompanado de una orientacion.

En lo sucesivo, especificaremos la orientacién de un simplice a partir de los subindices de sus
vértices mediante la regla: si i < j, colocamos primero a; y después a;j. Denotaremos también por

o =[ag,...,a,] alos simplices orientados.
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Observacion 2.7. Sila dim (o) = 0, entonces o tiene un tnico vértice. En consecuencia, hay una

Unica clase y por tanto una tnica orientacion.

Ejemplo 2.8. En la Figura 2.1 se presentan simplices orientados de dimensién menor a mayor

de izquierda a derecha.

En un 1-simplice, la eleccién de una orientacién se corresponde a escoger una de las dos posibles
direcciones. A menudo se traza una flecha para indicar la direccion, tal y como se observa en el

1-simplice orientado de la Figura 2.1.

En el caso de un 2-simplice, la orientacién se suele presentar mediante una flecha circular.
Representa las dos posibles direcciones: en el sentido de las agujas del reloj o el contrario. El
2—simplice orientado [ag, a1, az2] de la Figura 2.1 la flecha sigue en sentido de las agujas del reloj,

de ap a a1 a as.

Por dltimo, para la representaciéon de la orientaciéon de un 3-simplice se utiliza la convencién de
la 'Regla de la mano derecha’. La flecha en espiral de la Figura 2.1 indica la direccion del simplice
[ag,a1,a2,a3]. Se correponde con la direccion dada por la mano derecha: si curvas los dedos de
tu mano derecha en la direccién de ag a a1 a as, tu dedo pulgar apunta hacia as. La orientacién

opuesta la obtendriamos usando nuestra mano izquierda.

a
aq 3
a1 %
Qg ag a1
Qg

Figura 2.1: Simplices orientados de dimensién uno, dos y tres.

Observacion 2.9. Los ejemplos expuestos en la Figura 2.1 ilustran como la definicién de orien-
tacion dada, coincide con la intuicién geométrica heredada del calculo vectorial. A lo largo del
trabajo, presentaremos mas definiciones que seran también la nociéon discreta de conceptos con-

tinuos del calculo vectorial ya conocidos (gradiente, rotacional, ... ).

Procedemos a definir las cadenas de un complejo orientado, que nos permiten avanzar por los
simplices del complejo teniendo en cuenta la orientaciéon. De ahora en adelante asumiremos que

trabajamos sobre el cuerpo de los ntmeors reales.

Definicién 2.10 (p-cadena). Sea K un complejo simplicial finito. Una p-cadena de K es una
funcion ¢ del conjunto de p-simplices orientados de K al cuerpo R, tal que ¢(0) =-c(¢') sio y

o’ son el mismo simplice con orientaciones opuestas.
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El conjunto de p-cadenas de K se denota por Cp(K). Podemos definir una suma + en Cp(K),
sumando los valores que toman las p—cadenas en cada simplice. Esta operacién, junto con la
multiplicacion por escalares «:R x C}, (K) - R dota al conjunto Cp,(K') de estructura de espacio
vectorial (Cp (K),+,).

Notacion 2.11. Usaremos C), (K) para referirnos a (C) (K),+,-).

Definiciéon 2.12 (p-cadena elemental). Sea K un complejo simplicial finito. Dado un p-simplice

orientado o de K, definimos la p-cadena elemental ¢ correspondiente a o como la cadena:

» c(o0)=1.
= ¢c(0')=-1, si ¢’ y o son el mismo simplice con orientaciones opuestas.
» ¢(7) =0 cualquier otro simplice orientado 7.

Observacion 2.13. Si o, o’ son simplices con orientacion opuesta y ¢, ¢’ son sus cadenas elemen-

tales asociadas respectivamente, entonces ¢’ = —c.

Notacion 2.14. Por abuso de notacién, usaremos el simbolo ¢ para denotar también la p-cadena
elemental correspondiente al p-simplice orientado o. Teniendo en cuenta la Observacion 2.13,
escribiremos —o para referirnos a la cadena elemental asociada al simplice con orientacién opuesta

ao.

Sea K un complejo simplicial finito y dotemos a su conjunto de p—simplices de una orientacion.
Entonces el conjunto de p—cadenas elementales correspondientes a estos simplices forman una
base de C, (K). Es decir, podemos expresar cada p-cadena de K como una combinacion lineal

finita:

M=

i
<}

c=) kio; para ceC)(K)

donde cada escalar k; es un elemento de R, cada o; la p—cadena elemental correspondiente al

p—simplice orientado o; y N es el niimero de p—simplices orientados de K.

En la Figura 2.1 se puede observar que la frontera de un p-simplice [ao,...,a,] se recorre
a siguiendo las caras opuestas de cada uno de sus vértices, es decir, los (p — 1)-simplices
[ag,...,dk,...,ap]. Asi, en términos de cadenas, podemos decir que la frontera de [ag,...,a,]
es la (p — 1)—cadena formada por la suma de las caras propias [ao,...,dk,...,ap]. De cualquier
manera, para mantener la coherencia con las orientaciones de las caras del simplice, se introducen

signos como indica la siguiente definicién.

Definicién 2.15 (Aplicacion frontera). Sea K un complejo simplicial finito. Para p > 0, definimos
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la aplicacion frontera de K y denotamos por d,, como la R—-aplicacion lineal:

% Cp(K) — p-1(K)
P

o =lag,...,ap] — 8pa=2(—1)k lag,...,dk, ... ap)
k=0

donde utilizamos el simbolo d}, para saltarnos el vértice ay.

Ejemplo 2.16. En la Figura 2.2 se muestra como acttia la aplicacién frontera sobre los ejemplos

de la Figura 2.1.

» Sobre la 1-cadena elemental [ag,a1] :
1 [ao, a1] = [a1] - [ao]
» Sobre la 2—cadena elemental [ag,a1,as2] :
s [ag, a1, az] = [a1,a2] - [ag,az] + [ao, a1]
= Sobre la 3—cadena elemental [ag,a1,a2,a3] :
05 [ag,a1,a2,a3] = [a1,a9,a3] - [ag,az,as] + [ag,a1,a3] - [ag, a1, az]

aj
81 — a; — agp

Qo
a a

a2 a3

Qo ap

as ag

o 3 =

a a
ag ao

Figura 2.2: Aplicaciones frontera.

Como se puede observar, la aplicacién frontera coloca un signo negativo delante de la cadena, si
la direccion en la que se recorre la frontera no coincide con la orientaciéon del simplice asociado
a la cadena.

Reparemos en la 1-cadena 0; [ag, a1, az] ilustrada en el la fila central de la Figura 2.2. Si aplicamos
el operador 01 sobre esta 1-cadena, obtenemos el cero; todo se cancela ya que cada vértice aparece

como el punto inicial de una de la aristas y como punto final de otra.
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Los calculos realizacidos en el Ejemplo 2.16, motivan el siguiente resultado:

Lema 2.17. La frontera de una frontera es nula:

8,,_1 o 8p =0
Demostracion. Sea o = [ap,...,a,] una p—cadena elemental en la base de Cp, (K). Entonces :

ap_l 08p g = 8p_1 08p [ao, .. .,ap] = (—1)Z 6p_1 [ao, v ,(ii, cee ,ap]

INNGE

= Z(—l)i(—l)j [a(), oo ,dj, .. .Cii, ces ,ap] + E(—l)i(—l)j_l [ao, ces ,cii, . . .ij, .. .,ap]

J<t 7>0
Los términos de los sumatorios se cancelan por pares, ya que al intercambiar ¢ y j en el segundo

sumando, se convierte en el negativo del primero. O

Corolario 2.18. Para todo p >0, la imagen de Op41, es un subespacio vectorial del nicleo de 0p.

FEs decir, im Opy1 € ker 0,.
Notacion 2.19. En ocasiones, escribiremos C), para referirnos a C, (K)

Definiciéon 2.20 (Complejo de cadenas). Sea K un complejo simplicial finito. La coleccion de
cadenas y aplicaciones borde se agrupan en una secuencia de aplicaciones lineales sobre espacios

vectoriales, que llamamos complejo de cadenas :

Op Op-1 o)) 01 9o
c, Cpor . i Co 0.

Notese que hemos extendido la secuencia hacia la derecha mediante un 0 y dg = 0.

Para la definicién de homologia, resulta imprescindible definir una serie de subespacios.

Definicion 2.21. El ntcleo de 0): Cp,(K) — Cj—1(K) se denomina subespacio de p-ciclos y se

denota por Z,(K). Cada elemento de Z,(K') se denomina p-ciclo.

Definicion 2.22. La imagen de 0p41: Cp11(K) — Cp(K) se denomina subespacio de p-fronteras

y se denota por By(K). Cada elemento de By,(K) se denomina p-frontera.

Sustancialmente, los ciclos serdn aquellos elementos con frontera nula y que no son bordes.
Las fronteras son los bordes de otros elementos. No resulta sorprendente por tanto la siguiente

observacion, resultado directo del Corolario 2.18:

Observacion 2.23. Para todo p > 0, cada p + 1-frontera es un p-ciclo, tal y como nos dice el
Corolario 2.18. Es decir, B,(K) ¢ Z,(K).

Partiendo de la relacion B,(K) ¢ Z,(K), podemos finalmente definir los espacios de homologia.
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Definicion 2.24. Se define como p—ésimo espacio de homologia de K,y se denota por H,(K),
al espacio cociente sobre R :
Hy(K):= Zy(K) | Bp(K)

Los elementos de Hy(K') se denominan clases de homologia. Dos ciclos pertenecen a la misma

clase si su diferencia es una frontera:
o] ={reZ,(K)|o-TeB,(K)}

La dimensién del p—ésimo espacio de homologia de K se denomina p—ésimo numero de Betti de

K y se denomina por 3, (K).

Observacion 2.25. Como ya mencionamos en la introduccion, los espacios de homogologia nos
proporcionan un método para estudiar los agujeros de un complejo. Para p > 0, el nimero de
Betti proporciona el ntimero de agujeros p—dimensionales del complejo. En el caso de p = 0, nos

informa sobre el nimero de componentes conexas del complejo.

Ejemplo 2.26. Para ilustrar estas definiciones, usaremos el complejo simplicial K presentado
en la Figura 1.3. Consiste en un complejo simplicial de dimensién 2, formado por 7 vértices. Tal
y como precisa la Figura 2.3, dotamos al complejo de una orientacién mediante los subindices de
sus vértices. Senalemos unas aclaraciones de notacion:

» Dimension 2: Denotemos o1 = [ag,a1,a2] y 02 = [az,a3,a4] .

= Dimension 1: Denotemos e;; = [a;,a;].

» Dimension 0: Denotemos ay, = [ax], con k=0,...,6.

Asi, el complejo K esta formado por los simplices orientados:

= Dos simplices de dimension 2: o1, o1
= Diez simplices de dimension 1: eg1, €g2, €p4, €12, €23, €24, €34, €35, €45, €56

= Siete simplices de dimension 0 o vértices: ag, a1, as, a3, a4, a5, Gg

Asi, los espacios de cadenas de K estan generados por las bases:

CQ(K)=<01,0'2> Cl(K)=<601,...,€56) Co(K)=<a(),...,a6>

Se forma el complejo de cadenas, conectdndolas mediante las aplicaciones frontera:

0 0o [oi1 0
0 Cs C Co 0.
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ay ag

ap as
as
a2
a1

Figura 2.3: Complejo simplicial orientado K.

Para estudiar los espacios de homologia, analicemos primero las fronteras y los ciclos de K.

Empecemos por las fronteras By, (K):
Bllz im82 = 82 (< 01,02 >) B()ZZ im81 = 81 (( €01, ---4 €56 >)
Por ser 9 una aplicacion lineal:

By = (32 (01) , 02 (02)> = (612 — €02 t €01, €34 —624+€23>

Bo=(01(eo1) ,...,01(es6)) =(ar—ao,...,as-as)

Examinemos ahora los ciclos de K. Por la Observacion 2.23, sabemos que By,(K) € Z,(K). Asi:

Zl: = keral = Bl @] <€24 — €04 + €02,€45 — €35 + 634)

ZDZ = kerao =ker(Q = Co (K)

Para p # 0,1, es sencillo comprobar que B, = Z, = 0. Analicemos por tanto el 0,1- espacios de

homologia.
R2
R

Hy(K): = Z1(K) | B1(K)
Ho(K): = Zo(K) [ Bo(K)

112

R? | R?
R” /RS

112

112
112

Asi, el primer nimero de Betti de K serd 2 y el 0-ésimo ntimero de Betti de K sera 1.

Observacion 2.27. En el Ejemplo 2.26 anterior es sencillo observar que los ciclos son los “caminos
cerrados” a lo largo del complejo. Entonces, para encontrar los agujeros, nos interesan aquellos
caminos cerrados que no sean frontera de un simplice. Asi, se pone de manifiesto la utilidad del
numero de Betti. El complejo de la Figura 2.3 tiene justamente una componente conexa y dos

agujeros 1-dimensionales, que son los “tridngulos sin rellenar”.

Tomando como base las cadenas elementales, podemos calcular las matrices asociadas a las

aplicaciones lineales 01 y Op:
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0 0
1 0
-1 0
0 0
M (92) = (32(01) | 32(02)) = 0 1
10x2 1 -1
0 1
0 0
0 0
0 0 10x2
-1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 -1 -1 0 0 0 0
M (81) = (61(601) ‘ o | 81(656)) = 0 0 0 0 1 0 -1 -1 0 0
7x10 0 0 1 0 0 1 1 0o -1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

2.3. Cohomologia

La cohomologia es una variaciéon algebraica de homologia, resultado de una dualizacién en su

definiciéon. La principal herramienta que usaremos mas adelante para aplicar sobre rankings.

Vamos a exponer las definiciones duales de las dadas en homologia.

Definicién 2.28 (Cocadena). Sea K un complejo simplicial finito. Llamamos espacio de p-

cocadenas de Ky denotamos por C? (K,R), al espacio vectorial dual de C),(K):
CP (K, R):= Cp(K)" = Lr (Cp(K),R)

Sea {01, ...,0n} labase de p-cadenas elementales de Cp,(K'), obtenemos su base dual {o],..., 0%}
CP (K,R) definida para cada i€ {1,..., N} por:
. 1 sii=j
o; (05) = 1<j<N
0 sii#j
Definiciéon 2.29 (Aplicacion cofrontera). Sea K un complejo simplicial finito. Para p > 0, defi-
nimos la aplicacion cofrontera de K y denotamos por d,, como la aplicacion dual del operador

frontera Ops1: Cpe1 (K) = Cp(K) :

Op+1 0p=0,1

Cpa (K) C(K) ~ CPU(KR)

CP (K,R)

Por tanto, la aplicacion 6, asigna a la funcion o*: C,(K) — R la composicion:

8p-ﬁ—l o*

Cp+1(K) Cp(K) R

Esto es, 0p (0%) = 0" 0 Ops1

c
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Observacion 2.30. Tenemos que 0 disminuye en uno la dimensién mientras que d la aumenta.
Notacion 2.31. Con frecuencia, escribiremos C? para referirnos a C? (K, R).

Lema 2.32.
5p+1 o 6p = O

Demostracion. Sea o* un elemento de la base de CP entonces :

Op+100p 0 = 0ps1 (0p (7)) = Ops1 (07 0 Ops1)

= (0" 0 Opi1) © Opsa = 0" o (Op+10Ops2) = c"(0)=0
donde la penttima igualdad la tenemos por Lema 2.17. O

Definiciéon 2.33 (Complejo de cocadenas). Obtenemos el complejo de cocadenas, la nocion dual

del complejo de cadenas:

1 (Sp 6;771 51 1 60 0
c—— COP cP . c C 0

Definicién 2.34 (Cociclo). El nticleo de 6,: CP (K, R) — CP*! (K, R) se denomina R-espacio
de p-cociclos y se denota por ZP(K,R) 6 ZP.

Definicién 2.35 (Cofrontera). La imagen de §,-1:CP' (K,R) — CP(K,R) se denomina
R-espacio de p-cofronteras y se denota por BP(K,R) 6 BP.

Definiciéon 2.36 (Cohomologia). Se define como p-ésimo R-espacio de cohomologia de K y se
denota por HP(K,R) 6 H? al espacio :

H?(K,R):= Z” (K,R) | B? (K,R)

Ejemplo 2.37. Retomemos el complejo del Ejemplo 2.26. Tomamos las bases duales de las bases
de cadenas definidas en el ejemplo anterior. Asi, los espacios de cocadenas de K estdn generados
por:
2 * % 1 * 0 *
C* ={(oy,03) ¢ :<eij> C" = (a)
Las aplicaciones cofrontera son las duales de las aplicaciones frontera definidas en el Ejemplo

2.26:

0 02 01 0

0 CQ Cl > C() 0

0 01 do 0

0 C? ct O 0

o (efj) =e;; 002 do (ag) = aj 0 01
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M= (8enlaen) —ore= (5o 4 o) Ao o)
x 10 2% 10

—1 1 0 0 0 0 O

—1 0 1 0 0 0 0

-1 0 0 0 1 0 0

T 0 —1 1 0 0 0 O

M<<50>=(ao<e31>|...|ao<e;6>) —@)"= o o 11 0 0 o

107 0O 0 -1 0 1 0 0

0 0 0 —1 1 0 O

0 0 0 —1 0 1 0

0 0 0 0 -1 1 0

0 0 0 0 0 -1 1

10x7

Las matrices asociadas a las aplicaciones cofrontera d; y dp respecto a las bases duales que

acabamos de calcular, son las traspuestas de las matrices calculadas en el Ejemplo 2.26:

Sabemos que la dimensién de la imagen de una aplicacién coincide con el rango de su matriz

asociada, y ademés que una matriz y su traspuesta tienen el mismo rango. Por tanto:

B*=imé; y dim(imd;) =rg(M (61))=rg(M (ds)) =2
Bl =imdy y dim(imdy) =rg (M (8)) =rg (M (81)) =6

y BP = 0 para p # 1,2. Para calcular la dimensiéon de los cociclos, usaremos el Teorema de
rango-nulidad. Teniendo en cuenta que C? = R?, C1 2R y CY 2 R":

Z% =kerdy =ker0=C? y dim (kerdy) =2
Zl:i=kerd, y dim(kerél)=dim(Cl)—dim(im5l)=10—2=8
Z% =kerdy y dim (kerdp) = dim (C’O) —dim (imdg) =7-6=1

Por tanto, los 0, 1-espacios de cohomologia de K vendran dados por:

H*(K):=Z*(K) | B3(K) = R*/R?* = 0
HYK):=ZYK)|B'(K) = R®/R® = R?
HY(K):=Z°(K)|B%(K) = R/0 = R

Fijandonos en el Ejemplo 2.26, se puede observar que son isomorfos con los espacios de homologia

del complejo.



Capitulo 3
Teoria de Hodge discreta

En la primera seccién de este capitulo, describiremos en qué consiste la Teoria de Hodge discreta.
Dedicaremos la segunda seccién a vincular la cohomologia simplicial y la Teoria de Hodge discreta
a los grafos. En el Capitulo 1 ya estudiamos el nexo entre los grafos y los complejos simpliciales.
Veremos ahora como las funciones y operadores sobre grafos son, respectivamente, los espacios
de cocadenas y las aplicaciones frontera. Una vez trasladados los grafos al marco simplicial,
aplicaremos la Teoria de Hodge estudiada en la primera seccién sobre los grafos. Seguiremos las

referencias [1, 5].

3.1. Teorema de descomposicion de Hodge

3.1.1. Producto escalar, operador adjunto y ortogonalidad

Definiciéon 3.1 (Producto escalar). Sea V' un espacio vectorial sobre R. Definimos un producto

escalar en V', como una operacion (.,.):V xV - R que es:

= Bilineal

(av+Bv",0") = afu, v") + B0, 0")

(v, av'+ V") = afv,v") + B{v,v")

= Simétrica

(v,0")= (v, v)

= Definida positiva

(v,v)>20 y (v,v)=0siysolosiv=0

23
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para todo v, v', v €V y a, S e R.

Definiciéon 3.2 (Operador adjunto). Sea V, W espacios vectoriales con ciertos productos esca-
lares (.,.)v, (.,.)w v sea L:V — W una aplicacion lineal. Decimos que una aplicacion lineal

LW - V es el operador adjunto de L si:
(w,L(v))w = (LT (w),v)y para cualesquiera veV y we W
Observacion 3.3. El operador adjunto es una generalizacion de la aplicaciéon dual.

Una vez escogido un producto escalar en un espacio vectorial, podemos hablar de la ortogonalidad,

una generalizacién de la idea de perpendicularidad vista en geometria euclidiana.

Definiciéon 3.4 (Vectores ortogonales). Sea V' un espacio vectorial con producto escalar (., .)y.
Decimos que dos vectores v,v" € V' son ortogonales y denotamos por v L v" si (v, v" )y =0.

Dos subespacios Uy, Us € V son ortogonales si uy L ug para todo uy € Uy y todo ug € Us.

Definicién 3.5 (Base ortonormal). Sea V' un espacio vectorial de dimensién n, con producto

escalar(., .)y. Decimos que una base de V' {v1,...,v,} es ortonormal si verifica:
1 sii=j .
(vi,vj)v = para i,j€{l,...,n}
0 sii#j

Definicién 3.6 (Complemento ortogonal). Sea V un espacio vectorial con producto escalar
(.,.)v y sea U un subespacio de V. Llamamos complemento ortogonal de U y denotamos por

U* al subespacio vectorial de V' formado por el conjunto de vectores de V ortogonales a U:
Vi={veV |{u,v)=0 VYueU}.

Definicion 3.7 (Suma ortogonal). Sea V' un espacio vectorial con producto escalar (., . )y y sean
Ui, Us subespacios de V. Decimos que V' es suma ortogonal de Uy y Uy y denotamos V = Uy @ U,

si verifican que:
V=U1+UQI={U1+UQ|U1€U1, UQEUQ} y U1J_U2

Proposicion 3.8. Sea V' un espacio vectorial con producto escalar (., .)yv y sea U un subespacio
de V. Entonces:
V=UeU"

3.1.2. Laplaciano y Descomposicién de Hodge

Vamos a describir en el contexto discreto algunos conceptos de célculo vectorial.
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Sea K un complejo simplicial finito orientado, podemos equipar a cada uno de los espacios de

cocadenas C? con un producto escalar (-, -),. Elegido este producto, definimos el operador adjunto

(5;, de la aplicacion co-frontera &,: C? - CP*1:

(0p (f)+ 9)pse1 = (f, 65 (9) )ps1 para todo feCP,geCPH

Definiciéon 3.9 (Laplaciano combinatorio). Sea K un complejo simplicial finito orientado, cuyos
espacios de cocadenas CP estan dotados con un producto escalar. El Laplaciano combinatorio
p-dimensional es el operador A,:C? (K,R) - CP (K,R) definido por :

Dy=0l0d,+d,100
En particular:
= Para p=0:
AO = 58 o 60

= Parap=1:
Ay=68108+8p08)

Lema 3.10. La dimension de ker (4,) coincide con B, (K), el p—ésimo nimero de Betti de K.
Exponemos a continuacién el teorema principal del trabajo, cuya demostraciéon abordaremos en
la Secciéon 3.1.3.

Teorema 3.11 (Teorema de descomposicion de Hodge). Sea K un complejo simplicial finito
orientado, equipamos a cada uno de los espacios de cocadenas CP con un producto escalar (-,-)p.

El espacio C? (K,R) admite una descomposicion ortogonal:
CP (K,R) = im (5]) @ ker (48,) ®im (5p-1)

Adn mds:

ker (&,) = ker (6,) Nnker (5;_1) :

3.1.3. Demostracion del Teorema de descomposicion de Hodge

Para facilitar el seguimiento de la demostracion, trabajaremos con las matrices asociadas a las

aplicaciones 0, y 0p-1:

Una cocadena de K, estd determinada de forma univoca por la coleccion de las imégenes de los

p—simplices de K. Por lo tanto:

Cp+1 _ Rm Cp _ Rn Cpfl — Rs
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donde m, n, s son el ntmero de p+ 1, p, p— 1 simplices respectivamente.

Las matrices asociadas a los operadores adjuntos 5; y 5;71 las denotaremos por:
At = M (6]) e Bf =M (5] ) eron

Notacion 3.12. Por abuso del lenguaje, si M es la matriz asocidada a la aplicaciéon lineal f,

usaremos im (M) y ker (M) para referirnos a los subespacios imagen y ntcleo de f.

Tras estas aclaraciones de notacién, comencemos la demostracion.

El Lema 2.32 nos decia que 9, 0 d,-1 = 0. Asi, en términos de matrices tenemos que :
AB=0
o equivalentemente im (B) ¢ ker (A). El espacio de cohomologia H? viene dado por:
ker (A) /im (B)
Un elemento de ker (A) /im (B) es una clase de equivalencia, es decir, un conjunto de vectores
x+im(B):={x+yeR" |yecim(B)}

para cierto x € ker (A). Se podria prescindir de las clases de equivalencia si, en cada clase,
fuésemos capaces escoger de manera tnica un elemento xy € x +im (B) que representase a todo
el conjunto. La manera habitual de proceder, es escoger xy de tal manera que sea ortogonal a
cualquier otro vector de im (B).

Asi, teniendo en cuenta que im (B)" = ker (BT) (vease Lema 3.13), se selecciona un z g € ker (A)n
ker (BT). El elemento xp se denomina representante armonico de la clase de cohomologia x +
im (B).

La aplicacion que lleva la clase de cohomologia z +im (B) a su tnico representate armoénico g

define un isomorfismo de espacios vectoriales (véase 3.14) :
ker (A) /im (B) = ker (A) nker (BY) (3.1)

Esto nos permite redefinir el espacio de cohomologia con respecto A y B como un subespacio
ker (A) nker (BT), y una clase de homologia puede ser considerada como un vector, su represen-

tante armoénico.

Justifiquemos la eleccion del nombre armdnico para los elementos de ker (A) N ker (BT). En la
seccion anterior, definimos el operador Laplaciano combinatorio como A, = 5;[) 0 dp +dp-10 (5;_1

En términos de matrices asociadas:

At A+ BBt e R
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Es sencillo comprobar que (veése Teorema 3.14):
ker (ATA+BBT) = ker (A) nker (BT) (3.2)
Asi, un representante armonico z g € ker (A)nker (BT) es una solucion de la ecuacion de Laplace:
(AtA+BBY) z=0

cuyas soluciones son habitualmente referidas como funciones armdnicas.

A través de los resultados 3.1 e 3.2, observamos que el espacio de cohomologia con respecto A y

B también se concibe como el ntcleo del operador Laplaciano combinatorio:
ker (A) /im (B) xker (A'A + BBT) (3.3)

El Lema 3.10 es consecuencia directa de esta relacion 3.3, ya que la dimensiones de los espacios

de homologia coinciden con las dimensiones de sus duales, los espacios de cohomologia.

Ademas, la Relacion 3.3 es la que nos permite descomponer ortogonalmente el espacio R" en la

llamada Descomposiciéon de Hodge 3.11:

En otras palabras, cuando AB = 0, cualquier vector z € R" se puede descomponer de manera

anica como:

z=Alw+zyg+Bv, (Alw,zy)= (g, Bv)=(ATw, Bv)=0
para ciertos v € RP y w € RP.

Dada una matriz C' € R™ ", por el Lema 3.13 sabemos que:
R"™ =ker (C) ® im (CT) ,  R™=ker (CT) ®im (C)

Combinando esta y la descomposicion de Hodge 3.1 obtenemos:

ker (BT)
f 1

R" = im (A") @ ker (ATA + BBT) @ im (B)
L

]

ker (A)

La interseccion de ker (A) y ker (BT) coincide con ker (ATA + BBT)7 confirmando la Expresién 3.2
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En definitiva, partiendo de la relacién AB = 0, hemos visto tres maneras de definir el espacio de

cohomologia con respecto a Ay a B:

ker (A) /im (B), ker(A)nker(B'"), ker(A'A+BB').

Demostremos ahora todos los resultados que hemos usado en este desarrollo:

Lema 3.13. Sea C € R™"™. Entonces:

1. ker (C) =ker (C'C)
2. im (C7) =im (C7C)
3. ker (C7) =im (C)*
4. im (C7) = ker (C)*
5. R" =ker (C) ®im (CT)
Demostracion. 1. Six eker (C), entonces Cz = 0. Por tanto, CTCz = 0, es decir z € ker (C’TC).
Por otra parte, si x € ker (CTC') tenemos que:
|Cz|? = (Cz) Cz =2fCTCz =0
Por ser el producto escalar definido positivo, Cx = 0, equivalentemente x € ker (C).

2. Siyeim (CTC), entonces y = C'Cz = Ct (Cx). Por tanto, y € im (CT). El Teorema de
rango-nulidad, nos dice que dim (R™) = dim (ker (C')) + dim (im (C')). Asi, por el apartado

1, tenemos que:

dim (im (CTC’)) = n — dim (ker (CTC)) =n —dim (ker (C))
= dim (im (C)) = dim (im (CT))

De im (C’TC) Cim (CT), se sigue el resultado.

3. Si x € ker (C’T), entonces (x,Cy) = (C'z,y) = 0 para cualquier y € R™. Por tanto, z €
im (C)*. Por otro lado, si z € im (C)*, entonces 0 = (x,Cy) = (C'z,y) para cualquier
y e R™. Asi, CTz = 0, equivalentemente x € ker (CT).

4. Por 3, im (C’T)l = ker (CTCT) = ker (C) de lo que se sigue el resultado.

5. Se obtiene directamente a partir los resultados anteriores.

Teorema 3.14. Sean A € R™" y B € R™P dos matrices tal que AB = 0.
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1. ker (AfA + BBf) =ker (A) nker (Bf)

2. ker (A) /im (B) = ker (A) nker (Bf)

Demostracion. 1. Recordemos que im (B) ¢ ker (A) pues AB =0y im (AT) C ker (BT) pues

BTA" = 0. Para ver la igualdad, veamos las inclusiones en ambos sentidos.

(“ 27) Tomamos x € ker (A) nker (BT). Entonces, por el resultado 1 de Lema 3.13:
zeker (A) =ker (ATA) y wxeker(B')=ker(BB).
Por tanto,
0=A"Az + BB'2 = (ATA+ BB") .
Es decir, x € ker (ATA + BBT).

(“ ¢ ™) Tomamos z € ker (AT A + BBT). Entonces:
(A'A+BBY)2=0 = A'Az=-BB'z.
= Si multiplicamos a ambos lados de la igualdad por la matriz A:
A(ATA)z = AATAz = -ABB'z =0

pues AB = 0. Asi, AT Az € ker (A).

Sabemos ademas que ATAz € im (AT) = ker (A)*, por el resultado 4 de Lema 3.13.
Necesariamente At Az = 0. Por tanto aplicando nuevamente el resultado 1 de Lema
3.13, tenemos que x € ker (ATA) =ker (A).

» Si multiplicamos a ambos lados de la igualdad por la matriz B
0=B'ATAz = -B'BB'x

pues BT A = 0. Asi, BBtz e ker (BT).

Sabemos ademas que BBiz € im (B) = ker (BT)l por el resultado 3 de Lema 3.13.
Necesariamente BBYz = 0. Por tanto aplicando nuevamente el resultado 1 de Lema
3.13, tenemos que x € ker (BBT) = ker (BT).

En conclusion, x € ker (A) nker (BT).

2. Sea mR™ - im (B)* la proyeccién ortogonal de R™ sobre el complemento ortogonal de
im (B). Entonces, cualquier x € R™ admite una tnica descomposicion en dos componentes
mutuamente ortogonales

R™ =im (B)" @ im (B)
z=m(z) + (1-7)(x).
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Sea w4 la restriccion de 7 al subespacio ker (A). Entonces, cualquier elemento x € ker (A)

admite una tnica descomposicién en dos componentes mutuamente ortogonales
ker (A) = (ker (A) nim (B)*) & im(B)
x=ma(x) + (1-ma) ().
teniendo presente que ker (A) nim (B) = im (B) pues im (B) ¢ ker (A).

Por ser 7 una aplicacion sobreyectiva, su restriccion al subespacio ker (A) también lo seré.

Asi, im (m4) = ker (A) nim (B)" Ademas, para cualquier z € ker (A):
m4=0 <= la componente de  en im (B)"es cero <= z cim(B).

Asi, ker (m4) = im (B). Teniendo en cuenta estas dos igualdades, el primer teorema de

isomorfia nos brinda el resultado:
ker (A) /ker (m4) = im (7m4) = ker (A) nim (B)".
ya que por la igualdad 3 del Lema 3.13 sabemos que im (B)" = ker (BT). O

Por tltimo, demostremos el resultado principal de la seccién, el Teorema de descomposicion

de Hodge. Queremos ver que:
R" =im (A") @ ker (ATA + BB') @ im (B).
Por el resultado 5 del Lema 3.13, podemos descomponer R":
R" =ker (B') ®im (B).
Aplicando de nuevo 5 tenemos que:
ker (BT) =R" nker (BT) = [ker (A) ®im (AT)] N ker (BT)
= [ker (A) nker (BT)] ® [im (AT) N ker (BT)]
= ker (ATA + BBT) ® im (AT)

donde la tltima igualdad la tenemos por el Teorema 3.14 y porque B AT = 0.

3.2. Descomposicion de Hodge sobre grafos

3.2.1. Funciones sobre grafos

Dado un grafo G = (V, E'), podemos definir funciones sobre sus vértices, aristas y triadas. Ademas,
pediremos a las funciones definidas sobre estos dos ultimos conjuntos que verifiquen la propiedad

de “alternancia’.
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Definicién 3.15 (Funcion potencial). Sea G = (V, E) un grafo finito no orientado. Definimos

una funcion potencial como cualquier funcién real sobre sus vértices, es decir, s:V — R.

Definiciéon 3.16 (Flujo de aristas). Sea G = (V, E) un grafo finito no orientado. Definimos un
flujo de aristas como cualquier funcion real “alternada’” sobre sus aristas, es decir, X:V xV - R
donde:

—X(],Z) si {ZaJ}GE

0 si{i,j} ¢ E.

X(la]) =

Definiciéon 3.17 (Flujo triangular). Sea G = (V,E) un grafo finito no orientado. Definimos
Definimos un flujo triangular como cualquier funcién real “alternada” sobre sus triadas, es decir,

¢V xV xV - R donde:

¢(]7k72) = ¢(k717]) = _¢(jviuk) = _qb(i?kaj) = _Qb(kvjvi) si {Zh]?k} € T(E)
si {i,5, k) ¢ T(E).

¢(Z7j’k) =

3.2.2. Relaciéon cocadenas y funciones sobre grafos
Sea G = (V, E) un grafo finito no orientado y sea Kg = K*(G) = (V, E,T(E)) su 3-complejo de
cliques.

Recordemos que C? (Kg,R) es el espacio de aplicaciones lineales que llevan las O—cadenas de
K en R. Por otra parte, el espacio de 0—cadenas es por definicion el espacio vectorial generado
por los O—simplices, en este caso, los vértices. Dado que una aplicaciéon lineal viene determinado
por los elementos de la base, es inmediato ver que una 0—cocadena viene determinado por una
funcién potencial. Y, del mismo modo, una funcién potencial determina una cocadena.

Por un razonamiento analogo, deducimos la correspondencia que existe entre una 1-cocadena y

un flujo de aristas y entre una 2—cocadena y un flujo triangular. En conclusion, tenemos que:

1. CY(Kg,R) es el espacio de funciones potenciales.
sV-o-R <«— s:Cy(Kg)—>R
2. C'(Kg,R) es el espacio de flujos de aristas.

X:VxV->R <« X"Ci(Kg)—-R

3. C%(Kg,R) es el espacio de flujos triangulares.

G VxVxV-sR < ¢:0y(Kg)—>R
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Observacion 3.18. Los grafos que manejamos en este trabajo son grafos sin pesos ni orientacion.
Un grafo orientado, es simplemente uno equipado con la eleccion de un flujo de aristas X. Asi, una
arista no orientada {i,j} se convierte en orientada [(i,7) si X (4,5) >0 6 (j,4) si X (4,5)<0] y
la magnitud de X (i,7) se puede tomar como el peso de esa arista en el grafo orientado. Por
decirlo de otra forma, C'' retine todos los grafos orientados con peso con la misma estructura

subyacente de grafo no orientado.

3.2.3. Operadores sobre grafos

Dado un grafo G = (V, E), podemos definir una serie de operadores que actiian sobre las funciones
definidas en el apartado anterior 3.2.1. Los operadores que expondremos consisten en la version
discreta de los operadores continuos del calculo vectorial ya conocidos: gradiente, rotacional,

divergencia y laplaciano.

Definiciéon 3.19 (Gradiente combinatorio). Sea G = (V,E) un grafo finito no orientado. El
gradiente combinatorio es el operador grad que lleva una funciéon potencial sobre los vértices

s:V > R a un flujo de aristas mediante grad(s):V x V' — R definido por:

s(j)-s(i) si{i,j}eFE
si {i,j) ¢ E.

(grad(s)) (i,J) =

Ejemplo 3.20. Consideremos el grafo de la Figura 3.3:

Figura 3.3: Grafo representando la valoracion de las peliculas.

Los vértices representan tres peliculas A, B y C, que han sido valoradas por un critico cinema-
tografico con una nota del 0 al 10. Podemos definir una funcién potencial s sobre los vértices,

asignandole a cada pelicula su nota:

s(A)=1 s(B)=T17 s(C) =10.
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En ese caso, el grad(s) asignara a cada arista el grado de preferencia del critico de una pelicula

sobre otra:

X(A,B)=6 X (B,C)=3 X(C,A)=-9

La Figura 3.4 muestra como la funcién potencial de las notas ordena las peliculas en un ranking
y como la flujo mide cuanto varia la puntuacién entre las peliculas. Ademés, observamos que
si partimos de la pelicula C, si “recorremos todas las escaleras” para regresar a esa pelicula,

debemos subir y bajar lo mismo.

, :1° Pelicula A
3 nota=10 [

;3”. Pelicula C
nota=1 ;

Figura 3.4: Representacion simbolica de correspondencia entre funcién potencial y flujo gradiente.

Definiciéon 3.21 (Rotacional combinatorio). Sea G = (V, E) un grafo finito no orientado. El
rotacional combinatorio es el operador rot que lleva un flujo de aristas X:V x V - R a un flujo

triangular mediante rot(X):V x V x V - R definido por:

X (i,§) + X (G, k) + X (ki) si{i,j,k} e T(E)
si {i,5,k} ¢ T(E).

rot(X) (4,5, k) =

Ejemplo 3.22. Este ejemplo pretende advertir sobre una conclusién errénea a la que se puede
llegar sobre el rotacional combinatorio, consecuencia de la idea intuitiva de rotacional en el caso
continuo.

Consideremos los flujos de aristas sobre los grafos G3 y G4 de la Figura 3.5. Veamos cuénto valen

sus rotacionales combinatorios.
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2

Figura 3.5: Flujos de aristas sobre G3(izquierda) y Ga(derecha).

Fijandonos en la imagen, vemos que el flujo sobre el grafo G3 viene dado por:
X(1,2)=X(2,3)=X(3,1)=2=-X(2,1)=-X(3,2) =-X(1,3).
Asi, el rotacional evaluado en {1,2,3} € T (G3) es por definicion:
rot(X)(1,2,3) = X (1,2) + X (2,3) + X (3,1) = 6.

En el caso de G4, en una primera impresion podriamos erréneamente llegar a la conclusion de que
su rotacional es 2+ 2 + 2 + 2 = 8. Sin embargo, el grafo G4 no posee triadas, es decir, T'(G4) = @.

Por tanto, cualquier flujo de aristas que se considere sobre ese grafo tendra rotacional 0.

Definicién 3.23 (Divergencia combinatoria). Sea G = (V, E) un grafo no orientado. La diver-
gencia combinatoria es el operador div que lleva un flujo de aristas X :V xV - R a una funcién
potencial div(X):V — R definido por:

div(X) (@) = > X (i,j) paratodoieV.
j tal que {i,j}eFE

3.2.4. Relacion aplicaciones cofrontera y operadores grafos

Sea G = (V, E) un grafo finito no orientado y sea K¢g = K*(G) = (V, E,T(E)) su 3-complejo de

cliques. Entonces:

1. §p es el operador gradiente combinatorio.
grad(s) (i,7) = 0o ( [aia;]" ) =5 (j) —s(3).
2. 61 es el operador rotacional combinatorio.

rot(X) (¢,5,k) = 01 ( [as,a5,a,]" ) = X (4,5) + X (4, k) + X (k,3).

3. —(58 es el operador divergencia combinatorio.

div(X) (i) = -0 ([a:]" )= > X(i,j).

j tal que {i,j}eF
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si tomamos el adjunto con respecto al producto escalar sobre C'*

(fogi= X wif([ai,a;]) g ([aisa])  para fgeC. (3.4)

[ai,aj]eCl(K)

donde los pesos w;; estan dados por cualquier valor positivo invariante bajo permutaciones

arbitrarias de los indices.
Partiendo de estas relaciones, tenemos también el operador laplaciano sobre el grafo:
1. &g =—divograd.
2. &1 =rotforot —grado + .
3.2.5. Descomposiciéon de Hodge sobre grafos

Sea G = (V, E) un grafo finito no orientado y sea Kg = K*(G) = (V, E,T(E)) su 3-complejo de

cliques. El siguiente esquema resume las relaciones establecidas en las secciones anteriores:

60 61

—_— —_—

O (K¢, R) O (K¢, R) C? (Kg,R)

(53 st
1
grad rot

—_— —_—

Funcion potencial Flujo de aristas Flujo triangular
S - div = gradf X rot! ¢

Figura 3.6: Representacion de la relaciéon entre flujos y cohomologia.

Observacion 3.24. Como consecuencia de esta equivalencia y del Lema 2.32, obtenemos sobre los

operadores combinatorios las conocida identidad del calculo vectorial:
rot ograd = 0.

Es sencillo constatar esta identidad sobre el Ejemplo 3.20; a lo largo de una triada se anula el

flujo de aristas.

A continuacién enunciamos el Teorema de descomposicion de Hodge para descomponer los flujos

de aristas X:

Teorema 3.25 (Teorema de descomposicion de Hodge). Sea G = (V, E) un grafo no orientado y
sea Kg su 8-complejo de cliques. El espacio de flujo de aristas de G, es decir, C! (Kg,R) admite

una descomposicion ortogonal:
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ker (div)

Cct (Kg,R) =im (51) @ ker (A1) ®im (dg) = ilm (rot') & ker (A1) EBI im (grad)

ker (rot)

Fijindonos en la relacion:

ker (A1) = ker (01) nker (5(7;) = ker (rot) nker (div) .
Denominaremos por:

s Flujo rotacional: X €im (rotf)
» Flujo armdnico: X eker (4y)

» Flujo gradiente: X €im (grad)

Descubramos una de las informaciones que nos proporciona Hodge sobre los grafos. En el Ejemplo
3.22 vimos como a partir de una funciéon potencial sobre los vértices s : V — R éramos capaces de
obtener un flujo de aristas X = grad s:V xV — R. A continuacién estudiamos qué condiciones se
deben dar para que partiendo de un flujo de aristas X, podamos construir una funcién potencial
sobre los vértices s coherente con el flujo, es decir, tal que X = grad(s).

Por la Observaciéon 3.24, sabemos que necesariamente el flujo X no puede tener rotacional.

Pero, jes cierto que si X € C! (Kg,R) no tiene rotacional, X es un gradiente?

Ejemplo 3.26. Retomemos el grafo G4 de la Figura 3.5 del Ejemplo 3.22. Veamos que el flujo
X dado sobre G4, proporciona un contraejemplo para la pregunta anterior. Es decir, consiste

justamente en un ejemplo de flujo sin rotacional que no es gradiente de una funcién potencial.

Figura 3.8: En la izquierda, flujo sobre G4. La imagen de la derecha extraida de [1].

En el Ejemplo 3.22 ya indicamos que el rotacional era 0, pues 7' (G4) = @. Comprobemos que no

es un gradiente por reduccion al absurdo. Supongamos que X = grad s, entonces:

s(2)-s(1)=2 s(3)-s(2)=2 s(4)-s(3)=2 s(1)-s(4)=2
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Sumando las ecuaciones llegamos a una contradiccién “0 = 8”. La imagen de la derecha de la
Figura 3.8 trata de simbolizar que no es posible definir una funcién potencial sobre los vértices,

contrastando con la Figura 3.4.

Con este ejemplo vemos que la respuesta a la pregunta planteada anteriormente es, en general,

no. El siguiente teorema senala para qué familia de grafos si se verifica.

Teorema 3.27. Sea G = (V, E) un grafo no orientado y sea Kg = (V, E,T(E)) su 3-complejo de
cliques. Si Kg no contiene agujeros 1—dimensionales, entonces cualquier flujo de aristas sobre
G sin rotacional es un flujo gradiente.

En otras palabras, si B1 (Kg) =0, entonces para cualquier flujo X € C* (Kg,R) tal que
(rot X) (i,7,k) =0 para toda {i,j,k} € T(F)
existe s € CO (Kg,R) de manera que

X =grad s

Demostracion. Por el Teorema de descomposiciéon de Hodge 3.25 sabemos que
ker (rot) = ker (A1) nim (grad)

Ademas, el Lema 3.10, nos dice que 1 (Kg) = dimker (A1). Asi, por hipotesis ker (A1) = 0.

Necesariamente, cualquier X € ker (rot) pertenece a im (grad). O

Observacion 3.28. El Teorema 3.27 es la versién discreta del resultado de célculo vectorial:

“Un campo de vectores irrotacional sobre un dominio simplemente conexo

es gradiente de una funcién potencial.”

Para méas detalles, se puede consultar la referencia |7, p. 10].

Ejemplo 3.29. Veamos que el grafo G4 del Ejemplo 3.26 tiene un agujero 1-dimensional y no
estd bajo las hipdtesis del Teorema. Por esto, pese a que el flujo X es irrotacional, no es un flujo

gradiente.

La imagen de la derecha de la Figura 3.9 se corresponde con Kg, = K 3(Gy), el 3-complejo
de cliques de G4. Es un complejo simplicial de dimensién 1, formado por cuatro O—simplices y
cuatro 1-simplices. Es sencillo verificar que el 1-ntimero de Betti de K¢, es 1. En la Figura 3.9

se observa que, como ‘“no esta relleno”, es un agujero.
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as ay

Br (K3 (Ga)) =1

as a4

Figura 3.9: A la izquierda el grafo G4, acompanado de un flujo de aristas. A la derecha su 3-

complejo de cliques

B (K*(@)) =0

Figura 3.10: A la izquierda el grafo GG, acompanado de un flujo de aristas. A la derecha su 3-

complejo de cliques

Ejemplo 3.30. Para contrastar con este caso, recuperemos el grafo G de la Figura 3.3 del
Ejemplo 3.20. Veamos que se verifica el Teorema 3.27 con el flujo grad(s) que, por definicion,

sabemos que es un flujo gradiente.

Trivialmente es un flujo sin rotacional. La imagen de la derecha de la Figura 3.10 se corresponde
con Kg = K3(@), el 3-complejo de cliques de G. Es un complejo simplicial de dimension 2,
formada por un 2-simplice y todas sus caras. Es sencillo verificar que el 1-niimero de Betti de
Kg es 0. En la Figura 3.10 se observa que, como “esta relleno”, no es un agujero.

Asi, el Teorema 3.27 funciona; un flujo sin rotacional sobre un grafo con 81 (K¢g) =0 es un flujo

gradiente.



Capitulo 4
Aplicacién sobre rankings

Como ya mencionamos en la Introduccion, el desafio central de este trabajo es determinar, a
partir de un conjunto de datos, un ranking global de una serie de alternativas calificadas por un
grupo de votantes. El objetivo es doble: queremos deducir un ranking global de las alternativas,

y ademas, examinar la fiabilidad de este ranking y cuéles son las obstrucciones a su validez.

En este capitulo expondremos la aplicaciéon de la teoria desarrollada previamente a los rankings.
Principalmente, asignaremos a los objetos matematicos descritos hasta este momento una acep-

cion en el contexto de rankings. Para ello seguiremos el articulo de investigacion [5].

4.1. Grafo de comparaciéon por pares

En orden a estudiar la posibilidad de establecer rankings globales sobre un conjunto de alterna-
tivas comenzaremos por construir un grafo de comparacion por pares G como sigue. Supongamos
que V ={1,2,...,n} es el conjunto de alternativas que queremos ordenar y A = {1,2,...,m} el

conjunto de votantes.

El primer problema al que nos enfrentamos para la construcciéon de un grafo de comparacion
por pares es la incompletitud de los datos, es decir, que cada votante « € A no haya valorado la
totalidad de las alternativas. Para solucionarlo, ignoramos los valores perdidos y, en las opciones
valoradas por cada individuo, fabricamos un ranking de comparacion por pares; de cada par {i, 7}

de las alternativas, revelamos que opcion prefiere el individuo a.

Esta preferencia se infiere de la tabla de datos A = [aq;] € R™™. Por ejemplo, si un votante
ha asignado 4 estrellas a la pelicula 7 y 2 a la pelicula j, podemos deducir la preferencia de la

pelicula ¢ sobre la j.

39
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Para cada votante a € A, el ranking de comparacion por pares puede traducirse en una matriz
Y que mida este “grado de preferencia” de una alternativa sobre la otra. 51 Y} es el grado por
el que se escoge la alternativa ¢ sobre la j , es natural suponer que Yﬁ = —YZ? es el grado por el

que se rechaza j sobre i. Existen distintas alternativas para construir esta matriz, por ejemplo:

1. Diferencia de valoraciones: Yg = Qqj — Oui

2. Proporcién de valoraciones: Y5 = log (aa;/aai)

3. Comparacién binaria de valoraciones: Yg‘ = sign (aaj — Qqi)
Para extender la matriz al conjunto global de alternativas, le asignamos el valor 0 si el votante «
no comparo las alternativas ¢ y j, entonces Y, = 0. La ventaja de este enfoque (comparacion por

pares) es que desaparecen los valores perdidos de la tabla inicial. Notese que no seria correcto

asignar el valor 0 en la tabla a los elementos que el votante no haya comparado.

Volvamos sobre el Cuadro 1 presentado en la Introducciéon: Fijémonos en las estrellas otorgadas

Pelicula A Pelicula B Pelicula C Pelicula D Pelicula E

Critico 1 5 2 4.5 - -
Critico 2 3.5 - - 3 -
Critico 3 - 2 - - 5
Critico 4 - - - 2.5 4
Critico 5 4 - - - -

Cuadro 4.1: Tabla con estrellas otorgadas por cinco criticos de cine a cinco peliculas.

por el critico 1 en la tabla de datos del Cuadro 4.1. Vemos como su orden de preferencia de

peliculas es A > C' > B y no conocemos su opinién sobre las peliculas D, E. Exhibimos las

diferentes construcciones de las matrices Y ' 1 que miden el grado de preferencia del Critico
1:
Media aritmética Proporcién Comparacién binaria
0 -3 —0,5 0 0 0 log (2/5) log(4.5/5) 0 0 0 -1 =1 0 0
3 0 2,5 00 log (5/2) 0 log(4.5/2) 0 0 1 0 1 00
05 =25 0 0 0 log (4.5/5) log (2/4.5) 0 00 1 -1 0 00
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 O

Todas ellas son antisimétricas de dimensién 5 x 5, ya que existen 5 alternativas.
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Las preferencias individuales de cada votante a se agregan en una tnica matriz de preferencia
Y =[yi;] € R™™, que engloba las opiniones de todos los votantes. Sus elementos Y;;, se consiguen

de diferentes modos:
Ya (aaj - aai)
wij

Yo (log (a;) —log (aai))

Wi

1. Media aritmética: Yj; = tal que aq;, aqj existen.

2. Media geométrica: Y;; = tal que aqg, aqj existen.

card ({a | aaj > aqi}) —card ({a | aa;j < Gai})

3. Comparacién binarial: Y= tal que aqi, Gqj

(o 7
existen.

Donde w;; denota el nimero de votantes total que han valorado las dos alternativas ¢, j:
w;; = card ({o | @ai, aaj existan}).

Sin embargo, estas construcciones no tienen en cuenta el desequilibrio en el niimero de votantes.
Imaginémonos que se da la siguiente situacién: una pelicula A es votada por una sola persona con
5 estrellas, y una pelicula B la votan 100 personas, 99 de ellas con 5 estrellas y 1 con 2 estrellas.
Si hacemos una media, llegaremos a la conclusion errénea de que la pelicula A es mejor que la
B. Para resolver esto, tendremos en cuenta mas adelante la funcién funcidén peso w :V xV — R*

descrita arriba, donde almacenamos el nimero de votantes que valoran cada par de alternativas.

A partir de esta matriz, surge de manera natural la construccién un grafo no orientado sin pesos

G, cuyo conjunto de vértices es V' y cuyo conjunto de aristas viene dado por:

p-{ae(3)13 wal>of

i.e, el conjunto de pares de alternativas {4, j } que han sido comparadas. Ilustramos la construccion

del grafo de comparacién por pares correspondiente al Cuadro 4.1 en la Figura 4.1:

Figura 4.1: Grafo correspondiente al Cuadro 4.1.

1 . - i . .
Con card (conjunto) nos referimos al ntimero de elementos que contiene el conjunto
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Ahora, el ranking de comparacion por pares Y puede verse como un flujo de aristas X:V xV - R

en el grafo G:
ranking por pares <= Matriz antisimétrica Y = [Yj;] <= Flujo de aristas X (7,7) = [Yi;)]
[lustramos en la Figure 4.2 la construccion del flujo de aristas asociado al ranking de comparacion

por pares, utilizando el modo de comparacién binaria, para el ejemplo presentado en el Cuadro
1.

Figura 4.2: Flujo de aristas correspondiente al Cuadro 4.1.

En definitiva, expresamos el ranking de comparacion por pares como un grafo no orientado G =

(V, E) dotado de un flujo de aristas X, que describe el grado de preferencia conjunto.

4.2. Descomposicion de Hodge aplicada a rankings

Recordemos nuestro primer objetivo: a partir de este flujo por pares X, nos gustaria estudiar si es
posible construir un ranking global de las alternativas. Como se puede intuir en el Ejemplo 3.20,
un ranking global es anélogo a una funcién “nota” o “valoracién” s : V — R sobre las alternativas.
Para construir tal funcion seguimos la regla: si s (i) > s(j), entonces i se coloca por delante de
j en el ranking. Asi, la nueva meta se convierte en encontrar esta funciéon s a partir de X. La
cuestion ahora consiste en estudiar bajo qué condiciones es posible construir la funcién s a partir

de X.

Tal y como adelantamos en la Introduccién, en general nos es posible garantizar la existencia
de la funcién s pues cabe la posibilidad de que nuestros datos sean inconsistentes (“Paradoja de

Condorcet”) y no se pueda ofrecer un ranking global.

Para poder construir la funcién “nota” s, necesitamos que la que comparacién por pares X sea
globalmente consistente. Es decir, siguiendo cualquier bucle en el grafo i - j — ... — 1, tal que
los vértices estan conectados por aristas de F, el nimero de puntuaciones aumentadas deberia
ser igual al nimero de puntuaciones bajadas, de tal manera que después del bucle deberiamos

regresar a la misma nota sobre la alternativa .
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Si el ranking por pares X verifica esta propiedad, entonces seré el gradiente de la funciéon “nota”
(potencial) s: V - R :
X =grad(s)

En este caso, diremos que X es un flujo gradiente o globalmente consistente. Cabe destacar que
a la funciéon “nota” obtenida no sera tinica. Sin embargo, dos funciones distintas construidas de
este modo, diferiran, todo lo méas, en una constante. Y ello no interferd a la hora de hacer el
ranking. Realizando el camino inverso en el Ejemplo 3.20, podemos partir del flujo de aristas
grad(s) y obtener una familia de funciones “nota” § = s+ C, con C € R. El ranking obtenido a

partir de todas las funciones “nota” es el mismo.

A continuaciéon nos planteamos qué sucede si X no es globalmente consistente. Nace nuestro

segundo objetivo: conocer el tamafio y la naturaleza de la inconsistencia (local o global).

Pensemos como medir la incosistencia en nuestro grafo G. El subconjunto minimo de alternativas
entre las que puede aparecer inconsistencia es de 3 elementos. Si lo pensamos en el grafo, seran
las triadas: puede suceder que opte por ¢ sobre j, por j sobre k y k sobre i. En términos del flujo
de aristas X:

rot (X) (i,7,k) =X (4,7) + X (§,3) + X (k,i) #0

De ser asi, decimos X es inconsistente en la triada {i,j,k} € T (E) y por tanto X es un flujo
localmente inconsistente. Como se puede observar, el rotacional rot nos permite medir la “incon-

sistencia triangular” del ranking por pares X.
Resumamos entonces las distintas alternativas que han ido apareciendo.
Definiciéon 4.1. Sea G = (V,E) un grafo de comparacion por pares vinculado a un flujo de
aristas X:V xV - R.
= Decimos que X es globalmente consistente si es el gradiente de una funcién escalar, i.e:

X =grad(s) para cierta funcion potencial s:V — R

= Decimos que X es localmente consistente o triangularmente consistente si es consistente,
libre de rotacion, en toda triada de T (E), i.e. rot (X) = 0.

= Decimos que X es localmente inconsistente si es inconsistente en alguna triada, i.e:
3{i,j,k} e T (F) tal que rot (X) (i,5,k) = X (4,7) + X (j,i) + X (k,i) #£0
Una pregunta razonable es si un flujo X localmente consistente, i.e. rot (X) = 0, serd también
globalmente consistente. Fijandonos en el capitulo anterior, estd pregunta coincide justamente

con la que nos planteamos justo antes del Teorema 3.27. Como nos decfa este Teorema, esto solo

sucede para un familia de grafos en particular, aquellos verificando ; (K 3 (G))) =0.
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= Asi, diremos que X es globalmente inconsistente si X si es local pero no globalmente

consistente. Es decir,

rot (X)=0 pero As:V >R tal que X =grad(s)

La reflexion previa permite traducir el esquema de la Figura 3.6 en términos de cohomologia y

flujos:
do 01
00 (K¢, R) ” O (K¢, R) Y (K R)

58 5T

1
grad rot

e R —
Funcion potencial Flujo de aristas Flujo triangular
S - div = gradf X rot! ¢

Figura 4.3: Representacion de la relaciéon entre flujos y cohomologia

a sus correspondencias en términos de rankings:

grad rot

> . > . ,
Funcion nota Ranking por pares Ranking por trios
S - div = gradf X ot o)

Figura 4.4: Representacion de la relaciéon entre operadores y rankings

Notemos que en el esquema de la Figuras 4.3 y 4.3, el adjunto se toma con respecto al producto

escalar definido en el conjunto de flujos de aristas 6 ranking por pares (ver Ecuacion 3.4):

(X,Y)h = > wyY (i,5) X (4,5) para X, Y flujos de aristas (4.1)
{ij}eE
Como se puede advertir, es en este producto escalar donde tenemos la funcién peso w, que

corregira el desequilibrio del niimero de votantes.

Fijémonos en que :

X es globalmente consistente <= X €im (grad)

X es localmente consistente <= X € ker (rot)

X es localmente inconsistente <= X € ker (rot)" = im (rotT)

Xes globalmente inconsistente <= X € ker (rot) nim (grad)* = ker (rot) nker (gradT)

—_—
ker(-div)
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Llegados a este punto, podemos hacer uso del Teorema de descomposicion de Hodge (Teorema
3.11):

ker (div)

[ 1
C! (K¢, R) = im (rot") @ ker (A1) ® im (grad)
L

ker (rot)

= flujo rotacional & flujo arménico @ flujo gradiente

que puede ser interpretado como:

ranking por  _ localmente globalmente globalmente
pares inconsistente inconsistente consistente

Asi, el Teorema de Hodge nos dice que si tenemos un flujo de aristas, o, equivalentemente, ranking

por pares, X, se puede descomponer de manera tnica como:
X =rot'(¢) ® X, ® grad(s)

donde, tomando como distancia en el espacio de flujos de aristas la proporcionada por el producto

escalar explicitado en la Ecuacion 4.1:

s es la funcion potencial que minimiza la distancia entre el flujo gradiente grad (s) y X, y

de la que extraemos el ranking global.

= | X, ®rotf(¢)| mide el tamafio de la inconsistencia de los datos. Es por tanto una medida

de como de fiable es s como ranking.

= X, es el flujo globalmente inconsistente o armonico, es decir, que es local pero no global-
mente consintente. Si |X,| es grande, significa que nuestro ranking no es fiable a gran

escala.

= 1otT(¢) es el flujo localmente inconsistente o rotacional, que contiene toda la informacion
sobre las inconsistencias locales. Si |rot!(4)| es grande, el ranking no es fiable a escala

pequena.

Por tanto, obtenemos dos implicaciones inmediatas del Teorema de descomposiciéon de Hodge
(ver Teorema 3.11 y Teorema 3.25). La primera implicacién permite que el algoritmo HodgeRank
nos proporcione el ranking globalmente consistente méas cercano a los datos y ademés nos de
informaciéon del tamanio de las inconsistencias de los datos (tanto locales como globales). La

segunda implicacién nos indica que la consistencia local garantiza consistencia global cuando el
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complejo de cliques de grafo de comparacion por pares no tiene agujeros (sucede si no existe

componente armoénica en los datos) (ver Figura 3).
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