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A Analise Alxébrica estuda sistemas lineares de ecuacions diferen-
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Alxebra Homol6xica. Méis concretamente, a un sistema de ecua-
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Resumo

A Analise Alxébrica é unha teoria desenvolta a mediados do século pasado que estuda
sistemas lineares de ecuaciéns basedndose esencialmente en Teoria de Médulos e Alxebra
Homoldxica. O punto de partida é o isomorfismo de Malgrange. Este, xunto con outros
resultados, permite probar que as propiedades de todo sistema linear poden caracterizarse
estudando un determinado mddulo asociado, dalgun xeito, ao sistema.

Nos ultimos anos, con todo, adoptouse un enfoque construtivo, co desefio e a implemen-
tacion de algoritmos que dotan de efectividade e utilidade moitos dos resultados achados xa
nos inicios da Andlise Alxébrica. Ademais, tamén son cada vez mais relevantes as aplicacions
& Teoria do Control.

Asi pois, neste traballo proporcionamos un tratamento introdutorio, pero detallado e
rigoroso, a4 Andlise Alxébrica Construtiva, centrdndonos especialmente naqueles resultados,
algoritmos e conceptos que tefian un especial impacto na Teoria do Control.

Abstract

Algebraic Analysis is a theory developed in the second half of the last century which
studies linear systems of equations based on Module Theory and Homological Algebra. The
starting point is an abelian group isomorphism (Malgrange’s isomorphism) which states that
every linear system can be studied by means of a module associated to the system.

Recently, a constructive approach has been adopted and therefore a large number of al-
gorithms have also been developed in order to implement the first ideas of Algebraic Analy-
sis. Moreover, Algebraic Analysis applications are nowadays important in other fields such
as Control Theory.

Thus, the purpose of this work is to give an introductory, detailed and rigorous treatment
of Constructive Algebraic Analysis focusing mainly on those results and algortihms that are
useful in Control Theory.






1. Introducion

A importancia e a utilidade das ferramentas da Alxebra no estudo de ecuaciéns dife-
renciais son, en certos casos, moi cofiecidas. A xeito de exemplo, lembremos o seguinte re-
sultado fundamental, enunciado para o caso de sistemas lineares de ecuaciéns diferenciais
ordinarias.

Teorema 1.1. Sexa a ecuaciéon homoxénea
x' =A(t)x, t €, (1.1
onde A: t € I — A(t) € M,,,(R) € unha funcion continua definida no intervalo aberto I. O

conxunto de solucions de (1.1]) é un espazo vectorial de dimension n e isomorfo a R".

Ademais, no caso de que A sexa unha matriz constante, sabemos que e* é unha matriz
fundamental da ecuacién ((1.1)), isto é, podemos calcular unha base do espazo vectorial de
soluciéns. Nestas circunstancias o que estamos a facer é transformar un sistema linear de
ecuacions diferenciais nun sistema linear de ecuaciéns alxébricas, que sabemos resolver de
forma f4cil e eficiente.

Un caso conectado co anterior e de interese en moitas areas do cofiecemento (por exem-
plo, en Fisica) é o da ecuacion diferencial linear de orde n con coeficientes constantes,

xV+ax" V4 a,x" P+ +a, X +a,x=0, q; €R. (1.2)

A anterior ecuacién linear pddese representar como unha ecuacion diferencial de primeira
orde aumentando a dimensionalidade:

X 0 1 0 0 X4
X, 0 0 1 0 X5
: = : : : : : : ) (1.3)
x;/_l 0 0 o - 1 Xpq
X, —a, —apq —apo " T Xn

que abreviadamente podemos escribir como x’ = Ax. Lembrando a definicién de matriz
fundamental é facil obter unha base do espazo de solucidns: simplemente debemos calcular
e4, Un célculo puramente alxébrico permite probar o seguinte resultado.

Proposicion 1.2. Sexa A a matriz do sistema ((1.3)). O polinomio caracteristico de A é:

A"+ a A"+ +a, A +a, =0.

Asi pois, neste caso o que estamos a facer é transformar unha ecuacion diferencial linear
de orde superior nun problema de autovalores e autovectores, para o que ademais temos
unha expresién explicita do polinomio caracteristico. Para calcular os autovectores basta
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resolver un numero finito de sistemas de ecuaciéns lineares. Isto amosa que o cdlculo dunha
base do espazo de soluciéns da ecuacion pode ser realizado cos métodos de resolucién
de sistemas lineares cofiecidos. Ademais, os devanditos métodos son habitualmente faciles
de implementar en calquera linguaxe de programacién. Asi pois, esta claro que a Alxebra
¢ tamén a responsable de que sexamos capaces de resolver aquelas ecuaciéns que requiran
de célculos mais tediosos ou complicados utilizando computadores.

Sendo cofiecedores da relevancia de todos os resultados e feitos que vimos de presentar,
é natural preguntarse se teorfas mais avanzadas da Alxebra como a Alxebra Homoldxica
ou a Teoria de Modulos xogan tamén un papel relevante no estudo de sistemas lineares
de ecuacidns diferencias. Historicamente, os mdis importantes pensadores enxalzaron a cu-
riosidade como o motor do cofiecemento. Asi pois, non resulta estrafio que matemdticos
como Bernard Malgrange ou Mikio Sato realizaran os primeiros avances neste sentido, xa
no século pasado, tratando de estudar (desde un punto de vista alxébrico) sistemas lineares
de ecuacions en derivadas parciais. Estas personalidades iniciaron o que hoxe cofiecemos
como Andlise Alxébrica, obtendo importantes resultados con impacto noutras teorias, por
exemplo, a Fisica matemdtica ou a Teoria de Sistemas Matemdticos.

Recentemente, matematicas e matematicos como Eva Zerz e Alban Quadrat trataron de
facer construtivas as ideas da Andlise Alxébrica, o que permitiu implementar algoritmos
que fan efectivos importantes teoremas deducidos hai case medio século. Ademais, nos ulti-
mos anos tamén se trataron de xeneralizar os devanditos resultados e algoritmos ao estudo
doutro tipo de sistemas lineares, aplicindoos esencialmente & Teoria do Control.

A Teoria do Control é unha disciplina cuxo obxecto de estudo é o comportamento dos
sistemas dindmicos. Neste contexto entendemos por sistema dindmico unha funcién do tem-
po que en calquera instante temporal proporciona o estado do sistema, isto €, un conxunto
de numeros reais nun determinado espazo xeométrico. O obxectivo ultimo da Teoria do
Control é atopar modelos que permitan relacionar os argumentos de entrada do sistema cos
estados que este poida tomar na sua evolucion temporal. Algunhas das propiedades que se
estudan na Teoria do Control son a a controlabilidade e a observabilidade. A controlabilidade
caracteriza a posibilidade de manipular o estado do sistema utilizando sé certos argumen-
tos de entrada, mentres que a observabilidade é a nocién dual: caracteriza a posibilidade
de cofiecer o estado do sistema utilizando sé certos argumentos de saida.

Na Teoria do Control unha boa parte dos modelos de sistemas dindmicos pddense es-
cribir como ecuaciéns ou sistemas lineares, e ai comeza a relacion coa Analise Alxébrica.
Ainda que poida parecer inofensivo, o estudo da Teoria do Control desde unha perspectiva
alxébrica non é sinxelo. Asi, a literatura sobre estes temas é con frecuencia moi avanzada,
e dése por feito que o lector ten un amplo cofiecemento de Teoria de Médulos e Alxebra
Homoldxica. E interesante e necesario entdn realizar un tratamento introdutorio 4 teoria
da Anaélise Alxébrica desde un punto de vista construtivo, que permita comprender as ideas
basicas que se aplican, e este é o principal obxectivo do noso traballo. Para guiar a exposi-
cién concentrarémonos nos resultados que tefien un especial impacto na Teoria do Control.
O tratamento pretende ser rigoroso e formal, mais verémonos na obriga de tomar prestados
certos resultados pola limitacion de tempo e espazo.

Para acadar o devandito propdsito, precisaremos en primeiro lugar definir o que enten-
demos por sistema linear e tratar de ver como se pode estudar desde un punto de vista
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alxébrico. Tales tarefas realizanse no capitulo |2/ Asi, definiremos o concepto de dlxebra de
Ore e probaremos un importante teorema (debido a Malgrange) que nos di cal é a estrutura
alxébrica a estudar para caracterizar as propiedades dun sistema linear. Para comprender a
natureza deste resultado precisamos introducir antes unha serie de definiciéns e propieda-
des bésicas da Teoria de Mddulos. Finalmente, tamén presentamos un tipo de aneis que nos
seran de utilidade no posterior tratamento: os aneis noetherianos. Deste xeito, no primeiro
capitulo tratamos de contextualizar o estudo que pretendemos realizar e de proporcionar
as ferramentas mais basicas. Introducimos tamén varios exemplos, que agardamos axuden
a facer mais lixeira a lectura, asi como a comprender os conceptos que se van introducindo.

No capitulo (3| presentamos xa conceptos e resultados bastante mdis avanzados que re-
sultan imprescindibles na teoria da Andlise Alxébrica, especialmente na versidn construtiva
que imos tratar. O mdis importante serd o de resolucion libre e finita dun médulo pola es-
querda finitamente presentado, que é a estrutura alxébrica que podemos asociar a todo
sistema linear. A partir deste introdticense os grupos abelianos das extensions, fundamentais
en resultados que veremos estdn xa moi preto de poder aplicarse 4 Teoria do Control. Con
todo, no enfoque construtivo é tamén moi importante que os conceptos introducidos poidan
ser calculados ou caracterizados. Neste sentido veremos que € posible desefiar un algoritmo
que calcule unha resolucion libre e finita dun moédulo pola esquerda finitamente presenta-
do. O fundamento de tal algoritmo atépase nas técnicas de bases de Grobner. Asi pois, para
comprendelo precisaremos definir que é unha base de Grobner e adaptar a definicién e os
resultados existentes ao contexto no que nds nos atopamos.

No capitulo |4f tratamos de darlle sentido 4 exposicion realizada no capitulo 3| expofien-
do os resultados e teoremas de inmediata aplicacién e exemplificdndoos con importantes
exemplos da Fisica Matematica: a sucesion gradiente-rotacional-diverxencia e as ecuacions de
Maxwell. Mais concretamente, veremos que nestes resultados son esenciais os grupos abe-
lianos das extensidns introducidos no capitulo |3| Ainda que nas referencias mais recentes
de Anadlise Alxébrica o tratamento é moi xeral, nds traballaremos neste capitulo baixo unha
serie de hipdteses que simplifican a exposicidn, e agardamos que tamén axuden a facilitar
a lectura. Finalmente, introducimos unha serie de conceptos propios da Teoria do Control e
vemos como poden ser estudados a partir das ideas expostas.

Coémpre sinalar, antes de comezar, as aportacions mdis persoais a este traballo. De forma
mais xeral, como xa indicamos, o tratamento que presentamos é moito mdis detallado (e
agardamos que tamén sexa claro e didactico) que as referencias habituais de Andlise Alxé-
brica. Ademais, enfocamos os exemplos presentados dunha forma distinta, tratando de facer
moito madis explicita a relacidn coa teoria exposta. Neste sentido € especialmente importante
o exemplo das ecuacidons de Maxwell, onde a exposicidn e presentacién son marcadamente
persoais. Ademais, é tamén este exemplo o escollido para exemplificar a utilidade dos algo-
ritmos que no traballo presentamos, apoidndonos para iso en librarias do sistema de dlxebra
computacional SINGULAR [/7]].






2. Sistemas lineares e modulos pola es-
querda finitamente presentados

Neste capitulo trataremos de amosar como os sistemas lineares de ecuaciéns en deri-
vadas parciais (de agora en adiante, simplemente, sistemas lineares) poden ser estudados
utilizando mddulos pola esquerda finitamente presentados sobre un anel axeitado. O resul-
tado fundamental € a existencia do isomorfismo de Malgrange, que veremos fai corresponder
as soluciéns dun sistema linear con homomorfismos entre certos médulos pola esquerda.

2.1. Sistemas lineares e aneis de operadores diferenciais

Nesta seccion imos introducir o concepto de anel de operadores diferenciais, que permite
traballar cos sistemas lineares dunha forma sinxela e efectiva, e sobre o cal se desenvolve a
teoria da Anadlise Alxébrica. Veremos tamén que isto encaixa no formalismo mais xeral das
alxebras de Ore, que proporciona un marco comun para expresar convenientemente todo
tipo de sistemas de ecuacions funcionais lineares (sistemas de EDPs, EDOs ou ecuacions
diferenciais con reflexion, por exemplo). A exposicion que deseguido presentamos baséase
nas feitas en [[3,17,18]], mais, porén, tentamos simplificala para facela facilmente entendible,
tratando de xustificar a necesidade do devandito concepto.

O noso obxectivo € describir un sistema linear de EDPs na forma Rn = 0, onde R é unha
matriz con entradas nun determinado anel de polinomios e 1) é un vector de incégnitas.
Pensemos, por exemplo, no oscilador harmoénico simple, cuxa ecuaciéon do movemento é de
sobra cofiecida:

n” + w?n =0. 2.1

Introducindo as variables n; =n e n, =1’ a ecuacién (2.1)) escribese do seguinte xeito:

m—n2=0,
My + w’ny =0. (2.2)
Empreguemos agora o operador derivada 0 := %, que a cada f € ¥°°(R) lle asigna a

funcién f' : t € R — f'(t) := i—{(t). Tamén podemos interpretar calquera x € R fixado
como o operador que a cada f € ¥°°(R) lle asocia a funciéon x(f) := xf : t € R —
xf(t) := xf(t). Isto permite considerar o conxunto de operadores diferenciais Z::O a0,
con a; € R, como o anel de polinomios R[J ], entendendo que J' denota a composicién
i-ésima do operador derivada consigo mesmo. Deste xeito, o sistema podese expresar

como segue:
3 _]. T’] _ 0
w> 9 J)\n,) \0o)
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Asi pois, conseguimos escribir (2.2)) na forma Rn = 0, sendo R unha matriz 2 x 2 con en-
tradas en R[d ]. Ainda que o ilustramos mediante o caso particular do oscilador harménico
simple, esta claro que isto xeneralizase a calquera sistema linear de EDOs con coeficientes
constantes.

Asi e todo, o noso obxectivo é describir sistemas lineares mais xerais, nos que os coefi-
cientes poden ser polinomios nunha ou madis variables, ou mesmo funciéns. Para tratar de
formalizar todo isto convén introducir a nocién de anel diferencial.

Definicidon 2.1. Un anel diferencial (A, {64, ...,0,}) € un anel conmutativo A xunto cunhas
derivacions conmutativas, 6; : A — A, con i = 1,...,n, isto é, aplicacions satisfacendo as
seguintes propiedades:

(i) 06;00;=06;06;,1,j=1,..,n. (conmutatividade)
(ii) 6i(a; +a,) =06;(a;)+9di(ay), a;,a, €A, i=1,...,n. (linearidade)
(iii) 6;(a;a,) =06,(a;)a, +a,6,(ay), a;,a, €A, i=1,...,n. (regra de Leibniz)

Exemplo 2.2. Vexamos algtins exemplos sinxelos e ilustrativos de aneis diferenciais.

(1) Sexa ¢ °°(R") o conxunto das funcidéns infinitamente derivables definidas en todo R",
que claramente é un anel conmutativo. Entén (6 *°(R"), {4, ..., d,}) € un anel dife-
rencial, onde &;, i = 1, ..., n, denotan as derivadas parciais, que baixo estas condicions
de regularidade son conmutativas (en virtude do Teorema de Schwarz), e ademais
sempre cumpren a linearidade e a regra de Leibniz.

(2) Sexa K un corpo. Entén o anel de polinomios nas variables x;, ..., x,, con coeficientes
en K, K[x,,...,x,], ou o corpo de fraccions nas variables x4, ..., x,, con coeficientes en
K, K(x4,...,x,), son tamén aneis diferenciais, onde as derivacions son as derivadas
respecto das variables x;, 3ixl-’ coni=1,...,n.

Convén agora realizar un razoamento similar ao que nos permitiu atopar a forma matri-
cial da ecuacién do movemento do oscilador harménico simple. Asi, dado un anel diferencial
(A,{64,...,0,}), interpretamos cada a € A como o operador que realiza a multiplicacion (de-
notada pola xustaposicién) por a, isto é, a : b € A — ab € A. Podemos pensar tamén nos
operadores que realizan as derivaciéns, que imos denotar polos simbolos &;, i = 1,...,n.
Nestas circunstancias a multiplicacidn pasa a ser a composicion de operadores.

Asi pois, podemos considerar o conxunto de expresions Z::O aia;' b a,;‘n, conag; €EAe
i1,..., Iy € Zsg, onde Z-, denota o conxunto dos nimeros enteiros non negativos. Notemos
que este conxunto, que denotaremos por X, definese de xeito idéntico ao conxunto sub-
xacente ao anel de polinomios conmutativo nas variables J,,...0,. A cuestidn estd en se X
segue a ser un anel neste contexto mais xeral que vimos de introducir.

Basedndonos na teoria de polinomios non conmutativos de Ore desenvolta en [[16], a
primeira observacion a realizar é que (X, +) é claramente un grupo abeliano se definimos a
operacién + como no caso conmutativo. Se queremos que (X, +,-) sexa un anel, debemos
esixir que a multiplicacién de polinomios cumpra a propiedade distributiva coa suma por
ambos lados. Para iso s6 precisamos definir o produto de dous monomios: a,d," - - - a,;‘n e

a,d* - 9, isto é, (alali1 e 3”1'“)(a231j1 +--3Jn). Xa que a multiplicacién de polinomios (e de
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monomios) debe ser tamén asociativa, e os operadores derivacion conmutan entre si, chega
con especificar que se entende por J;a, con j € {1,...,n}, para poder escribir o anterior
produto como suma de monomios, isto é, como un elemento de X. Tomemos entén a € A
calquera e vexamos como actta o operador J;a sobre un b € A calquera, lembrando que a
multiplicacién en X é simplemente a composicién de operadores:

® @ (iii) (iv)
(9;a)(b) = 9;(a(b)) = 3;(ab) = 6;(ab) = ad;(b)+6;(a)b = ad;b+5;(a)b = (ad;+6;(a))b.
En (i) utilizouse que o operador a realiza a multiplicacién por a pola esquerda; en (ii) e
(iv), a definicién de J;, e en (iii) a regra de Leibniz para a derivacién. Tense enton a seguinte
importante relacién de conmutacion:

dia=ad;+6;(a), je{l,...,n}. (2.3)

De acordo co exposto en [[16]], as inicas condiciéns que debe cumprir (2.3) para que (X, +, -)
sexa un anel son a linearidade e a regra de Leibniz, que se satisfan por definicién. Asi pois,
atendendo a (2.3)), é natural introducir un anel de operadores diferenciais do seguinte xeito.

Definicion 2.3. Sexa (A, {64, ...,0,}) un anel diferencial. O anel de operadores diferenciais
parciais en d,, ..., d,, denotado por D = A(d,, ..., 3,), € o anel de polinomios en &, ..., d, non
conmutativo e con coeficientes en A, satisfacendo:

818] == 8]'31', al'a = aai + 5i(a), l,] == 1,..., n, a EA.

Neste caso multidimensional, os elementos de D escribense como Zm:o _.a,d% cona, €A,
=0, V) ENY |V =y, +--+v,e3"=3"---0",

Cando o anel diferencial (4, {6, ...,0,}) € o anel de polinomios K[x, ..., Xx,] ou o cor-
po de fraccions K(x, ..., x,,), os aneis de operadores diferenciais parciais reciben un nome
especial pola stia importancia histérica.

Definicién 2.4. Sexa K un corpo. A primeira dlxebra de Weyl é o anel de operadores di-
ferenciais parciais A,(K) = K[xq,...,x,1{?;, ..., 3,). A segunda dlxebra de Weyl é o anel de
operadores diferenciais parciais B, (K) = K(x4, ..., x,,){2,, ..., 3,,)-

As ferramentas introducidas permiten acadar o obxectivo marcado: expresar un amplo
abano de sistemas lineares de EDPs na forma Rn = 0, onde R é unha matriz con entra-
das nun anel de operadores diferenciais parciais. Isto encaixa nun marco ainda mais xeral
no que non imos afondar, pero que convén cofiecer, xa que a teoria da Andlise Alxébrica
¢ tamén aplicable en tal contexto. A exposicién simple e concisa que se fai a continuaciéon
baséase na presentada en [3], os detalles pddense atopar en [[18]]. Antes de nada imos pre-
sentar a definicién de K-alxebra, pois esixiremos que o conxunto sobre o que construimos
a xeneralizacién do concepto de anel de operadores diferenciais tefia esta estrutura.

Definicidon 2.5. Sexa K un corpo. Un espazo vectorial A sobre K dise unha K-dlxebra se
existe unha operacion binaria - : A x A — A bilinear, isto é, que cumpre as seguintes propie-
dades:

(i) (a+b)-c=a-c+b-c a,b,ceA

(ii) c-(a+b)=c-a+c-b a,b,ce€A

(iii) (xa)-(yb)=xy(a-b) a,be€A, x,by,eK.
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Por simplicidade na notacién, a anterior operacién binaria tamén a denotaremos pola xus-
taposicién, cando non haxa lugar & confusién.

Exemplo 2.6. C*°(R"), K[xq,...,x,] € K(xq,...,Xx,) son K-alxebras sobre R e o corpo K,
respectivamente.

Definicidon 2.7. Sexa A un anel. Sexa tamén o : A — Aun endomorfismo de aneise6: A— A
unha o-derivacidn, isto é, unha aplicacidn que satisfai as seguintes propiedades:

(i) 5(611 + a2) = 5(611) + 5(612), a,,d, €A. (lineal’idade)
(ii) o6(aya,) =06(a,)a, +0o(a;)é(a,), a;,a, €A. (regra de Leibniz
modificada)

Dicimos que o anel de polinomios en J coa relacién de conmutacién
da=o0(a)d +06,(a), a€A,

¢ unha extension de Ore, e denotamolo por A[J;0,6]. Se ademais A é unha K-alxebra, a
anterior construcién pode ser iterada. Asi, para cada m € N, chamamos dlxebra de Ore &
extension de Ore

(- ((A[0y;01,01D)[85505,651) =) [ 8301, O]

na que para cada i = 1,...,m, os endomorfismos o;: A; — A; e as aplicacions 0;: A; = A,
conA; =:((---(A[,;01,6,]) -+ )[F:_1;0,1,0,_1]), satisfan as seguintes condicions:

(i) 5io6j:5jo6i) O'iOO'j:O'jOO'i, 0-1'06]':5]'00-1',

b;00;=0;00;, j<I. (conmutatividade)
(ii) 6;(a; +ay) =06,(a;)+6;(ay), a;,a, €A. (linearidade)
(iii) 6;(a;a,) = 6;(a;)a, +o;(a;)6,(a,), a,,a, €A. (regra de Leibniz
modificada)

Denotaremos a anterior alxebra de Ore A[3,;01,61] - [0 T > O -

Observacion 2.8. A condicion (iv) da anterior definicion garante a conmutatividade das
variables 0, i = 1,...,m na alxebra de Ore A[d,;0,,6,] - [0,,;0m, 0], tal € como se
demostra en [18]]. Como se demostra en [21]], esta construcion é andloga 4 do conxunto
de polinomios nas variables d,,...,d,, con coeficientes na K-4dlxebra A e coa relacién de
conmutacion

da=o0;a)d.+06;(a), acA i=1,...,m,

onde os endomorfismos o; e as aplicaciéns 6; cumpren as condiciéns da anterior definicién,
parai=1,...,m.

Exemplo 2.9. Da anterior definicion séguese inmediatamente que os aneis de operadores
diferenciais parciais, D = A(d,, ..., d,), son dlxebras de Ore cando A é unha K-alxebra, to-
mando como endomorfimos o; a identidade do anel diferencial: o; =1d,, i = 1,...,n. Asi
pois, de acordo co Exemplo 2.6} a primeira e a segunda alxebra de Weyl son alxebras de
Ore, pero tamén ¥ *°(R")(d,, ..., d,), sendo &;, i = 1,...,n, as derivadas parciais usuais.
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Da exposicion realizada debemos observar que as ecuaciéns do estilo Rn = 0, con R
unha matriz con entradas nunha dlxebra de Ore, representan case todo tipo de sistemas li-
neares de ecuacions funcionais (por exemplo, sistemas de ecuaciéns diferenciais con retardo
temporal). Deste xeito, os resultados que presentaremos neste traballo (no que particulari-
zamos para sistemas lineares de EDPs) son en realidade védlidos para moitos outros tipos de
sistemas lineares.

Asi e todo, cémpre sinalar que o obxectivo da introducién do concepto de alxebra de
Ore é s6 amosar a existencia de determinados aneis de polinomios que resultan idéneos
de cara a formular sistemas lineares. A teoria que se desenvolvera nas seguintes seccions e
capitulos formulase en condiciéns mdis xerais, nas que a matriz R do sistema Rn) = 0 ten as
suas entradas, simplemente, nun anel D. En ocasions serd necesario esixir que este cumpra
algunhas propiedades adicionais, que en calquera caso as dlxebras de Ore satisfan. Asi pois,
por claridade na exposicién, consideramos en xeral que D é un anel, esixindo ademais a
estrutura de dlxebra de Ore cando resulte conveniente ou necesario.

Para concluir imos definir de forma precisa o que nds entenderemos por sistema linear
e por conxunto de soluciéns dun sistema linear. Todo o exposto ata 0 momento permitiunos
caracterizar a matriz R dun sistema linear Rn) = 0, pero nada dixemos do vector de incégnitas
7. Se as entradas de R se atopan nun anel D, e R ten q filas e p columnas, entén R € D?*P,
co que podemos escribir o sistema explicitamente como:

rnm+ ... +rpn, =0,

ram+ ... +rgn, =0.

As soluciéns 75, j = 1, ..., p, buscdmolas nun espazo que nos permita multiplicar pola esquer-
dapolosr;;, i =1,...,q, e sumar. Dito doutro xeito, buscamos as solucions n;, j = 1,...,p nun
determinado D-mddulo pola esquerda F. Compre sinalar que consideraremos sempre aneis
con unidade, isto é, 1 # 0. Por simplicidade na exposiciéon obviaremos esta hipdtese, sendo
conscientes de que estd implicita no enunciado sexa D un anel. Pasamos entén a definir que
entendemos por un D-mdédulo pola esquerda. Tamén damos a definiciéon de D-mddulo pola
dereita, por completitude e porque serd de utilidade nos vindeiros capitulos.

Definicion 2.10. Sexa D un anel. Un D-mddulo pola esquerda é un grupo abeliano (M, +)
xunto cunha operacioén externa:

DxM — M
(d,m) — dm

que cumpre as seguintes propiedades:

(i) (d+d)Ym=dm+dm, d,d €D, meM.
(ii) dm+m)=dm+dm’, deD, m,m €M.
(iii) (dd")Ym=d(d'm), d,d’ €D, me M.
(iv) 1m=m, me M.

De forma analoga, un D-mddulo pola dereita é un grupo abeliano (M, +) xunto cunha ope-

racion externa:
DxM — M

(d,m) — md
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que cumpre as seguintes propiedades:

(i) m(d+d)=md+md’, d,d €D, meM.
(ii) (m+m')Yd=md+m’'d, deD, mym €M.
(iii) m(dd’) = (md)d’, d,d’eD, me M.
(iv) ml=m, meM.

Exemplo 2.11. Imos retomar o exemplo do oscilador harménico simple para tratar de
exemplificar a teoria que vimos de introducir, e tamén para amosar a relevancia que tefien
os moédulos na Andlise Alxébrica. Xa vimos que a ecuacion do oscilador harmoénico simple
pddese escribir de forma matricial como segue:

(o 2)()=6) a0

onde J denota a derivada respecto da variable t. A frecuencia de oscilaciéon w é un nimero
real no caso do oscilador harmonico simple. Asi pois, podemos considerar que a matriz R
que define o sistema ten as stias entradas no anel de operadores diferenciais R[J ] (que é
claramente unha alxebra de Ore). As soluciéns 11 debémolas buscar nun R[J ]-mddulo pola
esquerda. Vexamos que % °°(R) cumpre as propiedades (i), (ii), (iii) e (iv) da definicion de
modulo pola esquerda definindo a operacién externa como segue:

(Zr:aiai,f) €R[3] x 6™ (R) — Zr:aiaif = ;“fztf

i=0 i=0

En primeiro lugar, a operacidn externa esta ben definida, por ser ¢ °°(R) o conxunto
das funcidns reais (na variable t) infinitamente derivables.

A propiedade (i) é consecuencia da linearidade da definicién da operacién externa.

A propiedade (ii) é a linearidade da derivada.

A propiedade (iii) é a asociatividade da composiciéon de operadores.

A propiedade (iv) é trivial.

Serd necesario concretar tamén que se entende por D-submddulo pola esquerda dun D-
modulo pola esquerda M.

Definicion 2.12. Sexan (D, +,-) un anel e M un D-mdédulo pola esquerda. Un subconxunto
N de M é un D-submddulo pola esquerda se é un D-mddulo pola esquerda coa estrutura de
M, isto é, se satisfai as seguintes propiedades:

(i) (N,+) é un subgrupo aditivo de (M, +).
(ii) Paracadaxe N ecadadeD,dx €N.

Considerando o anel D como un D-mdédulo pola esquerda, todo D-submdédulo pola esquerda
¢ un ideal pola esquerda. Se M é un D-mddulo pola dereita, as definicidns de D-submddulo
pola dereita e ideal pola dereita son andlogas, cambiando sé a condicién (ii) por (ii)":

(ii) Paracadax €N ecadad €D, xd €N.
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Exemplo 2.13. Vexamos que o conxunto de solucions da ecuacién do oscilador harménico
(2-4) é un R[ 3 ]-submédulo pola esquerda do R[3 ]-mddulo pola esquerda 6 *°(R)>.

= Para ver que o conxunto de soluciéns é un subgrupo aditivo de (‘6 *(R)?, +) chega con
comprobar que é non baleiro e que a resta de duas soluciéns é tamén soluciéon. Ambos
aspectos son consecuencia de que sexa unha ecuacién homoxénea, pois por un
lado tense a solucidn trivial n = 0, e polo outro R(n; —m,) =RnN; —R1n, =0—0=0
para 714, 1, solucidéns calquera.

= Para a segunda condicién basta observar que R[J ] é un anel conmutativo, lembran-
do a relaciéon de conmutatividade mais xenérica dada en e que a derivada de
calquera nimero real ¢ cero. Asi, R(D.,_ a;0'n) = >_ a;0'(Rn) = Y._,a;8'0 =0.
Os Exemplos e amosan explicitamente como os conceptos de D-mddulo e D-
submodulo pola esquerda aparecen de xeito natural ao estudar este tipo de sistemas desde
un punto de vista alxébrico. Os D-mddulos pola esquerda cumpren, en xeral, as mesmas
propiedades fundamentais que os D-mddulos sobre aneis conmutativos, exceptuando algin
caso puntual, que serd indicado cando sexa necesario. No resto de situacidons empregaremos
os ben cofiecidos resultados bdsicos sobre médulos. Uns dos conceptos dos que tiraremos
mais proveito no que segue son os de mddulos pola esquerda finitamente xerados e finitamen-
te presentados. As definiciéns que a continuacién amosamos son inmediatas xeneralizacions
das do caso madis convencional no que temos un anel conmutativo e un médulo pola es-
querda e pola dereita (en ocasiéons chamado bimddulo). Para presentalas compre introducir
antes o que é un homomorfismo de D-mddulos pola esquerda, que serd tamén de utilidade
na seguinte seccion.

Definicidn 2.14. Sexan M, N dous D-mddulos pola esquerda, onde D é un anel. Dicimos
que unha aplicacién f : M — N é un homomorfismo de D-mddulos pola esquerda se satisfai
as seguintes propiedades:

(1) f(my+my)=f(my)+f(m,), my,my€M.
(i1) f(dm)=df(m), deD, meM.

Para M, N dous D-médulos pola dereita, a definicién de homomorfismo de D-mddulos pola
dereita é andloga, cambiando a condicién (ii) por (ii)’:

(it f(md)=f(m)d, de€D, meM.

Sobre homomorfismos de D-mdédulos pola esquerda compre recordar o Primeiro Teorema
de Isomorfia, que pasamos a enunciar. A demostracién pddese consultar, por exemplo, en
[21]]. Notemos que para o caso de homomorfismos de D-médulos pola dereita tense un
resultado andlogo, mais non o utilizaremos no posterior tratamento.

Teorema 2.15 (Primeiro Teorema de Isomorfia). Sexa f : M — N un homomorfismo
de D-mddulos pola esquerda, con D un anel. Entdon existe un isomorfismo de D-mddulos pola

esquerda
¢: M/ker f — Imf

dado por
¢: m+kerf — f(m).
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Definicion 2.16. Sexa D un anel e M un D-mdédulo pola esquerda. Dicimos que M é fi-
nitamente xerado se existe {a,,...,a,} un conxunto finito xerador de M, isto é, se x € M,
enton x = d;a; +d,a, +---+d,a,, con d,d,,...,d, € D. Equivalentemente, se existe un
homomorfismo de D-médulos pola esquerda sobrexectivo:

T Dixn — M
(dl d2 e dn) — dlal + dzaz + M + dnan

para algin n € N. Nestas circunstancias, se o D-submédulo pola esquerda ker(n) de D*"
¢ tamén finitamente xerado, M dise finitamente presentado. Dicimos entén que 7 é unha
presentacion libre e finita de M, e que ker t é o mddulo de relacions de M. As definicions
para un D-moédulo pola dereita M son andlogas: basta cambiar x = d;a; +d,a, +---+d,a,
por x = a;d;+a,d,+:--+a,d,, e o homomorfismo de D-mddulos pola esquerda sobrexectivo
1t polo seguinte homomorfismo de D-mddulos pola dereita sobrexectivo:

' D1 — M
(dl d2 ct dn)T — aldl +a2d2+"'+andn.

Para rematar esta seccidén imos concretar a terminoloxia que utilizaremos no resto do
traballo no que a sistemas lineares (e ds stas soluciéns) se refire.

Definicion 2.17. Sexa R € D?*P unha matriz g x p con entradas nun anel, D. Chamamos
sistema linear ao conxunto de ecuaciéns homoxéneas que define a matriz R, Rn = 0. Dado
un D-médulo pola esquerda, F, dicimos que 1 € FP*! é unha solucién do sistema linear se
se cumpre a ecuaciéon Rn) = 0. O conxunto de solucidns do sistema linear:

ker(R.) := {n € FP*!|Rn = 0},

adoita chamarse tamén comportamento.

2.2. O isomorfismo de Malgrange

Unha vez exposto o noso marco de traballo estamos en condicidns de presentar un dos
resultados basicos da Andlise Alxébrica, que establece que as propiedades do sistema linear
Rn = 0 poden ser estudadas mediante os D-mddulos pola esquerda M = D'*? /(D'*IR)
e F. Mdis concretamente, comprobaremos que se pode definir un isomorfismo de grupos
abelianos entre ker(R.) e hom(M, F). Asi e todo, compre realizar unha serie de observaciéns
antes de enunciar e demostrar o devandito resultado.

En primeiro lugar notemos que se D é un anel e p, g € N, entén D?*? isto é, o conxunto
de matrices g X p con entradas en D, é un D-mddulo pola esquerda coa suma de matrices e
a multiplicacion por elementos de D habituais. En particular, o conxunto de vectores fila ou
columna de tamafio p ou q con entradas en D é tamén un D-mddulo pola esquerda.

Sexa agora unha matriz R € D9*? e consideremos o sistema linear R = 0. Tomemos
unha solucién n = (0, ..., np)T € FP*!) con F un D-médulo pola esquerda. Como R € D9*?
e n € FP*1 resulta que Rn € F9*!. Deste xeito, as consecuencias lineares do sistema R = 0
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(ou restriciéns lineares que satisfai a solucidon 7)) obtéfiense multiplicando a matriz R pola
esquerda por matrices de g columnas. En efecto, se tomamos S € D"*?, con r € N, resulta
que (SR)n =S(Rn) =0.

Para caracterizar todas as consecuencias lineares do sistema habitualmente estidase o
conticleo do homomorfismo de D-mddulos pola esquerda .R: D'*¢ — D¥*P que leva a cada
u € D en .R(u) = uR € D¥*P. O devandito conticleo M = DY*P/Im(.R) = D'*?/(D'*9R) é
tamén un D-mdédulo pola esquerda. Todo isto motiva a seguinte definicion:

Definicion 2.18. Sexa Rn = 0 un sistema linear, onde R € D?*?, e F é un D-mddulo pola
esquerda. Definimos o mddulo do sistema Rn) = 0 como o seguinte D-mddulo pola esquerda:

M :=DY? /(D'*9R).

Observacidén 2.19. Tamén nos referiremos ao médulo do sistemaRn = 0, M = D**? /(D'*IR),
como o D-mddulo pola esquerda finitamente presentado por R. Vexamos a continuacion a
razén de que empregemos esta denominacién.

Denotemos por R;,, coni = 1,...,q, o vector fila de dimensién p que se obtén tomando

a fila i-ésima de R, logo R;, € D | i = 1,...,q. Construamos agora o D-submédulo pola

esquerda de D**? finitamente xerado por R;,, o Ry

N = {lel* +--+ dqRq* | dl’ ceey dq S D}.

Para cada u = (U1, ..., Ug) € D4, recordando como se efecttia a multiplicacién de matrices,
resulta que UR = Ry, + -+ + U Ry, Ast:

N = {uR |t = (ty, -, 4g) € D9} = Im(.R) = DR,

Consideremos agora a proxeccién canénica de D*? no D-mddulo cociente pola esquerda
M = D"?/(D"PR):

n:DVP — M
A — m(A)=A+D™R

que a cada A € D'*P lle asigna a sda clase segundo a relacién de equivalencia:
A,y €DVP A~y &= y—A€D™R.

A proxeccién candnica é un homomorfismo de D-mddulos pola esquerda sobrexectivo, e
ker m = D'*IR. Daquela, como D'*? é un D-médulo libre de rango finito (e D*R ¢ finita-
mente xerado) tense que 7t € unha presentacion libre e finita de M, en base 4 Definicién|2.16
Asi, M é un D-médulo pola esquerda finitamente presentado, e depende sé da matriz R, o
que xustifica a nomenclatura introducida.

Coa discusién previa & anterior definicién tratamos de explicar como aparece de xeito
natural o médulo do sistema cando estudamos as relaciéns lineares que satisfan as compo-
fientes de calquera solucién. Ainda asi, a maior utilidade radica no resultado que a conti-
nuacién presentamos e demostramos, basedndonos no exposto en [[17]]. Con todo, non nos
limitamos a transcribir a propia demostracion, pois tratamos de facela mdis comprensible
explicando en detalle cada paso. Posteriormente, no Exemplo retomaremos o caso do
oscilador harmdnico simple para ilustrar as propiedades do médulo do sistema cun caso
particular.



14 2.2. O isomorfismo de Malgrange

Teorema 2.20 (Isomorfismo de Malgrange). Sexan D un anel, R € D unha matriz q X p
con entradas en D, M o médulo do sistema R = 0 e m: DY — M a proxeccién candnica
sobre M. Sexan tamén {fi, ..., f,} a base candnica de DY, yi=n(f), j=1,...p, e F un
D-mddulo pola esquerda. Entdn tense o seguinte isomorfismo de grupos abelianos:

hom(M,F) — ker(R.)
d) L y:(¢(3’1):>¢(3’p))T

que denominaremos isomorfismo de Malgrange, e que establece unha correspondencia entre
os elementos de hom(M, F) e ker(R.).

Demostracion. Sexan {fy,..., f,}, {¥1,...,¥,} como no enunciado do teorema, logo y; =
n(f;) = f; + D' 4R para cada j = 1,...,p. Empregando a sobrexectividade da proxeccién
candnica:

meM, ILeDV? | (1) =m. (2.5)
Podemos ademais expresar A en coordenadas da base canénica de D'*P, A = (A4, ..., A,), isto
é A fi+...+A,f,,conA; €D, i=1,..,p. Utilizaremos agora que 7 € un homomorfismo
de D-mddulos pola esquerda, logo tomando m € M e A € D*? tal que m = m(A):

P )4 p P
m=n(A)=n (Z Aifl-) 23 ) ED An(f) =D Ay (2.6)
i=1 i=1 i=1 i=1

Na igualdade (a) empregamos que m(A + u) = w(A) + m(u), con A, u € D*?, e na (b), que
n(dA) = dn(A) Vd € D, con A € DY que son as propiedades que verifica todo homo-
morfismo de D-mddulos pola esquerda. Xuntando e temos que {yi,...,y,} é un
conxunto de xeradores de M.

Doutra banda, recuperando a notacién R;, € D'*P para os vectores fila de tamafio p
que constitien as filas de R, observamos que R;, = ¢;R, onde e; é o vector i-ésimo da base
candnica de D'*9. Como ker w = DR, n(R,,) =0, coni =1,...,q. Asi,

p P P p
m(R,)=m (ZRijfj) & Z (R f;) 2 ZRijn(fj) = ZRiJ'yJ' =0,
j=1 j=1 j=1 j=1

onde empregamos (a), (b) e que R;, = le R;;f;- Isto ocorre para cqada i=1,...,q, de xeito
que {yy,...,¥,} é un conxunto de xeradores de M coas relaciéns ijl R;;y;=0.

Definimos agora a seguinte aplicacion:
x :ker(R.)) — hom(M,F)

n — x(m)=¢,: M — F
n(A) — ¢,(t(A)=An=Am; +...+ 4,1,

Tense que:
» (ker(R.),+) é un grupo abeliano, onde + é a operacion suma definida no D-moédulo

pola esquerda F. Tamén (hom(M, F), +) é un grupo abeliano, onde a suma de homo-
morfismos definese da forma usual.
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» A aplicacion y estd ben definida. Chega con comprobar que y(n) € hom(M, F) para
calquera y € ker(R.). Sexa entdn 7 € ker(R.) arbitrariamente fixado.

En primeiro lugar imos ver que a imaxe de calquera m € M por y(7n) non depende do
representante escollido, isto é:

m=mn(1) = n(1), A, € DV*? = ¢,(n(A)) = ¢, (n(1")).

Lembrando que 7 é a proxeccién canénica en M = D*?/(D'*IR), chegamos a que
m(A) = (M) < A’'— A € D'IR. Entén podemos escribir, para algin v € DR,
A’ — A = vR. Asi pois, xa que 1) € ker(R.), tense que Rn = 0, e daquela:

¢, (n(A)) =An = (A" — vR)n =A'n— »(Rn) = A'n = ¢,(1"),

que era o que queriamos probar. Ademais, cémpre observar que An € F por ser F un
D-moédulo pola esquerda, e a notacion empregada é compatible co produto de matrices
(notemos que A e 7 son vectores fila e columna do mesmo tamafo).

Vexamos agora que ¢, € hom(M, F). Sexan m,m" € M, n(A) = m, n(A’) = m’ para
A, A’ € DY*P e d € D escollidos arbitrariamente. Utilizando a definicién de ¢, equea
proxeccién candnica é un homomorfismo de D-mddulos pola esquerda:

¢, (r(A)+ (1)) = ¢, (A + 1)) = (A+ A = An+ A0’ = ¢, (n(A)) + ¢, (m(1)),

onde tamén se emprega a linearidade do produto de matrices. Tamén se ten que:

¢,(dn(A)) = ¢, (n(dA)) = (dA)n = d(An) = d¢,(A).
Xuntando todo, temos que ¢,, € hom(M, F), e daquela y estd ben definida.

= y é un homomorfismo de grupos abelianos. Sexan 1,,n, € ker(R.) calquera e com-
probemos que y(n; +1,) = x(n:) + x(n,). Dado que y(n) € hom(M, F) para cada

n € ker(R.), chega con ver que y (1, +n2)(1(2)) = x (1,)(7(A)) + x (n2)(7(1)), para
un A € DY*P arbitrario. Empregando de novo a linearidade do produto de matrices:

x (M1 +m2)(m(A)) = Ay +mp) = Any + An,y = x(0,)(1(2)) + x (2)(7 (),
logo y é, en efecto, un homomorfismo de grupos abelianos.

= y € inxectivo. Como xa vimos que y é un homomorfismo de grupos, basta comprobar
que ker y = {0}, onde 0 é o elemento neutro de FP*!.

Supofiamos y (1) = 0, de xeito que para calquera A € DV*?, y(n)(m(1)) = An = 0.
Tomando A = f; o elemento j-ésimo da base candnica de D*P;

x(M(n(f;))=fm=n;=0 < n,; =0,

onde utilizamos que, traballando en coordenadas da base canonica, o vector f; ten s6
un 1 na posicién j, e por ser F un D-mdédulo pola esquerda 1{ = £, con { € F. Como
isto é certo para calquera j =1, ..., p, tense que y(n) = 0 implica n = 0.
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= x € sobrexectivo. Sexa ¢ € hom(M, F) calquera e definamos n = (¢(y1), ..., ¢(¥,)),
que trivialmente é un elemento de F1*?. Comprobemos que ademais pertence a ker(R.),
isto é R = 0. Dado que Rn € F'*9, podemos verificar simplemente se satisf4n as ecua-
ciéns Y. R;m;=0paracadai=1,..,q.

p p p
® @i (iii) .
ZRijnj = ZRij¢(yj) =¢ (ZRijyj) =¢(0) =0Vi=1,..,q.
i=1 i=1 i=1

En (i) utilizamos as propiedades (a) e (b) que ¢ satisfai como homomorfismo de D-
mddulos pola esquerda; en (ii), as relacidns que vimos cumpren os xeradores {Y;, ..., ¥, },
e en (iii), que f(0) = 0 para calquera f homomorfismo de D-médulos pola esquerda.

Finalmente basta ver que y(n) = ¢. Para iso tomamos A € D'* calquera e compro-
bamos se y(n)(m(A)) = ¢(m(A)), o que resulta suficiente debido & sobrexectividade
de 7. Por unha banda:

p
ACIEARIOA GO ED IR ICH]

onde escribimos A en coordenadas da base candnica de D'*?, A = (4,,...,1,). Pola
outra banda, utilizando as propiedades de 7 e ¢ como homomorfismos de D-mé6dulos
pola esquerda, e lembrando que y; = 7(f;) para cada j =1, ..., p:

p p p
P(n(2) = ¢ (n (Z m)) =9 (nzxm) =2 b ()

o que demostra a sobrexectividade de y.

Asi pois, acabamos de comprobar que y é un isomorfismo de grupos abelianos. Ainda mais,
utilizando o ultimo punto, no que vimos a sobrexectividade de y, queda claro que o isomor-
fismo inverso, y !, estd dado por:

2~ ' :hom(M,F) — ker(R.)
¢ - y:(fp(}’l);’d’(yp))T

que é o isomorfismo de Malgrange. Isto remata a demostracién. [ |

Este resultado dinos que o sistema linear Rn = 0 pode ser estudado mediante o médulo
do sistema, M = D'*P /(D'*9R), e o D-médulo pola esquerda F no que se buscan as solucidns.
As propiedades de M como D-mddulo pola esquerda veremos que proporcionan abondosa
informacidn tedrica sobre o sistema linear. Para rematar esta seccién ilustraremos o teorema
que vimos de probar co seguinte exemplo.

Exemplo 2.21. Consideremos de novo o caso do oscilador harmdnico:

(o 2)()=(0) @7
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Xa vimos que a matriz R do sistema ten as suas entradas no anel de operadores diferenciais
R[ 3], e que podemos buscar as soluciéns no R[ 3 ]-mddulo pola esquerda € *°(R)?.

Imos utilizar este caso sinxelo para ilustrar a correspondencia que se segue do isomor-
fismo de Malgrange, asi como as propiedades do médulo do sistema no que a relacions
lineares se refire. En primeiro lugar, notemos que o mddulo do sistema é simplemente
M =R[2]*?/(R[3]*?R), e que a proxeccién canénica, por ser un homomorfismo de R[2 ]-
modulos pola esquerda, queda definida proporcionando a imaxe de f; = (1,0) e f, =(0,1):

m:R[O]V? — M=R[I]V?/(R[F]'*?R)
fi — A+R[O]"R=y,
fo — f+R[O]"R=y,

Podemos comprobar que y,; e y, satisfdn as relaciéons dadas polas filas de R. Dado que se
trata de cédlculos moi similares, exemplificdmolo sé para a primeira fila:

0y =y, =0(fi +R[G]"R)—(f, +R[I]"*R)

2 (2, +RI8]"*R) - (f, + R[2]"?R) (2.8)
2 @f,— f)+RIBT*R Z0.

En (a) e en (b) empregaronse, respectivamente, a multiplicacion por elementos de R[2] e
a suma en M. En (c) utilizouse que 3 f; — f, = (1,0)R, logo 2 f; — f, € R[3]**?R.

Dada unha solucién 1 = (n,,1,)" € F? podemos describir explicitamente o homomor-
fismo que lle fai corresponder o isomorfismo de Malgrange:

¢:M — F
t(f)=y1 — fin=m
(f))=y, — fain=n,

Observemos que ¢ é un homomorfismo de D-mddulos pola esquerda ben definido precisa-
mente porque as relacions que satisfan os xeradores de M, {y;, ¥, }, son as mesmas ecuacions
lineares en R[J ] que cumpren 1, € 7,.

Reciprocamente, dado ¢ : M — F, 1 = (¢(y1), $(¥,))" € solucién do sistema linear
xusto pola mesma razon.

Unha observacion a maiores é que neste caso particular ker(R.) ten estrutura de R[2 ]-
modulo pola esquerda, como xa probamos no Exemplo Nel vimos como ker(R.) é
sempre un grupo abeliano (algo que tamén se deduce do isomorfismo de Malgrange), e que a
clave para que sexa un R[ d ]-mddulo pola esquerda estd en que R[J ] € un anel conmutativo.
Isto fainos pensar que se trata dun resultado madis xeral, que aplicara, polo menos, aos
sistemas lineares de coeficientes constantes.

Para facelo explicito imos restrinxirnos a sistemas do estilo R = 0, con R € R[J ]7*P.
O conxunto de soluciéns ker(R.) é entén un R[J ]-mddulo pola esquerda, pero tamén é un
N-moédulo pola esquerda, sendo N un subanel calquera do anel R[J ]. Se tomamos N = R,
como R é un corpo, este resultado estanos a dicir que o conxunto de solucions ker(R.) é un
R espazo vectorial, algo que é de sobra cofiecido no caso de sistemas lineares e homoxéneos
de coeficientes constantes, pero que aqui deducimos utilizando outras ferramentas.
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Como resultado importante desta seccién debemos reter que dada unha matriz con
entradas nun anel D, R € D??) xunto cun D-mddulo pola esquerda F, o sistema linear
R1n = 0 pode ser estudado a partir do D-mdédulo pola esquerda finitamente presentado por
R, M = D*? /(D™ 4R). Segundo o Teorema tamén se debe ter en conta o conxunto no
que buscamos as soluciéns, F. Con todo, asumiremos que este é un D-médulo pola esquerda
coxerador e inxectivo. De momento non temos os ingredientes necesarios para entender que
representan estes dous calificativos. Adiantamos que, baixo estas circunstancias, un bo nu-
mero das propiedades relevantes na Teoria do Control do sistema linear Rn) = 0 dependen
unicamente do moédulo do sistema M. Todo isto, xunto coa definicidén concreta, verémolo no
derradeiro capitulo, cando xa tefiamos feita unha pequena revisiéon dos conceptos basicos
da Alxebra Homoléxica.

2.3. Aneis noetherianos

Na seccién [2.1]introducimos as alxebras de Ore como uns aneis moi xerais que permiten
representar mediante a ecuacién Rn = 0 diversos tipos de sistemas lineares de ecuacions
funcionais. Con todo, a xeneralidade de pouco serve se non dispofiemos de resultados que
permitan avanzar no estudo dos devanditos sistemas lineares. Segundo vaiamos progresan-
do na exposicion deste traballo comprobaremos como ao restrinxirnos a casos mais concre-
tos contamos con teorias e ferramentas de cdlculo mdis potentes. Na primeira parte desta
seccion damos o paso inicial neste sentido, pois veremos que se nos ocupamos de alxebras
de Ore onde o anel A cumpre unha serie de propiedades, entdn estas seran en particular
aneis noetherianos pola esquerda, ou tamén dominios. O interesante e tutil € que estes aneis
estan ben estudados, e existen abondosos resultados importantes para eles. Pasamos enton
a presentar os devanditos conceptos.

Definicion 2.22. Sexa D un anel. Dicimos que D é un dominio se non contén divisores de
cero propios, isto é, d,d, = 0 implica d; =0 ou d, = 0.

As élxebras de Ore D = A(d,, ..., d,,), sendo A un anel diferencial como os introducidos
(por exemplo, A= K,A=K[x,,...,x,] ouA=K(xy, ..., x,), con K un corpo) son dominios. E
mais, todas elas satisfan unha propiedade adicional que as converte nun tipo moi importante
de anel, que a continuacién definimos.

Definicién 2.23. Sexa D un anel. Dicimos que D é un anel noetheriano pola esquerda se
cada ideal pola esquerda de D é finitamente xerado, isto é, para cada ideal I C D existen
a,...,a, € Dtalesque I = {d,a;+---+d,a, | d; € D,i = 1,...,n}. Analogamente, dicimos que
D é un anel noetheriano pola dereita se cada ideal pola dereita de D é finitamente xerado.
Finalmente, un anel D € noetheriano se é noetheriano pola dereita e pola esquerda.

Exemplo 2.24. A maior parte dos aneis cos que estamos acostumados a traballar son do-
minios e aneis noetherianos. Por exemplo, calquera corpo K é un dominio. Para velo su-
pofiamos que ab = 0 para determinados a,b € K non nulos, e tomemos a ' € K tal que
a~'a = 1 (existe por ser K corpo). Multiplicando pola esquerda en ab = 0 séguese que b = 0
necesariamente. Ademais, todo corpo é tamén un anel noetheriano, pois sé ten dous ideais:
(0) e o propio corpo. Outro caso paradigmatico é o dos dominios de ideais principais pola
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esquerda: dominios D nos que todo ideal pola esquerda I é da forma I = {da | d € D} para
certo a € I. Esta claro que son tamén aneis noetherianos, atendendo 4 Definici6n [2.23]

Como exemplo de dominio que non € anel noetheriano temos o anel de polinomios en
infinitas variables sobre un corpo K, K[Xj,...,X,, ...]. Tomemos o ideal xerado por todas as
variables X;, chamémoslle I e supofiamos que ¢ finitamente xerado. Nese caso podemos
escribir I = {a,f; +- - -a,f, | ay,...,a, € K[X;4,...,X,,...]}, onde fi,...,f, € I. Como cada
f; € I, existe un numero finito de variables, X, ...,X,; tales que f; = a;;X,; +-- -+ a; X,;,
e isto para i = 1,...,t. Tomemos X, unha variable distinta das X,,...,X,;. Como X, € I,
X, =bX,,+--+bX,,para by,...,b; eK[X;,...,X,,...]. Avaliando a derradeira igualdade
enX,; =0,...,X,; =0 obtemos X; =0, o que resulta unha contradicién.

Debemos mencionar que a definiciéon aqui proporcionada non é a que se adoita atopar
nas referencias sobre aneis noetherianos. Con todo, para os nosos propdsitos podemos em-
pregala, pois é equivalente & definicion tradicional, segundo a que un anel noetheriano pola
esquerda é aquel no que cada cadea ascendente de ideais pola esquerda, 0 =1, CI; C--- C
I, C --- C D remata nun ntimero finito de pasos, isto é, existe n, € N tal que I, = D se n > n,,.
A demostracion da equivalencia de ambas definicions pédese atopar en [|15]. Enunciamos
tamén un resultado do que tiraremos proveito no seguinte capitulo, e cuxa demostracién
pode consultarse en [[21]]. Non a presentamos aqui, pois require de técnicas e resultados de
Teoria de Médulos e Alxebra Homoldxica que van mais ald dos propdsitos deste traballo.

Proposicion 2.25. Sexa D un anel noetheriano pola esquerda. Se M ¢ un D-modulo pola
esquerda finitamente xerado, enton todo D-submaddulo pola esquerda de M é tamén finitamente
xerado.

Empregando o anterior prébase o seguinte corolario. Xa que a demostracion é case in-
mediata e utiliza unicamente os conceptos de médulo finitamente xerado e finitamente
presentado cos que debemos acostumarnos a traballar, decidimos incluila neste caso.

Corolario 2.26. Sexa D un anel noetheriano pola esquerda. Se M é un D-mddulo pola esquer-
da finitamente xerado enton tamén ¢ finitamente presentado.

Demostracion. Sexa D un anel noetheriano pola esquerda e consideremos M un D-mddulo
pola esquerda finitamente xerado, de xeito que existe un homomorfismo de D-mdédulos pola
esquerda sobrexectivo 7t: D*"* — M, con r, € N. Tense que ker 7w é un D-submédulo pola
esquerda do D-médulo pola esquerda D'*™. Como este dltimo € libre e de rango finito, é
finitamente xerado e, empregando a Proposicion tense que ker 7t é tamén finitamente
xerado, de maneira que M é entdn finitamente presentado. [ |

Na seccién [2.1]introducimos as dlxebras de Ore de xeito iterativo, definindo o concepto
en primeiro lugar para o caso no que temos un s6 endomorfismo o: A — A e unha soa
o-derivacion 6: A — A, isto é, A[d; 0,6 ]. Esta estrutura adoita chamarse anel de polino-
mios nesgados. Nestas circunstancias estd claro que todo anel de polinomios nesgado é unha
alxebra de Ore, e de acordo coa Definicién unha dlxebra de Ore construese iterando
aneis de polinomios nesgados. A utilidade disto estd en que este tipo de aneis estdn moi
ben caracterizados en [[15]. En particular, amdsase explicitamente que a iteracion de aneis
de polinomios nesgados € tamén un anel de polinomios nesgados. Asi pois, unha alxebra
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de Ore é un anel de polinomios nesgado, co que ambas nociéns son, en realidade, equi-
valentes. Podemos aproveitar entén algins dos resultados que se proban en [[15/], como a
continuacién amosamos.

Teorema 2.27. Sexa A un anel e considermos D = A[0,;01,01]**[0,; O, 0,,] unha dlxebra
de Ore. Enton:

(1) Se A é un dominio e o inxectivo, enton D ¢ un dominio.

(2) Se A é un anel noetheriano pola esquerda e o € un automorfismo de A, enton D € un anel
noetheriano pola esquerda.

O teorema que se proba en [[15] é lixeiramente distinto do que aqui amosamos, pois
realizase para o caso dun anel de polinomios nesgados A[J; o, 6 ]. Con todo, tendo en conta
a discusion do pardgrafo previo ao Teorema e a Definicién [2.7, a extension ao caso
que nds presentamos € inmediata. Como exemplo de aplicaciéon, o Teorema permite-
nos asegurar que a primeira e a segunda alxebras de Weyl son dominios noetherianos pola
esquerda, xa que o anel de polinomios e o corpo de fracciéns deste sobre un corpo K son
dominios noetherianos pola esquerda.

Doutra banda, como xa indicamos, na Andlise Alxébrica a Teoria de Mdédulos xoga tamén
un papel moi relevante. Na seccién[2.1]xa introducimos as definiciéns basicas de D-mddulo
pola esquerda, D-submddulo pola esquerda e homomorfismo de D-mdédulos pola esquerda,
mentres que na seccion asentamos os conceptos de moédulo finitamente xerado e fini-
tamente presentado. Asi e todo, para comprender o posterior desenvolvemento precisamos
seguir introducindo nocidns e resultados adicionais, pois xa indicamos que as propiedades
do mddulo do sistema M = D'*?/(D'*4R), sendo R unha matriz g x p sobre o anel D, pro-
porcionan moita informacién sobre o sistema linear Rn) = 0.

Deste xeito, presentamos a continuacion varias definiciéns propias da Teoria de Médu-
los, basedndonos en [[3,/4,/17]. Ainda que se poden realizar en condiciéns mais xerais, nds
imos restrinxirnos ao caso dun dominio D noetheriano pola esquerda e un D-mddulo pola
esquerda M finitamente xerado, pois son as circunstancias nas que nos atoparemos no resto
do traballo, e nas que se desenvolven as principais ideas da Andlise Alxébrica.

Definicion 2.28. Sexan D un dominio noetheriano pola esquerda e M un D-mddulo pola
esquerda finitamente xerado.

(1) M dise libre se existe r € Z, tal que M =~ D", Nese caso r chdmase o rango do
D-médulo libre pola esquerda M, e denotarémolo por rg,(M).

(2) M dise proxectivo se existen r € Zs, e un D-moédulo pola esquerda N tales que
M@N ~ DV,
(3) M dise reflexivo se o seguinte homomorfismo candnico de D-mddulos pola esquerda:

g: M —— hom(hom(M, D), D)
m+——— g(m),

onde e(m)(f) = f(m) € M paracada f € hom(M, D), é un isomorfismo de D-médulos
pola esquerda.
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(4) M dise libre de torsion se o D-submddulo pola esquerda de torsion de M:
t(M)={meM |3dd € D\ {0},dm =0}
é tal que t(M) = {0}. Os elementos de t(M) chamanse elementos de torsiéon de M.

(5) M dise un mddulo de torsion se t(M) = M.

Observacion 2.29. No caso dun anel conmutativo D e dun D-mddulo pola esquerda M, com-
probase que o submoédulo de torsién t(M) é, en efecto, un D-subméddulo de M. Isto non é
certo no caso non conmutativo. Asi e todo, en [[15] prébase que todo anel D noetheriano
pola esquerda cumpre a propiedade de Ore pola esquerda, isto é, dados d,, d, € D \ {0}, exis-
ten e;, e, € D \ {0} tales que e,d; = e,d,. Utilizando esta propiedade ¢é facil demostrar que
dados m,, m, € t(M) ed,, d, € D, dym; +d,m, € t(M), isto é t(M) é, neste caso particular,
un D-submédulo pola esquerda de M.

Os tipos de mdédulos introducidos na Definicién estdn relacionados entre si. Al-
gunhas destas relaciéns son inmediatas a partir da definicién, e enuncidmolas no seguinte
resultado, cuxa demostracién non presentamos, por non tratarse do obxectivo deste traba-
llo. Con todo, pédese consultar en [21]].

Proposicion 2.30. Sexa D un dominio noetheriano pola esquerda. Se M é un D-mddulo libre,
enton é proxectivo; se é proxectivo, enton € reflexivo e, finalmente, se € reflexivo, entdn é libre
de torsion.

Os reciprocos dos enunciados da anterior proposiciéon non son certos en xeral. Asi e
todo, na segunda metade do século XX avanzouse notablemente na Teoria de Mddulos e
demostrouse que baixo determinadas circunstancias si que se tefien as implicaciéns nos
sentidos opostos. Amosamos a continuacion algun destes resultados, pois seran de utilidade
posteriormente. As demostracidons poden atoparse en [12}/19,[22,23].

Teorema 2.31. (1) Se D ¢é un dominio de ideais principais pola esquerda, entén todo D-
mddulo pola esquerda finitamente xerado e libre de torsion é libre.

(2) Se D =K[x4,...,x,], con K un corpo, € un anel de polinomios conmutativo, enton todo
D-médulo pola esquerda finitamente xerado e proxectivo € libre (Teorema de Quillen-
Suslin).

(3) Se D é a primeira dlxebra de Weyl A,(K) ou a segunda dlxebra de Weyl, B,(K), para
un corpo K de caracteristica 0, entén todo D-mddulo pola esquerda finitamente xerado
proxectivo de rango maior ou igual que 2 é libre (Teorema de Stafford).

Finalmente, cémpre mencionar que a introducién dos conceptos da Definicién [2.28|reali-
zase porque estes xogaran un papel relevante na parte final do traballo. Asi, co Teorema4.21
comprobaremos que cando o médulo do sistema linear Ry = 0 € libre de torsién, proxectivo,
ou libre téfiense unha serie de propiedades interesantes desde o punto de vista da Teoria do
Control. Todo isto asumindo que R € D?*P con D unha determinada alxebra de Ore que é un
dominio noetheriano pola esquerda e F un D-médulo pola esquerda inxectivo e coxerador.
Isto asenta o propodsito dos vindeiros capitulos: presentar algoritmos (de xeito construtivo)
que permitan comprobar cando un médulo pola esquerda finitamente xerado nestas cir-
cunstancias cumpre algunha destas propiedades. Para iso serd necesario utilizar potentes
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ferramentas de calculo, como as técnicas das bases de Grobner, e tamén acudir a resultados
da Alxebra Homolodxica. Ambos aspectos serdn os principais obxectos do seguinte capitulo.



3. Resolucions libres e finitas e grupos abe-
lianos das extensions

Neste capitulo imos presentar en primeiro lugar as técnicas das bases de Grobner para o
caso mdis convencional dun ideal nun anel de polinomios conmutativo e adaptalas ao caso
dun submédulo dun D-médulo pola esquerda finitamente xerado, onde D é unha alxebra
de Ore. Comprobaremos que serd necesario que nos restrinxamos a alxebras de Ore que
satisfan certas propiedades. A continuacién utilizaremos isto para presentar un algoritmo
que calcule unha resolucion libre e finita dun D-mdédulo pola esquerda finitamente xera-
do, e para iso precisaremos introducir algtins conceptos propios da Alxebra Homoléxica.
Finalmente, presentaremos os grupos abelianos das extensiéns no noso marco de traballo
de forma precisa. A relevancia deste concepto na Andlise Alxébrica farase mais evidente no
vindeiro capitulo, mais trataremos de amosar como emerxe de forma natural na teoria de
Sistemas Matematicos.

3.1. Bases de Grobner

Como xa adiantamos, o desefio de algoritmos que permiten implementar certas técni-
cas propias da Andlise Alxébrica require, na maior parte dos casos, potentes ferramentas
de calculo. Mais concretamente, utilizanse técnicas de eliminacién baseadas no calculo de
bases de Grobner sobre dlxebras de Ore non conmutativas. De cara a aplicalas, debemos
restrinxirnos a dlxebras de Ore sobre aneis de polinomios. Asi pois, nesta seccién conside-
raremos D = A{d,,...,d,), con A = K[x,..., X, ], sendo en principio K un corpo calquera.
Posteriormente deberemos restrinxirnos a unha clase mais pequena destas alxebras de Ore.

3.1.1. Bases de Grobner de ideais sobre aneis de polinomios

Imos tratar de visualizar o que é unha base de Grobner no caso mdis convencional dun
ideal no anel de polinomios K[x, ..., x,], que é o contexto no que se desenvolveu inicial-
mente a teoria das bases de Grobner. Esta estd moi ben documentada (por exemplo [|5]] é
unha boa referencia), pero aqui realizaremos unha exposicién moi breve que nos permita
entender a relevancia e a utilidade do concepto.

O célculo de bases de Grobner permite desenvolver métodos que xeneralizan os algo-
ritmos de divisiéon nun anel de polinomios, K[x], e de eliminaciéon gaussiana nun sistema
de ecuacioéns lineares. Nos dous casos é fundamental poder ordenar os termos, ainda que
habitualmente non se saliente este aspecto.
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= No algoritmo de divisién en K[x] a orde vén dada polas potencias de x:
™S> xM>.ox?> x> 1.

Lembremos que o primeiro paso consiste en ordenar os termos do dividendo e do
divisor de acordo con esta orde, de ai a stia importancia.

= No algoritmo de eliminacién gaussiana as variables ordénanse da forma que resulte
mais conveniente,
Xy > Xy > > X,

Empregando esta orde construimos a matriz asociada ao sistema linear, e 0 método
consiste en realizar operacions elementais que a transformen nunha matriz triangular
superior. En funcidn da orde escollida eliminamos antes unhas ou outras variables.

Atendendo & anterior discusion, estd claro que é fundamental poder ordenar os termos
de calquera polinomio f € K[x,, ..., X, ]. Para iso definimos os seguintes conceptos.

Definicion 3.1. Unha orde monomial < en A = K[Xx4, ..., X,] € unha relaciéon no conxunto
de monomios de A, Mon(A) = {xf‘1 coe x|y € Zsg,i = 1,...,n}, cumprindo as seguintes
propiedades:

(i) Arelacién < é unha relaciéon de orde en Mon(D).

(ii) A relacién < é compatible co produto de monomios, isto é, se m; < m,, para
m,, m, € Mon(D), entén n-m; < n-m,, para todo n € Mon(D).

(iii) O conxunto Mon(D) esta ben ordenado coa relacion de orde < (isto implica que a
relacién de orde < é total en Mon(D)).

Nestas circunstancias, dado un polinomio f € A, definimos o monomio lider de f como
o maior monomio de f con coeficiente non nulo, e denotdmolo por Im(f). O coeficiente
asociado sera o coeficiente lider, 1c(f ), e finalmente, o termo lider é o produto lc(f)Im(f), e
denotarémolo por 1t(f).

Por simplicidade denotamos un monomio xenérico x;' - - - x% por *, con o € Z5,-
Definamos entén que se entende por base de Grobner dun ideal do anel de polinomios.
Cémpre notar que hai varias definicidons equivalentes de base de Grobner (ver, por exemplo,
[5]). Aqui tomamos a que nos resulta mais conveniente de cara & posterior xeneralizacion.

Definicion 3.2. Sexa < unha orde monomial en A = K[xy, ..., x,]. Un subcunxunto finito
de xeradores dun ideal I, G = {g;,...,g,} C I \ {0} é unha base de Grébner se para calquera
f €1, existe j € {1,...,t} tal que lt(g;) divide a lt(f), considerando a divisién usual de
polinomios en varias variables.

As bases de Grobner cumpren unha serie de propiedades que as fan moi interesantes.
Por exemplo, para calquera f € K[x,,...,X,] tense que f € I se e sé se o resto da division de
f polos polinomios de G é cero. Isto é consecuencia de que o resto da divisiéon de calquera
polinomio f € K[x4, ..., X, ] polos polinomios de G é Unico, algo que non sempre ocorre no
caso da divisidon de polinomios en varias variables. Asi e todo, o mdis relevante das bases de
Grobner € que, para calquera orde monomial, poden ser calculadas, empregando para iso o
algoritmo de Buchberger. Este tltimo podese consultar en [|5]].
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A dltima propiedade interesante das bases de Grobner no caso convencional que quere-
mos destacar cofiécese como teorema de eliminacion. Para enuncialo precisamos introducir
antes unha orde monomial moi cofiecida: a orde lexicogrdfica.

Definicién 3.3. Sexan x® e x® dous monomios no anel de polinomios A = K[x, ..., X, ].
Dicimos que £ >, «” se a primeira compofiente non nula do vector a—3 € Z% , € positiva.
En particular tense que: x; > * * * >1ex Xpr-

Observacion 3.4. Notemos que a orde lexicografica que vimos de introducir na anterior de-
finicién estd inducida polo nome que reciben as distintas variables do anel de polinomios
A =K[xq,...,x,], de af que x; >, * ** >x X,,- Con todo, calquera orde total no conxun-
to das variables {x;, ..., x,} define unha orde lexicografica: dados dous monomios = e =*
basta ver o signo da primeira compofiente non nula do vector o« — 3 € ZZ | seguindo a orde
nas variables {x, ..., x,}. Deste xeito, hai n! ordes lexicograficas distintas no conxunto dos
monomios do anel de polinomios A = K[xj,...., X, ]: unha por cada maneira de ordenar as

variables xi, ..., X,,.

A comprobacién de que se trata, en efecto, dunha orde monomial, podémola atopar
en [|5]. Con isto xa podemos enunciar o teorema de eliminacién, que € o resultado da teoria
de bases de Grobner do que tiraremos mais proveito. A proba pode consultarse tamén en [|5]].

Teorema 3.5 (Teorema de eliminacion). Sexa I C K[x;, ..., X, | un ideal non nulo, e G unha
base de Grobner de I respecto da orde lexicogrdfica con X; > * * * >1ex X Daquela, para cada
0 <1 < n, o conxunto:

G, = GNK[X[415 005 Xp]

¢ unha base de Grobner do ideal de eliminacion [-ésimo I}, isto €, o ideal I NK[ X} 1, ..., X,,]-

3.1.2. Bases de Grobner de ideais sobre alxebras de Ore

Pasamos agora a realizar a xeneralizacion a dlxebras de Ore sobre o anel de polinomios
A=K[xq,...,x,]. Con todo, de cara a definir as bases de Grobner neste contexto precisamos
restrinxirnos a unha clase mdis pequena das 4lxebras de Ore. Asi, na Definicién imos
introducir as seguintes condiciéns adicionais sobre os endomorfismos o; e as derivaciéns
0,1=1,...,m:

O-l(xl):ax+blj, 5l(x]):C

X i=1,...m, j=1,..,n, (3.1)

ijs
onde a;; € K\ {0}, b;; €k, c;; €A. Esixiremos ademais que en cada c;; o termo maior u (de
acordo cunha orde monomial < admisible, que deseguido definimos) cumpra u < x;J;. Bai-
X0 estas circunstancias, a alxebra de Ore D é un anel de polinomios resoluble, como en [[11]
se demostra. Esencialmente, este é un anel de polinomios non conmutativos onde as rela-
ciéns de conmutacién compértanse ben coa orde monomial escollida. Non imos definir con
precision este concepto, basta ter en conta que no contexto no que imos traballar poderemos
aplicar os resultados dispofiibles sobre bases de Grobner para a anterior clase de aneis de
polinomios, que se poden consultar en [[11]]. A exposicion que nds faremos baséase na reali-
zada en [[13]]. Nesta as condicions sobre os endomorfismos e as derivacions son lixeiramente
madis restritivas (tamén madis simples) que as de (3.1)), pero son facilmente xeneralizables 4s
que nds presentamos.
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Deste xeito, no que segue, D denotara a alxebra de Ore D = A(d,,...,d,,), onde A =
K[xy,...,x,], € supoiiemos que se satisfan as condiciéns de (3.I). Notemos que calquera
polinomio en D pddese escribir como f = 2::0 c;m;, onde c; € K son os coeficientes de f
em; =x,
Neste sentido € esencial a relacion de conmutacion da Definicion de d,i=1,...,m, cos
elementos de A, pois é a que permite que os monomios se poidan escribir como x*8°.

a; a;. B Bi ) ) :
Teeex, "0, " - O™ = &0 son os monomios de f, con oy; € Z1, e B; € ZT,.

O primeiro que imos facer € introducir a nocién de cuasi-divisibilidade de termos, xunto
co concepto de orde monomial admisible. A continuacién amosamos tamén a relaciéon que
hai entre ambos.

Definicion 3.6. Sexan c,m; e c,m, dous termos en D, isto é, parai =1,2,¢c; €K em; =
x> 8%, con a; € Zt,, B; € ZZ,. Dicimos que ¢;m, cuasi-divide a c,m, se ¢, divide a ¢, no
corpo K, ay S g € By < By, ist0 é, ;. < a, e B, < B, paracadai=1,..,n.

Definicion 3.7. Unha orde monomial admisible < é unha relacién de orde total no conxunto
de monomios de D, isto é, Mon(D) = {x%8” | a € Z%,, B € ZZ,}, que satisfai as seguintes
condicions:

(i) Para cadam € Mon(D), 1 <m, sendo 1 a unidade do anel.
(ii) Sexan *8” e 8" dous monomios en D, onde o, a € Z ; e B, b€ Z,. Se
z*0° < £8P, entén > PP*Y < 9%, e isto para cada u, v € Z1,,.

Unha orde monomial admisible é unha relacién de orde en Mon(D) que é compatible coa
cuasi-divisibilidade. P6dese comprobar que baixo estas circunstancias Mon(D) é un conxunto
ben ordenado. En [|13]] demdstrase para o caso que estamos a tratar, mentres que en [|11]]
faise para o caso mais xeral dos aneis de polinomios resolubles.

As definiciéns de monomio, coeficiente e termo lider xeneralizanse trivialmente unha
vez temos definida unha orde monomial admisible. De cara a definir unha orde en D, como
calquera polinomio en D é da forma f = Z::O c;m;, ¢; €K, m; = %8P, podemos tratar as
variables x4, ..., X,, d;, ..., 0, como 2n variables dun anel de polinomios convencional, deno-
tdndoas Por ¥q, ..., ¥n» Yni1s -+ Yon- Neste contexto podemos considerar a orde lexicogréfica
que induce o nome das anteriores variables: y; > *** >iex Vi Slex Yntl lex - lex Yons
iSt0 €, X7 >1ex> *** Slex Xn Slex 91 Slex ©° ° lex 0,- COmpre lembrar aqui que, segundo o
exposto na Observacién sO necesitamos unha orde no conxunto das variables do anel
de polinomios para poder definir unha orde lexicografica no propio anel. En [[11] prébase
que a orde que vimos de introducir é admisible en calquera anel de polinomios resolubles
e, daquela, tamén na dlxebra de Ore D.

Visto isto, xa podemos definir unha base de Grobner dun ideal I pola esquerda non nulo
neste contexto mais xeral.

Definicion 3.8. Sexa D = A(d,,...,d,,) unha dlxebra de Ore sobre o anel de polinomios
K[xy,..., x,] nas condiciéns (3.1]), e < unha orde monomial admisible. Sexa tamén I C A un
ideal pola esquerda non nulo. Un subcunxunto finito de xeradores de I, G = {g4, ..., &}, €
unha base de Grobner se para calquera f € I, existe j € {1,...,t} tal que lt(g;) cuasi-divide

alt(f).

Como vemos, a definiciéon é moi similar & do caso convencional unha vez que concreta-
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mos que é unha orde monomial admisible. O mesmo ocorre para as propiedades das bases
de Grobner. Imos presentar entdn o teorema que enuncia o algoritmo de Buchberger neste
caso mais xeral tal e como se expon en [4]. A proba pddese atopar en [[11]] ou [|13]].

Teorema 3.9. Sexa D = A(d,,...,3,,), con A = K[x4,...,x,], unha dlxebra de Ore nas con-
dicions (3.1)), supofiendo < unha orde monomial admisible. Sexa tamén I un ideal de D pola
esquerda xerado por un conxunto finito de polinomios. Entén unha version non conmutativa do
algoritmo de Buchberger remata e calcula unha base de Grobner de I para esta orde monomial
admisible.

Finalmente enunciamos o teorema de eliminacidn para este contexto madis xeral, pois
a sta xeneralizacidon ao caso de bases de Grobner de mddulos sobre dlxebras de Ore é o
resultado que se atopa detrads de case todos os algoritmos dos que falaremos no resto do
traballo. A version que aqui proporcionamos podese atopar en [|13]].

Teorema 3.10. Sexa D = A(d,, ..., 0,,), con A= K[x, ..., x,,], unha dlxebra de Ore nas condi-
cions (3.1), e I un ideal pola esquerda de D. Tomemos un subconxunto de variables de D,

{1 o0y X175 G150 Ojs} CH{X 1, ey X0, By 05 O}
e < unha orde monomial admisible tal que:

ajl’ ceey ajs}.

ir»

{Xi15 000 Xis Fj1 00 Bjs} < {X1, 000, X1, 01y o0 O} \ {11, 000 X
Se G ¢ unha base de Grobner de I respecto de <, entén G NA[X;q, ..., X; 1{Fi1, ..., O

; ;s) € unha
base de Grobner do ideal I NA[X;1, ..., X;; 1{j1, ..., Oj)-

3.1.3. Bases de Grobner de modulos sobre alxebras de Ore

Para rematar esta seccion realizaremos unha serie de comentarios sobre como a teoria
exposta sobre bases de Grobner pode ser estendida ao caso de médulos sobre dlxebras de
Ore, que € o contexto no que se vai aplicar. A maior parte do traballo esta feito no anterior
apartado, pois a xeneralizacion de aneis de polinomios a médulos sobre aneis de polinomios
¢ case inmediata, como se pode comprobar en [|6]. Deste xeito, unha vez que se estende a
nocién de orde monomial a médulos libres sobre o anel de polinomios K[xj, ..., X, ], 0 resto
de resultados derivanse case identicamente aos casos tratado nos apartados previos.

Asi e todo, como xa indicamos, a nds interésanos poder calcular bases de Grobner de sub-
médulos de D'*P, onde D = A(d,,...,,,) é unha 4lxebra de Ore sobre o anel de polinomios
K[xy,...,x,] nas condiciéns (3.1). Imos limitarnos ent6n a definir a orde monomial nestas
circunstancias e proporcionar unha serie de referencias onde se pode consultar a posterior
(e inmediata) xeneralizacion.

Sexa {fy,..., f,} a base canénica de D', Un monomio en D* é un elemento da forma

a 6} I . . .
Xyl x@ - @Pnf, = x*OP f, para algin i = 1,...,p, con o € ZL e 3 € Z7,, isto §,
o produto dun monomio na &lxebra de Ore D por un vector da base canénica de D'*?. De
novo, todo elemento f € D'*P pddese escribir como f = Z;o c;m;, onde ¢; € K e m; son

monomios en D'*P,
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O seguinte é introducir a relacién de cuasi-divisibilidade en D**P. Consideremos dous ter-
mos en D'*P, que podemos escribir como ¢, x* 3P f,; e c,x*dP2f,,. Dicimos que ¢,x* 9P f,,
cuasi-divide a c,x*3P2f,, se i; = i, e c;x* 3P cuasi-divide a c,x*3"2 como monomios na
alxebra de Ore D.

Definicidon 3.11. Sexa < unha orde monomial admisible no conxunto de monomios da
alxebra de Ore D = A(d,,...,d,,), con A = K[x,...,x,]. Unha orde monomial admisible no
mddulo D', denotada por <,,, é unha relacién de orde total no conxunto de monomios
de D'*?, isto é, Mon(DP) = {x*d’f; | « € Z1 ,3 € ZT,i = 1,..,p} que é compatible
coa estrutura de D-médulo pola esquerda de D'*P e coa orde monomial < en D , é dicir,
cumprense as seguintes condicidns:
(i) Sexan 2*8°f; e x*d"f, monomios, con o, a € Z% , B, be ZZ, e i,j €{1,...,p}. Se
x*0°f, <, x*0°f; entén x>+ 9P f, <, OV f,, e isto para cada u, v € Z .
(ii) Sex*d® <x*0” cona,a€Zl e 3, beZl, entén x*8°f; <,, x*8°f,, e isto pa-
rai=1,...,p.

Hai dous xeitos naturais de estender a orde < a D'*P:

= A orde TOP (do inglés term over position) ordena primeiro empregando a orde mono-
mial admisible <, e despois utiliza a posicién do vector da base candnica {f3, ..., f, }
asociado. Asi, dados x*8°f, e w“@bfj, cona,acZ ,B8,beZ, ei,je{l,..,p}:

=0’ =0’

x®0° f; <rop x*0°f; : &= x°0” < x*8° ou 9’ =B’ e i < j.

= A orde POT (do inglés position over term) ordena primeiro empregando a posiciéon do
vector da base candnica asociado, e despois utiliza a orde monomial admisible <. Asi,
dados z*0°f; e *0"f;, conc, a € Z2 |, B, b€ 22, ei,j € {1,..,p}:

=0’ =0’

z®0°f; <por x*0°f; 1 = i<joui=jex*0” <z*0".

Unha vez que se ten unha orde monomial admisible no conxunto de monomios de D'*?,
poderiamos presentar o desenvolvemento da anterior seccion para definir as bases de Grob-
ner e enunciar un resultado de finalizacién dunha versiéon modificada do algoritmo de Buch-
berger, seguindo a exposicion de [|6] para o caso de mdédulos sobre aneis de polinomios. Non
imos realizar esta xeneralizacién, por exceder os obxectivos deste traballo. Con todo, con-
sideramos que as nocidns expostas amosan ben como se adaptan as técnicas das bases de
Grobner aos distintos casos, e de feito existen algoritmos implementados en sistemas de
alxebra computacional como SINGULAR, Maple ou Mathematica que permiten realizar os
calculos nestes contextos mdis complicados.

3.2. Conceptos basicos de Alxebra Homol6xica. Resolucions
libres e finitas

Nesta seccidon presentamos unha serie de conceptos propios da Alxebra Homolédxica,
que nos seran de gran utilidade no que segue. Mdis concretamente, empregarémolos para
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comprender a relacién que existe entre as propiedades (desde o punto de vista da Teoria do
Control) dun sistema linear Rn) = 0, con R € D?*? unha matriz con entradas nunha alxebra
de Ore D, e o médulo do sistema M = D'*P /(D'*9R). Tamén se atopan detrds da maior parte
dos algoritmos existentes na Andlise Alxébrica, que tratan de comprobar se un determinado
modulo cumpre ou non as devanditas propiedades.

A exposicion que aqui amosamos estd baseada nas realizadas en [|3,(17,/18]], pois en cal-
quera destas referencias resimense (de forma moi concisa) as nociéns que nos resultaran
de maior interese. Porén, tratamos tamén de explicar todo isto de forma clara, profundi-
zando naqueles conceptos que poidan resultar mais confusos. Unha exposicion moito mais
detallada pédese atopar, por exemplo, en [21]].

Definicion 3.12. (1) Un complexo de D-mdédulos pola esquerda (pola dereita) é unha suce-
sion de homomorfismos de D-mddulos pola esquerda (pola dereita) d;: M; — M;_;
entre D-mddulos pola esquerda (pola dereita) cumprindo Im(d,,,) C ker(d;) (equiva-
lentemente, d; o d,,; = 0) para cada i € Z. Denotamolo por:

di+2 di+l di di—l
M,..—M,,—M—>M_,—.... (3.2)

Un cocomplexo de D-mddulos pola esquerda (pola dereita) € unha sucesién de ho-
momorfismos de D-mdédulos pola esquerda (pola dereita) d;: M;_; — M; entre D-
modulos pola esquerda (pola dereita) cumprindo Im(d;_;) C ker(d;) para cada i € Z.
Denotamolo por:

diya dit1 d di

M* .. My, M, M, <—.... (3.3)

(2) Dado o complexo de D-mddulos pola esquerda (pola dereita) M, de (3.2), definimos
o defecto de exactitude en M; ou o i-ésimo mddulo de homoloxia como o D-mddulo pola
esquerda (pola dereita) H;(M,) = ker(d;)/Im(d,, ).

De forma andloga, dado o cocomplexo de D-mddulos pola esquerda (pola dereita) M*
de (3.3)), definimos o defecto de exactitude en M; ou o i-ésimo mddulo de cohomoloxia
como o D-médulo pola esquerda (pola dereita) H'(M*) = ker(d,,)/Im(d,).

(3) O complexo M, de (3.2]) dise exacto en M; se H;(M,) = 0, isto é, se ker(d;) = Im (d; ;).
Se isto ocorre para cada i € Z, entdon chdmase unha sucesion exacta. No caso dun
cocomplexo M*, dise unha sucesién exacta se H/(M*) = 0, isto é, se ker(d;) = Im(d,_,).

(4) Unha sucesién exacta curta é unha sucesion exacta da forma:

0— M - M5 M"—0

2

isto é, f € inxectivo, g é sobrexectivo e Im(f) = ker g.
(5) Unha resolucion libre e finita do D-mddulo pola esquerda M ¢ unha sucesién exacta
da forma:

Ry R Ry Ry n
N D1><r3 SN D1><F2 -2 Dlxrl N Dlxro — M — O, (34)
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ondeR; € D""*"-1 R,: DY*"i — D*"i=1 ¢ 0 homomorfismo de D-mdédulos pola esquer-
da dado por (.R;)(A) = AR; € D=1, A € D', i € N, e 7 é un homomorfismo de
D-modulos pola esquerda sobrexectivo.

Analogamente, unha resolucion libre e finita do D-mdédulo pola dereita N é unha su-
cesion exacta da forma:

54. 53. Sz. 51- K
..._>DS3X1—)DSZX1_>D51X1—)DSOX1—)N—)O, (3.5)

onde S; € D% S..: D1 — D%1*1 ¢ o homomorfismo de D-mddulos pola dereita
dado por (S;.)(u) = S;u € D*! u € D! i € N, e x é un homomorfismo de D-
modulos pola dereita sobrexectivo.

Se en (3.4) e (3.5) os D-mddulos libres non son de rango finito falaremos, simple-
mente, de resolucidns libres. Se os D-mddulos pola esquerda non son libres, pero si
proxectivos, falaremos de resolucion proxectiva.

Nas definicidons de complexo e cocomplexo de D-mdédulos pola esquerda o indice i chéa-
mase grao. Notemos que un complexo de D-moédulos pola esquerda diminte o grao do mé-
dulodei ai—1, e un cocomplexo auméntaodei—1 a .

Observacion 3.13. E facil comprobar que as aplicaciéns definidas en (3.4) son homomorfis-
mos de D-mddulos pola esquerda. En efecto, tomando A, A, € D**"i arbitrarios, temos que
(\R)(A, +Ay) = (A + A,)R; = M4R; + A,R; = ((R;)(A1) + (\R;)(A,), e para calquera d € D,
(.R;)(dA) = (dA)R; = d(AR;) = d(.R;)(A). Cun razoamento analogo comprébase tamén que
as aplicaciéns S;. definidas en (3.5 son homomorfismos de D-mdédulos pola dereita.

Madis adiante apareceran as aplicaciéns R;.: F'=1*! — F"*! que a cada { € F"! lle fan
corresponder R;{ € F'*! e onde F é un D-médulo pola esquerda. A condicién (R;.)(A; +
A,) = (R;.)(A;) + (R;.)(A,) satisfaise claramente para calquera A,,A, € F'—1*!, Asi e todo,
tomando d € D e A € F"1*! calquera, debemos observar que en xeral (R;.)(dA) = R;(dA)
¢ distinto de (dR;)A = d(R;.)(A), pois D non ten por que ser un anel conmutativo. No caso
de que o sexa si que se ten a condicion (R;.)(dA) = d(R;.)(A) e asi R;. é un homomorfismo
de D-médulos pola esquerda.

Con todo, as aplicacions R;. si que son homomorfismos de grupos abelianos. Nestas cir-
custancias a definicién de cocomplexo dada en xeneralizase facilmente ao caso no que
os homomorfismos d; son homomorfismos de grupos (notemos que os mdédulos M; tefien, en
particular, estrutura de grupos abelianos). Deste xeito, falaremos de cocomplexos de grupos
abelianos cando sexa conveniente.

Imos probar agora un par de resultados que nos van permitir entender a relacién que
existe entre os conceptos que vimos de presentar e a teoria exposta nas anteriores seccions. A
Proposicién indica simplemente que implicaciéns ten que un D-mdédulo pola esquerda
sexa finitamente presentado. Doutra banda, a Proposicién [3.15| constittie o resultado mais
importante desta seccidn, pois dinos que, baixo condiciéons moi xerais, todo D-mddulo pola
esquerda finitamente xerado admite unha resolucién libre e finita.

Proposicién 3.14. Sexa D un anel, M un D-mddulo pola esquerda e m: DY —s M unha
presentacion libre e finita de M, con r, € N. Entdn tense a seguinte sucesion exacta curta:

0 —> ker(n) ptro T —s 0,
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onde i: ker(m) — D" € a inclusion do D-mddulo pola esquerda ker(m) en D>,

Demostracién. En efecto, xa que m: D" — M ¢ unha presentacién libre e finita de M,
tense que 7 é sobrexectiva. Doutra banda, a inclusién i: ker(n) — D'*™ ¢ trivialmente
inxectiva, e tamén esta claro que Im(i) = ker(7r). Cimprense entén as condicions para que
o complexo de D-mddulos pola esquerda do enunciado sexa unha sucesion exacta curta. M

Proposicion 3.15. Sexa D un anel noetheriano pola esquerda, e M un D-mddulo pola esquerda
finitamente xerado. Enton M admite unha resolucion libre e finita.

Demostracion. En primeiro lugar observemos que por ser D un anel noetheriano pola es-
querda e M un D-médulo pola esquerda finitamente xerado, en virtude do Corolario
M é tamén finitamente presentado, e daquela temos a seguinte sucesién exacta curta:

0 —> ker(m) pe s,

como indicamos na Proposicion Como ker(7) é, de novo, un D-submddulo pola es-
querda de D' ", temos que ¢ finitamente xerado, e daquela existe un homomorfismo so-
brexectivo de D-mddulos pola esquerda, x: D'*"* — ker(7), para algtn r; € N. Definamos
R, =iox: DV — D™ A notacién ¢ axeitada, xa que se trata dun homomorfismo de
D-modulos pola esquerda entre dous médulos libres de rango finito, de xeito que podemos
atopar R, € D" tal que i o k(dy, ...,d, ) = (dy, ...,d, )R, operando coa multiplicacién de
matrices habitual. Se tomamos as bases canénicas en D'*"* e D'*" a matriz R, constriese
colocando os xeradores de ker 7 por filas, e entén ker 1 = D*"1R;.

Temos entén a seguinte sucesioén exacta:
i 1xr, R ixry _ T
— ker(. — —_— — — 0.
0 ker(.R;) D" D**"o M 0

Neste caso i; ¢ a inclusién de ker(.R;) en D", A anterior é, en efecto, unha sucesién
exacta, xa que Im(.R;) = Im(i o k) = i(Im(x)) = i(ker ) = ker 7, onde empregamos que
Kk : D" — ker() é sobrexectivo, e Im(i;) = ker(.R,) claramente. Repetindo este proceso
atopamos unha resolucion libre e finita de M:

R4 .R3 Ry Ry T
= DlXT3 BN Dlxrz BN Derl - DerO S M — 0’

de xeito que Im(.R,,;) = D""#1R,,; = ker(.R;), i €N. |

En virtude da Proposicién de agora en adiante asumiremos que todo D-mddulo
pola esquerda finitamente presentado admite unha resolucion libre e finita. Vistos estes
resultados, cémpre introducir os mdédulos de sicixia dun D-mddulo pola esquerda que admite
unha resolucion libre e finita, pois agora sabemos que esta vai ser a situacion na que nos
atopemos. A utilidade da seguinte definicién para nés non vai mais ald dunha simplificacién
da notacién, pero é relevante no marco da Alxebra Homoldxica.

Definicion 3.16. Sexa D un anel e M un D-mdédulo pola esquerda que admite a seguinte
resolucion libre e finita:

.R .R .R .R
3 _4) D1><r3 _3) D1><F2 _2) Dlxrl _1) Dlxro L) M — 0.
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O D-submédulo pola esquerda ker t de D'*™ chdmase o mddulo de sicixia de M, e o D-
submddulo ker(.R,,) de D**"» chdmase o n-ésimo mddulo de sicixia de M.

A continuacién imos presentar un algoritmo que nos vai permitir calcular unha reso-
lucién libre e finita dun moédulo finitamente xerado (isto é equivalente a calcular os seus
modulos de sicixia) a partir das técnicas das bases de Grobner. Debemos restrinxirnos a
aneis noetherianos pola esquerda D que sexan alxebras de Ore nas condicidns expostas en
(3.1), pois é esta a situacién na que se tefien xeneralizaciéns do algoritmo de Buchberger.

Algoritmo 3.17
Un conxunto de xeradores {R, ...,R,} C D'*P dun D-submddulo pola esquer-
da N de DY*?, de xeito que ao colocar R, ..., R por filas tense unha matriz R

Entrada:
ntradd que define o homomorfismo de D-mddulos pola esquerda .R: D'*4 — D1*P,
e N =D R,
Saida: Unha matriz S € D™ tal que ker(.R) = D'*'S.

(1) Introducimos as variables 1y, ...,1,, {1, ..., {4 € 0 conxunto, contido no D-mddulo libre L
Xeradopor "71,---:771); gl)"') Cq; L= Dnl @ : @an@Dgl@ : @ng

p
{ZRijnj_Ci |i= 1,---,Q} .
j=1

Consideramos P o D-submddulo pola esquerda xerado polo devandito conxunto.

(2) Calculamos unha base de Grobner G de P en L respecto dunha orde admisible que elimina
N5 eees M-

(3) Realizamos a interseccién GN(DE P ---PDL,) = {Zle S$ii¢ilk=1,.., r}, tomando
os elementos de G que contefien s6 variables {, e construimos a matriz S = (S;;) € D™

O algoritmo que vimos de presentar atépase explicado de forma esquematica en [3,
17]], pero nds imos tratar de ver por que € efectivo &4 hora de achar o médulo de sicixia
(Observacion e por que pode ser utilizado para calcular unha resolucion libre e finita
no marco da Andlise Alxébrica (Observacién|3.19).

Observacidn 3.18. Ollando o Algoritmo|3.17|estd claro que son esenciais as técnicas das bases
de Grobner. Asi e todo, a idea principal do algoritmo estd baseada na nocién de condicidns de
compatibilidade propia da teoria de Sistemas Matemadticos, como a continuacién amosamos.

Supofiamos entén a situacidon do Algoritmo [3.17: un D-submddulo pola esquerda de
DY N, de xeito que N = D' IR, con R € D9*P. Supofiamos tamén que cofiecemos a saida
do algoritmo: unha matriz S € D" tal que D'*'S = ker(.R), sendo .R: D'*¢ —s D¥P o
homomorfismo de D-mdédulos pola esquerda definido multiplicando pola dereita pola matriz
R (como xa é habitual).

Tomemos agora A € ker(.R) arbitrario, logo AR = 0. Xa que ker(.R) = D'*"S, A = uS para
algin u € D¥*". Escollamos tamén { € D'*P calquera, e consideremos o sistema linear non
homoxéneo R = {. Operando coa multiplicacion de matrices usual: A = A(Rn) = (AR)n =
0. Cambiando A por uS: (uS){ = u(SZ) = 0. Xa que isto € certo para todo A € ker(.R), por
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ker(.R) = D¥'S teremos que u(SZ) = 0 é certo para todo u € D', logo necesariamente
S¢ = 0. Dise nestas circunstancias que as condicions de compatibilidade de Rn) = { estdn
xeradas por S{ = 0, isto é, para que Rn = { tefia solucion debe terse que S = 0.

Isto permitenos comprender xa o fundamento do Algoritmo A matriz S que bus-
camos xera as condiciéns de compatibilidade do sistema Rn = {, con { € D**P calquera. Se

tomamos { = ({4,...,¢ q)T un vector de D'*P xenérico, as mesmas condiciéns de compatibi-
lidade podemos atopalas eliminando 7, ..., 7, do sistema sobredeterminado Rn—¢ = 0 nas
variables 7, ...,m,, {5, ..., {4 Isto pode realizarse mediante as técnicas das bases de Gréb-

ner se D é unha dlxebra de Ore nas condicions de (3.1)). A matriz S obtense expresando as
condiciéns de compatibilidade de forma linear: S = 0.

Observacion 3.19. A aclaracidon anterior permitiunos entender o fundamento do Algorit-
mo Agora imos ver como pode ser este utilizado para calcular unha resolucién libre e
finita do D-mddulo pola esquerda M = D'*P /(D'*9R), onde R € D**P e D é un anel noethe-
riano pola esquerda nas condiciéns (3.1). A proxeccién canénica en M, w: DV*P — M, é o
primeiro elemento da resolucién libre e finita de M, pois ker 1 = D¥IR, co que a seguinte
¢ unha sucesién exacta:

pa =5 pe s —s 0.

Agora podemos aplicar o Algoritmo para obter unha matriz S € D™*? que cumpra a
condicién ker(.R) = DS, e que estende a anterior sucesién exacta:

.S .R T
D1><r N D1><q ek D1><p — M —0.

Iterando este proceso vemos que o Algoritmo permite calcular unha resolucion libre e
finita como a de (3.4) do médulo do sistema M = D'*P /(D'*9R).

As Observacions e axudan a comprender a relevancia do Algoritmo no
marco da Andlise Alxébrica. Para rematar esta seccién imos presentar un exemplo de gran
importancia desde un punto de vista fisico e matemadtico, e no que o cdlculo da resolucién
libre e finita se realiza utilizando os conceptos explicados na Observacion [3.18, sen nece-
sidade de aplicar o Algoritmo Debemos notar, asi e todo, que estamos aplicando as
ideas baixo as que se construe o devandito algoritmo. A Unica excepcidn € a utilizacion das
técnicas de bases de Grobner, que polo de agora trataremos de evitar nos exemplos que
pretendamos resolver de forma manual, ainda que resultan fundamentais cando isto non é
posible.

Exemplo 3.20. En Fisica é ben cofiecido que as condicidns de compatibilidade do operador
gradiente en R?® estdn definidas polo operador rotacional. Por exemplo, o campo electrostati-
co podese escribir como o gradiente do potencial electrostdtico (que € unha funcion escalar),
E = —V¢, e necesariamente é irrotacional: V x E = 0. Do mesmo xeito, as condiciéns
de compatibilidade do operador rotacional estdn definidas polo operador diverxencia. Por
exemplo 0 campo magnético sempre se pode escribir como o rotacional do potencial vecto-
rial, B =V x A, e necesariamente é solenoidal: V-B = 0. Recordemos que V¢ é o gradiente
dun campo escalar ¢ en R®, e V x F, V - F representan, respectivamente, o rotacional e a
diverxencia dun campo vectorial F en R,

Empregando isto e a anterior observacién temos a seguinte resolucion libre e finita (de
lonxitude finita):

O—>D—>D1X3 D1X3—>D—>M—>O
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onde D =R[J,,0,,3;], M = D/(D3,+D3,+D3d;) = D/(D***R;), e Ry, R,, R son as matrices
que representan o gradiente, o rotacional e a diverxencia na alxebra de Ore D:

O _83 92
Rl - (31 az ag)T S D3X1, R2 = 83 0 _al (S D3X3, R3 :R{ S D1><3.

3.3. Os grupos abelianos das extensidons na Andlise Alxé-
brica

Na anterior seccién introducimos unha serie de conceptos basicos da Alxebra Homolé-
xica (mais concretamente, na Definicién [3.12)). Como principal resultado obtivemos que,
baixo condicidns moi xerais (D un anel noetheriano pola esquerda) o D-mdédulo do sistema
Rn = 0 admite unha resolucién libre e finita, sendo R unha matriz q x p con entradas en
D. Ademais, se D é unha élxebra de Ore nas condiciéns (3.1)), esta resolucién libre e finita
pode ser calculada de xeito iterativo empregando o Algoritmo (3.17

Pretendemos agora introducir outra das ferramentas da Alxebra Homoléxica na Anélise
Alxébrica: os grupos abelianos das extensioéns, extjJ (M, D), que poden ser calculados empre-
gando calquera resolucidn libre e finita do D-mdédulo do sistema, M. Trataremos de motivar
en primeiro lugar como estes aparecen de xeito natural na teoria de Sistemas Matemati-
cos, para despois definilos de forma mais precisa utilizando as nocidéns expostas na anterior
seccion. A sua utilidade farase evidente no vindeiro capitulo: veremos que permiten carac-
terizar as propiedades dos médulos introducidas na Definicién e que estas, a sta vez,
estan relacionadas con outras propiedades dos sistemas lineares moi comuns e interesantes
na Teoria do Control.

Comecemos entén tratando de ver como aparecen os grupos abelianos das extensions
no estudo de sistemas lineares. Supofiamos D un anel noetheriano pola esquerda e M o D-
médulo pola esquerda finitamente presentado por R, conR; € D'1*"0, M = D*"0 /(D'*"R,).
Nestas circunstancias podemos tomar unha resolucidn libre e finita de M:

. ﬁ) D1><r3 ﬁ) D1><r2 ﬁ) Dlxrl ﬁ) Dlxro i) M — 0. (36)

Consideremos F un D-modulo pola esquerda e o sistema non homoxéneo R, =, con { €
F*! fixado e ) € F"**! un vector de incégnitas. Por ser un complexo exacto tense que
ker(.R;) = Im(.R,) = D**"2R,. Tomemos u € D'*™ calquera. Como uR, € ker(.R;) C D'*"1,
resulta que (uR,)R,; = 0. Multipliquemos agora ambos lados da ecuaciéon R, = { por uR,:
(uR,)R,m = uR,{. Utilizando (uR,)R; = 0, chegamos a (uR,){ = u(R,¢) = 0. Xa que isto é
certo para calquera u € D", necesariamente R,{ = 0.
Observacion 3.21. Notemos que o razoamento utilizado é practicamente idéntico ao exposto
na Observacion De feito, a tinica diferenza é que nesta ultima tomabamos { un vector
con entradas no propio anel D, pois necesitabamos aplicar as técnicas de eliminacion das
bases de Grobner & ecuaciéon Ry — ¢ = 0, e para iso precisamos que a ecuacion se escriba
s6 empregando elementos dun anel nas condicions (3.1]). Asi e todo, a conclusion é exacta-
mente a mesma: unha condicién necesaria (condiciéon de compatibilidade) para resolver o
sistema R;7 = 0 no D-mddulo pola esquerda F é que R,{ = 0, onde ker(.R;) = D**"2R,,.
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Preguntdmonos agora cando a anterior condicién, ademais de necesaria, é suficiente.
Esta cuestion podemos formulala empregando o seguinte cocomplexo de grupos abelianos:

Fr2><1 (RiFﬁXl (RLFroxl (3.7)

onde os homomorfismos de grupos R;.: F'=1*! —s F'i*! Jevan a cada { € F""*! enR,.({) =
Rl € F'*! con i = 1,2. Ainda que F*!, F"*1 e F2*! son D-médulos pola esquerda,
debemos lembrar a cuestién exposta na Observacién [3.13} as aplicaciéns R;. non son, en
xeral, homomorfismos de D-mddulos pola esquerda, pero si homomorfismos de grupos, de
ai que sexa un cocomplexo de grupos abelianos.

Deste xeito, que R;n = { implique R,{ = 0 é equivalente a que { € Im(R;.) implique
¢ € ker(R,.), o que asegura que sexa, en efecto, un cocomplexo. Mdis ainda, que a con-
dicién R,{ = 0 sexa suficiente para poder resolver R;1 = { equivale a dicir que o cocomplexo
sexa exacto en F"1*!, Definindo ext (M, F) como o defecto de exactitude en F"***, isto
é, ext] (M, F) = ker(R,.)/Im(R;.), a condicién ¢é suficiente se e s6 se ext, (M, F) = 0. Com-
probamos asi como aparecen de maneira natural os grupos abelianos ext})(M ,F) no marco
da teoria de Sistemas Matematicos.

A continuacion trataremos de definir de forma precisa o concepto que vimos de intro-
ducir, xunto cos grupos abelianos de orde superior ext, (M, F). A exposicién que aqui pre-
sentamos esta baseada nas que se realizan en [[3,/17]], mais acudiremos con frecuencia aos
resultados de Alxebra Homoléxica expostos en [21]].

Imos ver en primeiro lugar que a resolucién libre e finita de M dada en indu-
ce un cocomplexo de grupos abelianos do que forma parte o cocomplexo (3.7). Para iso
introducimos un cocomplexo de grupos abelianos asociado a toda resolucion libre e fini-
ta dun D-mdédulo pola esquerda M. A definiciéon poderiase facer madis xeral, considerando
unha resolucién proxectiva no canto dunha resolucién libre e finita. Con todo, decidimos
restrinxirnos ao marco no que son aplicables os resultados e as ideas da Andlise Alxébrica.

Definicion 3.22. Sexa D un anel noetheriano pola esquerda, M un D-mdédulo pola esquerda
finitamente xerado, F un D-mddulo pola esquerda e

R4 .R3 Ry Ry T
= D1><r3 BN Der2 RN Derl - Der() S M — 0.

unha resolucidn libre e finita de M. Entén pddese construir o seguinte cocomplexo de grupos
abelianos:

(.Ry)* R3)* Ry)* R)*
.. «— hom(D'", F) pl hom, (D2, F) gl hom(D™", F) pall hom(D'*"™, F) «— 0,

(3.8)
onde os homomorfismos definense como (.R,)*(f) = f o.R; para f € hom(D""1,F),i > 1.
A partir deste definimos os grupos abelianos extg(M , F) utilizando os defectos de exactitude
(ou cohomoloxias) do complexo anterior:

{ extd (M, F) = ker((.R,)") (3.9)

ext) (M, F) =ker((.R;;;1)")/Im((.R;)"), i > 1.

Observacion 3.23. Podemos comprobar que (3.8) é, en efecto, un cocomplexo de grupos
abelianos. Chega con verificar que se cumpre (.R;;;)* o (.R;)* = 0 para todo i > 1. Sexa
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entén f € hom(D'*"1, F) calquera, tense que

(CRix1) o (R))(f) = (Riy)'((R)*(f)) = (Riy1)'(f o .R)) = (f ©.R;) 0 .Riyy.
Xa que ((.R;;1)" o (.R,)*)(f) € hom(D'*"i, F), tomamos A € D'*"i e avaliamos:

(a) (b)

((Riz1) o (R)IUIA) = (f o .R) o .Riy1.(A) = f o (R0 .Ryy1)(A) =
En (a) empregamos a asociatividade da composicion de aplicacions, e en (b) que por ser
(3.6)) unha resolucion libre e finita, en particular é un complexo de D-médulos pola esquer-
da, logo .R; 0 .R;;; =0, i > 1. Isto proba que (3.8) é un cocomplexo de grupos abelianos.

No vindeiro capitulo necesitaremos calcular os grupos abelianos das extensiéns de D-
modulos pola dereita. COmpre sinalar que para o caso no que D é un anel noetheriano pola
dereita e N un D-modulo pola dereita finitamente presentado tamén temos unha resolucién
libre e finita de n. A demostracion € totalmente andloga 4 realizada na Proposicion
razoando agora coa definicién de D-mdédulo pola dereita finitamente presentado. Podemos
entén presentar tamén o andlogo da definicién anterior para D-mddulos pola dereita.

Definicidon 3.24. Sexa D un anel noetheriano pola dereita, N un D-mdédulo pola dereita
finitamente xerado, F un D-moddulo pola dereita e

D83><1 DSZXI Dslxl S DSOXI N 0

unha resolucion libre e finita de N. Enton pddese construir o seguinte cocomplexo de grupos
abelianos:

(S4.)" ) (51"

.. — hom(D***', F) ) hom »(D2*1 F) & hom(D**!, F) «= hom(D**!,F) «— 0,
onde os homomorfismos definense como (S;.)*(f) = f o S; para f € hom(D%*! F), i > 1.
A partir deste definimos os grupos abelianos ext,, (N, F) utilizando os defectos de exactitude
(ou cohomoloxias) do complexo anterior:

{ ext) (N, F) = ker((S;.)") (3.10)
ext, (N, F) = ker((S;;;.)")/Im((S;.)*), i = 1. ’

Na linguaxe de Alxebra Homoléxica, o cocomplexo de grupos abelianos que vimos de
introducir dise que se obtivo da resolucion libre e finita do D-médulo pola esquerda M apli-
cando o funtor contravariante hom(—, F). Para nés o tnico relevante é que podemos aplicar
os seguintes resultados ao noso contexto. O primeiro deles xustifica a notacién empregada
na anterior definicién: os grupos abelianos extg(M ,F) non dependen da resolucién libre e
finita de M empregada.

Proposicion 3.25. O grupo abeliano exti)(M ,F), coni € Z, so depende de M e de F (agds
isomorfismos de grupos). Daquela, podemos escoller calquera resolucion libre e finita de M para
calculalo.

Imos agora tratar de expresar o complexo de grupos abelianos da Definicién dunha
forma conveniente. En primeiro lugar imos probar o seguinte resultado, aplicando o iso-
morfismo de Malgrange do Teorema [2.20
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Proposicion 3.26. Sexa D un anel noetheriano pola esquerda e F un D-mddulo pola esquerda.
Enton, se r; € N, tense o seguinte isomorfismo de grupos abelianos:

0, : hom(D™" | F) ~ F"*1,

Demostracién. Definamos a matriz R; = (0, ...,0) € D'*" e consideremos o D-médulo pola
esquerda finitamente presentado por R;, isto é, M = D'*"i /(DR,). O Teorema dénos o
isomorfismo de Malgrange, que é o seguinte isomorfismo de grupos abelianos:

¥ ' :hom(M,F) — ker(R;.)
¢ —_ y:(ﬁb(Jﬁ);’d}(J’rl))T

onde y; = n(f;), j = 1,...,1; e {f1,..., f..} é a base canénica de D', Vexamos cal é este
isomorfismo para o caso da matriz R; e o médulo M que vimos de introducir.

» Para calquera d € D, dR; = 0 € D*"i, de onde DR; = 0. Deste xeito a proxeccién
candnica en M, w: D'*i — M, levacada A € D™ en t(A) = A+ DR, =A+0=A.
Nestas circunstancias, 7 é un isomorfismo de D-mdédulos pola esquerda, e daquela o
D-mddulo pola esquerda finitamente presentado por R; é isomorfo a D*":,

= Empregando que a proxeccién candnica é un isomorfismo podemos definir a seguinte
aplicacion:
7 :hom(M,F) — hom(D"",F)
¢ — m(p)=¢on

que claramente estd ben definida, tendo en conta o dominio e o rango da proxeccién
canodnica. Ademais, é un homomorfismo de grupos, pois para calquera par de homo-

morfismos ¢, ¢, € hom(M, F), tense que (¢, +d,) = (P, +¢,)om = ¢,0m+d, 0.
Finalmente, tamén estd claro que é bixectiva, pois a aplicaciéon
~—1
7 :hom(DYi,F) — hom(M,F)
~—1
Y — o (P)=tpor

é a sua inversa, como se comproba moi facilmente:
¢ €hom(M,F), (7 oR)(@)=7 (pom)=(pomon’=¢o(ron)=9¢.

» Doutra banda, consideremos o sistema linear R;n) = 0, e buscamos a solucién en F"i*!,
Xa que R; = (0,...,0), R; = 0 para calquera n € F'"*!, tense que o conxunto de
soluciéns do sistema é ker(R.) = F"i*1,

~—1
O isomorfismo 0;: hom(D' ", F) ~ F"*! atopdmolo compofiendo ©=  con y '

0;: hom(DY"i,F) —s F"*!
Y — )(—1 (}E_l(”b)) = X_l (w o TE_l) — (w(fl), ) ":w(fri))T(?’-ll)

onde empregamos que y; = n(f;) para j =1,...,r;, € a definicién do isomorfismo de Mal-

grange y !, y 7! (1,/J o 7'6_1) = (1P (7'5_1()’1)), ces P (“_l(yn))T : u
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Observacion 3.27. Imos utilizar o anterior resultado para expresar o cocomplexo da Defini-
cién de forma notablemente madis simple. Partimos entén do devandito cocomplexo:
(-Ra)*

z)*

1)*

om(D™"2,F) <—= hom(D"™"1,F) — hom(D*",F) <— 0.

Pretendemos utilizar os isomorfismos 6; : hom(D'*"| F) ~ F"*! para cambiar cada grupo
abeliano hom(D'*"i| F) por F"*!, e asi ter un novo cocomplexo de grupos abelianos:

. <g3 Fr2><1 {gz Fr1X1 {gl Froxl / 0.

Os homomorfismos de grupos abelianos g;: F-1*! —s F"*! débense definir de maneira
que respecten os isomorfismos 6; : hom(D*"i, F) ~ F"*!, Dito doutra maneira, o seguinte
diagrama debe ser conmutativo:

R)*
hom(D'*"i, F) (—( ) hom(D'*"1, F)
o 61
Frixl < &i Fri_1X1

Asi pois, tomamos { € F'i-1*! calquera e esiximos que se cumpra a anterior condicién,

isto €, g,({) = (0 o(.R;)* 00 )(C) Notemos que 6.~ (C) € hom(D'*"-1, F), e empregando
a definicion de (.R;)*, (.R; )*(9 Q)= 0 (Do R e hom(Dlxrf, F). Agora ben, utilizando
isto ultimo e a definiciéon do 1somorﬁsmo 0, dada en (3.11):

(6:0(R) 002) () =6, (6740 0 R) = (6L (ODFR, ..., 6L ((FR)) . (3.12)
Introduzamos agora o isomorfismo inverso 6,

6~ :Frrt — horn(Dmfl F)
4 — 0=y DV — F
A{ —> /l/)g(k)) == Ag == A‘lgl + cee + Arifl gri*l'

A comprobacion de que 9 1 €, en efecto, a aplicacién inversa de 6,_, ¢ totalmente andloga
a que realizamos na demostrac1on do Teorema [2.20| para o isomorfismo de Malgrange. Asi
pois, para calquera j € {1,...,r;}, como R; € D"""" tense que fR; € D71 logo

01 (Of;R) = (fiRI) =R; ¢.

Na derradeira igualdade empregamos que {f3,..., f. } é a base candnica de D" e daquela
ao multiplicar pola esquerda a matriz R; € D"*"1 por f; obtemos a fila j de R;, que denota-
mos por R; . Finalmente, empregando isto tltimo na ecuacién (3.12) e utilizando o produto
de matrices usual podemos escribir:

(6:0(R) 0073) () =(Ry, L, R, &) =Rl = (R.)C.
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Como { € F"—1*! foi escollido arbitrariamente, concluimos que g; = R;., sendo R;. o ho-
momorfismo de grupos que leva cada { € F'**! en R,{ € F"*!, Asi podemos empregar o
seguinte cocomplexo asociado 4 resolucién libre e finita de M dada en (3.6)):

L& pea B prea B proa B pra g (3.13)

Notemos que aparece aqui o cocomplexo (3.7) que saia de forma natural ao estudar as
condiciéns de compatibilidade do sistema R;n = {, para { € F*! fixado. Todo isto permite
simplificar tamén a definicién dos grupos abelianos ext}, (M, F):

ext) (M, F) = ker(R,.)
ext. (M,F) =ker(R;,;.)/Im(R;.), i > 1.

Para o caso dun D-mddulo pola dereita M podemos demostrar un resultado similar, e sim-
plificar tamén a definicién dos grupos abelianos ext,, (M, F):

ext) (M, F) =ker(.S;)
ext) (M, F) = ker(.S;.,)/Im(.S;), i = 1.

Como exemplo de aplicacidn da teoria exposta imos traballar cun caso moi sinxelo: o do
D-médulo pola esquerda finitamente presentado polo operador gradiente en R, onde D é
o anel de operadores diferenciais R[J;, ,, J5].

Exemplo 3.28. Sexa D = R[J,, d,, 3;], e consideremos o sistema linear Rn) = 0, onde R é
o operador diverxencia en R, R = (8, 8, d;). No vindeiro capitulo veremos que 0s grupos
abelianos das extensions relevantes de cara a caracterizar as propiedades do D-médulo pola
esquerda finitamente presentado por R son ext;(N ,D), onde N €, neste caso particular, o
D-médulo pola esquerda N = D/(D**3RT).

Calcularemos entén, a modo de exemplo, os grupos abelianos ext; (N,D)para0 <i<3.

En primeiro lugar notemos que R” = (9, 8, 3;)", que coincide coa matriz R, do sistema do
Exemplo Sabemos entén que a seguinte é unha resolucion libre e finita para N:

0—s D px3 L2, pxs B X on Lo

con R, e R; as matrices calculadas no Exemplo (3.20f

0 _83 32
R,=| 9 0 -8 |eD>? Ry;=R]eD"™.
_82 81 O

Os D-médulos extiD (N, D) son ent6n os defectos de exactitude do seguinte cocomplexo
de grupos abelianos:
0_p & p3x1 B paa
Notemos que neste caso particular o anterior é tamén un cocomplexo de D-moédulos pola
dereita, pois os homomorfimos R;. son homomorfismos de D-mddulos pola dereita para
i =1,2,3. Daquela os grupos abelianos extj) (N, D) pédense dotar de estrutura de D-moédulo
pola dereita. Pasamos a calcular os grupos abelianos ext; (N, D) aplicando a definicién:
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» ext) (N, D) =ker(R,.).
Notemos que R;.(d) = R,d = (8,d, 8,d, d,d)" € D**!, e isto para calquera d € D. Xa
que D é, neste caso, un anel conmutativo, resulta que R,.(d) = (d8,,dd,,dd,) € D**1.

Pero, para i = 1,2,3, por ser D un dominio e J; # 0, obtemos que dJ; = 0 se e sO se
d = 0. Entén ker(R,.) = 0 = ext?(N, D).

» ext, (N, D) =ker(R,.)/Im(R;.).
Para A € D**! calquera, resulta que A € ker(R,.) se e s6 se R,A = 0. Operando co
produto de matrices usual, R,A =0 € D**! equivale a (R,A)" =A"R] =0& D", Pe-
ro R} = —R,, logo RyA = 0 € D**! ¢ equivalente a A'R, = (.Ry)(A") = 0 € D,
Por definicién, a resolucién libre e finita de N é exacta en D'*3, de maneira que
ker(.R,) = DR,. Finalmente, xa que A € ker(R,.) se e s6 se A" € ker(.R,), conclui-
mos que ker(R,.) =R:iD =R, D = Im(R,.). Entén ext} (N,D) = 0.

= ext’(N,D) =ker(R;.)/Im(R,.).
Razoando como no caso anterior, (R;.)(A) = 0 equivale a (R])(A") = (R)(A") =0.
Por outro lado, ker(.R;) = D'**R,, onde empregamos a exactitude en D** da resolu-
cién libre e finita de N. Deste xeito ker(R;.) =R} D" = —R,D'** = R,D"** = Im(R,.),
de xeito que ext’ (N, D) = 0. Debemos notar que na pentltima igualdade utilizamos
que —R,D*3 é un D-submédulo pola esquerda de D'*3 e como—1 € D, (—1)(-1) =1,
podemos multiplicar por (—1) pola esquerda e obter o mesmo submaodulo.

= ext)(N,D) =ker(D — 0)/Im(Rs.).
Xa que o rango de Rs. é o propio anel D, Im(R;.) = R;D**! = D'*®R] = D"°R,. Doutra
banda, o nticleo do homomorfismo D — 0 é necesariamente D. Asi, concluimos que
ext’(N,D)=D/(D"*R;)=N.

Finalmente, imos utilizar o cocomplexo de grupos abelianos asociado & resolucion libre
e finita de M para o D-mddulo pola esquerda F = ¢ *°(R):

R,. R,.
0 F e F31 2 p3x1,

Recordando que R;, R, e R; representan, respectivamente, os operadores gradiente, rota-
cional e diverxencia en R®, temos aqui a cofiecida sucesidn gradiente-rotacional-diverxencia,
que é outra forma de expresar o tamén coilecido Lema de Poincaré. Disto obtemos a seguinte
importante informacién:

= PorR,.oR;. =0 temos que o rotacional de calquera campo vectorial que é o gradiente
dun campo escalar € cero.

= PorR;.0R,. = 0 temos que a diverxencia de calquera campo vectorial que é o rotacional
doutro campo vectorial é cero.

Notemos que en ambos casos estamos utilizando simplemente que se trata dun cocomple-
xo de grupos abelianos, e polo tanto a composicién de homomorfismos consecutivos é o
homomorfismo nulo.
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No anterior capitulo introducimos unha serie de conceptos e ferramentas que nos permi-
tiron deducir que, supofiendo R € D e D un anel noetheriano pola esquerda, o D-mddulo
do sistema Rn = 0 admite unha resolucidn libre e finita. Ademais, se D é unha dlxebra de
Ore nas condiciéns moi xerais de (3.1)), esta resolucién podémola calcular mediante o Algo-
ritmo que utiliza as técnicas das bases de Grobner. Finalmente, tamén vimos que existe
un cocomplexo de grupos abelianos asociado a toda resolucion libre e finita dun D-mddulo
pola esquerda, e que neste contexto podemos definir os grupos abelianos ext} (M, F). Todo
isto conseguimolo acudindo &s ferramentas e aos conceptos da Alxebra Homoldxica, o que
fixo que nos afastdsemos momentaneamente do noso principal propdsito: caracterizar as
propiedades das solucidns do sistema linear Rn = 0 estudando o D-mddulo do sistema.

Pretendemos agora emprender o camifio de volta para acadar o devandito proposito.
Para iso presentaremos, en primeiro lugar, unha serie de resultados que faran explicita a
relevancia dos grupos abelianos das extensiéns 4 hora de estudar o D-mddulo do sistema.
A continuacién trataremos de entender unha serie de algoritmos que fan efectivos os ante-
riores resultados de cara a caracterizar as propiedades do D-mdédulo do sistema. O seguinte
serd introducir o concepto de parametrizacién, que ten xa unha interpretacion moi clara
no estudo de sistemas lineares, pero que 4 vez estd intimamente ligado 4s propiedades do
D-médulo do sistema. Finalmente introduciremos unha serie de ideas propias da Teoria do
Control e veremos a relacién que tefien coas propiedades do D-mdédulo do sistema tratadas
ao longo do capitulo. Todo este proceso irémolo exemplificando paso a paso mediante casos
sinxelos e de gran interese nas areas da Fisica ou das Matematicas.

4.1. Os grupos abelianos das extensidons e o0 médulo dun
sistema linear

Nesta seccién veremos a utilidade dos grupos abelianos das extensiéons no marco da
Analise Alxébrica. Para iso presentaremos unha serie de resultados en condicions algo mdis
restritivas que aquelas coas que vimos traballando ao longo do documento. Con esta sim-
plificacién a teoria que presentamos segue a ser valida para a maior parte de casos que
nos interesan (isto trataremos de exemplificalo) e ao mesmo tempo permitenos empregar
resultados concretos de Alxebra Homoldxica probados en [|1,2]].

Con todo, compre mencionar que en [3] realizase un tratamento mais xeral. Este esixe
introducir conceptos e resultados adicionais da Teoria de Médulos e da Alxebra Homoléxica,
xunto con algoritmos que o fan efectivo. Todo isto excede os propdsitos que pretendemos
acadar, de ai que decidamos limitarnos a unha version simplificada.
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Asi pois, imos restrinxir a nosa anélise ao caso de aneis de operadores diferenciais con-
mutativos sobre un corpo K, K[d,,...,0,]. Sabemos que estes aneis son dominios e aneis
noetherianos pola esquerda, en virtude do Teorema [2.27, Como ademais son conmutati-
vos, resulta que os aneis K[d,,...,d,] son dominios noetherianos. Temos enton o seguinte
resultado, que se pode consultar en [|1,[2], debido a Auslander.

Proposicion 4.1. Sexa D un dominio noetheriano e M un D-mddulo pola esquerda finitamente

xerado. Sexa tamén .
P,—P,—M—0

unha sucesion exacta, onde P;, P, son D-mddulos proxectivos. Consideremos o cocomplexo de
grupos abelianos asociado,

d *
hom(P;, D) @r hom(Py, D) «— 0,

e denotemos por N o conticleo do homomorfismo de grupos (d,)*, que se pode dotar de estrutura
de D-mddulo pola dereita. Enton tense a seguinte sucesion exacta de grupos abelianos:

0 —> ext! (N, D) — M — hom(hom(M, D), D) —> ext?(N, D) — 0,

onde £ : M — hom(hom(M, D), D) é o homomorfismo candnico da Definicién

Utilizando a anterior proposicién podemos probar os seguintes dous resultados, que nos
dan xa informaciéon sobre o D-mddulo do sistema empregando os grupos abelianos das
extensions introducidos no anterior capitulo.

Teorema 4.2. Sexa D un dominio noetheriano e consideremos o sistema linear Rn = 0, con
R € D?*? unha matriz. Consideremos o D-mddulo pola esquerda finitamente presentado por R,
M = DY? /(DY R) e o D-mddulo pola dereita N = DP*! /(RDI*).

(1) Tense a seguinte sucesion exacta de D-mddulos pola esquerda:
0 —> ext} (N, D) — M — hom(hom(M, D), D) — ext}(N,D) — 0,  (4.1)

onde o homomorfismo de D-mddulos pola esquerda € é o homomorfismo candnico da
Definicion
(2) M é reflexivo se e so se extiD(N,D) =0parai=1,2.

(3) Se ext}J(N ,D) =0 enton M € un D-mdédulo pola esquerda libre de torsion.

Demostracion. Comezamos por (1). Tomamos a sucesién exacta obtida a partir da presen-
tacién libre de M, 7: DY — D'*P /(D*4R):

ptxa L pr T —s 0.

Os D-médulos D**P, D' son libres, e daquela tamén son proxectivos, co que podemos
aplicar a Proposicién Tomamos entén o cocomplexo de grupos abelianos do enunciado
do devandito resultado:

hom(D'*?, D) & hom(D'*?, D) «— 0.
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Xa que D é tamén un D-moddulo pola esquerda, empregando o resultado derivado na Ob-
servacion podemos substituir o anterior cocomplexo polo seguinte:

R.
qul (_Dpxl <—O

Sexa agora N = D%*!/(Im(R.)) = D?*!/(RDP*1). A Proposicién d4 xa o enunciado de
(1). Notemos que neste caso particular esta claro que N ten estrutura de D-mddulo pola
dereita, pois D9*! e DP*! son D-médulos pola dereita e a aplicacién R. é un homomorfismo
de D-médulos pola dereita, en virtude da Observacién [3.13]

Vaiamos agora con (2). Supoflamos en primeiro lugar que M é reflexivo, isto é, que o
homomorfismo canénico ¢ é un isomorfismo, segundo a Definicion Asi pois, resulta
que o homomorfismo ¢ é sobrexectivo e inxectivo. Razoamos coa sucesion exacta (4.1).

Notemos que ker(ext}(N,D) — M) = Im(0 — ext;(N, D)) = 0, onde utilizamos que a
sucesion é exacta en ext; (N, D). Tamén € exacta en M, logo ker(e) = Im(extll) (N,D) - M).
Xa que ¢ € inxectivo, temos que ker(e) = 0, e asi o homomorfismo ext}J(N ,D) - M é tal
que a stia imaxe e nucleo son ambos 0, logo necesariamente extll)(N ,D)=0.

Por outro lado, ker(hom(hom(M,D),D) — ext%(N ,D)) =Im(¢) = hom(hom(M, D), D),
onde empregamos que a sucesién é exacta en hom(hom(M, D), D) e que ¢ é sobrexectivo.
Disto séguese que Im(hom(hom(M,D),D) — ext%(N ,D)) = 0, por ser o nticleo do homo-
morfismo igual ao dominio. Utilizando isto dltimo e que a sucesién é exacta en ext%(N ,D),
0= ker(extf7 (N, D) — 0), pero o anterior nucleo coincide co dominio por tratarse do homo-
morfismo que leva todo elemento ao 0. Asi, extlzJ(N ,D)=0.

Reciprocamente, se extj)(N ,D)=0,i=1,2, entdn tense a seguinte sucesion exacta:
0—M—> hom(hom(M,D),D) — 0.

Por ser exacta en M, ker(e) = Im(0 — M) = 0, e por ser exacta en hom(hom(M, D), D),
hom(hom(M, D), D) = ker(hom(hom(M,D),D) — 0) = Im(e). Daquela 0 homomorfismo
canonico ¢ é sobrexectivo e inxectivo, isto é, é un isomorfismo, e polo tanto M € reflexivo.

Finalmente, probemos (3). Supofiamos ext}) (N, D) = 0. Temos entdn a seguinte sucesion
exacta curta:
0— M- hom(hom(M,D),D) — exté(N,D) — 0.

Sabemos que nestas circunstancias ¢ € inxectivo. Tomemos agoram € M e d € D \ {0} arbi-
trarios, e supoflamos que dm = 0. Resulta que para calquera homomorfismo f € hom(M, D),
f(dm) = f(0) = 0, pero por outra parte f(dm) = df (m), logo df (m) = 0. Xa que D é un
dominio e d # 0, necesariamente f (m) = 0. Pero entén ¢(m) = 0, atendendo a definicién de
€, € por ser este un homomorfismo inxectivo, m = 0. Isto demostra que se m é un elemento
de torsién, entébn m = 0, isto é, t(M) = 0. [ |

Observacion 4.3. A afirmacion (3) do Teorema 4.2|é, en realidade, unha equivalencia, pero
non incluimos a proba aqui por requerir esta de ferramentas de Alxebra Homoldxica mais
avanzadas e, polo tanto, exceder os obxectivos deste traballo. Con todo, indicamos que a
demostracion pode ser consultada en [3]].

Finalmente, damos a seguinte caracterizacién dun D-médulo pola esquerda proxectivo.
De novo, a demostracion require de ferramentas de Alxebra Homoldxica e Teoria de Médu-
los mais avanzadas que as que vimos empregando ao longo do documento, logo tamén a
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omitimos. Pddese consultar en [2]], onde se da tamén un enunciado mais xeral, que fai uso
do concepto de dimension proxectiva dun D-médulo pola esquerda.

Teorema 4.4. Sexa D = K[d,,...,0,] un anel de operadores diferenciais sobre un corpo K,
R € DY*P unha matriz e M = DY*P /(D**9R) o D-mddulo pola esquerda finitamente presentado
por R. Consideremos tamén o D-mddulo pola dereita N = D?*! /(RDP*1). Entén M ¢é un D-
mddulo pola esquerda proxectivo se e so se extjD(N ,D)=0,i=1,...,n.

Os Teoremas e amosan que certas propiedades do D-mddulo pola esquerda fi-
nitamente presentado M estan caracterizadas polos grupos abelianos exth(N ,D), de ai a
relevancia deste concepto no marco da Andlise Alxébrica. O D-mddulo pola dereita N =
D?*! /(RDP*!) recibe un nome especial, pola stia importancia histérica.

Definicidn 4.5. Sexa D un dominio noetheriano e consideremos o D-médulo pola esquerda
finitamente presentado pola matriz R € D9*?. O D-médulo pola dereita N = D9*! /(RDP*1)
chamase a trasposta de Auslander de M.

Observacién 4.6. Cando D é un anel conmutativo, N = D9*! /(RDP*!) ~ D'*4/(D'*PRT),
onde R” denota a matriz trasposta de R, obtida cambiando as stas filas polas sias columnas.
En efecto, para x,y € DI*! calquera:

x +RDP*! = y + RDP*! <= y—x €RD?*! < yT —xT e pI*PRT
< x"+D"PR" =y" + D"’R"

e como x € DP*! < xT € DY, as relaciéns de equivalencia que definen os médu-
los cociente D?*!/(RDP*1) e D'*9/(D*PRT) son a mesma, de ai o isomorfismo (de grupos
abelianos). Deste xeito a trasposta de Auslander pode ser dotada tamén de estrutura de
D-mddulo pola esquerda.

Presentamos agora un algoritmo que permite calcular o grupo abeliano ext}J(N ,D), con
N a trasposta de Auslander do médulo do sistema, nas condiciéns simplificadas nas que
estamos a traballar. Veremos que é fundamental o Algoritmo [3.17| que calcula os mdédulos
de sicixia empregando técnicas de bases de Grobner.

Algoritmo 4.7

Un anel conmutativo de operadores diferenciais D = K[d,,...,0,], con K
Entrada: ; qxp
un corpo, e unha matriz R € DI"P,
Dtias matrices R € DY*P ¢ P € DP*™ tales que:
Saida: ext)(N,D) = (D™?R’)/(D*R), ker(.P)=D"R,

onde N = D! /(RDP*1) € a trasposta de Auslander de M = D¥*P /(D'*9R).

(1) Calculamos a matriz trasposta de R, RT € DP*4,
(2) Utilizando o Algoritmo calculamos Q € D™P tal que ker(.RT) = D*™Q.
(3) Definimos P =QT, P € DP*™,

(4) Utilizando o Algoritmo calculamos R’ € DY tal que ker(.P) = DR,
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Observacion 4.8. Vexamos agora por que o anterior algoritmo é efectivo 4 hora de calcular
ext; (N, D). En primeiro lugar, notemos que por ser D un anel conmutativo, podemos iden-
tificar a trasposta de Auslander de M = DY*?/(D'*9R) con N = D**4/(D'*PRT). Tomemos o
seguinte comezo dunha resolucion libre e finita de N:

. .RT T
plxm Q pLxp D1x4 T N 0,

onde 7 é a proxeccién candnica en N = D'*4/(DY*PRT). O célculo da matriz Q € D™ que
define o homomorfismo .Q: D™ —s D*P faise co Algoritmo como xa indicamos. To-
mando o cocomplexo de grupos abelianos asociado (que neste caso é tamén un cocomplexo
de D-médulos pola dereita, en virtude da Observacién [3.13):

Dmxl (Q_'Dpxl &qul (_0’
o grupo abeliano ext} (N, D) é ker(Q.)/Im(R".). Definindo P = Q", debemos observar que
os homomorfismos .P: D*P —s D*™ e Q.: DP*! —s D™*! son tales que (.P)(x) = xP =
xQT = 0 é equivalente a (xQ")" = QxT = (Q.)(x") = 0, x € D'*P. Empregando o Algorit-
mo podemos calcular R’ € D?*? tal que ker(.P) = DR, logo ker(Q.) = (D'*R')",
atendendo ao anterior. Deste xeito, ext; (N, D) = (DR /(RT DI*1). Repetindo o razoa-
mento realizado na Observaciéndeducimos que os conxuntos cociente (D¢ R’ /(RT DI*1)
e D™*YR’ /(D R) son isomorfos, logo ext; (N,D) = (D™9R’)/(D R).

O Algoritmo |4.7| pddese xeneralizar para que permita calcular os grupos abelianos das
extensions de orde superior, ext; (N, D). A continuacién damos as ideas basicas da devandita
xeneralizacién.

(1) Tomemos o inicio dunha resolucidn libre e finita do D-médulo do pola esquerda N =
Dqu/(DlprT)’

RT K
D].Xp N D1><q SN — O,
onde k é a proxeccién candnica en N. Definamos q, = q, ¢; = p, S; = R". A partir do

Algoritmo podemos completar a anterior sucesién exacta a unha resolucidn libre
e finita de N:

...DMe 2, pixa 2 pixa K,y 0,
(2) A partir desta podemos definir o seguinte cocomplexo de D-mddulos pola esquerda:
..pe &pran S pra g,
(3) Empregando o Algoritmo calculamos R € D%-1%% tal que ker(.S!, ) = Dlxqr{—lRQ.
(4) Concluimos que ext, (N, D) = (Dlxqg—le) /(DP*E18T),

Temos entén algoritmos que fan aplicables, desde un punto de vista préctico, as ideas dos
Teoremas e Xa mencionamos que estes resultados son validos en condiciéns madis
xerais que aquelas nas que os enunciamos. De forma anéloga, estes algoritmos xeneralizanse
a sistemas lineares sobre aneis mais xerais, como se indica en [[17], o que amosa que as
ideas da Anadlise Alxébrica resultan efectivas nun amplo abano de situaciéns. Con todo,
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para comprender o funcionamento do algoritmo nesas circunstancias compre traballar con
conceptos como a involucion dunha matriz e dun anel ou a adxunta formal dunha matriz, e
todo isto faino menos intuitivo.

Presentamos agora un par de exemplos que permiten aplicar os Teoremas e
empregando as ideas do Algoritmo e da Observacion sen necesidade de acudir ao
Algoritmo|(3.17|para empregar as técnicas de bases de Grobner. Ademais de ilustrar a teoria
exposta, tratase de casos de gran interese e relevancia na Fisica e nas Matematicas.

Exemplo 4.9. Consideremos o sistema linear do Exemplo[3.28] isto é, o definido pola matriz
R= (0, 9, 3;) € D,conD =R [3,,d,, 3;], que representa o operador diverxencia en R*. O D-
moédulo do sistema é entén M = D'*3/(DR). Imos estudar as propiedades de M empregando
os resultados dos Teoremas[4.2] e

En primeiro lugar, xa que D € un anel conmutativo, a trasposta de Auslander é simple-
mente N = D/(D'**RT). No Exemplo xa calculamos os grupos abelianos ext) (N, D)
parai=0,1,2,3, obtendo os seguintes resultados:

i _ . 3 _
ext,(N,D)=0, parai=0,1,2, ext,(N,D)=N.

Utilizando o Teorema vemos que o D-mddulo pola esquerda do sistema, M, é libre de
torsion (pois ext)(N,D) = 0) e tamén reflexivo (pois ext;(N,D) = 0, ext>(N,D) = 0).
Empregando o Teorema como n =3 e ext> (N,D) = N # 0 concluimos que M non é un
D-moédulo pola esquerda proxectivo.

Exemplo 4.10. Traballaremos agora cun exemplo algo mdis complicado, pero de gran in-
terese na Fisica, por tratarse das ecuacidns basicas do Electromagnetismo cldsico: as ecua-
ciéns de Maxwell. Empregaremos a notacién introducida no Exemplo [3.20] para o gradiente,
o rotacional e a diverxencia en R®, e denotaremos a derivada temporal por 3/9t = ,. Se
B e E denotan os campos magnético e eléctrico, respectivamente, as ecuaciéns de Maxwell
no baleiro (ver, por exemplo, [[10]]) escribense como segue:

[ ,E—V xB=0,
8B+ V xE=0,

1L L (4.2)
V-E=0,

Estas ecuacions representan matematicamente leis fisicas obtidas de forma independente.
Sen introducir leis adicionais, como a conservacién da carga, ou condiciéns iniciais non
podemos obter ningunha destas ecuacidns en funcién das outras, tal e como se discute
en [[25]. Notemos que (4.2)) é en realidade un sistema de oito ecuacidns nas incégnitas
B;,B,,Bs,E;,E,, E5. Engadamos agora termos non homoxéneos no lado dereito:

[ GE-V xB=-J,
J B+VxE=J

. (4.3)
E=p,,

<

<

o

I
°
3
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Nas anteriores ecuaciéns J, e J, representan as densidades de corrente eléctrica e mag-
nética, mentres que p, e p,, representan as densidades de carga eléctrica e magnética. As
ecuaciéns de Maxwell con fontes correspéndense coas anteriores tomando J, =0e p,, =0,
pois ata o momento non se demostrou a existencia de monopolos magnéticos, ainda que
tefia sentido desde o punto de vista matemadtico.

Como se indica en [10] as ecuaciéns (4.3)) poden ser utilizadas para derivar as ecuaciéns
de continuidade para J,, J,,, p, e p,,. Aplicando o operador diverxencia na primeira das
ecuacions, obtemos que:

V-3E-V-VxB=V-(=]).
Lembremos agora que, segundo vimos no Exemplo a diverxencia de calquera campo
vectorial que é o rotacional doutro campo vectorial é nula. Ademais, a diverxencia conmuta
coa derivada temporal, de maneira que a anterior ecuacion escribese como:

-

o.V-E+V-J, =0,
e finalmente, como V - E = p,, recuperamos a ecuacién de continuidade:
0,p,+V-J,=0. (4.4)
Para J,, p,, tense unha ecuacién anéloga:
.pm+V-J, =0. (4.5)

En [|8] prébase que (4.4) e (4.5) son exactamente as condicions de compatibilidade do
sistema (4.3]). Debemos observar que cada par de ecuacions do devandito sistema da lugar
a unha das condiciéns de compatibilidade.

A informacidén exposta vainos ser util de cara a aplicar os resultados dos Teoremas e
a duas das ecuacions de Maxwell de (4.2)), a lei de Maxwell-Faraday e a lei de Gauss para
0 magnetismo, isto é, a segunda e a cuarta ecuacions de (4.2):
- — 4

dB+VxE=0,
(4.6)

- 3

V-B=0.

Para aplicar os devanditos resultados debemos escoller un anel de operadores diferenciais
que permita representar as anteriores ecuacions como un sistema linear. Para iso tomamos o
anel conmutativo D = R[J,, 9;, 3,, d;]. Recordando as expresions matriciais en R[J;, J,, 05 |
do rotacional e da diverxencia que introducimos no Exemplo ¢ facil ver que as ecua-
cions pddense escribir como o seguinte sistema linear

at O O 0 _83 82
Ri={ 9 043 -3 4 o |70 @7

8, 8 3 0 0 0

con R unha matriz 4 x 6 con entradas en D e ) = (B, B,, B,, E;, E5, E5)" un vector de incdg-
nitas representando aos campos magnético e eléctrico.



48 4.1. Os grupos abelianos das extensions e o modulo dun sistema linear

A primeira observacién a realizar é que a seguinte é unha resolucion libre e finita do
D-médulo do sistema, M = D**¢/(D'*“R;):

0— D% pix4 T, pix6 T, pr L, (4.8)

onde R, = (8, 3, 3 —3,) € D** e R, = R. Notemos que a matriz R d4 o comezo da re-
solucién libre e finita (4.8)), por ser M un D-mddulo pola esquerda finitamente presentado
por R. En canto a R,, non hai mdis que observar que é a matriz que define a condicién de
compatibilidade do sistema non homoxéneo dado pola segunda e a cuarta ecuaciéns
de (tal e como indicamos previamente), logo ker(.R,) = DR,, recordando a interpre-
tacion do Algoritmo Finalmente, se denotamos por J; calquera das compofientes de
R,, resulta que parad € D, dJ; = 0 se e s6 se d = 0, por ser D un dominio. Asi, ker(.R,) =0,
o que remata a resolucién libre e finita de M dada en (4.8)).

Calculemos agora os grupos abelianos extiD(N ,D) da trasposta de Auslander de M, que
é simplemente N = D"**/(D*'*°RT). Seguiremos os pasos do Algoritmo 4.7|e da stia xenera-
lizacién para os grupos abelianos das extensidns de orde superior. Precisamos entén unha
resolucion libre e finita de N. O comezo desta témolo por ser N un D-médulo pola esquerda
finitamente presentado pola matriz R] € D®*, Asi, se denotamos S; = R}, temos a seguinte
sucesion exacta:

.S K
D6 L p4 5 N — 0,

onde x: D'** — N denota a proxeccién canénica en N, e a matriz S; é (explicitamente):

3 0 0 3
0 3 0 3
— 0 0 at 83 6x4
Sl o O 83 — Uy O € D
_83 O 31 O
32 —31 0 O

Para calcular o seguinte homomorfismo na resolucién libre e finita de N necesitamos
atopar unha matriz S, € D"*® tal que D**'S, = ker(.S;), de acordo co Algoritmo Imos
achar as condiciéns de compatibilidade do sistema non homoxéneo que define S;, e para
iso convén expresar este ultimo na forma das ecuacions de Maxwell de (4.6]). Separando
o vector de incégnitas nun campo vectorial C e noutro campo escalar G, temos o seguinte
sistema: L R

0.C+VG=F
-V xC=D,
con F e D a parte non homoxénea do sistema. Aplicando o operador diverxencia na segunda
ecuacién:
V-(-VxC)=V-D,
e, de novo, a diverxencia dun campo vectorial que é o rotacional doutro campo vectorial é
nulo. Deste xeito, obtemos xa unha primeira condicién de compatibilidade:

V-D=o. (4.9)
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Apliquemos agora o operador rotacional na primeira ecuacion:

x (8,C)+V x(VG)=VxF
Xa que o rotacional dun campo vectorial que é o gradiente dun campo escalar é tamén nulo,
o segundo termo do membro esquerdo da anterior ecuacidn anulase. Utilizando isto ultimo,

que D é un anel conmutativo (logo a derivada temporal e o rotacional conmutan) e que
—V x C = D, chegamos a unha segunda condicién de compatibilidade:

3,D+V xF=0. (4.10)

As ecuacidns (4.9 nos campos F e D son en realidade catro ecuaciéns nas incég-
nitas Fl,Fz,Fg,Dl,Dz,D3 Notemos que coinciden coas ecuacions de (4.6) se identificamos
F =E e G = B. Entén p6dense expresar como S,(F;,F,, F3,D;,D,,D;)" =0, onde S, é a
seguinte matriz:

0 _33 82 at O 0
| & o -3 0 a o
25| _3, a4 o0 0 o0 3 411

Asi, resulta que ker(.S;) = D'**S,. Ademais, é facil comprobar que ker(.S,) = DR,, facendo
un desenvolvemento totalmente anédlogo ao realizado para deducir a ecuacion de continui-
dade (4.4). Isto permite completar a resolucién libre e finita de N a partir da de M,

1x4 1x6 1x4

O—>Di>D —>D i>D —>N—>0

onde tamén definimos S; = R,. A partir da resolucidn libre e finita de N definimos o seguinte
cocomplexo de D-médulos pola esquerda:

.S .S .S
3 4 2 6 1 4
O(_D(__Dl>< (_Dlx (_Dlx (_O’

e con isto xa podemos pasar a calcular os grupos abelianos extg(N ,D).

(1) Comececemos polo grupo abeliano ext] (N, D). Aplicando a xeneralizacién do Algorit-
mo precisamos antes de nada atopar unha matriz que xere o D-submédulo pola
esquerda ker(.SzT ) de D**®, Atendendo 4 forma das matrices R, e S, temos que para
A=A Ay A3 Ay As Ag) € DY*C:

(A1 Ay Ay Ay A5 Ag) €ker(RT) <= (A4 A5 Ag Ay Ay A;) € ker(.ST).

Introducindo a matriz

(4.12)

eNeR HoNeNe]
— O O O O
S O O OO
SO O OO+
(oM eNoll o)
OO = OO

01O0O0PO

resulta que A € ker(.S, ) se e s6 se AU € ker(.R!), logo ker(.S] ) = ker(.R])U. Por outro
lado, empregando a resolucién libre e finita de N obtemos que ker(.R{) = DS, e
como S,U = Ry, resulta que ker(.S]) = (D'**S,)U = D' R,. Asi pois, volvendo 4
xeneralizacién do Algoritmo obtemos que ext, (N, D) = (D**R;)/(D'**S]). Pero
S, =R}, logo S =R, de onde se segue que ext, (N,D) =0
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(2) Vaiamos agora con extlzj(N ,D). De novo, precisamos atopar unha matriz que xere o
D-submddulo pola esquerda ker(.S; ) = ker(.R}). Sexa A € D'** calquera. Tense que
AR} = 0 equivale a R,A" = 0. Recordando que R, = (, 8, 33 — 3,), temos que atopar
as condicions de compatibilidade do seguinte sistema non homoxéneo:

{W:Z,
- tf:g‘

Cémpre aclarar que aqui L e g son simplemente a parte non homoxénea do sistema.
Xa que o rotacional do gradiente dun campo escalar é nulo, V x L = 0. Aplicando o
operador gradiente na segunda ecuacion, conmutando coa derivada temporal e subs-
tituindo a primeira, atopamos que:

2L +Vg=0.

E facil ver que estas dias condiciéns de compatibilidade estan definidas en D pola
matriz S; € D**. Ent6n ker(.S]) = D'*°S,. Asi, ext2(N,D) = (D'*°S,)/(D'*°S)).
Pero S,U =Ry, logo U'S, = US, =R] =S,. Como U é unha matriz 6 x 6 invertible
temos que D'*® = D™®U. Entén D'*®S; = D'™*®(US]) = (D'*®U)S, = D'*®S], de
onde se segue claramente que extlzJ(N ,D)=0.

(3) Calculemos, finalmente ext%(N ,D). Notemos que, en efecto, é o tultimo grupo abe-
liano das extensiéns que poderia ser non nulo, tendo en conta o cocomplexo de D-
moédulos pola esquerda que estamos a utilizar. Claramente ker(D — 0) = D. Deste
xeito, ext) (N, D) = D/(D'**S)), e este grupo abeliano é non nulo, pois os elementos
de DS son da forma d, 9, + d,d, + d;9; — d,0,, e asi 1 ¢ D'**S], pero 1 € D.

Concluimos que ext}(N,D) =0 e ext3(N,D) = 0, o que amosa que M = D'*®/(D**R;)
¢ un D-mddulo pola esquerda libre de torsidn e reflexivo, pero non € proxectivo, pois
ext’ (N,D) # 0.

Coa presentacién destes dous exemplos finalizamos a seccion. Notemos que neste tltimo
exemplo poderiamos ter realizado o calculo dos grupos abelianos das extensidéns directa-
mente sobre o cocomplexo de grupos abelianos asociado a resolucion libre e finita de N, tal
e como fixemos no Exemplo Como D € un anel conmutativo, o cédlculo seria andlogo
ao que vimos de realizar. Con todo, se o sistema é madis complicado, achar as condiciéns
de compatibilidade pode resultar unha tarefa complexa. E entén importante dispofier dun
método que nos permita atopar os grupos abelianos das extensiéns nestas situacions mais
dificiles, de ai a necesidade do algoritmo presentado nesta seccion, ainda nas condicions
simplificadas dun anel conmutativo de operadores diferenciais.

4.2. Parametrizacions de sistemas lineares

Chegados a este punto, xa sabemos que todas as ideas de Alxebra Homoléxica e Teoria de
Moddulos tratadas no anterior capitulo tefien importantes implicaciéns & hora de estudar o D-
modulo dun certo sistema linear, pero ainda non sabemos as implicaciéns que isto ten sobre
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0 propio sistema ou as suas soluciéns. Na vindeira seccién esta relacion farase evidente,
pero estamos xa en condicidns de presentar un concepto que se pode formular ainda no
marco da Andlise Alxébrica e que ten unha clara e inmediata interpretacién en termos das
soluciéns do sistema: a parametrizacion do sistema linear. Trataremos agora de introducir
o devandito concepto e ver cal é a sda relevancia no noso estudo, e intentaremos ilustralo
empregando os mesmos casos sinxelos tratados na anterior seccién.

Comezamos entén presentando a definicién de parametrizacién dun sistema linear e
remarcando certos puntos sobre ela. Para iso basedmonos na exposicion realizada en [[20]].

Definicidon 4.11. Sexa D un dominio noetheriano e consideremos o sistema linear R = 0,
con R € D?*P, Sexa tamén F o D-mddulo pola esquerda no que se buscan as soluciéns do
sistema. Dicimos que o homomorfismo de grupos abelianos P.: F™*! —s FP*! (definido da
forma usual), con m € N, é unha parametrizacién do sistema linear en FP*! se

R. P.
qul prl mel

¢ unha sucesion exacta de grupos abelianos. Habitualmente a matriz P € DP*™ tamén recibe
o nome de parametrizacién do sistema linear en FP*!,

Observacion 4.12. = Se K é un corpo e consideramos o anel conmutativo de operadores
diferenciais, D = K[d,,...,d,], entéon os homomorfismos de grupos abelianos R. e
P. son tamén homomorfismos de D-mddulos pola esquerda, como xa sinalamos na
Observacion[3.13] Asi, nas condiciéns simplificadas nas que presentamos os resultados
da anterior seccién, a parametrizacién dun sistema linear é un homomorfismo de D-
modulos pola esquerda.

= Supofiamos P € DP*™ unha parametrizacion do sistema linear Rn = 0, con R € D9*P,

x1 R. x1 P mx1 4 : A :
Daquela F¥** «— FP** «—F € unha sucesion exacta de grupos abelianos, e em-
pregando a exactitude en FP*! resulta que ker(R.) = Im(P.) = PF™*!. Como ker(R.) é
o conxunto de soluciéns en FP*! de Rn = 0,

ker(R.) = {n € FP*!|Rn = 0},

resulta que o devandito conxunto escribese como PF™! isto ¢, tratase de combina-
ciéns lineares das columnas de P,

PFle :{P*1f1+"'+P*mfm |f1""’fm€F}'

Asi, é natural dicir que P parametriza as soluciéns de Rn = 0 en FP*!,

Presentamos a continuacion as definiciéns de D-mddulo pola esquerda coxerador e inxec-
tivo. Co establecemento do isomorfismo de Malgrange xa adiantamos que ao supofier F un
D-modulo pola esquerda con estas caracteristicas as propiedades do sistema linear R = 0
en FP*! dependen sé do D-médulo do sistema, e con isto xusticamos o estudo do devandito
obxecto. A razdn de tal afirmacién comprenderase coa presentacién dos principais resulta-
dos desta seccidn e da seguinte.

Definicion 4.13. » Un D-médulo pola esquerda F dise coxerador se para cada D-mdédulo
pola esquerda M o elemento neutro de M € o Unico elemento no ntcleo de todo ho-
momorfismo M — F.
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= Un D-mddulo pola esquerda F dise inxectivo se para toda sucesién exacta de D-mddulos

pola esquerda:
d1+2 dH—l d di—l
M,..—M,,—M—>M_,—...

o cocomplexo de grupos abelianos asociado é tamén exacto, sendo este:

dl+ i+ " dl *

S hom(M,,y, F) €Y hom(M,, F) <X hom(M,_,, F) ¢ .,
onde (d;)*(f) = f od; para cada f € hom(M,_,,F). Isto é certo, en particular, para
resolucions libres e finitas de D-mddulos pola esquerda, de xeito que ext;(M ,F)=0
para todo D-mddulo pola esquerda M e todo i > 0.

Exemplo 4.14. Sexa K = R ou K = C e tomemos o anel de operadores diferenciais con
coeficientes en K, D = K[d,,...,d,]. Consideremos o conxunto de funcidns definidas en
R" infinitamente diferenciables, F = ¥ °°(R"). Xa vimos en diversas ocasions que F é un
D-mddulo pola esquerda, pero resulta que ademais é coxerador e inxectivo, tal e como se
indica en [|14].

Enunciamos agora unha propiedade que satisfan os D-mddulos pola esquerda coxerado-
res. Esta dedtcese inmediatamente a partir dun resultado enunciado e probado en [9, Teore-
ma 3.1] baixo condicidons mais xerais (para un determinado tipo de médulos pola esquerda
nos que se encadran os coxeradores que vimos de presentar). O resultado que nés presen-
tamos, seguindo o exposto en [20]], € o comtin no marco da Analise Alxébrica.

Proposicion 4.15. Se un D-mddulo pola esquerda F é coxerador, entén a exactitude do co-
complexo de grupos abelianos

(Ry)* *
... — hom(D™"s F) &= &) < homp (D", F) hom(Dl”l F) hom(Dl”0 F)«—0,

implica a exactitude do complexo de D-mddulos pola esquerda

Ry R3 R, Ry T
RN Dlxr3 RN D1><r2 _2 Dlxr1 BN D1><r0 — M —0.

A anterior propiedade vainos permitir probar un importante teorema que atangue a
relacidn existente entre o concepto de parametrizacién dun sistema linear e as ferramentas
que introducimos nas anteriores seccions, isto €, os grupos abelianos extiD(N ,D), onde N é
a trasposta de Auslander do D-médulo do sistema. A relevancia deste resultado faise maior
cando temos en conta as ideas expostas na Observacién [4.12} estamos a caracterizar xa un
concepto cunha clara interpretaciéon en termos das soluciéns do sistema linear.

Teorema 4.16. Sexa D un dominio noetheriano e consideremos o D-mddulo pola esquerda
finitamente presentado pola matriz R € D*?, isto é, M = D*? /(D**9R). Sexa F un D-mddulo
pola esquerda inxectivo e coxerador. Enton existe unha parametrizacion P € DP*™ do sistema
Rn = 0 en FP*! para algiin m € N se e s6 se ext, (N,D) =0, con N a trasposta de Auslander
de M (equivalentemente, t(M) = 0).

Demostracion. Supofiamos en primeiro lugar que P € DP*™ é unha parametrizacién do sis-
tema Rn = 0 en FP*! para algin m € N. Entdn tense a seguinte sucesion exacta de grupos
abelianos:

qul R. prl P mel
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Empregando os resultados da Observacién sabemos que unha sucesion exacta equiva-
lente é a que segue:

hom(D'*4, F) K hom(D*?, F) i hom(DY™, F),

e por ser F un D-mddulo pola esquerda coxerador, en virtude da Proposicién temos
que a seguinte é tamén unha sucesién exacta:

Dlxq R Dlxp -P Dlxm.

En particular ker(.P) = Im(.R) = D'*R. Se agora aplicamos o Teorema (Primeiro
Teorema de Isomorfia) ao homomorfismo de D-mddulos pola esquerda .P obtemos que
DY?/ker(.P) ~ Im(.P) c D™, Empregando que ker(.P) = DR, M ~ Im(.P) c DY*™,
Agora basta observar que dA # 0 para todod € D, d # 0 e todo A € D™ A # 0, pois D
¢ un dominio, e daquela t(D'*™) = 0. Pero M ~ Im(.P) C D*™, e entén necesariamente
t(M) =0, e polo Teorema e a Observacion isto é equivalente a que exté(N ,D) =0,
con N a trasposta de Auslander de M.

Supofiamos agora que ext} (N, D) = 0 (equivalentemente, t(M) = 0, de acordo co Teore-
mae a Observacic')n. Empregando o Algoritmotemos que (DR /(D™ 4R) = 0,
con R’ € D?*P cumprindo ker(.P) = D'*¢R/, para P € D"*™ tal que ker(.R") = D"*"P”. Pe-
ro entén ker(.P) = D'*YR’ = DR = Im(.R), e asi a seguinte é unha sucesién exacta de
D-médulos pola esquerda:

Dlxq R Dlxp -P Dlxm.

Como F é un D-médulo pola esquerda inxectivo, tamén serd exacto o cocomplexo de grupos
abelianos

T
hom(D'*4, F) K hom(D*?, F) e hom(DY™, F),

e disto séguese que P. é unha parametrizacién do sistema linear Rn) = 0 en F?*!, empregando
de novo os resultados da Observacién u

Debemos notar que na anterior demostracién hai dous pasos fundamentais. Por un la-
.y . R. P
do, poder transformar unha sucesién exacta de grupos abelianos, F9*! «— FP*! «— Fmx1,

noutra sucesién exacta de D-mdédulos pola esquerda, D'*¢ K, proe L piam e ytilizar
o Teorema xunto coa Observacién Por outro lado, poder utilizar o Algoritmo (4.7
para ver que implicaciéns ten que ext;(N,D) = 0, onde N é a trasposta de Auslander do
D-médulo do sistema. Asi, razoando de forma totalmente andloga poderiamos derivar unha
serie de resultados para os grupos abelianos ext;')(N ,D) de orde superior (i > 1), empre-
gando para iso os Teoremas e e a xeneralizacion do Algoritmo a este caso. Os
devanditos resultados resumimolos no seguinte corolario.

Corolario 4.17. Sexa D un dominio noetheriano e consideremos o D-mddulo finitamente pre-
sentado por R, con R € DY*P. Sexa tamén F un D-mddulo pola esquerda inxectivo e coxerador,
e introduzamos as notacions P, =R, p; = p e p, = q. Tense que:

» M é un D-mddulo pola esquerda libre de torsion se e so se existe P, € DP1*P2 de xeito que
se tefia a seguinte sucesion exacta de grupos abelianos:

p,. P,.
FPox1 J1° ppix1 22 ppaxl
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» M ¢é un D-mddulo pola esquerda reflexivo se e so se existen P, € DP1*P2 ¢ P, € DP2"Ps de
Xeito que se tefla a seguinte sucesion exacta de grupos abelianos:

Fp0><1 FP1><1 Fp2><1 (_Fpgxl

= SeD=K[d,...,0,], M é un D-mdédulo pola esquerda proxectivo se e so se existen n
matrices P, € DPi1*Pi i =2 ... n+1, de xeito que se tefia a seguinte sucesion exacta de
grupos abelianos:

p;. p,. Ps.
FPox1 JL ppixl 22 ppox1 23 Y EPa x1 b LIS -/ TS

Para rematar con esta seccion imos exemplificar os resultados do Teorema e do
Corolario [4.17/empregando os casos sinxelos cos que xa traballamos en seccidns previas: a
sucesion gradiente-rotacional-diverxencia e as ecuaciéns de Maxwell.

Exemplo 4.18. Sexa D o anel de operadores diferenciais con coeficientes en R, isto &,
D =R[3,,d,,0;], e consideremos o sistema linear Rn = 0, con R = (J, d, J;) a matriz repre-
sentando o operador diverxencia en R®. Tomemos o D-médulo pola esquerda F = €*°(R),
que segundo o comentado no Exemplo ¢ un D-modulo pola esquerda coxerador e in-
xectivo. Segundo vimos no Exemplo o D-médulo do sistema, M = D*3/(DR), é un
D-moédulo pola esquerda libre de torsion e reflexivo. O Corolario dinos que nestas cir-
cunstancias existen ddas matrices P, € DP*P2 e P, € DP2*P3_ con p,,p; € N, de forma que

R. Pz. P3. , ., .
F «— F¥1 «— FPr2*1 — FPs*l ¢ ynha sucesién exacta de grupos abelianos, pero non nos
da as devanditas matrices.

Para obtelas compre recordar a demostracion do Teorema Vimos que, no caso de
que ext;(N,D) = 0, unha parametrizacién en F?*! vifia dada pola matriz P € DP*™ que
devolve o Algoritmo Ademais, na Observacion comprobamos que para calcular a
matriz P chegaba con tomar unha resolucién libre e finita de N (a trasposta de Auslander
de M),

Dlxm _) Dlxp Dlxq _) N — 0

onde Tt é a proxeccién canénica en N, e definir P = Q”. Para o caso que estamos a tratar xa
calculamos no Exemplo unha resolucidn libre e finita,

0—>D—>D1X3 D1XS—>D—>N—>O

onde R; = RT, R, e R, = R son as matrices que representan aos operadores gradiente,
rotacional e diverxencia en R3, que explicitamos no Exemplo En base ao que vi-
mos de comentar, definindo P = R] obtemos unha parametrizacién do sistema Rn = 0
en F**!. Como R] = —R,, as soluciéns do sistema Rn = 0 vefien dadas por —R,(, con
¢ =(¢4,,,¢3)" € F¥*1. Notemos que podemos obviar o signo negativo, xa que Rn = 0
€ equivalente a R(—n) = 0, pola linearidade do sistema. Daquela o Unico que estamos a
afirmar é que o operador rotacional en R® (representado pola matriz R,) parametriza as
soluciéns do sistema Rn = 0.

A matriz P = —R, é a matriz P, do Corolario Razoando de forma andloga, a matriz
P, pédese obter do seguinte homomorfismo da resolucion libre e finita de N, traspofiendo a
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matriz asociada. Neste caso particular teriamos P; =R =R" =R,;. Empregando a sucesién
exacta do Corolario 4.17| isto dinos que o operador gradiente en R* (representado pola
matriz R,) parametriza as soluciéns do sistema R,1 = 0.

Os resultados que acabamos de expofier son ben cofiecidos. Traballando con campos vec-
toriais e escalares en R? infinitamente diferenciables, todo campo solenoidal é o rotacional
doutro campo vectorial, e todo campo irrotacional é o gradiente dun campo escalar.

Exemplo 4.19. Sexa o anel de operadores diferenciais D = R[3,, 8;, 0,, 35 ], e consideremos
o sistema linear R;n = 0, con R, a matriz dada en (4.7) no Exemplo isto é, a matriz
que define a lei de Maxwell-Faraday e a lei de Gauss para o magnetismo. Como D-mddulo
pola esquerda no que buscamos as soluciéns escollemos F = € °°(R*), isto ¢, o conxunto
de funcidns infinitamente diferenciables en catro variables.

Como no caso anterior, xa sabemos que o D-médulo do sistema, M = D'*¢/(D'**R)),
é reflexivo e libre de torsién, atendendo aos resultados obtidos no Exemplo Asi, o
Corolario tamén nos asegura a existencia de dlias matrices P, € DP*P2 e P, € DP2*P3,

con p,,ps €N, de forma que F1 8 pead e B ppoxt gexa unha sucesion exacta

de grupos abelianos. De cara a atopar as matrices P, e P;, tomamos unha resolucion libre
e finita de N = D'*/(D'*°RI), a trasposta de Auslander do D-médulo do sistema, M =
DY ®/(D¥4R,). Esta calculdmola xa no Exemplo |4.10} obtendo:

.S .S .S K
0_)D—3)D1X4_2)D1X6—1)D1X4—)N_)0,

onde x é a proxeccién candnica en N, S; =R], S, = R,U (U é a matriz invertible dada en
@.12)) e S; =R, = (8, 8, 33 — J,). Deste xeito, razoando igual que no exemplo anterior,
da demostracién do Teorema“ 4.16|deducimos que P, =S, = (R,U)" =U'R] =UR] e P, =
Sa =RJ. Vexamos entén cal é a interpretacién das parametnzaaons neste caso partlcular

= Xa que a matriz

000100 3 0 0 g 0 3 -8 0
000010 0 4 0 g —3 0 34 O
URT—| 0 0 0001 0 0 8 & |_| & —& 0 0
1 100000 0 3 -3 O 3 0 0 3
010000 —3 0 3 0 0 3 0 3
001000 8 —3 0 0 0 0 8 &

¢ unha parametrizacién do sistema linear R,n = 0 en F®*!, os campos magnético e
eléctrico, B = (B;,B,,B;) € E = (E,, E,, E;), pddense obter como

B, 0 8 -3, 0
B2 _33 0 a1 0 Cl
BB _ 82 _a]. 0 O gZ
E, | o, 0 0 o s |’
E, 0 o, 0 o g4
Eq 0 0 0, O
con (¢4,¢5,3,¢,)" € F¥!. Definindo o potencial vectorial como A = —(£1,85,83) €

F3*1 e o potencial escalar como & = —{, € F, e recuperando a notacién V x F para
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o rotacional do campo vectorial F € F3*! e Vf para o gradiente do campo escalar
f € F, obtemos que:
B=VxA E=-38A-Va. (4.13)

As anteriores son as expresions clasicas en Electrodindmica dos campos magnético
e eléctrico en funcién dos potenciais vectorial e escalar, que se poden deducir direc-
tamente a partir das ecuaciéns de Maxwell e dos resultados que derivamos para a
sucesion gradiente-rotacional-diverxencia, como se amosa en [|10]].

= Segundo os resultados expostos no Corolario [4.17|a seguinte é una sucesion exacta:

T T
a1 Ri- Fox1 UR, - Faxl (RiF.
Asi, por definicién, a matriz R} = (3, 3, 8; —9,)" € D™ parametriza as soluciéns
do sistema linear UR]n = 0 en F*!. Nestas circunstancias, se para { € F definimos
-> 3 1 - _ _ . ,
A" € F>*! e &' €F tales que (A',®') = (A7, A),A,,®") =R,{, isto &,

- _ T _ —_ _
A=A AN =V, & =-3¢

resulta que UR{(/?, $') =0, logo V xA =0e —8tf_\7 — V&' = 0. Asi pois, se 0s campos
magnético e eléctrico estdn dados en funcién dos potenciais vectorial e escalar A e
® a través de (4.13), isto dinos que podemos empregar A+ V{ e —3,{, con { € F
unha funcién calquera, como potenciais vectorial e escalar, pois os campos magné-
tico e eléctrico son os mesmos. En Electrodindmica este grao de liberdade adicional
eliminase escollendo un calibre (mdis cofiecido polo nome en inglés, gauge). Os madis
comtins son o calibre de Coulomb, V -A =0, e o calibre de Lorenz, V - A+ 0,®9/c=0.

Os casos sinxelos que vimos tratando permitennos ver como a teoria exposta € aplica-
ble a diversos problemas cuxa solucién cofiecemos. Deste xeito, é evidente que temos un
marco comun no que encadrar problemas aparentemente moi distintos, pero que se po-
den formular como sistemas lineares. Asi e todo, vemos xa como no caso das ecuaciéns de
Maxwell a cantidade de cdlculos e desenvolvementos a realizar comeza a ser importante
se sé pretendemos empregar os algoritmos presentados como guia ou axuda, sen acudir &s
implementacions destes en distintos softwares de calculo numérico e simbdlico. De consi-
derar un caso mdis complexo, a resoluciéon do problema manualmente seria xa inviable. Na
seguinte e derradeira seccidon pofieremos de manifesto a utilidade e a efectividade dos algo-
ritmos tratados, aplicdindoos directamente ao exemplo das ecuacidons de Maxwell. Veremos
como todas as tarefas se simplifican notablemente, o que xustifica a introducién de todas as
ferramentas tedricas necesarias para presentar os devanditos algoritmos.

4.3. Relacion entre as propiedades do sistema linear e do
modulo do sistema

Nesta tltima seccion imos introducir algunhas propiedades que caracterizan os sistemas
lineares nos que estamos interesados, da forma Rn = 0, con R unha matriz g x p con en-
tradas nunha alxebra de Ore que é tamén un anel noetheriano pola esquerda. Notemos que
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este é o marco xeral no que traballamos ao principio do noso tratamento. Estas propieda-
des obtéiiense xeneralizando definicidns propias da Teoria do Control, e pédense atopar en
calquera referencia de Andlise Alxébrica. Nés seguiremos esencialmente o exposto en [3[].

A continuacién consideraremos tamén que o D-mddulo pola esquerda no que se buscan
as soluciéns do sistema linear é coxerador e inxectivo. Xa vimos co Teoremal4.16]e co Coro-
lario|4.17|que esta € a situacion propicia de cara a relacionar o concepto de parametrizacion
dun sistema linear coas propiedades do D-mdédulo do sistema. Veremos que isto € asi tamén
para o resto de conceptos que a continuacién introducimos.

Definicidn 4.20. Sexa D unha alxebra de Ore noetheriana pola esquerda, R € DI*?, e con-
sideremos o sistema linear R = 0. Sexa tamén F un D-mddulo pola esquerda coxerador
e inxectivo no que buscamos as soluciéns, e ker(R.) = {n € FP*! | Rn = 0} o conxunto de
soluciéns en FP*!,

(1) Un observable de ker(R.) é calquera combinacién linear pola esquerda con coeficientes
en D das variables do sistema 7);,i = 1,..., p, que denotamos por v(1). Un observable
1 (n) dise auténomo se satisfai unha ecuacion non trivial en D, isto é, se existe algun
d € D\ {0} tal que dy(n) = 0. Se un observable non é auténomo, entén dise que é
libre.

(2) O sistema linear Rn) = 0 é auténomo se cada observable de ker(R.) é autéonomo.

(3) Osistema linear Rn) = 0 é auténomo-libre ou controlable se cada observable de ker(R.)
é libre.

pXxm
5

(4) O sistema linear Rn = 0 é parametrizable se admite unha parametrizacién P € D
conm €N, en FP*! no sentido da Deﬁnicién (equivalentemente, existe P € DP*™
tal que ker(R.) = PF™1), Isto quere dicir que para cada ) € ker(R.) existe & € F™*!
cumprindo 1 = P&. Nestas circunstancias dise que & é un potencial.

(5) Pofiamos R = (R, R,), con R, € D¥" e R, € DT~ para algtin r = 1,...,p — 1, unha
particion de R. Asi, podemos escribir o conxunto de soluciéns do sistema linear como
segue:

ker(R.) = {n = (n1,1,) € F**! |Ryn; +Rym, = 0}.

Dicimos que 7, é observable desde 1, se n; estd determinado unicamente por 7, no
seguinte sentido:

(=) € PPl eker(R) = ¢, =1,

(6) O sistema linear R = 0 é plano se admite unha parametrizacién inxectiva, isto é, se
existe unha parametrizacion P € DP*™, m € N, que admita unha inversa T € D™*P
pola esquerda: TQ = I,,. Equivalentemente, R = 0 é plano se é parametrizable e
cada compoiiente &; do potencial £ é un observable do sistema. Dise entén que & é
unha saida plana de ker(R.).

Notemos que os conceptos que vimos de introducir encaddranse no formalismo da Teo-
ria do Control, e non requiren de ningunha das ideas da Andlise Alxébrica que estudamos
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neste traballo. De feito, aqui vemos unha vez mais que o concepto de parametrizacién, que
nos introducimos a partir dunha sucesién exacta, definese en realidade empregando s6 o
conxunto de soluciéns do sistema linear. Con todo, existe un dicionario entre as definiciéns
que acabamos de presentar e as propiedades do D-mddulo do sistema. Este pode ser consul-
tado en calquera das referencias sobre Anélise Alxébrica aplicada & Teoria do Control que
fomos empregando, [3,4,/17,20]. Nés decidimos adoptar o proporcionado en [3]] a través
do enunciado e da demostracidon do seguinte teorema.

Teorema 4.21. Sexa D unha dlxebra de Ore noetheriana pola esquerda, R € D?*P, F un D-
modulo pola esquerda coxerador e inxectivo. Consideremos o sistema linear Rn) = 0 e o conxunto
de solucidns en FP*!, ker(R.) = {n € FP*! | Rn = 0}. Sexa tamén M = D**P /(D**R) o médulo
do sistema. Enton téfiense os seguintes resultados:

(1) Existe unha correspondencia entre os observables de ker(R.) e os elementos de M.

(2) Existe unha correspondencia entre os observables auténomos de ker(R.) e os elementos
de torsion de M.

(3) Osistema linear R = 0 é autdnomo se e sé se M é un D-mddulo pola esquerda de torsion.

(4) O sistema linear Rm = 0 € controlable se e s6 se M é un D-mddulo pola esquerda libre de
torsion.

(5) O sistema linear Rn = 0 € parametrizable se e s se existe P € DP*™, m € N, tal que
M ~ DVPP.

(6) O sistema linear Rm = 0 € plano se € so se M é un D-mddulo pola esquerda libre. En tal
caso existe unha correspondencia entre as bases de M e as saidas planas de ker(R.).

(7) Sexa R = (R, R,) unha particion de R, con R, € D" e R, € D¥*?~) para algtin r =
1,...,p — 1. Sexa ker(R.) = {n = (n,,m,) € FP*! | R;n; + R,m, = 0} o conxunto de
solucidns do sistema linear asociado d particion dada. En tal caso, 1, € observable desde
1, se e s6 se M; = DY*"/(DIR,) = 0, isto é, se e s6 se R, admite unha inversa pola
esquerda S; € D™, logo S;R, =1I,.

Observacion 4.22. Realicemos algin comentario sobre o Teorema para ver que al-
gunhas das stas teses encaixan na teoria exposta neste traballo. Consideraremos entén o
caso dun anel de operadores diferenciais conmutativo, que é a principal hipétese simplifica-
dora introducida neste capitulo. Debemos observar que (3) e (4) séguense inmediatamente
de (2) a partir das definiciéns de sistema auténomo e sistema controlable. Ademais, (2)
€ consecuencia directa de (1) e das definicions de elemento de torsion e observable auto-
nomo. Neste sentido, estd claro que o resultado fundamental é a correspondencia entre os
observables de ker(R.) e os elementos do D-médulo do sistema, M = D'*P/(D'*IR). En [|3]]
pdédese comprobar que, en efecto, esa é a tese cuxa demostracion require de maior traballo.

Doutra banda, a tese (5) podémola probar inmediatamente traballando coa definicion
de parametrizacion dada na Definicién Asi, que o sistema linear Rn) = 0 sexa parame-
trizable en FP*! equivale a que exista P € DP*™ tal que a seguinte é unha sucesién exacta:

R. P
qul prl mel.
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Pero F é un D-mddulo coxerador e inxectivo, logo tamén equivale a que se tefia a seguinte
sucesion exacta:
Dlxq R D1><p -P Dlxm

Por tltimo, a exactitude en D'*? do anterior complexo equivale a que ker(.P) = D**4R. Pero
entén M = D¥?/(D'IR) = D'*? /ker(.P), e polo Primeiro Teorema de Isomorfia (Teore-
ma [2.15), M ~ Im(.P) = D*PP.

Finalmente, para probar e facer construtivas as teses (6) e (7) necesitariamos introducir
certos conceptos e algoritmos a maiores, como aqueles que permiten calcular inversas pola
dereita. Un tratamento destas cuestions pddese atopar en [|17]]. Aqui limitdmonos a expofier
os resultados, por ser estes habituais e esenciais na Andlise Alxébrica.

Imos rematar este traballo presentando un exemplo de aplicacién directa da teoria e
dos algoritmos expostos. Para facer evidente a sia necesidade e utilidade escollemos de
novo o exemplo das ecuaciéns de Maxwell, tratado nos Exemplos e Nos dous
casos fomos capaces de obter informacion sobre o médulo do sistema logo de razoamentos
tedricos apoiados en resultados que xa cofiecemos, como as condiciéns de compatibilidade
das ecuaciéns de Maxwell. Veremos a continuacién que nada disto é necesario se acudimos
& implementacién dos Algoritmos e Madis concretamente, imos utilizar as librarias
que o sistema de dlxebra computacional SINGULAR nos proporciona [7]].

Exemplo 4.23. Imos tomar o sistema que definen a lei de Gauss magnética e a lei de
Maxwell-Faraday, que sabemos que pode ser escrito como Rn = 0, con R a matriz da-
da en (4.7). Como xa argumentamos, podemos tomar o anel de operadores diferenciais
D = R[3,,d,,0,,0;]. Pretendemos agora aplicar os Algoritmos e explicitamente
para ver que grupos abelianos ethJ(N ,D) son nulos, coni > 1e N a trasposta de Auslander
do D-médulo do sistema. Como D é conmutativo sabemos que podemos identificar N co
D-médulo pola esquerda finitamente presentado por R”.

O sistema SINGULAR ten implementada a libraria control.1lib, documentada en [24],
por exemplo. Proporcionando o D-mdédulo do sistema R1 = 0 poderiamos utilizar unha das
suas funcions para averiguar directamente que grupos abelianos exth(N ,D) se anulan. Con
todo, a resposta xa a sabemos, en base ao que vimos no Exemplo Pretendemos aqui
ilustrar a importancia das técnicas das bases de Grobner nos Algoritmos e Para iso,
seguiremos os pasos dos devanditos algoritmos, apoiandonos en funciéns implementadas
en SINGULAR para realizar os cdlculos de bases de Grobner que sexan oportunos. O codigo
empregado atdépase no Anexo aqui limitdmonos a presentar os resultados.

Deste xeito, segundo o Algoritmo[4.7]e a stia xeneralizacién dada na Observacién 4.8} o
primeiro que necesitamos é unha resolucién libre e finita de N. O inicio xa o temos, tendo
en conta que N é un D-mdédulo pola esquerda finitamente presentado por R”:

RT K
D"®— D" - N —0.

Definimos S; =R”, q, = 4 e q; = 6. Para continuar coa resolucién libre e finita de N necesi-
tamos atopar unha matriz S, € D%*® tal que ker(.S;) = D'*%S,, para algin g, € N. Para iso
aplicamos o Algoritmo baseado nas técnicas das bases de Grobner. Apoidndonos nas
funcions std e intersect de SINGULAR obtemos a matriz S, dada en (A.2):
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0 0 0 o, 0@
0O -3¢, &, o 0
g 0 =09 0 &
-0, 9 0 0 0 &
No Anexo |Al|indicamos explicitamente como se realiza o cdlculo en SINGULAR tendo como
guia os pasos do Algoritmo Repetindo o proceso para S,, obtemos a matriz S;:

S3=(8, =0, —3, —3d;)e D™,

e se, finalmente, repetimos para S5, obtemos a matriz S, = 0. Con isto temos xa calculada
unha resolucion libre e finita de N:

)

S, =

o oSy

.S, .S .S .S
0—4)D1X4—3)D1X6—2>D1X4—1)D1X6_’()N—>O.
Segundo a Observacion [4.8|que xeneraliza o Algoritmo 4.7} a partir desta resolucién libre e
finita temos que definir o seguinte cocomplexo de D-mddulos pola esquerda:

RI ST ST ST
O ¢ D1><4 ¢ D1X6 D1><4 ¢ D1X6 ¢ O

e calcular, para i = 1,2,3, unhas matrices R tales que ker(.Sl.TH) = Dlxqffle. Para i =
3 temos xa que ker(.S,;) = ker(D"** — 0) = D%, No caso de i = 1,2, realizamos o
cdlculo, de novo, empregando SINGULAR. Como antes, este pode consultarse no Anexo
As matrices R) e R, son as calculadas en (A.3), e que a continuacién amosamos:

0 0 _83 82

al 82 83 0 O O 0 —32 31 0
o at 0 0 0 _83 a2 4x6 p/ _ 0 _83 0 a1 6x4
Ri=l 05 0 a8 o -5 |SP "R=[4a 5 o o |SP

Segundo a Observacién ext)(N,D) = (Dlxqz{fle)/(Dlxqi—lsiT), i=1,2,3. Parai =
1, ext (N,D) = (D™*R))/(D"™S]), pero S| = R, e R/ obtense de R intercambiando as
tres ultimas filas coa primeira, logo DR, = D'**S], e asi ext; (N, D) = 0. O mesmo lle
ocorre a ext;(N,D) = (D'°R))/(D'*°S]), pois R/, obtense de R multiplicando por —1
as filas primeira e terceira e intercambiando a segunda coa terceira, logo ext?(N,D) = 0.
Finalmente, ext’ (N,D) = (D"*)/(D"**S]) # 0, como xa argumentamos no Exemplo

Como ext;(N ,D) = 0, o D-médulo do sistema ¢é libre de torsién. Asi, sabemos que o
sistema Rm = 0 é controlable, en virtude do Teorema Ademais, cos cdlculos realizados
podemos obter tamén unha parametrizacién do sistema, simplemente definindo P = S, .
De novo, S} obtense da parametrizacién do Exemplo intercambiando as tres primeiras
columnas coa ultima, co que os resultados son equivalentes.

Coa presentacién deste exemplo finalizamos o noso tratamento da teoria da Andlise
Alxébrica. Agardamos que este tltimo exemplo fora especialmente ilustrativo & hora de
amosar a potencia e a utilidade dos algoritmos presentados, especialmente atendendo ds
suas inmediatas implicacidns na Teoria do Control. Con todo, a exposicion realizada (e ainda
mais esta ultima parte) é sé introdutoria: a Andlise Alxébrica é ainda hoxe unha teoria en
expansion e cuxas aplicacions seguiran moi probablemente amplidandose nos préoximos anos.
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Al. Cddigo SINGULAR

Presentamos aqui as lifias de cddigo de SINGULAR que empregamos para realizar os
calculos do Exemplo Recordemos que se trataba do sistema linear R = 0, onde R é a
seguinte matriz:

at O O O _33 82
[oao a o - |_ .
R=1"0 04 -3 o o |SP

8 8, 8 0 0 O

e D o anel de operadores diferenciais conmutativo D =R [J,, d;, J,, J5].

O primeiro que temos que facer en SINGULAR € introducir o anel de polinomios sobre o
que se van realizar os cdlculos de bases de Grobner. Para iso basta executar a seguinte lifia
de codigo.

1 ||ring D=0, (dt,d1,d2,d3),1p;

1
2

Co primeiro dos argumentos de ring indicamos que imos traballar sobre o corpo dos nime-
ros racionais (o numero O fai referencia 4 caracteristica do corpo). A razén de que realicemos
os cdlculos sobre @ (e non sobre R, como nos exemplos vistos) é que isto permite traballar
dunha maneira totalmente simbdlica (noutro caso traballariase en punto flotante cunha
determinada precision). Veremos que neste caso particular non hai ningunha perda de xe-
neralidade ao realizar esta simplificacion. A continuacién debemos indicar as variables do
devandito anel, neste caso (dt,d1,d2,d3) representa as variables J,, 9,, &,, e 7, respecti-
vamente. Finalmente, tamén temos que indicar a orde que se toma no anel de polinomios,
neste caso escollemos a lexicografica (1p).

Segundo se indica no Exemplo precisamos atopar unha matriz S, € D%*° tal que
ker(.S;) = D'*%S,, para algin g, € N, onde S; = R. Seguindo os pasos do Algoritmo 0
primeiro que imos facer € introducir as variables auxiliares 14, ...,M4, 1, ..., {5 COMO 0S Xe-
radores do D-mddulo pola esquerda coas relaciéns que en (1) do devandito Algoritmo|3.17]
se indican, e que a continuacion recordamos (tomando aquiq =6 e p = 4):

P
{ZRij’?j_{i |i:1,---,CI}- (A.1)
=1

Asi pois, as variables ,..., s correspéndense cos seis primeiros xeradores do médulo P,
mentres que as variables 7),,...,n, correspéndense cos catro ultimos xeradores do mesmo
modulo. Todo isto, xunto coas relacions de (A.1)), indicase co seguinte codigo.

module P=[-1,0,0,0,0,0,dt,0,0,d1],[0,-1,0,0,0,0,0,dt,0,d2],
- [o0,0,-1,0,0,0,0,0,dt,d3], [0,0,0,-1,0,0,0,d3,-d2,0],
— [0,0,0,0,-1,0,-d3,0,d1,0], [0,0,0,0,0,-1,d2,-d1,0,0];

A continuacién calculamos unha base de Grobner de P no D-mdédulo pola esquerda xe-
rado por 1q,..., N4> Cl) cee, 66:

std(P);
_[1]=d2*gen(9) -d3*gen(8)+gen(4)
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_[2]=d1*gen(4)+d2*gen(5)+d3*gen(6)
_[3]=d1*gen(8)-d2*gen(7)+gen(6)
_[4]=d1*gen(9)-d3*gen(7)-gen(5)
_[6]=dt*gen(4)+d2*gen(3)-d3*gen(2)
_[6]=dt*gen(5)-di*gen(3)+d3*gen(1)
_[7]=dt*gen(6)+d1*gen(2)-d2*gen(1)
_[8]=dt*gen(7)+d1*gen(10)-gen(1)
_[9]=dt*gen(8)+d2*gen(10) -gen(2)
_[10]=dt*gen(9)+d3*gen(10) -gen(3)

Por ultimo, basta realizar a intersecciéon co submoddulo xerado por {,...,{. Para iso sé
temos que ter en conta como introducimos as relacidns entre os xeradores do médulo P,
pois cada compofiente estd asociada cunha das variables {4, ..., ¢, N1, -+, N4-

module PP=[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0],[0,1,0,0,0,0,0,0,0,0],

- [0,0,1,0,0,0,0,0,0,01, [0,0,0,1,0,0,0,0,0,01,

- [0,0,0,0,1,0,0,0,0,0],[0,0,0,0,0,1,0,0,0,0];
intersect(std(P),PP);
_[1]=d1*gen(4)+d2*gen(5)+d3*gen(6)
_[2]=dt*gen(4)+d2*gen(3) -d3*gen(2)
_[3]=dt*gen(5)-di*gen(3)+d3*gen(1)
_[4]=dt*gen(6)+d1*gen(2)-d2*gen(1)

Da saida obtemos a matriz S, € D**6:

o 0 0 8 @
0 -3 8 4 O
5, 0 -3, 0 @
3, & 0 0 0 &

N

S, = (A.2)

o oSy

N

Para o seu célculo chega con sinalar de novo que gen(1),...,gen(6) representa as variables
{1,--.,8¢ erecordar a expresién de S = S, dada no Algoritmo(3.17, GN(D{, P+~ P D) =

q —
{Zizl Skili k=1, ---,CI2}-
Agora repetimos exactamente o mesmo proceso, pero cambiando a matriz S; pola matriz

S,. Obviamos entén os comentarios, e presentamos directamente o cédigo e a saida deste
en SINGULAR.

module P=[-1,0,0,0,0,0,0,d1,d2,d3], [0,-1,0,0,0,-d3,d2,dt,0,0],
- [o0,0,-1,0,d3,0,-4d1,0,dt,0], [0,0,0,-1,-d2,d1,0,0,0,dt];
std(P);
_[1]=d1*gen(8)+d2*gen(9)+d3*gen(10) -gen(1)
_[2]=dt*gen(1)-d1*gen(2)-d2*gen(3)-d3*gen (4)
_[3]=dt*gen(8)+d2*gen(7)-d3*gen(6) -gen(2)
_[4]=dt*gen(9)-d1*gen(7)+d3*gen(5)-gen(3)
_[6]=dt*gen(10)+d1*gen(6)-d2*gen(5) -gen(4)
module PP=[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0],(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0],
— [0,0,1,0,0,0,0,0,0,0],[0,0,0,1,0,0,0,0,0,0];
intersect(std(P),PP);
_[1]=dt*gen(1)-di*gen(2)-d2*gen(3)-d3*gen(4)
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Obtemos S; = (3, — 3, — 9, — 3;) € D'**. Repetimos para S;, e comprobamos que
obtemos interseccion nula (indicando o fin da resolucion libre e finita de N).

module P=[-1,dt,-d1,-d2,-d3];

std(P);
_[1]=dt*gen(2)-d1*gen(3)-d2*gen(4)-d3*gen(5) -gen(1)
module PP=[1,0,0,0,0];

intersect(std(P),PP)

_[1]1=0

A seguinte tarefa a realizar € o cdlculo de matrices R’ tales que ker(.SiTH) = D%-R], para
i =1,2, tal e como se indica no Exemplo Seguimos tamén o mesmo procedemento, e
daquela presentamos directamente o cdlculo para as diias matrices.

module P1=[-1,0,0,0,0,0,0,0,d3,-42],[0,-1,0,0,0,0,0,-d3,0,d1],
- [0,0,-1,0,0,0,0,d42,-4d1,0], [0,0,0,-1,0,0,d1,dt,0,0],
— [0,0,0,0,-1,0,d2,0,dt,0],[0,0,0,0,0,-1,d3,0,0,dt];
module PP1=[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0],(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0],
- [0,0,1,0,0,0,0,0,0,0],[0,0,0,1,0,0,0,0,0,0],
— [0,0,0,0,1,0,0,0,0,0],[0,0,0,0,0,1,0,0,0,0];
intersect(std(P1),PP1);
_[1]=d1*gen(1)+d2*gen(2)+d3*gen(3)
_[2]=dt*gen(1)+d2*gen(6)-d3*gen(5)
_[3]=dt*gen(2)-di*gen(6)+d3*gen(4)
_[4]=dt*gen(3)+d1*gen(5)-d2*gen(4)
module P2=[-1,0,0,0,dt], [0,-1,0,0,-d41],[0,0,-1,0,-d2],[0,0,0,-1,-d3
= 1;
module PP2=[1,0,0,0,0],[0,1,0,0,0], [0,0,1,0,0],[0,0,0,1,0];
intersect(std(P2),PP2);
_[1]=d2*gen(4) -d3*gen(3)
_[2]=d1xgen(3)-d2*gen(2)
_[3]=d1*gen(4)-d3*gen(2)
_[4]=dt*gen(2)+d1*gen(1)
_[6]=dt*gen(3)+d2*gen(1)
_[6]=dt*gen(4)+d3*gen(1)

b

Utilizando a saida de SINGULAR xa podemos obter as matrices R e R’:

0 0 _83 82
81 52 83 0 O 0 0 _82 81 0
I _ at 0 0 0 _83 a2 4x6 0 _33 0 81 6x4
Ri=l 05 0 8 o -5 |SP >R a5 5 o o |SP
O 0 3t _82 31 O 62 O 3t O
& 0 0 4,

(A.3)



	Resumo
	Introdución
	Sistemas lineares e módulos pola esquerda finitamente presentados
	Sistemas lineares e aneis de operadores diferenciais
	O isomorfismo de Malgrange
	Aneis noetherianos

	Resolucións libres e finitas e grupos abelianos das extensións
	Bases de Gröbner
	Bases de Gröbner de ideais sobre aneis de polinomios
	Bases de Gröbner de ideais sobre álxebras de Ore
	Bases de Gröbner de módulos sobre álxebras de Ore

	Conceptos básicos de Álxebra Homolóxica. Resolucións libres e finitas
	Os grupos abelianos das extensións na Análise Alxébrica

	Estudo das propiedades do módulo dun sistema linear
	Os grupos abelianos das extensións e o módulo dun sistema linear
	Parametrizacións de sistemas lineares
	Relación entre as propiedades do sistema linear e do módulo do sistema

	Anexos
	Código Singular


