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Breve descripcion del contenido

La geometria desarrollada por Euclides, en los Elementos, fue el mode-
lo de cémo se contaron las mateméticas durante mas de dos milenios.
A lo largo del siglo XIX destacan tres hechos en el &mbito de las
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“original”, surgieron “nuevas geometrias” en la discusiéon del 5° postu-
lado y también la légica aristotélica fue “matematizada’”.

En 1899, Hilbert present6 lo que se considera la primera versién de
la geometria de Euclides “verdaderamente axiomatica” en el sentido
de que en ella no hay apelaciones escondidas a la intuicién espacial.
Este trabajo de Hilbert contribuy6 a un conocimiento mas hondo de
la relacién entre geometria y estructuras algebraicas. Ademas, tal co-
mo el propio Hilbert sefiala en el prélogo, impulsé una forma nueva y
axiomatica de hacer matematicas en el siglo XX.

Este trabajo consistird en un estudio de la axiomatizaciéon de Hilbert,
el contexto historico y de las repercusiones en las matematicas de los
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Resumen

Este trabajo aborda el método axiomatico formal de David Hilbert, desde una primera
manifestacién en su obra Grundlagen der Geometrie, hasta una evolucién més formal y
cercana a la légica. El objetivo que se pretende es transmitir la importancia de esta obra
en sf misma, de las circunstancias que condujeron a su elaboracién y de las consecuencias
en la matemaética y la ciencia posterior.

En el trabajo se incluyen, en primer lugar, algunos datos biograficos sobre Hilbert y un
repagso historico de la evolucion de la geometria desde su origen hasta su transformacion
en un corpus axiomatizado, firme y solido, con Hilbert. Se intenta, ademas, resaltar la im-
portancia de Euclides como autor del primer sistema axiomdatico completo: los Flementos,
punto de partida para la creacion de los Grundlagen. Asi mismo, se examina el concepto
general de sistema axiomético moderno, sus elementos y propiedades y se muestran algunas
diferencias entre la axiomatica de las obras de Euclides y Hilbert.

La ultima parte esta dedicada solo a los Grundlagen. En ella se tratan sus cinco grupos de
axiomas, la no contradiccion e independencia de los mismos y la importancia y repercusion

de la obra en una nueva forma de hacer matemaéticas.

Palabras clave: Fundamentos, geometria, sistema axiomético, rigor, l6gica matema-

tica.



Abstract

This work is about the formal axiomatic method of David Hilbert, from a first mani-
festation in his treatise Grundlagen der Geometrie, to a later evolution, more formal and
close to logics. The aim is to convey the importance of his work itself, of the circumstances
that led to its creation and of the consequences in later mathematics and science.

The work starts with some biographical information about Hilbert and a historical review
of the evolution of geometry from its origin to its transformation into a firm and solid
corpus, axiomatized by Hilbert. It also attempts to highlight the importance of Euclid as
the author of the first complete axiomatic system: the Elements, which will become the
starting point for the construction of the Grundlagen. Likewise, the general concept of the
modern axiomatic system, its elements and properties are examined and some differences
between the axiomatics in the works of Fuclid and Hilbert are shown.

The last part is only dedicated to the Grundlagen. It deals with its five groups of axioms,
their properties of non-contradiction and independence, and the importance and repercus-

sion of his work on a new way of doing mathematics.

Keywords: Foundations, geometry, axiomatic system, rigor, mathematical logic.



Introduccion

El motivo del presente trabajo es hacer un profundo estudio de la axiomatizacién de
los Elementos de Euclides llevada a cabo por el matemético aleméan David Hilbert y ma-
terializada en su obra Grundlagen der Geometrie (Fundamentos de la geometria).

Hacia el siglo III a. C., Euclides de Alejandria compilaba y sistematizaba la mayor parte
del conocimiento matematico, especialmente del geométrico, anterior a él y presente en su
tiempo. Por este motivo, me propongo realizar en el primer capitulo un recorrido por la
larga historia de esta disciplina desde sus origenes en las antiguas civilizaciones hasta el
momento en que Hilbert decide escribir su espectacular formalizaciéon de la obra euclidiana.
Considero que un conocimiento general de las vicisitudes por las que atraves6 la matema-
tica, y en particular la geometria, puede ser de gran utilidad a la hora de comprender
la motivacién del autor de los Grundlagen para realizar esta obra. De hecho, esto es asi
porque la obra euclidiana, méas tarde reelaborada por Hilbert, esta estrechamente ligada
a la historia. Por una parte, su contenido concentra el saber de siglos previos, enraizado
a su vez en el de épocas milenarias. Por otra, su protagonismo se extiende en el tiempo
durante méas de veinte siglos al convertirse en el canon sagrado de la geometria al que
nadie se atrevia a contradecir salvo aquellos que ya desde tiempos cercanos a Euclides
pusieron bajo sospecha la autenticidad de un problemético postulado. Serd precisamente
esta sospecha la que provocard uno de los acontecimientos més importantes en la histo-
ria de las matematicas. Después de siglos de preocupacién por resolver las dudas sobre la
verdadera naturaleza del postulado, finalmente tres personajes de principios del siglo XIX,
Gauss, Bolyai y Lobachevski, no solo confirmaban la validez del quinto postulado sino que
también abrian las puertas a la existencia de una nueva geometria, tan extrana como con-
sistente, que se permitia prescindir del postulado euclideo e incluso contradecir verdades
tan firmemente establecidas en el canon clasico. Los nuevos descubrimientos dejaban a la
geometria clasica mal parada y la sumergian en una gran crisis, igual que a otras ramas de
las matematicas. Tal situacién exigfa una revision rigurosa de todas ellas en la biisqueda
de unas bases mas fuertes y firmes. Es aqui donde encuentra Hilbert un motivo para llevar

a cabo una reformulacién de la obra euclidiana que le permitia recuperar el prestigio de

IX



X INTRODUCCION

Euclides y de su trabajo, dotandolo de unos fundamentos s6lidos capaces de mantenerla
en el puesto tan elevado que habia ocupado siempre. Por otra parte, junto a la revolucién
que supusieron las geometrias no euclidianas, se producird un importante desarrollo de dos
geometrias ya gestadas en siglos anteriores y enfrentadas por sus técnicas metodolégicas.
Por un lado, la geometria analitica de Descartes inclufa las coordenadas que facilitaban
la resolucién de problemas complejos. Por otro lado, la geometria proyectiva con Poncelet
como principal representante, aspiraba a la utilizacién de métodos puramente geométricos.
Ademas, este primer capitulo del trabajo lo dedico también a resaltar aspectos que me
parecen importantes de la vida de Hilbert, con la intencién de dar a conocer tanto el gran
valor de su trayectoria profesional como su fuerte personalidad y su gran pasién por el
saber matemaético. El repaso de las diferentes etapas de su vida resulta de utilidad también
para situar su obra geométrica dentro de la evolucién experimentada por el pensamiento
v las convicciones de su autor.

Ademas, este trabajo cuenta con un segundo capitulo dedicado a la caracterizacion general
del sistema axiomatico formal, atendiendo por una parte a las propiedades, principalmente
las de independencia de unos axiomas respecto de otros, completitud, y consistencia y, por
otra, a los elementos que lo conforman, esto es, a la logica presupuesta, el lenguaje formal
(términos primitivos, términos definidos, reglas morfologicas y de definicion), el conjunto
de axiomas, las reglas de deduccion y finalmente los teoremas. En cuanto a las primeras,
destaco la necesidad e importancia de alguna de ellas para poder considerar un sistema
axiomdtico como “aceptable”. Asi mismo, destaco las diferencias entre su método y el eu-
clidiano.

El capitulo siguiente estd dedicado al método axioméatico que Hilbert adopta en su obra,
que responde en general a las caracteristicas de abstraccion del formalismo moderno, pero
en el que emplea unos axiomas cercanos en espiritu a los de Euclides y un estilo senci-
llo y moderado. Aunque otros matematicos se esforzaron en establecer unos fundamentos
rigurosos para la geometria euclidiana, el tratamiento que lleva a cabo Hilbert en 1899
destaca por su particular eleccién de axiomas que conduce a un desarrollo elegante de la
geometria, similar a la presentaciéon euclidiana, y por su original estudio de los problemas
de consistencia e independencia de dichos axiomas.

Finalmente, el ultimo capitulo lo dedico a comentar las consecuencias que tuvo la obra de

Hilbert tanto en su época como en las posteriores.



Capitulo 1

Contextualizacion

1.1. Sobre la vida de David Hilbert

David Hilbert, una de las figuras que mas influencia ejercié en las matemaéticas de fina-
les del siglo XIX y principios del XX, nace el 23 de enero de 1862 en Wehlau, un pequenio
pueblo cercano a la ciudad de Kénigsberg, en la Prusia Oriental, famosa por albergar una
importante escuela de matematicos y fisicos, por ser el hogar de Kant y por ser la prota-
gonista del problema de los puentes de Leonhard Euler. Muere el 14 de febrero de 1943 en
Gottingen, en un momento en el que la ciencia en general, y la Universidad de esta ciudad
en particular, sufrian las consecuencias del dominio nazi.

Hilbert nace en el seno de una familia de la alta burguesia. Hasta los ocho anos es su madre
quien se encarga de su educacion en casa. En 1872, ingresa en el Friedrichskolleg Gymna-
siur[] (Collegium fridericianum), un instituto de secundaria bastante rigido y tradicional
en el que alin no muestra sus grandes cualidades. Mas tarde, en septiembre de 1879, se
traslada al Wilhelm Gymnasium y, como se afirma en [6], comienza a destacar y a mostrar
un mayor interés por las matematicas.

En 1880, ingresa en la Universidad de Konigsberg, en la que se encuentra Lindemann como

profesor, conocido por llevar a cabo la demostracion de la trascendencia del nimero 7 dos

!La estructura del sistema educativo aleméan difiere en gran medida del espaiiol, tal y como se describe
en [2I] “después de la escuela primaria (Grundschule), desde los 6 a los 10 afios de edad, los alumnos
alemanes, en base a su rendimiento en esos 4 anos, se reparten en tres tipos de instituto de educacién
secundaria para continuar sus estudios: el Gymnasium, de 8 anos de duracién, cuyo correlato espaiiol seria
el instituto de bachillerato, donde se prepara a los alumnos para el examen final de acceso a la universidad;
la Hauptschule, escuela en la que con 5 6 6 anos de duracién se alcanza el nivel mas basico de estudios,
y, en tercer lugar, la “Realschule”, de 6 anos de duracién y con un nivel algo méas elevado que la escuela

anterior.”



2 CAPITULO 1. CONTEXTUALIZACION

afios mas tardd’l Durante su estancia en la Universidad, se va un semestre a Heidelberg
para asistir a un curso de ecuaciones diferenciales y al regresar conoce a los que serian sus
dos grandes amigos: Hermann Minkowski y Adolf Hurwitz. Los tres se hacen inseparables
colaborando en una gran cantidad de proyectos y ejerciendo influencias entre si en sus res-
pectivas carreras. A finales de 1884, una vez finalizados los ocho semestres de universidad,
sostiene su tesis doctora]E] sobre invariantes. Este tema se lo propone su asesor de tesis,
Lindemann, y lo expone de forma brillante impresionando a sus contemporaneos. Tras doc-
torarse, siguiendo el consejo de Hurwitz viaja a Leipzig, donde recibe clases de Felix Klein y
més tarde lo hace a Paris junto con Study, donde conocen a Henri Poincaré. Cuando regre-
sa a la Universidad de Konigsberg en 1886, obtiene la tesis de habilitacién para comenzar
a trabajar como Privatdozentlﬂ (profesor de clases libres), centrandose principalmente en el
tema de los invariantes: un tema que llevaba més de cien anos sin responder a la pregunta
de si existia alguna familia finita de invariantes de forma que todos los demés pudieran
deducirse a partir de ellos de un modo razonable. Existia una gran cantidad de trabajos
dedicados a este tema, con complicados calculos de los que apenas podia extraerse alguna
idea general. En 1868, Paul Gordan (1837-1912), conocido en esa época como el “rey de la
teoria de invariantes”, habia hecho una demostracién muy complicada y de muchas péaginas
de una familia finita de invariantes para las formas binarias de cualquier grado. Como se
cuenta en [3], se dedica a estudiar el problema y, en 1888, impacta al mundo matematicoﬂ
con su trabajo sobre este tema en el que, en unas pocas paginas y sin apenas célculos,
establecia unos teoremas y sentaba las bases de una nueva rama del algebra: la teoria de
los ideales de polinomios. Hilbert, al contrario que Gordan, utiliza una demostracién no
constructiva, establece una estructura general de forma que al aplicarla a un problema
particular de los invariantes los resultados son implacables. Gordan, al leer su trabajo, no
lo entiende debido al método usado y, aunque en un principio lo critica, al final admite

su publicacion en Mathematische Annalen, que tendra lugar en 1888. Segun [6], Hilbert

2F. Lindemann, Uber die Zahl m, Mathematische Annalen, vol. 20 (1882), pp. 213-225.
3 Uber invariante Eigenschaften specieller bindrer Formen, insbesondere der Kugelfunctionen (Sobre las

propiedades invariantes de formas binarias especiales, en particular las funciones circulares.)
“Como se puede ver en [3]: “El titulo de doctor en Alemania era solo el comienzo de una carrera

académica, y ni siquiera facultaba al poseedor a dar clases. Para ello, debia realizar una segunda Tesis o
Habilitation, que le facultaba para obtener la venia legendi de la Universidad y el titulo de Privatdozent,
que otorgaba el privilegio de poder dar clases sin sueldo fijo de la Institucién, sino el procedente de las
matriculas de los alumnos que escogieran sus cursos. Si se progresaba suficientemente en las tareas de
investigacion, podria alcanzar el titulo de Profesor Eztraordinarius, que ya recibia un salario fijo. Y luego
estaban las Céatedras (Profesor Ordinarius), pero esas eran muy escasas (en la mayoria de las universidades

alemanas habia s6lo dos catedras de matematicas; en Konigsberg, solo una) y dificiles de alcanzar.”
5Como se cita en [I7, vol. 10, pag. 6191], Paul Gordan llega a exclamar sobre este trabajo “Ya no se

trata de matematicas, es teologia.”
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amplia sus métodos en un articulo posterior también enviado a Mathematische Annalen y
a Klein, quien, tras leer el documento, le escribe a Hilbert: “No tengo dudas de que este
es el trabajo mas importante en dlgebra general que el Annalen ha publicado nunca.” En
efecto, su manuscrito le convertia en una referencia mundial v en uno de los pilares del
4lgebra moderna.

En 1892, Hilbert comienza a trabajar como Extraordinarius en sustitucién de Hurwitz v,
en 1893, de acuerdo con [25], como Ordinarius en sustitucion de Lindemann, aunque solo
lo hace hasta que, dos anos mas tarde, por intervencion de Klein, es solicitado por la Uni-
versidad de Gottingen en la que permanecera el resto de su carrera académica. Es en esta
Universidad donde comienza sus investigaciones sobre la teoria de los cuerpos de nimeros
algebraicos fundada por Friedrich Gauss y estudiada por Dirichlet, Kummer, Kronecker y
Dedekind. En dicha teorfa, atin quedaban muchos puntos por aclarar y Hilbert es quien
ordena todos los resultados anteriores y publica su gran obra Der Zahlbericht sobre la
teoria algebraica de nimeros que servird de base para la futura teoria de cuerpos.

Hasta 1898, Hilbert contintia estudiando los ntimeros algebraicos e impartiendo clases de
geometriaﬁ y, en este ano, es cuando sorprende a sus alumnos al introducir un nuevo tema
de estudio en sus clases de universidad: la geometria euclidiana. Un afio mas tarde, estrena-
ra su obra Grundlagen der Geometrie, que conocemos como Fundamentos de la geometria,
una exposiciéon axioméatica formal para probar los teoremas de esta geometria clsica, en la
que la independencia y no contradiccién de los axiomas quedard solidamente establecida.
La nueva obra supone una actualizacién de los Elementos de Fuclides y constituye una
de las obras més revolucionarias del siglo XX en el campo de las mateméaticas. Con ella,
Hilbert consigue darle a la geometria el rigor l6gico, axiomaético y formal que la aritmética
y el andlisis matematico tenian ya en esa época. Hilbert no define conceptos primitivos
como punto, recta, plano... Utiliza axiomas para manejar estos entes y determinar sus re-
laciones sin importar como los llamemos, y a cada cuerpo matematico que satisface tales
axiomas lo denomina modelo geométrico. Ademés, Hilbert introduce una vision novedosa
de los axiomas al demostrar su consistencia e independencia.

Con los Fundamentos de la geometria, Hilbert se convierte en el méximo representante de
la escuela axiomatica y, tal y como afirma Ferreiros en [10], “la obra serviria de modelo
esencial en la investigacion de fundamentos y la practica axioméatica en las décadas siguien-

tes”, a pesar del rechazo por parte de la escuela de los intuicionistas.

SEl contenido de estas clases queda registrado como notas para cursos sobre geometria en las universi-
dades de Konigsberg y Gottingen. Segtin Giovannini en [I1I], en una primera etapa estas notas eran escritas
por el propio Hilbert pero, en una segunda, designaba al comienzo de cada clase a un alumno que se
encargaria de su redaccion (Ausarbeitung). Entre estos alumnos se encontraban Max Born, Ernst Zermelo,

Paul Bernays y Hermann Weyl.
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En 1900, Hilbert, ya consagrado como un gran matematico, es invitado al Segundo Con-
greso Internacional de Matemaéticos celebrado en Paris, en el que da una conferencia. En el
congreso anterior, en 1897, la conferencia de Poincaré habia tratado de la relacién entre la
fisica y el analisis. Hilbert, en cambio, prefiere centrarse en las matemaéticas y expone una
lista de 23 problema&ﬂ fundamentales abiertos de naturaleza muy diversa que tocan todos
los 4mbitos de las mateméticas de la época. Su propédsito era que al intentar resolverlos
correctamente se promoviera el trabajo y la investigaciéon matemaética. Hilbert pensaba que
estos 23 problemas marcarian la evolucién de las matematicas a lo largo del siglo XX. En
este congreso, Hilbert, junto a la exposicién de sus problemas, expresa su firme creencia

en que todo problema matemético tiene solucion, recogido en [30, p. XVII|:

Esta capacidad de resolver cualquier problema matematico es un fuerte in-
centivo para nuestro trabajo. Oimos siempre resonar en nosotros el siguiente
llamamiento: Este es el problema, busca su solucion. La puedes encontrar con

el pensamiento puro, ya que en Matemdticas no existe Ignorabimus.

Estos problemas, de hecho, han estimulado la investigacién matematica, aunque no todos
han sido resueltos.

En 1902, le ofrecen la catedra vacante en la Universidad de Berlin tras el fallecimiento de
Fuchs. Este hecho no agrada a companeros y estudiantes de la Universidad que le piden
que no se vaya. Hilbert ve en esto una ocasién para conseguir una catedra para su amigo
Minkowski a quien deseaba tener cerca, como se cuenta en [3, pp. 18-19].

Entre 1904 y 1912, centra su estudio en los grandes problemas del andlisis y establece la
soluciéon general al Problema de Waring. También estudia el calculo de variaciones abriendo
una via nueva: el método directo, con el que demuestra el Principio de Dirichlet. Hilbert
prueba que el principio de Dirichlet es valido en un trabajo de apenas cinco paginas utili-
zando ciertas hipotesis sobre la curva frontera. Ademas de esto, Hilbert también se ocupa
del estudio de las ecuaciones integrales introduciendo un espacio vectorial de dimensiéon
infinita, conocido como espacio de Hilbert, muy util para generalizar y clarificar el concepto
de series de Fourier, asi como para ampliar el campo del 4lgebra y célculo de vectores.

A partir de 1912, el trabajo de Hilbert da un nuevo giro y comienza a interesarse por los
problemas de la fisica teoérica tan en boga en aquellos afios, relacionados con la fisica cudn-
tica y la mecdnica relativistica. Lo que Hilbert se propone al estudiar la fisica es encontrar
sus principios basicos y realizar una presentacion axiomética de la misma. Como nos re-
cuerda Bombal (2013): “el problema numero seis de su famosa lista de Paris planteaba la

cuestion de la axiomatizacion de las teorias fisicas (...) Este interés de Hilbert por la fisica

"De [3], de los 23 problemas, expone solo 10 de manera oral por falta de tiempo e incluye el resto en el

texto completo que mas tarde publicaria, Mathematische Probleme.
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es absolutamente coherente con su trayectoria cientifica”.

En 1915, asiste a un seminario de Einstein y, después de haber trabajado en competencia
amistosa con él, publica dos articulos{sj en la Sociedad Cientifica de Gottingen sobre los
fundamentos de la fisica, en los que establece las ecuaciones del campo gravitatorio, con
lo que dotaba de formulacién matematica a las grandes ideas de aquel cientifico. Algo que
para él era una aportacion mas en su linea de trabajo, para Einstein era muy esencial.
En la década de 1920, Hilbert se vuelve a centrar en las mateméticas. La crisis de fun-
damentos surgida a principios del siglo XX hacia pensar que las mateméticas no eran
infalibles, ya que habian surgido paradojas e inconsistencias. Hilbert intenta buscar una
solucién a este problema y para ello lleva a cabo su conocido programa con el que fundara
el formalismo matematico. Con su programa, Hilbert se propone, apoyandose en las teorias
existentes, establecer los fundamentos de la matematica clasica igual que lo habia hecho
con la geometria. Lo que pretendia era la formalizacion de toda ella en forma axiomética y
demostrar la validez de dicha axiomatizacion utilizando el llamado razonamiento finitista.
Aunque este programa progresard durante la década de los veinte con contribuciones de
figuras como John von Neumann, Herbrand o Bernays, en 1931 Gddel con sus teoremas
de incompletitudﬂ probaré que nunca podra ser realizado en su totalidad. Dichos teoremas
demostraban que aunque hay afirmaciones matematicas que pueden ser verdaderas nunca
podréan ser probadas, algo contrario al pensamiento de Hilbert.

En 1930, Hilbert se retira de la investigacion y de la ensenanza y la ciudad de Kénigsberg
le concede el titulo de ciudadano honorario. Su actividad se centra entonces en continuar
como coeditor del periddico Mathematische Annalen, hasta 1939. En 1939, comparte el
premio Mittag-LefHler otorgado por la Real Academia Sueca, con Emile Picard. Hilbert pa-
sa los 1ltimos anos de su vida en la Alemania nazi, sufriendo la tragedia que este régimen
supuso tanto para muchos de sus companeros y antiguos alumnos como para la Universidad
de Gottingen, en la que habia ensenado durante tantos anos.

Hilbert fue una persona llena de entusiasmo por la vida y por la ciencia, con una original
forma tanto de aprender e investigar, como de ensenar. Segun se afirma en [4], tenia en
su cabeza practicamente todo el conocimiento de la época y siempre confi6 en el poder de
las matemaéticas. Para Hilbert no existia el no conocer, como expresé con su famosa frase
que hoy constituye su epitafio: “Wir miissen wissen, wir werden wissen”, esto es, “Debemos

saber, sabremos”.

8El primero de ellos bajo el titulo de Die Grundlagen der Physik (Erste Mitteilung) y la segunda parte

publicada poco después Die Grundlagen der Physik (Zweite Mitteilung).
9Godel exponia sus resultados en el famoso articulo Uber formal unentscheidbare Sitze der Princi-

pia Mathematica und verwandter Systeme I (Sobre proposiciones formalmente indecidibles de Principia

Mathematica y sistemas relacionados).
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1.2. La geometria hasta los Grundlagen

Aunque no todos los historiadores coinciden en dénde y cuando se inicia la geometria,
una de las conclusiones mas extendidas es que esta disciplina surgié en las antiguas civili-
zaciones de Egipto, Mesopotamia, China e India hace més de 4000 atos.

En sus comienzos, la geometria tenfa un cardcter meramente observacional, estaba ligada
a la resolucién de problemas practicos y cotidianos de todo tipo, asi como para llevar a
cabo grandes construcciones como templos o pirdmides.

Los conocimientos de estas primeras civilizaciones quedaron plasmados en tablillas de ba-
rro en el caso de los babilonios y, en papiros, en el de los egipcios. A través de las tablillas
babilénicas se ha podido saber que esta civilizacion tenia amplios conocimientos sobre el
cédlculo de areas, perimetros y voliimenes y también sobre otras areas de las mateméticas
pero que nunca se plantearon ningtn tipo de demostracién matematica. Por ejemplo, en la
tablilla sumeria Plimpton 322, datada hacia el 1800 a. C., aparece en escritura cuneiforme
y sistema sexagesimal, una lista de las hoy conocidas como ternas pitagéricas y que segin
los investigadores Daniel Mansfield y Norman Wildberger podria tratarse de la tabla trigo-
nomeétrica méas antigua del mundo. Esto demostraba que los babilonios ya eran conocedores
del teorema de Pitdgoras mucho antes que los griegoﬂ.

Respecto a los egipcios, su geometria estaba ligada a los problemas de construccién, de
contar y de medir. Se sabe que aunque no eran conocedores del caso general del teorema
de Pitdgoras, utilizaron sisteméaticamente el llamado “tridngulo sagrado” en sus construc-
ciones, especialmente en pirdmides y temploﬂ Se trataba de un triangulo cuyos lados
estaban en la proporcion 3 : 4 : 5, proporcion a partir de la cual obtenian dngulos rectos
mediante nudos intercalados en una cuerda. Una prueba de los conocimientos matemaéticos
egipcios la constituyen los papiros conocidos como Papiro Rhind y Papiro de Moscd.

El Papiro Rhind@ muestra que los egipcios calculaban areas de rectangulos y tridngulos
rectangulos. También, como cuenta Murillo en [24], este papiro presenta pruebas de que
tenian conocimientos sobre el volumen de prismas y cilindros y de que estudiaron las rela-

ciones entre los poligonos y sus lados y entre el circulo y el cuadrado.

Daniel F. Mansfield, N.J. Wildberger. (2017). Plimpton 822 is Babylonian ezact sezagesimal trigono-

metry. Historia Mathematica, Vol. 44, 395-419.

"'Martinez, A. (2001) El disefio de piramides basadas en el triangulo sagrado egipcio. Boletin de la
Asociacion Espanola de Egiptologia, N° 11, pags. 7-20.

12E] Papiro Rhind se encuentra en el Museo Britanico de Londres y su autor fue un escriba llamado

Ahmes, nombre por el cual también es conocido.
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Por su parte, el Papiro de Moscﬂﬁ consta de 25 problemas, entre los que sobresalen dos de
ellos por su complejidad: el problema 14, relativo al calculo del volumen de una piramide
truncada, y el problema 10, sobre el area de una superficie parecida a un cesto.

En Egipto, Babilonia y otros pueblos que existieron antes de la aparicién de la civilizacion
griega no aparece nada similar a lo que hoy llamamos teorfa, es decir, un conjunto de enun-
ciados coherentes y sistematizados acerca de determinadas entidades. Serd a comienzos del
siglo VI a. C. cuando se produzca un cambio revolucionario en la concepcién de la ciencia
en general, coincidiendo con la llegada al mundo griego de practicamente la totalidad del
saber de las culturas primitivas. La civilizacion griega ya existia siglos antes del ano 600 a.
C. y hacia este ano no solo ocupan la peninsula de Grecia, sino también la costa de Asia
menor y varias regiones del sur de Italia. En estos lugares no existia una unidad politica y
sus habitantes vivian en ciudades-estado independientes. Precisamente serd en Jonia, una
de estas ciudades, donde surgen gracias al contacto comercial permanente con Egipto y
Babilonia, las primeras manifestaciones de la ciencia griega, como afirma Martin Merino
en [22]. No cabe duda de que los conocimientos matematicos desarrollados en el mundo
griego tuvieron firmes raices en sus vecinos del Cercano Oriente. Uno de los eslabones més
importantes en la transmision de este saber primitivo a Grecia fue el mercader, fil6sofo y
matematico Tales de Mileto (ca. 625-546 a. C.), conocido como uno de los Siete Sabios de
esta civilizacion. Aunque no ha dejado ningtn testimonio escrito conocido, es muy probable
que su trabajo haya quedado registrado en los Elementos de Euclides; lo que si esté claro
es que “su figura, un tanto legendaria, simboliza la apariciéon de la ciencia y la filosofia
modernas en el marco de esta singular cultura” (Klimovsky y Boido, 2005). Con Tales, se
pasé del mero conocer practico e inductivo a las preguntas del porqué del mismo, y de las
aplicaciones utilitarias a la indagacién sobre las propiedades abstractas de los objetos y a
la demostracion logico-deductiva de su verdad. A Tales se le atribuye la demostracion de
resultados elementaleﬁ de la geometria que més tarde se reelaboraran de manera siste-
mética; por citar algunos, demostr6 que el didmetro dividia al circulo en dos partes iguales
y que el dngulo inscrito en una semicircunferencia era recto.

Después de Tales, otros filosofos y matematicos hicieron sus aportaciones a la geometria.
Sin embargo, una de las pocas obras completas conservadas hasta la publicacién de los
FElementos de Euclides fue La esfera en movimiento, de Autolico de Pitane (ca. 360-290
a. C.). El conocimiento sobre estos autores y sobre su contribucion solo ha sido posible a
través de obras posteriores en las que aparecian datos, a veces confusos, sobre los mismos.

Pitagoras de Samos (ca. 582-500 a. C.) fue una de las principales figuras de este grupo,

13E] Papiro de Moscti se encuentra en el Museo Pushkin de Mosci, fue escrito en hieratico hacia el afio

1890 a. C. por un escriba desconocido.
14Una lista mas amplia de los problemas que resuelve Tales de Mileto viene detallada en [5] p. 8].
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aunque més bien se deberia hablar de la Escuela Pitagérica, ya que no se sabe a ciencia
cierta si las aportaciones que se le atribuyen fueron todas de su autoria o de sus discipulos.
Como viene recogido en [12], Proclo cuenta que lo mas destacable de esta escuela era que
le habia dado a la geometria un caricter esencialmente teérico, abstracto e intelectual,
superando el empirismo de las anteriores culturas. La demostracién se convierte en una
parte fundamental de sus estudios, y se les considera los primeros en utilizar la deduccién
logica en la matematica. En particular, este tipo de demostracién serd la que permita el
descubrimiento en esta escuela de los inconmensurables, al estudiar la relacién entre un
lado y la diagonal de un cuadrado o un pentidgono. Los pitagoéricos, ademés de su famoso
teorema, introdujeron nociones de algebra geométrica y muchas fuentes les atribuyen la
construccién del tetraedro, el cubo y el dodecaedro.

Después de Pitagoras, y hasta los Elementos de Euclides, contintian las contribuciones
a la geometria con nombres como el de Parménides de Elea, el primero en considerar la
esfericidad de la Tierra; Zenén, con su método de reduccién al absurdo; Hipias de Elide,
el primero en disefar las curvas trisectrices y cuadratrices; Hipdcrates de Quios, autor de
unos Elementos de geometria siglo y medio antes que Euclides; o Demdcrito, que consiguié
descomponer un prisma recto de base triangular en tres piramides de volumen equivalente.
El mayor impulso de la geometria, no obstante, tendrd lugar a partir de la creacién de la
Academia platénica en Atenas, alrededor del ano 387 a. C., en la que Platon le concede
a esta disciplina un lugar primordia]@ Platén, a pesar de que su principal ocupaciéon fue
la filosofia, mostré siempre un interés especial en el estudio e investigaciéon de la mateméa-
tica, en particular de la geometria, y su influencia fue enorme en el desarrollo de toda la
matemética posterior. Segiin Proclo, Platon y los matematicos de su Academia fueron los
primeros en sistematizar las reglas de la deduccién rigurosa y en llevar a cabo una ordena-
cién logica de los teoremas, iniciando con ello un proceso de estructuracién deductiva que
culmina poco después con la obra de Euclides.

De acuerdo con lo que escribe Proclo en su Comentario al Libro I de Los Elementos de
Fuclides y como viene recogido en [I3], la enorme labor de los platonicos fue incesante y
no tuvo precedentes: “Ampliaron de forma considerable el acervo matematico, clarificaron
algunas definiciones, reorganizaron las hipétesis de partida, rehicieron muchas demostra-
ciones, generalizaron numerosos teoremas, resolvieron una gran cantidad de problemas
pendientes.” Asi mismo, trabajaron en la resolucién con regla y compés de los tres grandes
problemas de la antigiiedad. Cabe mencionar el nombre de dos figuras fundamentales como
son Teeteto (ca. 415-369 a. C.) y Eudoxo (ca. 408-355 a. C.), a quienes se les debe gran

'5En el frontispicio de su Academia aparecia la frase “ATEQMETPHTOXMHAEILEISITO” (“Aqui

no entra nadie que no sepa geometria”).
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parte de la estructura y contenido de la obra de Euclides.

Otro de los alumnos destacados de la academia platénica, fue Aristoteles (ca. 384-322 a.
C.), que fundara su academia en Atenas, el Liceo. Sin embargo, Aristoteles no es total-
mente fiel a la doctrina de Platéon y elabora su propio pensamiento. Una de las principales
discrepancias es precisamente su concepcién del conocimiento al que vincula estrechamen-
te, al contrario que Platon, con el mundo sensible de los objetos materiales. Sin negar su
caracter abstracto, las entidades matemaéticas aristotélicas estan ligadas a la experiencia.
Una de las mayores aportaciones de Aristoteles en la historia de la matematica fue haber
teorizado las reglas deductivas con lo cual establecié “(...) las bases sobre las cuales se
ordena y se erige una ciencia deductiva” (Rey Pastor y Babini, 1985).

Los griegos, y en particular Platén y sus discipulos, ya habian descubierto el valor del
razonamiento deductivo en el que la verdad de las premisas aseguraba la verdad de las
conclusiones, pero serd Aristoteles el primero en proponerlo como la mejor forma de or-
ganizacién y justificacién de las teorias cientificas, no sin antes resolver el problema que
presentaba el proceso de circularidad y el de regresion al infinito de tales premisaﬂ. Entre
otras cosas, Aristoteles introduce en su método el concepto de enunciado evidente, hoy
denominado axioma, que por su naturaleza no necesitaba demostraciéon y que servia como
punto de partida para realizar los razonamientos logicos, asegurando la veracidad de las
conclusiones y el uso correcto de las premisas.

Este modelo de Aristoteles se lleva a la practica por primera vez en la recopilacién que
Euclides de Alejandria (ca. 325-265 a. C.) hace del conocimiento geométrico existente has-
ta su época en su obra Elementos. Esta obra se convertird en el texto sobre geometria
aceptado y estudiado como verdad tinica y universal durante més de 2000 afios.

Euclides, conocido como “el padre de la geometria”, construye siguiendo las directrices del
modelo aristotélico un extenso tratado compuesto por trece libros en los que, con alguna
aportacién original, los conocimientos de sus predecesores y el uso de las reglas légicas,
lleva a cabo una impresionante obra de organizacién y sistematizaciéon que serd el modelo a
seguir por una gran cantidad de matematicos y otros importantes personajes de la ciencia
en general.

La obra euclidiana destaca especialmente por su claridad y rigor en la aplicacién de su
método sintético deductivo, a pesar de algunos fallos descubiertos posteriormente en los
enunciados debidos al cambio de paradigma en el rigor que supuso el paso del tiempo. Asi
mismo, es indudable el valor de la habilidad con la que, a partir de unas pocas definiciones,

axiomas, postulados y un razonamiento légico va demostrando los teoremas, que a su vez

16Su obra Organon constituye el primer tratado sistematico de las leyes del razonamiento deductivo en

su intento de establecer la logica como ciencia.
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le sirven para demostrar otros teoremas. Albert Einstein alababa asi esta habilidad: “Es
maravilloso que un hombre sea capaz de alcanzar tal grado de certeza y pureza haciendo
uso exclusivo de su pensamiento” (P. A. Schilpp. Sketch autobiografico sobre A. Einstein.
Philosopher-Scientist, 1951).

Pero no fue Einstein el tinico en darse cuenta de la magnitud del talento de FEuclides, otros
muchos lo hicieron, incluyendo a aquellos que descubrieron algunos errores logicos y lagu-
nas en su contenido. La intencién de estos no fue nunca menoscabar el gran mérito de la
obra ni del personaje sino adaptarlos a las exigencias que los nuevos tiempos imponian.
La revisiéon de los Elementos y el empeiio por hacer de ellos una obra perfecta y completa
dio realmente su fruto, pues no solo dio lugar a nuevas geometrias a manos de figuras co-
mo Lobachevski, Bolyai o Riemann, sino también a una nueva renovacioén e interpretacion
del sistema axiomético, cuyo principal protagonista, el aleman David Hilbert, mostraba al
mundo en su brillante obra Fundamentos de la geometria.

Después de Fuclides, sigue en vigencia su método, aunque algunos mateméticos como Ar-
quimedes y Apolonio introdujeron otros nuevos. Arquimedes de Samos (ca. 287-212 a. C.)
en su trabajo le da una gran importancia al cdlculo y a la medidam Su método fue fun-
damentalmente geométrico, y la reduccién al absurdo y el método exhaustivo aparecen
constantemente en sus obras. Entre sus estas destacan De la esfera y el cilindro, en la que
realiza un estudio de los mismos; Sobre la medida del circulo, donde presenta una cuadra-
tura del circulo mediante su método de exhaucién y aproxima el ntmero 7w dando una cota
inferior 223/71 y superior de 22/7; o De las espirales, donde analiza curvas y sus elementos
mas representativos e inventa su famosa espiral en su intento de trisecar el &ngulo y cuadrar
el circulﬂ. Por su parte, Apolonio de Perga (ca. 262-190 a. C.) realiz6 importantes tra-
bajos sobre secciones cénicas y curvas planas, asi como sobre las cuadraturas de sus areas
y dio forma a términos como elipse, parabola e hipérbola en su obra Secciones conicas.
El peso de las obras de Euclides, Arquimedes y Apolonio en la geometria fue tan grande
que durante el Imperio romano y el Medievo no se producen avances significativos en esta
disciplina hasta que se tiene lugar un hecho que cambiard el rumbo de la matemaética:
la publicacion, en 1637, del Discurso del método, en el que René Descartes (1596-1650)
formaliza lo que hoy llamamos método cientifico. En él, Descartes establece una conexién
entre esta y el algebra mediante la utilizacién de los métodos de una disciplina en la otra.
De esta forma, Descartes conseguia, por un lado, la representacion de las figuras geométri-
cas mediante expresiones algebraicas y, por otro, la resolucién de forma sencilla y general

de problemas algebraicos complicados valiéndose de coordenadas que asociaban puntos del

Y7 Arquimedes y la Medida del Circulo. Recuperado de (https://fundacionorotava.org/).
'8 Arquimedes. Recuperado de (http://enebro.pntic.mec.es/).
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plano y del espacio con pares y ternas de ntimeros, respectivamente.

El nuevo método atribuido a Descartes, pero ya utilizado anteriormente por Fermat (1601-
1665) y subyacente en la reproduccion de los Elementos de Regiomontano (1450), daba
lugar a la geometria analitica. Esta nueva geometria comenzé a despertar un gran inte-
rés en el mundo matematico y llegé a imponerse durante mas de 150 afios, consiguiendo
numerosos e importantes resultados y una basta produccién matemaética. Cabe destacar
aportaciones como las de Jacob Bernoulli en su estudio de la espiral logaritmica, Maclaurin
con sus resultados sobre ciibicas, cénicas y curvas algebraicas y Fuler con las ecuaciones
generales del cilindro, del cono y de las superficies de revolucién. En 1768, Monge presenta
el resultado de sus investigaciones sobre las ecuaciones del cono de revolucién utilizando
férmulas de la trigonometria esférica, y posteriormente encuentra la ecuacién del plano
normal a una curva en un punto dado. En el tratamiento de estos dos problemas, Monge
tuvo que enfrentarse a dos cuestiones relacionadas con planos y rectas que no habian sido
estudiadas hasta el momento y que hoy dia forman parte de la geometria analitica. Como
expresa Joaquim Berenguer (2016) en [2], Monge se dio cuenta de que, para resolver pro-
blemas mas complejos, era necesario primero dar solucién a dichas cuestiones. En su libro
Feuilles d’analyse appliquée d la géométrie publicado en 1795 trata de forma sistemética
los problemas de planos y rectas. La obra constituye un compendio del trabajo de Monge
sobre geometria analitica y diferencial. En 1827, M&bius introduce las coordenadas bari-
céntricas, precursoras de las coordenadas homogéneas y Pliicker, poco después publica un
tratado sobre geometria analitica bajo el nombre de Analytisch-geometrische Entwickelun-
gen (El desarrollo de la geometria analitica), en el que, como afirman Rey Pastor y Babini
(1985) en [27], se consolida el concepto de coordenada homogénea. El matemaéatico inglés
Arthur Cayley serd otra de las figuras claves en el desarrollo de la geometria analitica con
contribuciones como la geometria de n dimensiones, el desarrollo de la teoria de invariantes
y sus teorfas sobre curvas y superficies y sobre funciones elipticas.

Sin embargo, la geometria analitica no fue la tnica geometria que se gesté en el siglo XVIL.
El interés que habfa surgido en el siglo XV por el misticismo griego y la divina proporcién
habia vinculado estrechamente la geometria y el arte al convertirse la proyeccion, la pro-
porcioén, la perspectiva y el punto de fuga en los principales protagonistas de este tultimo.
Siguiendo esta tendencia, el mateméatico francés Girard Desargues (1591-1661) centr6 sus
investigaciones en el estudio de las propiedades que se conservan en la proyeccién de las
figuras. Su teorema sobre los puntos de interseccién de los lados correspondientes de dos
triangulos en perspectiva, junto con el dado por Blaise Pascal (1623-1662) sobre los puntos
de interseccién de los lados opuestos de un hexagono inscrito en una cénica, constituyeron

una gran aportacion a la geometria proyectiva. No obstante, sus métodos y descubrimientos
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no lograron captar la atencién de los mateméticos de la época debido a una terminologia
que resultaba extrana y al éxito que estaba teniendo la geometria analitica. Por este moti-
vo, la geometria de la proyeccién se mantuvo en la sombra mientras la analitica acumulaba
importantes resultados. Solo serd a finales del siglo XVIII cuando muchos mateméticos
comiencen a cuestionarse las técnicas analiticas, al pensar que sus resultados ocultaban
el significado geométrico. Michel Chasles (1793-1880), partidario del método sintético o
puro en la geometria que defendia el estudio de las figuras geométricas sin recurrir a las
formulas, expresaba el problema de esta manera: “;Fs entonces suficiente en un estudio
filoséfico y bésico de una ciencia saber si algo es verdadero si uno no sabe por qué es asi y
qué lugar deberia ocupar en la serie de verdades a las que pertenece?”@

Esta desconfianza hacia el método analitico hace resurgir de nuevo el interés por la geo-
metria de Pascal y Desargues, sobre la que ya existian algunos teoremas en los trabajos
de Euclides, Apolonio y Pappus, aunque por supuesto no reconocidos como tales en su
época. Uno de los principales protagonistas en la recuperacién de la geometria proyectiva
fue Gaspard Monge (1746-1818), creador de la geometria descriptiva. En su obra Traité
de géometrie descriptive (1799) establece las propiedades de los objetos tridimensionales a
partir del estudio de las de sus proyecciones en el plano utilizando exclusivamente el método
geométrico puro. La influencia de esta obra fue decisiva en el desarrollo de esta disciplina.
Numerosos matemaéticos se implicaron en el estudio de esta, en particular algunos de sus
alumnos de la Escuela Politécnica de Paris. Entre estos, cabe mencionar a Lazare Carnot
(1753-1823), a Charles Brianchon (1785-1823) y Victor Poncelet (1788-1867). La obra de
este altimo fue fundamental para el futuro desarrollo de la geometria proyectiva. En ella,
al igual que Monge, utiliza técnicas puramente geométricas y expone de forma sistemaética
el contenido de esta disciplina. En ella menciona conceptos tan importantes como los de
homografia, homologia, puntos, rectas y planos del infinito, polo y polar o el principio de
dualidad.

Otros matemaéticos seguirdn los pasos de Poncelet. En Francia, Chasles escribia su Trai-
té de géométrie supérieure (1851). En Alemania, Karl von Staudt (1798-1867) exponia la
geometria proyectiva prescindiendo de toda consideracién métrica en su obra Geometrie
der Lage (1847). Este autor le daba un gran impulso a la geometria proyectiva al conver-
tirla en una disciplina auténoma sin usar la métrica. La forma en que consigue esto es,
principalmente, mediante la sustitucién de la nocién de razén doble por la de cuaterna

arménica@ concepto que podia definirse utilizando solo técnicas proyectivas puras. A su

19Citado en (Giovannini 2015, volumen 8, p. 32).
20413 definicion de von Staudt de la cuaterna arménica se basa en la construccion del cuadrilatero

completo, que permite construir, dados tres puntos sobre una linea, el cuatro arménico s6lo mediante

uniones de puntos e intersecciones de rectas.” (Giovannini 2015, volumen 8, p. 39)
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vez, von Staudt servira de modelo a Theodor Reye (1838-1919) en su obra Die Geometrie
der Lage (Geometria de posicion) (1876), utilizada a su vez por David Hilbert en la elabo-
raciéon de su curso sobre geometria proyectiva. Precisamente, uno de los objetivos de este
matematico era lograr en el tratamiento axiomatico de los fundamentos de la geometria
euclidiana el mismo éxito que von Staudt habia conseguido en su tratamiento de la geo-
metria de la proyeccién. También en Alemania, Jakob Steiner (1796-1863), en la misma
linea que von Staudt, mostraba en su trabajo Systematische Entwickelungen (Desarrollo
sistemdtico) (1832) un método de exposicion sin recurrir a figuras geométricas o diagramas
para exponer los diferentes conceptos y propiedades proyectivas.

Pero no solo son estas dos geometrias el centro del pensamiento matematico a partir del
resurgimiento de la geometria en el Renacimiento. Los tres problemas clasicos de la regla
v el compas pendientes de resolverP_r] y las dudas generadas ya desde antiguo acerca de la
autenticidad del quinto postulado de FEuclides continuaban vigentes en esta época y com-
partieron protagonismo con las otras dos geometrias.

Ademads, comienza a surgir una preocupacién por la fundamentacion logica de la ciencia
en general, y de las matematicas en particular. Seran precisamente estos factores los que
contribuyan a la aparicién de nuevos tipos de geometrias y de una nueva forma de entender
las matematicas, como sucedera a partir del siglo XIX con el surgimiento de las geometrias
no euclidianas y el método axiomético formal.

Uno de los problemas que caus6é mayores quebraderos de cabeza a los gedmetras de la
época fue el quinto postulado de la obra euclidiana. Su mayor extensién y complejidad
respecto a los demdas y su aparente carencia de evidencia parecian asemejarle més a un
teorema que a un verdadero postulado. El propio Euclides debia de haber sido consciente
de la dificultad de su asuncién en tanto que solo habia recurrido directamente a él en la
demostracion de la Proposicion 29 de su Libro [ y no la habia utilizado en proposiciones
anteriores, cuya demostracién habria resultado mucho méas sencilla con su uso. Las dudas
sobre el verdadero carédcter del postulado no tardarian en aparecer entre los mismos griegos
y los intentos fallidos por descubrirlo se sucederan hasta que en el siglo XIX se resuelva el
denominado por d’Alembert “escandalo de la geometria”.

El filosofo griego Posidonio (ca. 135-51 a. C.) habia sido uno de los primeros en intentar
demostrar el quinto postulado a partir de los otros cuatro; su fallo, sin embargo, estaria
en que lo habia reemplazado por otro equivalente: “Dos rectas paralelas son equidistantes”,
con lo que lo tinico que conseguia era demostrar uno a partir del otro.

Una demostraciéon parecida la llevé a cabo el comentarista y filésofo Proclo, anadiendo en

21 Estos problemas fueron la cuadratura del circulo, la triseccion del angulo y la duplicaciéon del cubo, y

debian ser resueltos solo mediante una regla sin marcar y un compaés.
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Su caso una nueva suposicion a los cuatro postulados euclidianos: “Si una recta corta a una
de dos paralelas, corta también a la otra”. El resultado tampoco parecia convincente, ya
que la nueva suposicién, como en el caso de Posidonio, también resultaba equivalente al
quinto postulado.

Entre los 4rabes también hubo alguna tentativa en la misma direccién que los anteriores
v que daban como resultado circulos viciosos que no aclaraban nada sobre la verdadera
naturaleza del postulado de las paralelas.

Durante el Renacimiento contintan los intentos por demostrar el postulado utilizando
nuevas reformulaciones. El gran error que se cometia era no darse cuenta de que se estaba
consiguiendo demostrar que el quinto postulado era teorema pero a costa de utilizar, junto
a los otros cuatro axiomas, un enunciado equivalente al mismo. Algunas de las versiones
equivalentes mas conocidas son la de Christopher Clavius: “Si tres puntos estan del mismo
lado de una recta y equidistan de ella, los tres puntos estan alineados”, la de John Wallis:
“Existen tridngulos semejantes no iguales” o la de John Playfair: “Por un punto exterior
a una recta es posible trazar una y sé6lo una paralela a la recta dada”. Este tltimo, tiene
una especial importancia por su gran uso posterior y de él el quinto postulado tomara el
nombre de postulado de las paralelas.

Sin embargo, todas las tentativas seguian siendo infructuosas y surgfa un gran desaliento
en el ambito de las mateméticas y una sospecha de la indemostrabilidad del postulado.
En 1733, no obstante, la publicacién de la obra Fuclides ab omni naevo vindicatus@ del
italiano G. Saccheri el afio de su muerte supondra un cambio significativo en esta situa-
cién. En su publicacion, Saccheri introducia una novedad al utilizar el método indirecto
de demostracién en sus investigaciones sobre el postulado. Pensaba que partiendo de su
negacion se podia llegar a absurdos o contradicciones que pudieran justificar su veracidad.
Realmente, esto era lo que se proponia, ya que queria validar la geometria euclidiana de
tanto peso en sus convicciones y en la geometria de la época.

Saccheri comienza su investigacion, por tanto, tomando los cuatro primeros postulados y
negando el quinto, lo cual suponia afirmar que por un punto exterior a una recta o no pasa-
ba ninguna recta paralela o pasaba mas de una. En esta demostracioén, utiliza el conocido
como cuadrildtero de SaccheriZ]

Saccheri inicia su procedimiento examinando y comparando los angulos del cuadrilatero,

los de la base eran rectos por construcciéon y los superiores demostraba que eran iguales

22Este titulo se suele traducir como Fuclides libre de toda mancha haciendo referencia al deseo de Saccheri

de “liberar” a la obra euclidiana de todo defecto (Klimovsky y Boido, 2005).
28 Aunque se le atribuye a Saccheri, ya habia sido utilizado anteriormente para la demostracion del

postulado por matematicos drabes como Omar Jayam en el siglo XI y Nasir al-Din al-Tusi dos siglos més
tarde (Klimovsky y Boido, 2005).
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con sencillos teoremas de congruencia que no tenfan nada que ver con el quinto postulado.
Se plantea, entonces, tres hipdtesis sobre estos angulos: o los dos eran rectos, o los dos
eran obtusos o los dos eran agudos, y comienza su demostracién esperando encontrar con-
tradicciones que refutaran las dos ultimas posibilidades. Acerca de la demostraciéon de la
hipétesis de los angulos rectos, piensa que si recurre al postulado de las paralelas es muy
facil demostrarla pero que si no lo utiliza, tal demostracién resulta imposible, lo cual de-
jaba abierta la posibilidad de que pudieran ser agudos u obtusos. Ante la imposibilidad de
utilizar el postulado de las paralelas por haber partido de su negacion, Saccheri comienza a
trabajar con las otras dos hipétesis buscando contradicciones que las refutaran. El caso de
los angulos obtusos lo descarta enseguida, al llegar a una contradiccién ya que esta hipote-
sis negaba el segundo postulado de Euclides: “Todo segmento de recta se puede prolongar
indefinidamente en ambas direcciones”. Para su sorpresa, en el caso de los angulos agudos,
Saccheri no consiguié encontrar ninguna contradicciéon. Surgian resultados extrafios que
parecian y antinaturales, pero no contradictorios desde el punto de vista l6gico. Saccheri
estaba seguro de que tales contradicciones tenfan que existir y que no las encontraba debido
a su incapacidad como matemdético, llegando incluso a inventar una especie de contradic-
cion falsa para quedarse tranquilo y no contradecir el paradigma clasico.

Su postura respecto a Euclides queda clara al escribir en su obra que la hip6tesis del an-
gulo agudo no podia ser verdadera ya que, de serlo, las consecuencias “repugnarian a la
naturaleza de la linea recta”. Realmente, su excesiva veneracién a Fuclides y a su obra le
impedian ver que lo antinatural no tenia porqué ser antilégico.

Saccheri no creyd, o mejor dicho, no quiso creer que estaba en el camino correcto y que la
ausencia de contradicciones en la hipétesis del angulo agudo podria estar sugiriendo algo
nuevo y desconocido hasta aquel momento. Sin embargo, el mérito de sus investigaciones
es innegable, no solo por haberse atrevido a una demostracién en un sentido no euclidiano,
sino también por la gran cantidad de proposiciones que dejé demostradas en la blisqueda
de absurdos. Precisamente, estas proposiciones, en su mayoria muy complicadas de demos-
trar, forman parte hoy en dia de la geometria hiperboélica. Seguramente, la aparicién de
esta geometria no se habria retrasado un siglo si su actitud hubiera sido diferente.
Después de Saccheri, algunos matematicos conocedores de su obra intentaron de nuevo
esclarecer la naturaleza del problematico postulado utilizando un método de razonamien-
to logico muy parecido. Uno de ellos, Johann Heinrich Lambert (1728-1777) muestra sus
investigaciones en la obra Theorie der Parellellinien (1766). En ella, Lambert utiliza al
igual que Saccheri un cuadrilatero, pero en su caso es trirrectangulo, y aplica las tres hi-
potesis al cuarto dngulo. El problema surgia de nuevo con la hipétesis del d&ngulo agudo.

Del mismo modo que Saccheri, Lambert obtiene resultados extrafios que le desconciertan.
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Sin embargo, él no ofrece resistencia a sus conclusiones, simplemente muestra hasta donde
pudo llegar y deja un camino abierto a otras posibilidades. Una muestra de esto es la po-
sibilidad que plantea de que la hipétesis del angulo agudo podria describir una geometria
en una esfera de radio imaginario cuyos tridngulos cumplieran que la suma de sus angulos
interiores era menor que dos rectos.

Otro matematico decidido a afrontar el problema del postulado fue Adriano Maria Legen-
dre (1752-1833). En su caso, la demostracion indirecta partiéo de tres hipotesis sobre la
suma de los dngulos internos de un tridngulo e igual que los anteriores se vio incapaz de
rechazar la hipotesis equivalente a la del angulo agudo, sin poder ofrecer una solucién a
este problema.

Ninguno de los tres matematicos consigui6, por tanto, encontrar contradiccién alguna a
la hipotesis del angulo agudo. La razén era, como se descubrié méas tarde, que estaban
enfrentdndose a una geometria que era tan verdadera como la euclidiana. Esta geometria
podia contradecir ciertos teoremas de Fuclides, pero entre sus teoremas estaba descartada
cualquier contradiccion.

El primer matematico que no dudé de que el quinto postulado era indemostrable fue
Karl Friedrich Gauss (1777-1855). Manuscritos encontrados tras su muerte y no publica-
dos muestran que ya en 1792 investigaba el problema del postulado y que veinte afios
més tarde trabajaba con una nueva geometria, diferente de la euclidiana, pero totalmente
consistente. Gauss estaba al corriente del desarrollo de las investigaciones de otros mate-
maéticos e incluso animé a algunos a seguir adelante. Sin embargo, nunca quiso publicar
sus descubrimientos por el miedo a no ser comprendido y ser considerado un excéntrico, y
también por el poco interés que habian mostrado las personas con las que habia hablado
de sus hallazgos. Un testimonio de esto fue la respuesta a una carta de su amigo Wolfgang
Bolyai (1775-1856) sobre el descubrimiento de una nueva geometria por parte de su hijo
Janos Bolyai. Gauss le respondia que el ya era conocedor de la nueva geometria y que
llevaba mucho tiempo dedicandose a ella. Parte de esta carta (como se cita en Klimovsky

y Boido, 2005), es la siguiente:

En cuanto a mi trabajo personal, del cual, hasta aqui, he confiado bien poco
al papel, era mi intencién no dejar que se publicase nada durante mi vida. En
efecto, la mayor parte de los hombres no tienen ideas claras sobre las cuestiones
de que se habla, y yo he encontrado muy pocas personas que prestasen un

especial interés a lo que les comuniqué sobre tal asunto.

En realidad, el descubrimiento que le comunicaba Wolfgang Bolyai no era nada nuevo para
Gauss, como muestra otro extracto de dicha carta: “Si empiezo diciendo que no puedo

elogiar este trabajo ti quedaras, ciertamente, por un instante maravillado; pero no puedo
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decir otra cosa; alabarlo seria alabarme a mi mismo” (Klimovsky y Boido, 2005).

El descubrimiento que Janos Bolyai habfa hecho de una nueva geometria se remonta diez
afios antes de su publicacién entre 1832 y 1833 como apéndice de uno de los libros de su
padre bajo el titulo La ciencia absoluta del espacio. Una prueba de esto es una carta que le
envia a su padre por aquel entonces en la que le dice, como se cita en (Klimovsky y Boido,
2005): “He descubierto cosas tan hermosas que me he quedado sorprendido con ellas (...)
He creado de la nada un nuevo universo”.

Bolyai habfa estudiado las consecuencias de negar el quinto postulado suponiendo los otros
cuatro y no habia podido llegar en sus demostraciones, al igual que sus predecesores, a con-
tradicciéon alguna.

Segun afirma Montesinos en [23], p. 69], el apéndice de Bolyai constaba de 43 secciones
que abarcaban 29 péginas, de las cuales 10 trataban sobre las paralelas y sus propiedades
en la nueva geometria. En las restantes paginas desarrollaba conceptos importantes como
horociclo y horoesfera, denominadas mas tarde por consejo de Gauss como paraciclo y
paraesfera, respectivamente. En la ultima frase de este apéndice, Bolyai planteaba el gran
problema de demostrar ante el mundo matemaético la consistencia de su geometria, un pro-
blema que quedaré pendiente de resolver.

Lobachevski, el brillante e incansable matematico, profesor y mas tarde decano y rector
de la Universidad de Kazan se dedicd desde muy joven al conflicto del quinto postulado,
quizés influido por su profesor Martin Bartels (1769-1836). Su proposito desde un principio
es investigar el impacto que la no verificacion del quinto postulado y aceptacion de los otros
cuatro pudiera tener en la geometria. Esto es lo que hace en Geometriya, completado en
1823, en el que lograba llegar a conclusiones insélitas ante las que su respuesta fue el con-
vencimiento de que se encontraba frente a una nueva y revolucionaria geometria a la que
llam6 geometria imaginaria. En 1826 presenta un informe sobre esta obra ante la sesion del
Departamento de Ciencias Fisico-Matematicas de la Universidad de Kazan. Tal informe fue
rechazado por revolucionario y atrevido. Algo parecido le sucede cuando, en 1829, publica
su memoria Sobre los fundamentos de la geometria en la que incluye todos los resultados
anteriores. FEsta vez, su trabajo fue tachado de ininteligible y desordenado. Sin embargo,
Lobachevski, convencido de que su geometria imaginaria era correcta, vuelve a redactar
sus investigaciones una y otra vez y en varios idiomas, para hacerse comprender. En 1837
publica Géométrie imaginaire pero no serd hasta 1840, con la publicacién en francés y
aleman de Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parellellinien (Investigaciones
geométricas sobre la teoria de las paralelas) que su obra comience a ser aceptada y recono-
cida, no sin antes ser leida y alabada por el “principe de las mateméticas’, Gauss. Gracias

a él, Lobachevski se convierte en un miembro de la Sociedad Cientifica de G&ttingen y el
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primer matematico en conseguir que unas ideas tan rompedoras del paradigma euclidiano,
tan promovido por Kant, pudieran ser igual de respetadas que los cdnones de la antigiie-
dad. A proposito de Kant, esta frase dicha por él define muy bien su apoyo incondicional
a Euclides: “Dios hace geometria de acuerdo con los Elementos de Euclides.”

Los anos que siguieron al descubrimiento de las nuevas geometrias vislumbradas por Sac-
cheri, Lambert y Legendre y desarrolladas por Gauss, Lobachevski y Bolyai, fueron muy
poco conocidas debido principalmente a las teorias filoséficas dominantes en aquel momen-
to, a la incomodidad de los matematicos ante las nuevas y extranas ideas, al protagonismo
de la geometria proyectiva y a la poca difusién de la que fueron objeto. No obstante, la
situacion comenzard a cambiar debido a una conjuncién de diversos factores. En primer
lugar, salen a la luz los manuscritos no publicados de Gauss que demostraban que ya era
conocedor de las geometrias no euclidianas; en segundo lugar, Richard Baltzer reconocia
el valor de estas geometrias en su trabajo Die Elemente der Mathematik. Aparte de esto,
un grupo de mateméticosPE] de diferentes paises comienzan a interesarse por el tema y a
promover su conocimiento.

Una vez reconocida la importancia de estas nuevas geometrias por la comunidad mateméa-
tica, estas comienzan a ser objeto de estudio desde dos perspectivas diferentes: la métrico-
diferencial y la métrico-proyectiva.

El primer intento en tratar las geometrfas no euclidianas desde la geometria métrico-
diferencial fue el del alemén Bernhard Riemann (1826-1866), discipulo de Gauss e inspira-
dor de la teoria de la relatividad de Einstein.

A Riemann se le debe el desarrollo de una nueva geometria al reemplazar el quinto pos-
tulado euclidiano por el de “Por un punto exterior a una recta no puede trazarse ninguna
paralela” que se correspondia con la hipotesis del angulo obtuso de Lambert y Saccheri. En
esta nueva geometria, que tenfa como caso particular a la geometria esférica, las paralelas
no eran posibles porque todas las lineas rectas se cortaban y estas lineas eran ademas ili-
mitadas pero de longitud finita. En 1854, en su tesis de habilitacic’)n[g_gl para la obtencién del
puesto de Privatdozent por la Universidad de Gottingen, expone conceptos esenciales de
su geometria como el espacio n-dimensional, la nocién de curvatura y tensor de curvatura

v define lo que hoy conocemos como espacio riemanniano.

24En Alemania, Heinrich Richard Baltzer estudia la curvatura de las superficies; en Francia, Guillaume
Jules Hoiiel traduce el Apéndice de Bolyai; en Inglaterra, William Kingdow Clifford es uno de los iniciadores
de la geometria algebraica, y en Espafa, Zoel Garcia de Galdeano contribuye a la divulgacién de la
geometria no euclidiana en la primera revista matematica espaiiola que él mismo funda en 1891, El progreso

matemdtico (Rey Pastor y Babini, 1985).
%5 Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen (Sobre las hipdtesis en que se funda la

geometria)
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Aparte de la introduccién de una nueva geometria no euclidiana, denominada por Klein
geometria eliptica, a Riemann se le debe el mérito de establecer una geometria generalizada
que abarcaba todas las geometrias ya que estaba caracterizada por una métrica que podia
dar origen a la geometria euclidiana, a la hiperbélica o a la creada por él mismo.

Los conceptos tratados por Riemann seran de suma importancia para definir propiedades
de las tres geometrias como las diferentes curvaturas que las caracterizaban. Mientras el
modelo de Bolyai-Lobachevski era el de una silla de montar en el que la suma de los angulos
interiores de un tridngulo era menor de 180° y la curvatura negativa, el modelo ideal de
Riemann era una esfera de curvatura positiva donde la suma de los angulos interiores de
un triangulo era mayor de 180°. En el caso de la geometria plana, euclidiana o parabélica,
la curvatura era nula y los dngulos internos de un tridngulo sumarian exactamente 180°.
La aportaciéon de Riemann a las geometrias no euclidianas fue fundamental, no solo por
haber introducido una nueva, sino también por haber conseguido aunar las ya existentes.
Una vez descubiertas las nuevas geometrias, aunque sus protagonistas estaban convencidos
de su consistencia, necesitaban demostrarla. Con este objetivo, comenzaran a construirse
modelos como el llevado a cabo por Eugenio Beltrami (1835-1900). Su trabajo se centrd
en el estudio de una superficie de curvatura constante negativa denominada pseudoesfera,
que era generada a partir de la rotacién de una curva plana llamada tractriz alrededor de
su asintota. La geometria sobre la superficie de la pseudoesfera resultaba ser un ejemplo
de geometria hiperbdlica, del mismo modo que la geometria plana era un ejemplo de geo-
metria parabolica y la geometria de la esfera lo era de la geometria eliptica (Rey Pastor y
Babini, 1985). Beltrami, con este modelo de la geometria hiperbélica (pseudoesfera) dentro
de la euclidiana, demostraba que si la euclidiana era consistente, la hiperbdlica también
deberia serlo.

Por otra parte, el estudio de las nuevas geometrias desde la perspectiva métrico-proyectiva
fue iniciado por Cayley en 1859. Cayley demostraba que las propiedades métricas podian
traducirse en propiedades proyectivas mediante el uso de conicas y cuadricas absolutas. A
partir de estas conicas y cuadricas se podian obtener diferentes geometrias entre las que se
encontraban las no euclidianas.

En 1871, Felix Klein (1849-1925) demostraba que dentro de la geometria proyectiva se
podian definir las geometrias euclidiana, hiperbdlica y eliptica. El ano siguiente, este ma-
tematico daba su conferencia inaugural como catedratico de la Universidad de Erlangen,
en la que exponfa su conocido Programa de Erlcmgeﬂ En su discurso, Klein intentaba

aclarar el concepto de lo que era una geometria ante la confusién surgida por la aparicién

26publicado bajo el titulo Vergleichende Betrachtungen tber neuere geometrische Forschungen, en cas-

tellano: Consideraciones comparativas de las nuevas investigaciones geométricas.
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de nuevos tipos de esta disciplina. Para ello, daba una definiciéon formal de esta y muy
diferente del concepto de geometria asociado al de Fuclides. En su programa, Klein definfa
la geometria de este modoE]: “Dado un conjunto de cualquier ntimero de dimensiones, y
un grupo de transformaciones entre sus elementos, se llama geometria al estudio de las
propiedades de aquel conjunto que son invariantes respecto de las transformaciones de este
grupo”. En esta misma conferencia, exponia también su modelo n-dimensional para mos-
trar la consistencia relativa de la geometria hipérbolica, que generalizaba el de Beltrami
v se basaba en la geometria proyectiva. Klein utilizaba para ello un disco abierto unidad,
donde las rectas son las cuerdas de circunferencia que intersecan al disco@ Ademas, Klein
caracterizaba todas las geometrias utilizando la nocién de grupo, demostraba que las téc-
nicas analiticas y sintéticas daban lugar a las mismas geometrias y las clasificaba después
de demostrar que todas constituian casos particulares de la proyectiva.

Ademaés de los modelos anteriormente mencionados, el francés Henri Poincaré (1854-1912)
aportaba dos modelos de la geometria hiperbélica en dos dimensiones para los que utiliza
el interior del disco unidad y el semiplano superior, respectivamente.

Una vez demostrada la consistencia relativa de esta geometria, la de Euclides se convertia
en un caso particular de la geometria general y dejaba de tener la primacia que se le adju-
dicado hasta ese momento. Por su parte, la teoria de la relatividad de Einstein, apoyada en
las nuevas geometrias, mostraba que la geometria del cosmos no tenfa por qué ser euclidea.
La aceptacion de las extranas geometrias rompian el vinculo del mundo real fisico y la ma-
tematica y hacian surgir la idea de que las nociones y teoremas mateméticos tenian validez
en si mismos y debian estar guiados por criterios decididos por los propios mateméticos
de acuerdo con el rigor légico y Conceptua@. Esto daba lugar a nuevas vias de investi-
gacién y a una acumulacién enorme de nuevos conocimientos que presentaban problemas,
especialmente en el dlgebra, la aritmética y la geometria. La dificultad para resolver estos
problemas originaban una crisis de desconfianza en las matematicas que exigia una revisién
de sus fundamentos y del concepto de rigor.

Surgia una nueva concepcion del rigor en los métodos axiomaticos que afectaba tanto a
los axiomas y a las reglas, como a los procedimientos utilizados. Ademas, las relaciones se
imponian a los contenidos empiricos euclideos y la verdad pasaba a ser ahora una verdad de
tipo légico, que solo consistia en la coherencia de los enunciados con el sistema en cuestion.

La nueva rigurosidad relegaba a un segundo plano al intuicionismo y abria dos vias de

*Tal y como cita Sanchez Ron en su introduccién [30] de (Hilbert 1991).
Marquez, J. M. (2016). El plano hiperbélico: historia y fundamentos (Trabajo fin de grado). Universidad

de Sevilla, Sevilla, Espafia.
2 Anon. s. f. Capitulo I: Las geometria no euclidianas. Recuperado de (http://centroedumate-

matica.com/cifemat/).
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investigacion en la bisqueda de unas bases sélidas para las matemaéticas, ambas con una
tendencia a la abstraccién y a la generalizacién pero desde dos puntos de vista diferentes.
Por una parte surgia la via de la légica matematica que buscaba una relacién estrecha en-
tre ambas disciplinas y, por otra, estaba la del formalismo que aspiraba a una matematica
libre de contradicciones.

En lo referente a la primera, ya en el siglo XVII la légica aristotélica habia experimentado
una gran evolucién a partir de Leibniz y ahora se produciré en ella una tendencia cada vez
mayor hacia el simbolismo y la formalizacién. En una primera etapa se intentardn solu-
cionar algunos problemas e imprimir rigurosidad en el andlisis y en el algebra procurando
un acercamiento entre légica y matematica. Mas tarde, en una segunda etapa, se buscara
reducir la matematica a la logica. Entre los mateméaticos destacados en la primera, figu-
ran, entre otros, A. Louis Cauchy (1789-1857), que fundamenta el andlisis en el concepto
de limite; K. Weierstrass (1815-1897), con su estudio de los irracionales, y Georg Cantor
(1845-1918), quien desarrolla la teoria de conjuntos.

Entre los mateméaticos de la segunda etapa, de cardcter més logicista cabe mencionar a
los britanicos De Morgan (1806-1871) y George Boole (1815-1864), los cuales crean nuevas
notaciones y lenguajes simbolicos. Por un lado, Boole aplica el calculo matematico a la
logica en su obra An investigation of the laws of thought y, por otro, De Morgan formula
las leyes que llevan su nombre y fundamenta la teorfa de la matematica simboélica moderna.
Con Charles Sanders Peirce, la matematica y la logica se acercan atn mas. Sin embargo, el
mayor acercamiento se producira con el filésofo y matematico aleméan Gottlob Frege (1848-
1925), conocido como el padre de la légica, de la filosofia analitica y del simbolismo logico.
Frege estaba convencido de que tanto las matemaéticas como el lenguaje se podian reducir a
la logica, lo que le llevara a desarrollar un programa para investigar los fundamentos logicos
en ambos dmbitos. En su obraP)| elabora el primer sistema de logica matematica utilizando
un lenguaje simbdlico, indicando siempre como utilizar las diferentes variables y cuantifica-
dores. En Grundlagen der Arithmetik (Fundamentos de la aritmética) (1884) establece los
fundamentos filos6ficos de las matematicas y en Uber Sinn und Bedeutung (Sobre el sentido
y la referencia) (1892) hace lo mismo con los del lenguaje. Otras aportaciones en el mismo
sentido las hacian el italiano Giuseppe Peano (1858-1932) con su Formulario Mathematico
v Russell y Whitehead, con su trabajo conjunto Principia Mathematica, una obra con la
que intentan fundamentar el conocimiento mateméatico de su época en la légica.

Por su parte la corriente formalista desarrollada paralelamente en la geometria, buscaba

mantener la logica aristotélica, imponer la abstraccion y el rigor en el método axiomético

30 Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens (Ideografia,

un lenguaje formal del pensamiento puro a imitacion de la aritmética) (1879)
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y liberarlo tanto de lo superfluo como de los modelos fisicos. Esta tendencia se imponia
incluso en la geometria proyectiva, como lo mostraba la obra de von Staudt (1798-1867)
Geometrie der Lage, en la que no se utilizaba nociéon métrica alguna.

El primero en elaborar un sistema axiomatico formal de la geometria fue Moritz Pasch
(1843-1930) en su obra Vorlesungen iiber neuere Geometrie (1882). Aunque la obra presen-
taba ciertas imperfecciones y ambigiiedades, su modelo sera seguido por otros importantes
matematicos como Giuseppe Peano, quien utiliza los mismos axiomas que Pasch aunque
reelaborados y en un nimero més reducido, Giuseppe Veronese, (1854-1917) que desarrolla
un sistema bastante complicado o Mario Pieri (1860-1913), quien utiliza solo los términos
primitivos punto y movimiento.

El intento més importante de axiomatizar la geometria, sin embargo, serd el realizado por
David Hilbert en sus Grundlagen der Geometrie (Fundamentos de la geometria) (1899),
una obra con la que se iniciaba una nueva forma de abordar la geometria euclidiana desde
una perspectiva formal, que se extendera posteriormente a otras ramas de la ciencia. El pro-
posito de Hilbert era corregir algunos fallos y carencias del sistema axiomatico de Euclides
(especialmente, suposiciones implicitas y fallos de rigor) que ya habian sido descubiertos
y dotarla de un caréicter formal y abstracto haciendo un uso minimo del simbolismo y de
elementos bésicos en sus demostraciones. En el sistema que utiliza Hilbert en los Grund-
langen los axiomas dejan de ser verdades evidentes para convertirse en construcciones del
pensamiento, realizadas libre y arbitrariamente y lo iinico que resulta licito suponer de los
elementos primitivos es lo expresado en esos axiomas, como él mismo expresa: “los elemen-
tos tales como el punto, la recta y el plano, se pueden sustituir con mesas, sillas, jarras
de cerveza y otros objetos”. Asi mismo, hay que destacar la importancia que Hilbert le da
a las relaciones. En una carta escrita a Frege en 1899, durante la polémica surgida entre
ambos tras la publicacién de los Grundlagen le decia: “Cada teoria no es sino un tinglado
o esquema de conceptos junto con ciertas relaciones necesarias entre ellos, y sus elementos
bésicos pueden ser pensados libremente.” Por otra parte, como consecuencia del nuevo con-
cepto de axioma, la nocién de verdad también resultaba alterada. Ahora, esta verdad en
lugar de fundamentarse en la evidencia, simplemente lo hacia en la no contradiccién logica
de los enunciados entre si o con el sistema donde habian sido establecidos. La consecuencia
de este nuevo concepto de verdad la cual tenfa caracter l6gico, abria la posibilidad a que
los axiomas validos para una teoria pudieran no serlo para otra.

Aunque Hilbert se limita a presentar su sistema axiomético de la geometria euclidiana sin
dar muchas explicaciones de las caracteristicas del mismo, lo cierto es que tales explicacio-
nes no debieron ser muy necesarias ya que el impacto que la obra causé fue precisamente

por la claridad, la sencillez y el rigor con que realiza su exposicion. A esto se anadia, lo que
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comentaba Freudenthal sobre la obra: “(...) en el ejemplo profundamente elaborado de una
teoria axiomaética, como lo son los Grundlagen, hay una fuerza de conviccién infinitamente
mayor que en las exposiciones filosoficas y programaticas”.

Después de los Grundlagen, Hilbert se adentrara sin embargo en el campo de la légica ma-
temética y su formalismo evolucionard hacia una postura més cercana a esta aunque sin
caer en el reduccionismo de Frege. Su intencion era llevar su método a los demas campos
de la matematica y para ello iniciaba un ambicioso programa que se verd truncado, sin

embargo, tras la publicacién de los famosos teoremas de incompletitud de K. Godel.
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CAPITULO 1. CONTEXTUALIZACION



Capitulo 2

El sistema axiomatico

2.1. Introduccién

En general, se puede decir que un sistema axiomaético es una forma de organizar de
manera racional los conocimientos relativos a una teoria. Se comienza enunciando unos
conceptos bésicos y los axiomas —esto es, ideas no deducibles de otras ideas en dicho
sistema— y consiste en derivar de estos, siguiendo el razonamiento légico deductivo, el resto
de proposiciones que componen la teorfa en cuestion.

De acuerdo con el prologo que Mario Bunge escribe en el libro [20], son muchos los be-
neficios y virtudes de organizar una rama del conocimiento segiin el método axiomatico,
entre los que se encuentran: “(...) economia, aceleracion de la deduccion, facilitacion del
examen de coherencia légica, puesta en descubierto de suposiciones, individualizacién de
los conceptos bésicos o primitivos (definidores), y busqueda de fundamentos cada vez mas
profundos.” Es precisamente por estos motivos que el método axiomatico tiene un cierto
caracter pedagégico y didactico y cuenta con un amplio rango de aplicacién, desde la geo-
metria euclidiana en sus origenes hasta la fisica, la economia, la filosofia o incluso otras
ramas de la matemética a dia de hoy.

Aunque no se profundice en ello, se debe sefialar que en la literatura se suele hablar de
sistema sintdctico para referirse a los sistemas axiomaticos en su mayor grado de abs-
traccion, compuestos tan solo por signos, formulas (combinaciones de signos) y reglas de
transformacién que permiten obtener unas férmulas a partir de otras, cuyas expresiones
son ajenas a cualquier tipo de significacion llegando a considerarse una especie de cdlculo.
De hecho, segun Klimovsky y Boido (2005), el sistema axioméatico es un caso particular
de sistema sintactico, donde ni términos primitivos ni proposiciones tienen significacion,
“pero en donde las reglas de transformaciéon no son cualesquiera, sino las reglas deductivas

de una légica formal”.
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En este capitulo se pretende describir las caracteristicas de un sistema axiomético mo-
derno, es decir, cémo se plantea, cual es su estructura... asi como explicar las propiedades
fundamentales que deben cumplir para ser considerados aceptados. Para ello, las fuentes
que se han seguido son [I], [7], [19], [28] v [31]. Por ultimo, se realizara una comparacion
de los dos sistemas axiomaticos por excelencia para la geometria: el de Euclides y el de
Hilbert.

2.2. Caracteristicas del sistema axiomatico

2.2.1. Elementos de un sistema axiomatico

Un sistema axiomatico estd compuesto por una serie de términos no definidos o primi-
tivos, definiciones, axiomas, teoremas y demostraciones. Pero antes de profundizar en la
descripcion de estos elementos, Klimovsky y Boido (2005) afirman que es necesario hacer
referencia a la ldgica subyacente o presupuesta, ya que tanto para deducir los teoremas de
los axiomas como para decidir si una expresién ha sido construida correctamente hay que
utilizar precisamente la légica.

En cuanto a la légica subyacente, lo primero es indicar las categorias gramaticales de los
términos con los que se trabaja ya que, por ejemplo, “punto” y “recta” no se encuentran al
mismo nivel que “corresponderse mutuamente con”, pues aquellos términos son individuos
v este se trata de una relacidn binaria entre aquellos. Ademés de las categorias, también
se deben senalar los operadores ldgicos utilizados en las proposiciones, como y, o, todos,
algin, entonces... que permiten conectar sentencias. Otro aspecto importante es la morfo-
logia, necesaria para distinguir una expresién correctamente formada del discurso de otra
que no lo es. Asi, las reglas morfoldgicas son aquellas que deciden qué tipo de expresiones y
combinaciones de simbolos son validas en una sentencia. Por otro lado, no solo se contara
con reglas morfolégicas, sino que también serd importante contar con reglas de deduccion
o de inferencia légica, como el modus ponendo ponens o el modus tollendo tollenﬂ que
permiten obtener unas proposiciones a partir de otras. Un tltimo elemento a considerar en
la l6gica que subyace al sistema axiomético son las reglas de definicion, sin las cuales seria
imposible obtener nuevos términos especificos del discurso a partir de los ya dados.

Una vez aclarada la légica que subyace, se pueden describir el resto de elementos presentes
en el sistema axiomético.

Generalmente, la estructura del sistema axiomaético sigue el orden de definiciones, axiomas,

'El modus ponendo ponens (si P implica Q siendo P verdad, entonces Q también es verdad) y el
modus tollendo tollens (si P implica @, y Q no es cierto, entonces P no es cierto) son ambas reglas de

transformacién y forman parte de la llamada [dgica proposicional.
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teoremas y demostraciones, aunque no tiene por qué ser siempre asi. Por simplicidad, se
considerardn como tales las partes principales y el orden en que se organiza una exposicion
axiomatica. La primera parte consta del vocabulario técnico, compuesto por unos términos
primitivos, que no se definen y carecen de significado, y por unos términos definidos me-
diante las reglas de definicién. Algunos ejemplos de estos términos primitivos pueden ser
punto y recta en geometria, o conjunto y elemento en otras ramas de la mateméatica. Lo
importante es comenzar con un minimo nimero de términos no definidos para, a partir de
ellos y de otros definidos previamente, definir otras palabras del vocabulario especifico. La
segunda parte de un sistema axiomético estd compuesta por una lista de aziomas, esto es,
enunciados elegidos arbitrariamente que se aceptan sin necesidad de demostracion y que
compondréan la base de la que se deducen las deméas proposiciones del discurso. Entonces,
a partir de ellos y mediante reglas de operacién, se pueden deducir lé6gicamente el resto de
propiedades que nos encontramos en el sistema. Todas las suposiciones relevantes tienen
que estar establecidas en los axiomas y las Unicas propiedades de los términos indefinidos
que se pueden emplear son aquellas que estan explicitamente enunciadas en ellos. Es decir,
cualquier otra propiedad que podamos conocer por la intuicién o cualquier experiencia
previa, por muy intuitiva que sea, no puede ser utilizada en el sistema hasta que no haya
sido demostrado que se sigue de los axiomas. Finalmente, la ultima y generalmente maés
extensa de las partes de un sistema axiomaético consiste en los teoremas y sus demostacio-
nes. Etimoloégicamente, la palabra theo’remaE] proviene del sufijo griego -ma (resultado de
la accion que indica la palabra que acompana) anadido al verbo griego theoréo (observar,
examinar, inspeccionar, etc.). Asi, en un sentido clasico, teorema es “el resultado de obser-
var, reflexionar y analizar con atencién y detenimiento”, “el resultado de una demostracién
logica”. Para Klimovsky y Boido (2005) habra dos concepciones distintas de verdad, la de
caracter seméntico de Aristotles v la de caracter sintéctico de los sistemas axiomaticos. Lo

expresa como sigue:

El concepto aristotélico de verdad, dada la alusién seméntica que involucra y
que por tanto se refiere a la verdad o falsedad de proposiciones, no se aplica
a las cuasiproposicioneﬂ de los sistemas axiomaticos. (...) Si, para los logicos
contemporéaneos, “sintaxis” se refiere a las formas de las expresiones, y “se-
mantica” a su significado y contenido, en el caso de los sistemas axiomaticos

la dimensién sintéictica estd presente, aunque no la semnéntica. Podemos, en-

2«TEOREMA». Etimologias de Chile - Diccionario que explica el origen de las palabras. Recuperado

de (http://etimologias.dechile.net/?teorema).
3En [19], se emplea el término “cuasiproposicién” para referirse a aquellas expresiones que se constru-

yen de acuerdo con las reglas gramaticales pero que no son auténticas proposiciones, pues carecen de la

significacién y el contenido seméntico que estas poseen.
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tonces, introducir una nocién de “verdad sintactica”, de acuerdo con la cual
una cuasiproposicion es verdadera si y solo si es teorema, o sea, si se puede

demostrar a partir de los axiomas.

Por altimo, se debe mencionar que es posible referirse a teorema en términos de propo-
sicién, pero también de lema y corolario. Proposicién acostumbra utilizarse como sinénimo
de teorema aunque suele tener menos importancia que este, dado que teorema normalmente
se reserva para los resultados mas importantes o que tienen demostraciones mas extensas
o complejas. En cambio, tanto lema como corolario tienen una connotacién ligeramente
distinta. Un lema es un teorema que se establece como un paso previo a algtn resultado
més importante y un corolario es un teorema que puede ser ficil y rdpidamente deducido
de un teorema previo.

En lo referente a la demostracion de teoremas, esta se realiza mediante un proceso de enca-
denamiento légico a partir de ciertas hipotesis, que conduce a la tesis que se quiere probar.
La claridad, precisién y no ambigiiedad del lenguaje utilizado en las demostraciones son

muy importantes pues guian al lector y facilitan el proceso deductivo.

2.2.2. Propiedades de los sistemas axiomaticos

Para poder determinar la bondad de un sistema axiomético, existen ciertas propiedades
que pueden verificar. Entre estas principalmente figuran la consistencia, la completitud, la
saturacion, la independencia, la decidibilidad sintactica y la categoricidad. Si bien todas
ellas son propiedades convenientes o deseables, alguna de ellas serad incluso indispensable.
En lo referente a la primera de estas propiedades, se dice que un sistema axiomatico es
consistente si no es posible que dentro de él pueda existir un teorema de modo que su
negacion sea también teorema. En otras palabras, un sistema axiomatico que goce de con-
sistencia no poseerd dos teoremas que se contradigan.

La siguiente propiedad que puede poseer un sistema de este tipo es la de completitud. Los
sistemas axiomaéticos completos son aquellos en los que, a partir del conjunto de axiomas,
es posible demostrar la verdad o falsedad de cualquier proposicién del sistema.

En tercer lugar, se encuentra la propiedad de satumcio’nﬂ Un sistema axiomatico serd
saturado siempre que no pueda ser anadido, al conjunto de axiomas establecido, un nuevo

axioma que no sea teorema ni lo sea su negacién. Es decir, si un sistema no es saturado,

*En realidad, las propiedades de completitud y saturaciéon se consideran intercambiables. Dada una
proposicién en un sistema completo, se puede demostrar que ella o su negacién es un teorema del mismo,
esto es, el sistema es saturado. Reciprocamente, en un sistema saturado no se puede ampliar el conjunto

de axiomas y, por tanto, toda proposicién —o su negacién— serd deducible de dicho conjunto.
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entonces es susceptible de ampliacién, ya que existe un axioma que ni el ni su negacién
son teorema v que puede anadirse al conjunto de axiomas estipulado.

A continuacion, se puede plantear qué pasaria al anadir un nuevo axioma a un sistema axio-
matico saturado: dicho axioma resultaria dependiente de ellos, por lo que se trataria de un
teorema y no un axioma. Por lo tanto, relacionada con la propiedad de saturaciéon, aparece
la de independencia. Un axioma de un conjunto de axiomas se considera independiente si
no se puede deducir de los otros axiomas del conjunto, es decir, si ni él ni su negacién son
teorema del sistema. Como consecuencia, un sistema axiomatico serd independiente si y
solo si cada uno de sus axiomas es independiente.

En cuanto a la decibilidad sintactica, un sistema axiomatico es decidible si existe un método
tal que, para cualquier proposicién del sistema, puede declarar si se trata de un teorema o
no dentro del sistema. Este método puede compararse con un algoritmo que, en un niimero
finito de pasos, es capaz de de decidir si una proposicién es realmente un teorema.
Finalmente, esta la categoricidad. Pero antes hablar de esta propiedad es importante ha-
blar de otro concepto estrechamente ligado a las propiedades de un sistema axiomatico:
se trata del concepto de interpretacion. Segin lo dicho antes, el vocabulario de los siste-
mags axiométicos posee una categoria gramatical pero carece de significado, tratandose de
una especie de recipiente vacio a la espera de ser rellenado por un contenido semantico.
Entonces, una interpretacion de un sistema axiomatico es una asignaciéon de significado
a los términos primitivos, del cual estaban desprovistos. Una buena forma de enfocar el
concepto de interpretacion es la que se realiza en [19, p. 125-127], en la que se compara
con un diccionario compuesto por dos columnas: la de la izquierda con los términos pri-
mitivos del sistema axiomaéatico y la de la derecha con el significado que se les otorga a
cada uno de aquellos. Siguiendo su razonamiento, dicho diccionario convertiria el sistema
axiomatico en algo tangible, que nos permite hablar del mundo por medio de expresiones
que pueden ser verdaderas o falsas, pues pueden existir tanto interpretaciones acertadas e
interesantes como otras que no lo sean. No obstante, en un caso o en el otro, el sistema
axiomético se trataria de un sistema interpretado, ahora con contenido semantico. Si dicha
interpretacion hace verdadero un axioma, entonces satisface dicho axioma. De este modo,
una interpretacién de un sistema axiomaético que hace todos sus axiomas verdaderos, se
denomina modelo del sistema y, dado que todos los axiomas se cumplen en la interpreta-
cién, al mismo tiempo, todos los teoremas que se habian derivado de los axiomas en el
sistema axiomatico se transformaran en proposiciones igualmente verdaderas en el modelo,
va que para deducir los teoremas a partir de los axiomas en el sistema axiomético original
se habian empleado las reglas de la deduccién logica. Asi mismo, se dird que un sistema

axiomatico es satisfactible si posee al menos un modelo.
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Segun Kline en [18] p. 1337], un sistema es categorico

(...) si entre dos colecciones cualesquiera, cada una de las cuales contiene con-
ceptos no definidos y satisface los axiomas, se puede establecer una correspon-
dencia biunivoca para los conceptos no definidos que preserve las relaciones

establecidas por los axiomas; esto es, ambos sistemas son isomorfos.

Esto significa que la categoricidad indica que las distintas interpretaciones del sistema
axiomatico difieren tan solo en el lenguaje utilizado.
La nocién de modelo es de gran utilidad en el descubrimiento de nuevos conocimientos

cientificos acerca de una materia en particular:

La matemaética seria un procedimiento “por anticipado” para proporcionar ver-
dades a todos aquellos que descubren, en el transcurso de una investigacién,
que se hallan ante un modelo de un sistema axiomético. (...) el cientifico puede
encontrarse con abundantes lotes de verdades en su propio campo de investi-
gacion, verdades que quizas él mismo no hubiera podido obtener directamente
(Klimovsky y Boido, 2005, p. 127).

Ademas de para descubrir todo tipo de resultados novedosos en diversas areas de conoci-
miento, los modelos también son un “método indirecto” para determinar cuando un sistema
axiomatico cumple alguna de las propiedades anteriormente mencionadas.

De la definiciéon de consistencia se deduce que para comprobar si un sistema axiomatico
verifica dicha propiedad, se tendria que probar que nunca un axioma o un teorema contra-
dirad a otro axioma o teorema dentro de la teoria. Sin embargo, esta no es una tarea facil. Si
hubiese algtin modo de saber si de un conjunto de axiomas se han deducido todos los teo-
remas, solo se tendria que ir examinando uno por uno la no contradiccién. Pero esto no es
posible en la mayoria de las teorias, ya que el conjunto de teoremas no suele estar completa-
mente determinado y tampoco se tiene garantia de que después no surja una contradiccién.
El método de la interpretacién puede ser usado para establecer la consistencia relativaE]: si
la teoria axiomatica t se interpreta en la teoria t’, de modo que todos los axiomas A; de
t se interpretan como afirmaciones verdaderas A} de t'. Todos los teoremas de t, es decir,
cualquier proposicion A logicamente deducible de los axiomas A; en ¢, es interpretada en
t' por una proposicion A’, la cual se deduce en t' de las interpretaciones A/ de los axiomas
A; y es, por tanto, cierta. Ahora, si se supone que la teoria t es inconsistente, es decir, los

enunciados A y su negacion son deducibles en ella, se sigue que las proposiciones A" y = A’

5Una explicacién mas detallada puede encontrarse en Aziomatic method - Encyclopedia of Mathematics.

Recuperado de (https://encyclopediaofmath.org/index.php?title=Axiomatic_method).
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son ambas afirmaciones verdaderas en t', esto es, t' es inconsistente.

El punto débil de este método es que solo proporciona un caricter relativo. No obstante,
gracias a él se pudo descubrir que la aritmética tiene un papel especial, pues se trata de
una rama de la matemaética a cuya consistencia se reduce el problema de consistencia de
muchas otras ramas.

La importancia de la consistencia en los sistemas axiomaticos estd en dos motivos funda-
mentales. Por un lado, que un sistema axiomaético sea inconsistente quiere decir que en él
se puede encontrar un teorema tal que su negacién sea también teorema. Esto permitiria
tomar como premisas tanto un enunciado como su negacién y, haciendo uso de la l6gi-
ca, deducir de ellos cualquier otra proposicién. Por otro lado, un sistema inconsistente no
puede admitir un modelo, ya que el sistema interpretado contaria con un teorema falso
y por consiguiente carecerfa de aplicacién practica. Todo esto hace de la consistencia una
propiedad imprescindible en los sistemas axiomaticos.

Otro asunto importante a la hora de construir un sistema axiomético si los axiomas ele-
gidos son independientes entre si, o por el contrario alguno de ellos se podria derivar de
los demas. Aunque la condicién de consistencia era esencial, la de independencia sera con-
veniente pero no tendra cardcter imprescindible. Serd por elegancia o economia el utilizar
un grupo minimo de axiomas. Si en un sistema axiomadtico un axioma es en realidad una
proposicion deducible, o teorema, de los demds axiomas (suponiendo que su negacién no
sea teorema), existiria una especie de dependencia entre los axiomas. Pero, como afirman
Klimovsky y Boido (2005), nada impediria su inclusiéon como axioma desde el punto de
vista logico. Lo peor que podria ocurrir es no saber si una proposicién se trata de un axio-
ma o de un teorema; en ese caso, como ocurrié con el quinto postulado, permanecera en
la lista de axiomas hasta que se resuelva la incégnita que le rodea: si se demuestra que es
deducible de los demas axiomas, se extrae de la lista y pasa a formar parte del conjunto de
teoremas; en caso de demostrar su independencia respecto de los otros axiomas, permanece
en la lista de axiomas en calidad de axioma. El método de interpretaciéon también se puede
utilizar, al igual que para probar la consistencia, para resolver la cuestién de independencia
en un sistema de axiomas: para probar que un axioma A de una teoria axiomatica T es
independiente de los deméas axiomas de dicha teoria, es decir, que no se pueda deducir de
ellos, y su inclusiéon sea entonces esencial para obtener todos los resultados de la teorfa, es
suficiente establecer la consistencia de la teoria obtenida tras reemplazar A por su nega-
cion.

En cuanto a la completitud y la decidibilidad, ambas se tratan de propiedades deseables

pero no siempre estan presentes en los sistemas axiomaticos.
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2.3. El método axiomatico en Euclides y Hilbert

El método axiomético fundado en los principios de la légica aristotélica esta asociado
a dos personajes fundamentales como son Euclides y Hilbert, conocidos especialmente por
la trascendencia y repercusién de sus obras FElementos y Fundamentos de la geometria,
respectivamente.
La importancia de los Elementos es indudable al constituir la primera obra estructurada
en forma de teoria demostrativaﬁ sobre unos principios tan sélidos como los aristotélicos
que seran fundamentales en la construccién de numerosas disciplinas desde su época hasta
nuestros dias. Los Fundamentos de Hilbert suponen, por su parte, el intento mas impor-
tante de realizar una nueva axiomatizacién de la obra euclidiana, convirtiéndola en una
obra maés rigurosa, completa y consistente al someterla a un proceso de formalizacién y
abstracciéon acorde con las nuevas circunstancias en las que se habfan visto sumidas las
matematicas de principios del siglo XX. Hilbert fue el que mejor percibié el principal pro-
blema de rigor de los Elementos, el cual no residia en el proceso deductivo, sino en el
caracter de los principios béasicos en los que Euclides se apoyaba para hacer sus demostra-
ciones. Aunque estaba de acuerdo en que tales principios tenian que ser indemostrables,
su afan era desligarlos de la experiencia sensible. Esto parece contradecir la idea que tenia
de la geometria como ciencia empirica en cuanto a su origen; sin embargo, lo que Hilbert
pretende no es negar la naturaleza empirica de la geometria, sino someter las intuiciones
espaciales a un tratamiento loégico que permitiera fundamentar el concepto de verdad en
la lo6gica y no en la evidencia del mundo material.
Partiendo de la conviccion de que era necesario superar la dificultad de los postulados
euclidianos presenta, como él mismo afirma en la introduccion a su obra [15], “un siste-
ma completo de axiomas, lo mas sencillo posible”. Estos axiomas no solo le permitiran la
demostracion de propiedades y deduccién de teoremas de la geometria euclidiana ya cono-
cidos, sino también hacer mas so6lido y elegante el proceso demostrativo.
Al comparar las obras euclidiana y hilbertiana se aprecian claras diferencias tanto de rigor
por el nuevo enfoque y tratamiento que le da a los axiomas que evitan los fallos de Euclides,
como por la forma en la que se organizan sus respectivos contenidos.
Ya al comienzo de ambos trabajos se percibe una primera diferencia. Hilbert inicia su
obra con una introduccién mostrando de forma clara y concisa su intencién de darle un

tratamiento a los Elementos desde la légica que le permita una exposicién mas abstracta

®Segtin afirma Vega en su introduccién al libro [9, p. 20], se escribieron otros Elementos anteriores a los
de Euclides en un intento de sistematizar la geometria. Entre ellos destacan los de Hipécrates de Quios,
Teudio de Magnesia y Leon, contemporaneo de Eudoxo y Platén. Para una informacién mas detallada se

puede consultar en el primer volumen de [8, p. 116]
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y formal, asi como el fortalecimiento de la trama deductiva. En los Elementos no aparece
ningan tipo de prélogo o informacién sobre su verdadero propésito.

Por otra parte, aunque el contenido bésico es practicamente el mismo en ambas obras, esto
es, el de la geometria elemental euclidiana, este se distribuye y organiza de forma diferente,
aprecidndose ademaés los distintos roles que las construcciones geométricas adquieren en
cada una de ellas. En los Elementos, vemos que la obra se estructura en 13 libros dedicados
a la geometria plana (I-1V), geometria espacial (XI-XII), aritmética (VII-IX), teoria de las
proporciones (V-VI), teoria de los inconmensurables (X) y relaciones entre solidos regulares
(XIII). Ademas, en el primer libro se incluyen sus principios evidentes (cinco postulados y
cinco nociones comunes@.

Hilbert, por su parte, reparte su contenido en siete capitulos. El primer capitulo lo dedica
simplemente a presentar lo que el llama sistemas de entes, que no son otros que el de los
puntos, el de las rectas y el de los planos, respectivamente. A continuacion, sigue con la
introduccién de sus veinte axiomas distribuidos en cinco grupos —enlace, orden, congruen-
cta, paralelas y continuidad—, y elaborados en términos légicos y no intuitivos.

El segundo capitulo, lo dedica, acorde a su idea de sistema formal, a analizar y demostrar
la independencia y no contradiccion de sus axiomas desde la logica, apoyandose en los
numeros reales, en la geometria analitica y la geometria no euclidiana.

En el capitulo tres, tras una introduccién sobre propiedades de los ntimeros reales y algunas
reglas de célculo, enuncia el teorema de Pascal y construye una aritmética de segmentos
basada en este teorema que mas tarde utilizara para fundamentar la teoria de las proporcio-
nes sobre segmentos. Este capitulo finaliza con los teoremas de semejanza y las ecuaciones
cartesianas de la recta y el plano.

En el cuarto capitulo, se centra en las areas planas valiéndose de la aritmética de segmentos
v la teoria de las proporciones del capitulo anterior. Se ocupa también de temas como la
equidescomposicién y equicomplementariedad de los poligonos o el area de tridngulos y
poligonos.

El teorema de Desargues ocupa el quinto capitulo y en él Hilbert llega a la conclusion
de que no se puede demostrar sin los axiomas de congruencia. Asi mismo, se ocupa de la
aritmética de segmentos demostrando que la que que se basa en el teorema de Pascal tiene
las caracteristicas de un cuerpo ordenado al contrario de la basada en el de Desargues.
En el sexto capitulo analiza el teorema de Pascal para ver si también puede ser demostra-

do sin los axiomas de congruencia. Concluia que no eran necesarios, pero que si lo era el

"Euclides llama postulados a suposiciones que se deben aceptar sin demostraciéon y que conciernen a
la propia geometria, a diferencia de las nociones comunes que se utilizan para principios mas generales.
Con el fin de evitar confusiones, se debe aclarar que en la actualidad los términos azioma y postulado se

consideran sin6nimos y se utilizan de manera intercambiable.



34 CAPITULO 2. EL SISTEMA AXIOMATICO

azioma de Arquimedes.

El séptimo lo dedica a las construcciones geométricas derivadas de sus axiomas utilizando
la regla y el patréon o streckendbertmgeﬂ

En cuanto al desarrollo deductivo, aunque en general ambos siguen la pauta aristotélica,
cada uno de los autores establece su propia estrategia. El modelo de Fuclides incluye, en ge-
neral, seis etapas, aunque no siempre se usan las seis. Estas etapas, de acuerdo con [24] que
hace referencia a la introduccién del libro de Heath (1908), son las siguientes: una primera
formulacion de la tesis que se intenta demostrar, acompanada de una figura; despues, los
datos dados se muestran con expresiones como “Sea ABC' el tridngulo (...)”; a continuacion,
se indica de una forma mas concisa y delimitada lo que se va a demostrar, y mas tarde
se lleva a cabo la construccién de la figura. Respecto a esta etapa, es importante senalar
que no siempre se realizan modificaciones sobre tal figura. A veces, simplemente toma un
papel pasivo que se limita a reflejar los datos dados permaneciendo siempre en su forma
inicial. Otras veces, va siendo sometida a diversas modificaciones segun avanza, el proceso
demostrativo, adquiriendo un rol activo en el desarrollo del mismo en dos aspectos: dar una
imagen grafica de lo que se va demostrando en cada paso y servir de ayuda en la deriva-
cion de los resultados. De todas las formas, siempre existe un vinculo entre representacién
diagramatica en el patrén euclideo y es uno de los fallos en los que Hilbert evita caer, ya
que a veces no siempre en este procedimiento hay la rigurosidad requerida. En este punto
precisamente reside otra de las diferencias entre los dos matematicos, pues el papel que
Hilbert le otorga a la figura es meramente pasivo y secundario, sirviendo tinicamente como
punto de partida visual y no siendo utilizada para hacer deducciones logicas. Otro detalle
importante respecto a las representaciones geomeétricas en estas obras es que, aunque en
ambos casos tales representaciones tienen un caracter abstracto, en Euclides cada objeto
representa Unicamente lo que es él, como objeto con esencia propia y unas propiedades
distintas a las de los demés que lo hacen tnico y, por lo tanto, no es susceptible de méas
representaciones que la suya propia. En Hilbert, en cambio, los objetos no estan sometidos
a una sola representacion porque esta no esté en funcién de lo que es el objeto en si mismo,
sino de como se le considere en cada uno de los distintos sistemas axiomaticos. Garcia Bac-
ca, en su introduccién al libro Elementos de Geometm’aﬂ hace referencia a la concepciéon

griega de los objetos geométricos de esta manera:

La unicidad de las cosas geométricas es tal en la geometria griega y clasica que

las cosas geométricas tienen que manifestar o estar haciendo patente lo que son,

¥De [T1} p. 279], este instrumento se trata de un “transportador de segmentos”.
%Ver Euclides. (1992). Elementos de Geometria. México, D.F.: Universidad Nacional Auténoma de

México.
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y ademads solo pueden estar en un estado geométrico: su verdad es unitaria, su

tipo de manifestacién es tnico.

Retomando las etapas del proceso deductivo de los Elementos, el siguiente paso es el de la
demostracion, en la cual, siguiendo el modelo aristotélico, Fuclides hace uso de sus prin-
Cipios emdenteﬁm (nociones comunes y postulados) y definiciones. Cabe senalar también
que Euclides no solo utiliza la via de la demostracién directa, sino también la de reduccién
al absurdo. Finalmente, la conclusién confirmara que la tesis inicial ha sido demostrada
y esto quedaba expresado con frases como quod erat demostrandum (Q.E.D.) y quod erat
faciendum (QEF)B

En cuanto al patron del proceso demostrativo de Hilbert, su técnica consiste fundamen-
talmente en presentar teoremas y problemas acompafiados o no de su demostraciéon, inclu-
yendo a lo largo del desarrollo del discurso un gran ntimero de explicaciones, definiciones
v las figuras esquematicas necesarias, en su afan por hacerse entender y evitar cualquier
tipo de ambigiiedad.

Otra cuestién que es importante mencionar es la referida a los fallos de estas obras. En los
Elementos de Euclides estos fallos ya fueron detectados a partir del siglo XVII cuando los
matematicos comenzaron a cuestionarse la supuesta perfeccion euclidea, aunque ya desde
la antigiiedad el problemético enunciado del quinto postulado habia supuesto el inicio de
tal cuestionamiento. Pero, aparte de las dudas suscitadas por este postulado, se detectaran
en los Elementos algunos defectos y carencias como la vaguedad e imprecision de muchas
de sus definiciones, sobre todo en las primeras, que no logran describir con exactitud los
objetos a los que se estd refiriendo, o el uso de asunciones como el principio de superposi-
cio’wr_zl, que no estaba establecido en los axiomas. Ademés, en ciertas demostraciones que
implican diagramas, se recurre a méas asunciones de las indicadas explicitamente en los
postulados (Ver [31) p. 8]).

Si hubiera que mencionar algtin error de Hilbert, serfa el haber omitido la demostracién
de algunos teoremas euclideos que mas tarde utiliza para deducir otros teoremas.

Por ultimo, en cuanto al caracter material o formal de estas obras, aunque se suele asociar
a los Elementos con el primero y a los Fundamentos con el segundo, no se puede decir que
este cardcter sea puro en ninguno de los dos. Por una parte, la influencia platénica que

se hace sentir en el primero al evitar cualquier aplicacién practica o alusiéon numérica y la

0La nocién de principio evidente habia sido introducida por Aristoteles para evitar el problema del

regreso infinito y del circulo vicioso en el proceso del razonamiento logico.
11 expresion Q.E.D. significa “como se queria demostrar”, para implicaciones logicas, mientras que

Q.E.F. se utiliza en las construcciones geométricas.
12Un ejemplo de esto aparece en la demostracion del criterio de congruencia lado-angulo-lado para

tridngulos, como se menciona en [14] p. 31]
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forma de exposicion de sus demostraciones recurriendo a la logica aristotélica del Organon,

contribuyen a darle un cierto tinte formal. Esta idea la expresa B. Levi en [20]:

Una de las caracteristicas de los Elementos (...) es la conducta logica formal
de la exposicién, que recuerda la teoria aristotélica del silogismo: sistemética
divisién por proposiciones; en cada proposicién, enunciacién primero de una
tesis en términos generales; luego nueva enunciacion aplicada a una figura par-
ticular. Finalmente, demostracién sobre la figura. La demostracién dividida en
una serie de conclusiones particulares en cadena y terminando regularmente

con la afirmacion: “lo que se queria demostrar”.

Por otra, el formalismo de los Grundlagen se aleja de un formalismo més puro y desarrollado

que caracterizard a Hilbert en una etapa posterior.



Capitulo 3

Fundamentos de la geometria

3.1. Los cinco grupos de axiomas

3.1.1. Introduccion

Hilbert establece cinco grupos diferentes de axiomas para la geometria euclidiana y
considera tres sistemas distintos de entes. Cada uno de estos sistemas est4 compuesto, res-
pectivamente, por entes que llama puntos y designa con las letras A, B, C...; rectas, para
las cuales usa las letras a, b, ¢, ...; y planos, a los que se refiere mediante las letras griegas
a, B,7.... Ademas, afirma que los puntos reciben también el nombre de elementos de la
geometria lineal, los puntos y rectas el de elementos de la geometria plana, y los puntos,
rectas y planos, el de elementos de la geometria espacial.

Las relaciones que entre los entes se expresan con palabras como “estar situado”, “entre”,

“congruente”; “paralelo” o “continuo”.

En el desarrollo del discurso, cuando cree conveniente Hilbert define conceptos como seg-
mento, semirrayo, curva poligonal, poligono, vértice, angulo, figura, circunferencia, etc. Los
axiomas que expongo a continuacién proceden de la traducciéon al castellano de la séptima

edicion de los Grundlagen der Geometrie realizada por F. Cebrian en [15]:

3.1.2. Axiomas de enlace

El primer grupo de axiomas es el de los axiomas de enlace, que sirven para expresar las
relaciones entre puntos, rectas y planos siendo el término que los relaciona corresponderse
mutuamente. Este grupo estd compuesto por ocho axiomas, de los cuales los tres primeros
se refieren a elementos de la geometria plana y se denominan aziomas planos del grupo I,

para diferenciarlos de los aziomas espaciales de dicho grupo.

37
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Axioma 1 (I-1). Dados dos puntosE] A, B existe siempre una recta a, que con cada uno de

los dos puntos, A, B, se corresponde mutuamente. Se escribe AB =a ¢ BA = a.

Axioma 2 (I-2). Dados dos puntos distintos A, B no existe mds que una recta, la cual
con cada uno de los dos puntos A, B, se corresponde mutuamenteﬂ Es decir, si AB=a y

AC = a, con B # C, entonces también BC' = a.

Axioma 3 (I-3). Sobre una recta existen al menos dos puntos. Existen al menos tres puntos

no situados sobre una recta.

Axioma 4 (I-4). Dados tres puntos cualesquiera A, B,C no situados sobre una misma
linea recta, existe siempre un plano a que se corresponde mutuamente con cada uno de los
tres puntos. En cada plano existe siempre un punto correspondiéndose mutuamenteﬁ] con

él.

Axioma 5 (I-5). Dados tres puntos cualesquiera A, B, C no situados en una misma linea
recta, no existe mds que un plano que se corresponde mutuamente con cada uno de los tres
puntos A, B, C.

Axioma 6 (I-6). Cuando dos puntos distintos A, B de una recta a estdn situados en un

plano «, todo punto de a estd situado en el plano .

Axioma 7 (I-7). Si dos planos a, B tienen un punto A comin, tendrdn, al menos, otro

punto comin B.
Axioma 8 (I-8). Euisten, al menos, cuatro puntos no situados en un plano.

Estos dos dltimos axiomas indican que el espacio no tiene ni més, ni menos, de tres
dimensiones, respectivamente. A partir de los axiomas expuestos en este grupo se deducen

teoremas como los siguientes:

Teorema 3.1.1. Dos rectas de un plano tienen uno o ningin punto comin; dos planos
o no tienen punto comun o lienen una recta comun, sin tener otros puntos comunes; un

plano y una recta no situada en él tienen un punto comin o ninguno.

Teorema 3.1.2. Por una recta y un punto no situado en ella, asi como también por dos

rectas distintas con un punto en comin, pasa siempre uno y solo un plano.

!Cuando Hilbert escribe dos, tres, ..., puntos, rectas, planos se refiere a puntos, rectas, planos distintos.
2Hilbert nos advierte aqui de la posibilidad de sustituir la expresiéon “corresponderse mutuamente” por

otras como: a pasa por Ay B, a une A con B, A esté situado sobre a, A es un punto de a, etc. En el caso
de que A se encuentre simultdneamente sobre las rectas a y b se dird que: las rectas a y b se cortan en A,

tienen el punto A en comiin, etc.
3En este caso, se podria decir también A est4 situado en «, A es un punto de «, etc.
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3.1.3. Axiomas de orden

Con estos axiomas, se introduce la relacién “entre”, que permite ordenar los puntos

sobre una recta, en un plano y en el espacio.

Axioma 9 (II-1). Cuando un punto B estd situado entre un punto A y un punto C;

A, B, C son tres puntos distintos de una recta y B estd situado también entre C y A.

Axioma 10 (I1-2). Dados dos puntos A y C, existe siempre al menos un punto B sobre
la recta AC' de tal modo que C estd situado entre A y B.

Axioma 11 (I1-3). De tres puntos cualesquiera de una recta no existe mds que uno situado

entre los otros dos.

Axioma 12 (II-4). Son A, B,C tres puntos dados no situados en linea recta y a una recta
del plano ABC' que no contiene a ninguno de los puntos A, B,C: cuando la recta a pasa
por un punto del segmento AB, sequramente pasa también o por un punto del segmento

AC o por uno del segmento BC.

Tanto en los axiomas de enlace como en los de orden, se observa una notable influencia
de Pasch y su obra Vorlesungen iber neuere Geometrie (1882), obra que incluye el que se
puede considerar como primer sistema axiomatico cerrado de la geometria proyectiva lineal
v en la que habia recogido alguno de los mencionados axiomas. De hecho, el axioma [12] es
también conocido como “axioma de Pasch”.

Como consecuencia de los axiomas de enlace y orden, Hilbert deduce y demuestra teoremas

como el siguiente:

Teorema 3.1.3. Situado entre dos puntos A y C, existe siempre al menos un punto D en

la recta AC.

Demostracion. Segun el axioma [3] existe un punto E fuera de la recta AC, y conforme
al axioma existe en AE un punto F, de suerte que E es un punto del segmento AF.
Segun el ultimo axioma y el [1I] existe sobre FC un punto G que no esta situado sobre
el segmento F'C. Segin el axioma [12] la recta EG cortard al segmento AC' en un punto
D. O

Como podemos ver, Hilbert demuestra este teorema explicando en cada paso el axioma

que utiliza. Esta es una técnica a la que recurre en sus demostraciones.

Teorema 3.1.4. Dado un nimero finito de puntos cualesquiera sobre una recta, pueden
estos siempre ser designados con A, B,C,D,E, ..., K de tal manera que el punto B esté

situado entre A, de un lado, y C,D, E, ..., K del otro lado, ademds C quede entre A y B
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por una parte y D, E. ..., K, por la otra, D esté entre A, B,C, por un lado, y E, ..., K, por
el otro, y asi sucesivamente. Existe ademds, fuera del modo de designacion anterior, otra

manera inverse K, ..., E, D,C, B, A, la cual goza de la misma condicidn.

Teorema 3.1.5. FEnire dos puntos cualesquiera de una recta siempre existe una cantidad

nfinita de puntos.

Teorema 3.1.6. Toda recta a, contenida en un plano «, divide el resto de los puntos de
este plano en dos regiones con la siguiente condicion: todo punto A de una de las regiones
determina con cada punto B de la otra region un segmento AB que contiene un punto
de a. Por el contrario, dos puntos cualesquiera A, A’ de la misma region determinan un

segmento AA" que no contiene ningin punto de a.
Es inmediato deducir ahora, a partir del Teorema el que sigue:

Teorema 3.1.7. Todo plano « separa los demds puntos del espacio en dos regiones con la
siguiente propiedad: todo punto A de una de las regiones determina con cada punto B de
la otra region un segmento AB que contiene un punto de «. Por el contrario, dos puntos
cualesquiera A, A" de la misma region determinan un segmento AA’ que no contiene ningin

punto de a.

Este utlimo Teorema [3.1.7]es de gran importancia, pues hace referencia a la ordenacién

de los elementos en el espacio.

3.1.4. Axiomas de congruencia

Este grupo estd constituido por cinco axiomas con los que Hilbert hace explicito el
significado de congruencia, ausente en Euclides, quien simplemente se habia limitado a
expresarla mediante la superposicion y traslacion de figuras. Hilbert introduce este concepto
de una forma més abstracta y para describirlo utiliza las palabras “congruente” o “igual”.
Ademas, esta nocién de congruencia le servird a Hilbert para definir la de movimiento.
Los tres primeros axiomas (aziomas lineales del grupo III) se refieren a la congruencia de
segmentos, el cuarto a la de 4ngulos y el dltimo a la de ambos. Estos dos tltimos axiomas

se denominan aziomas planos del grupo III.

Axioma 13 (II-1). Si A, B son dos puntos de una recta a y ademds A’ es un punto sobre
la misma o sobre otra recta a’, entonces en uno de los lados que determina A’ en la recta
a’ siempre es posible encontrar un unico punto B’ de tal forma que los segmentos AB y

A’'B’ son congruentes o iguales. Esto se indica escribiendo:

AB = A'B'.
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Este axioma posibilita el transporte de segmentos.

Axioma 14 (IT1-2). Si un segmento AB es congruente con el segmento A'B’ y también

con el segmento A" B, entonces el segmento A'B’ es congruente con el segmento A" B”,
esto es, si AB=A'B' y AB = A"B", entonces A’B' = A”B".

De estos dos primeros axiomas se puede deducir que todo segmento es congruente

consigo mismo, esto es,

AB = AB.

Con el siguiente axioma, Hilbert exige la adicionabilidad de segmentos:

Axioma 15 (I11-3). Sean AB y BC dos segmentos de la recta a sin puntos comunes y,
por otra parte, A'B’ y B'C" dos segmentos sobre la misma recta a o sobre otra distinta o/,

pero en todo caso, sin puntos comunes: si entonces
AB=A'B' y BC = B'C'

siempre se verifica

AC = A'C.

Una vez tratado el transporte de segmentos, se trata el de angulos, para los que ex-
plica que las relaciones que se dan entre ellos pueden expresarse mediante las palabras

“congruente” o “igual”.

Axioma 16 (I1I-4). Dados un dngulo Z(h,k) en un plano o, una recta o' en un plano o’
y una de las regiones de o/ determinadas por a’; representemos por h' un semirrayo de o
que parte de O'. Eriste, entonces, en el plano o/ uno y solo un semirrayo k' tal, que el
dngulo Z(h,k) es congruente o igual al Z(W', k') y, a la vez, todos los puntos interiores del

dngulo Z(h' k') estdn situados en la region dada con respecto a a'. Simbdlicamente:
Z(h, k)= Z(W, K.

Ademds, todo dngulo es congruente consigo mismo, esto es:
L(h,k) = Z(h,k).

A partir de este axioma, Hilbert concluye que todo édngulo puede ser transportado a
un plano dado, en una regiéon dada y con un semirrayo dado de manera univocamente

determinada.
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Axioma 17 (III-5). Si dos tridngulos ABC y A'B'C" verifican las congruencias:
AB=A'B', AC=A'C" y ZBAC = £/B'A'C'
también queda satisfecha siempre la congruencia:
/ABC = /A'B'C’.

La univocidad del transporte de segmentos se deduce de la univocidad del transporte
de dngulos usando el axioma
En cuanto a los tridngulos, Hilbert anade que dos triangulos ABC'y A’ B’C” son congruentes

entre si cuando se cumplen las congruencias
AB=A'B', AC=A'C', BC =B'C,
/A=/A", /B=/B', /C=/C".

Una vez enunciados los axiomas de congruencia, Hilbert deduce teoremas como los que

siguen:

Teorema 3.1.8 (Primer teorema de congruencia para triangulos). Un tridngulo ABC' es

congruente con un tridngulo A'B'C’ en el caso de que sean vdlidas las congruencias:
AB=A'B', AC=AC', /A= /A

A modo ilustrativo del tipo de demostraciones que Hilbert construye para los teoremas,
en las que explica claramente los axiomas en los que se apoya para deducir los pasos l6gicos

que sigue, presento la realizada para el Teorema [3.1.8
Demostracion. Segun el axioma [I7las congruencias:
/B=/B y/C =2/

se verifican, y, por tanto, es necesario inicamente probar que BC' y B’C’ son congruentes
entre si. Admitamos, por el contrario, que BC' y B’C’ no fuesen congruentes, y determine-
mos sobre B'C’ un punto D tal que BC' = B’'D’. Entonces, en los dos tridngulos ABC'y
A'B'D’ coinciden dos lados y el dngulo comprendido; conforme al axioma [17) aplicable a los
triangulos ABC'y A'B'D’, se tiene /BAC = Z/B’'A'D’ y serian asf congruentes los angulos
/BAC, /B'A'D" y /B'A'C’, lo que no es posible, puesto que después del axioma [16| un
adngulo cualquiera solo puede ser trasladado de una sola manera en un semirrayo dado,
en una region dada de un plano. Con esto queda demostrado que los triangulos ABC' y

A’B’C" son congruentes. O
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Teorema 3.1.9 (Segundo teorema de congruencia para triangulos). Un tridngulo ABC

es congruente con un tridngulo A’B'C’, en el caso de que sean vilidas las congruencias:
AB=AB, /A=/4A", /B=/B.

Teorema 3.1.10. Si dos dngulos ZABC y ZA'B'C" son congruentes, sus dngulos suple-

mentarios también son congruentes.

Teorema 3.1.11 (Tercer teorema de congruencia para triangulos). Si en dos tridngulos

ABC y A'B'C’ los lados correspondientes son congruentes, los tridngulos son congruentes.

También se deducen rapidamente ciertos resultados referentes a la congruencia de figu-
ras, entendiendo que dos figuras se dicen congruentes si sus puntos se pueden organizar en
una correspondencia uno-a-uno, de forma que los segmentos correspondientes y los angulos

correspondientes de ambas figuras sean congruentes los de una con los de la otra.

Teorema 3.1.12. Si (A, B,C,...) y (A, B',C’,...) son figuras planas congruentes y P es
un punto en el plano de la primera, entonces siempre es posible encontrar un punto P’
en el plano de la sequnda, de modo que (A,B,C,...,P) y (A", B',C’, ..., P") sean también
figuras congruentes. Si las dos figuras tienen al menos tres puntos que no estdn sobre la

misma recta, entonces la eleccidn de P’ solo puede hacerse de un 1inico modo.
A continuacién se enuncia un resultado, andlogo al anterior, para figuras en el espacio.

Teorema 3.1.13. Si (A, B,C,...) y (A", B, (", ...) son figuras congruentes y P es un punto
arbitrario, entonces siempre es posible encontrar un punto P’ en el plano de la sequnda,
de modo que (A,B,C,...,P) y (A',B',C",...,P") sean también figuras congruentes. Si la
figura (A, B,C, ..., P) contiene al menos cuatro puntos que no estdin en el mismo plano,

entonces la eleccion de P’ solo puede hacerse de un 1inico modo.

3.1.5. Axioma de las paralelas

El cuarto de los grupos de axiomas considerados por Hilbert estd compuesto tinicamente
por uno: el axioma de las paralelas, que se trata de un axioma plano. Lo expresa del

siguiente modo:

Axioma 18 (IV). Sea a una recta cualquiera y A un punto exterior a a: en el plano

determinado por a y A existe a lo mds una recta que pasa por A y no corta a la recta a.

A continuacion, Hilbert enuncia los dos teoremas siguientes:
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Teorema 3.1.14. Cuando dos paralelas son cortadas por una tercera recta, los dngulos
correspondientes y alternos son iguales. Y reciprocramente, la congruencia de los dngulos

correspondientes o alternos tienen como consecuencia que las rectas son paralelas.
Teorema 3.1.15. Los dngulos de un tridngulo suman dos rectos.

Finalmente, Hilbert define la circunferencia como el conjunto de todos los puntos A para
los cuales, dado un punto —el centro— M, del plano «, son congruentes los segmentos M A. A
partir de esta definicion se deducen facilmente, con ayuda de los grupos de axiomas ITI-1V,
las conocidas propiedades de la circunferencia, en particular, la posibilidad de construir una
circunferencia que pase por tres puntos dados cualesquiera no pertenecientes a la misma
recta, la congruencia de todos los angulos inscritos sobre la misma cuerda, y el teorema

relativo a los dngulos de un cuadrilatero inscrito.

3.1.6. Axiomas de continuidad

Los axiomas de este ultimo grupo son de gran importancia, ya que permiten funda-
mentar la nociéon de medida y la incorporaciéon de ntmeros en la geometria permitiendo
asignar a cada segmento un tnico niimero positivo, que indica su longitud.

Este grupo esta formado por dos axiomas, ambos lineales, el primero de los cuales es el:

Axioma 19 (V-1. Axioma de Arquimedes). Siendo AB y CD segmentos cualesquiera,
eziste siempre sobre la recta AB un nimero de puntos Ay, Ag, As, ..., Ay, de modo que los
segmentos

AAy, A1As, A3As, ..., A—1A,
son congruentes con el CD, y el punto B queda entre A y A,.
A continuacién, se enuncia el segundo axioma de continuidad:

Axioma 20 (V-2. Axioma de la plenitud Iineallﬂ). Los puntos de una recta forman un
sistema el cual no es susceptible de ampliacion alguna, bajo la condicion de conservar la
ordenacion lineal, expresada en el Teorema el primer azioma de congruencia y el
azioma de Arquimedes (en resumen, los aziomas I 1-2, II, III-I, V-1). Dicho de otro modo:
no es posible a este sistema de puntos aniadir otros puntos de a, de modo que en el sistema

que se obtiene por composicion todo los axiomas construidos queden satisfechos.

Para finalizar, es necesario anadir un resultado que Hilbert incorpora a partir de la
primera edicién francesa a su obra en calidad de axioma. Sin embargo, posteriormente

Bernays observa que es suficiente el axioma lineal de la plenitud y desde entonces se

‘Denominado Aziom der linearen Vollstindigkeit por David Hilbert.



3.2. CONSISTENCIA E INDEPENDENCIA DE LOS AXIOMAS 45

considerard teorema. Es el Teorema de la plenitud. Mientras se le consideraba axioma, se
le notaba un caracter distinto a los demas: mientras aquellos hablaban sobre los elementos
basicos del sistema —puntos, rectas y planos— y constataban las relaciones que se daban
entre ellos, este iba mas alla en el sentido de que se referia a los axiomas anteriores y a las
relaciones que se podian dar entre ellos.

El enunciado de dicho teorema es el que vemos a continuacién:

Teorema 3.1.16 (Teorema de la plenitud). Los elementos de la geometria (esto es, puntos,
rectas y planos) forman un sistema el cual no es susceptible de ampliacion con puntos,
rectas y planos, a base de conservar los axiomas de enlace y ordenacion, el primer arioma
de congruencia y el de Arquimedes: forman, pues dichos elementos justamente un sistema,

que ol querer conservar todos los axiomas no es apto para tal ampliacion.

Aunque no se mencione directamente nada acerca de la existencia de puntos limite o la
idea de convergencia, la adicién del axioma de plenitud permite demostrar el Teorema de
Bolzano, en virtud del cual para todo conjunto de puntos situados sobre una recta entre
dos puntos dados de la misma recta, existe necesariamente un punto de condensaciéon, es
decir, un punto limite.

Asi, la importancia de este axioma estd en que conduce indirectamente a la introducciéon
de puntos limite y, con ello, se puede establecer una correspondencia uno-a-uno entre los

puntos de un segmento y el sistema de los nimeros reales.

3.2. Consistencia e independencia de los axiomas

Tras exponer Hilbert en un primer capitulo sus cinco grupos de axiomas y algunas
consecuencias que de ellos se derivan, el sistema ya dispone de todo lo necesario para pro-
bar los teoremas de la geometria elemental euclidiana. No obstante, aunque su sistema sea
suficiente, Hilbert incorpora en el segundo capitulo de [15] un novedoso estudio acerca de
la no contradiccién e independencia de sus axiomas.

En cuanto a la consistencia, Poincaré habia concluido en 1898E] que dicha propiedad estaba
garantizada en una estructura axiomaéticamente fundada siempre que se pudiera dar de ella
una interpretacion aritmética. De ese modo Hilbert demostro que la geometria euclidiana]

era consistente.

SPoincaré, H. (1898). On the foundations of geometry. The Monist, 9(1), 38-39. Recuperado de

http://www.jstor.org/stable/27899007.
SEn realidad, Hilbert prueba el caso de la geometria plana. En lo referente al caso de la geometria

espacial, dice que no ofrece dificultad alguna.



46 CAPITULO 3. FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA

Para ello, construye el dominio ) formado por los nimeros algebraicos resultantes de apli-
carle al nimero 1 las operaciones de suma, resta, multiplicacién, divisién y una ultima
definida como V1 + w?, siendo w un ntimero resultante de las cinco operaciones considera-
das. Asi definido el dominio €2, se puede apreciar que sus ntmeros son todos reales.

Una vez construido el dominio, identifica punto con un par de nitimeros (x,y) y recta con la
razén de tres ntmeros (u : v : w) donde u, v no son simultdneamente nulos, perteneciendo
todos estos nimeros a €. Asi, un punto (z,y) pertenece a una recta (u : v : w) siempre

que se satisface la ecuacién

uz + vy +w = 0.

Con esto, se puede observar que los axiomas I(1-3) y IV quedan satisfechos. Para ver que
también se cumplen los axiomas II, dado que los ntimeros de €2 son reales, se basa en la
propiedad que tienen esta clase de niimeros de ser ordenados segin su magnitud. Efectiva-
mente, si (21,y1), (x2,Y2), (x3,¥3), ... son puntos cualesquiera sobre una recta, la sucesion
de ellos sobre esta puede ser tal que los nimeros 1, z9, 3, ... 0 Y1, Y2, Y3, ... €n dicha suce-
sién sea constantemente creciente o decreciente. Fl axioma I1(4) se satisface estableciendo
que para todo punto (x,y) que hace la expresion ux + vy +w mayor o menor que cero debe
estar a un lado u otro de la recta (u: v : w).

En cuanto a los axiomas de congruencia, que permiten el transporte de segmentos y an-
gulos, se interpretan algebraicamente mediante los métodos de la geometria analitica para

traslaciones y rotaciones. La transformacion
/
r=x+a

Y =y+b

donde a,b € Q y, por tanto también x’,1/, € €2, permite la traslacion paralela de segmentos

y dngulos, mientras que la transformacién

establece una simetria respecto a la recta de ecuacién y = 0. Para definir la rotacion,
designa al punto (0,0) con O, al punto (1,0) con E y a otro cualquiera (a,b) con C. Asi,
la rotacion de angulo ZCOE de un punto (x,y) en torno al punto O resulta en un punto
(2',y"), donde

;. b vt a
Va2 + b2 \/a2+b2y.

/

a b
z = T — ,
q/a2 + b2 1/(12 + b?y Y
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El nuevo par de puntos (2/,4’) también pertenece al dominio €2, ya que son el resultado de

las cinco operaciones consideradas. En efecto, el nliimero

2
\/a2+b2:b\/1+2—2

pertenece al dominio 2. Con esto se verifican los axiomas de congruencia IIT y el de Ar-
quimedes V(1). Pero el axioma de la plenitud lineal V(2) no se satisface en el dominio asi
establecido.

En la edicion correspondiente a [16] de los Fundamentos de la geometria explica que para
los propositos de la demostracion es suficiente tomar el dominio €. No obstante, en futuras
ediciones como la séptima, a partir de la cual se elabora la traduccion al castellano [15],
Hilbert comenta que si en lugar de tomar como dominio §2 tal y como fue definido se toma
el conjunto de todos los nimeros reales R, resulta la geometria cartesiana plana usual y se
cumplen ademas de los axiomas I(1-3), II, III, IV y V(1), el axioma de la plenitud lineal
V(2). Para verificar que este axioma también se satisface, supone que a una recta r se le
puede agregar un punto P y haciendo uso de la cortadura de Dedekind producida por dicho
punto en su razonamiento termina llegando a una contradiccion.

Una vez Hilbert ha interpretado de manera aritmética cada elemento y verificado que se
satisfacen los axiomas I-V, deduce que los teoremas también deben cumplirse en la in-
terpretacion pues son consecuencia logica de los axiomas. Asi, toda contradiccion en las
consecuencias de los axiomas I-V necesitara verse en la aritmética del sistema de nimeros
reales.

Con esto Hilbert prueba la consistencia de su sistema axiomético para la geometria eucli-
diana en relacién a la aritmética, en un momento en que la cuestién de consistencia de la
aritmética adan estaba abierta.

A continuacién, tras mostrar la no contradiccion de los axiomas Hilbert se propone estu-
diar su independencia. Probara que no es posible derivar por medio de silogismos ninguna
parte esencial de un determinado grupo de axiomas de los demés grupos de axiomasﬂ En
lo referente a los grupos I y 11, sostiene que sirven de fundamento a los demés y, por tanto,
seré suficiente limitarse a demostrar la independencia de los axiomas de los grupos 111, IV
y V. Para ello, considerard interpretaciones consistentes en las que se verifican todos los

axiomas a excepcion del que quiere mostrar que es independiente de los deméﬂ.

"No obstante, existia realmente un tipo de dependencia entre los grupos de axiomas, Poincaré sefiala que
los axiomas de orden dependen de los de enlace, en tanto que estos definen de algin modo la nocién de tres
puntos en linea recta. (Les fondements de la géometrie. Bulletin des Sciences Mathématiques, 26 (2 serie),

249-272. (1902)). Recuperado de http://henripoincarepapers.univ-lorraine.fr/chp /hp-pdf/hp1902bs.pdf
8En realidad, Hilbert prueba la independencia entre los grupos de axiomas y no la independencia de

los axiomas dentro de cada grupo, salvo en el caso del axioma III(5).
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Respecto al axioma de las paralelas, prueba su independencia a la manera tradicional, es
decir, mostrando una geometria no euclidiana en la que se cumplen todos los axiomas,
salvo el de las paralelas.

En cuanto a los axiomas de congruencia, considerd importante demostrar la independencia
del axioma ITI(5) respecto de los demés axiomas I, IT, TII(1-4), IV y V. Para lograrlo, re-
curre a la construccién de una geometria similar a la utilizada para probar la consistencia,
que difiere de ella en el modo en que define el transporte de segmentos. En esta geometria
muestra que no se satisface siempre el axioma III(5).

Por ultimo, la independencia de los axiomas de continuidad se prueba introduciendo, para
el caso del axioma de Arquimedes, una geometria no arquimediana, al igual que habia
hecho Giuseppe Veronese en sus Fondamenti di geometria (1891), como Kline cuenta en
[18, p. 1339]. En el caso del axioma de plenitud lineal, V(2), su independencia se prueba
con la geometria definida al comienzo de esta seccién para ver la consistencia del sistema
de axiomas de Hilbert, ya que en ella se satisfacen los axiomas I, IT, ITT, TV, V(1), y no el
V(2).



Capitulo 4

Repercusiones en la matematica

posterior

Laimportancia y la influencia de los Grundlagen der Geometrie de Hilbert es indudable.
Por una parte, corregia debilidades de la obra euclidiana perfecciondndola y manteniendo
vivas en el tiempo tanto su valfa como la de la légica aristotélica. Por otra, suponia un
paso fundamental en la bisqueda de unas bases solidas para la geometria en particular y
la matematica en general.

Con su obra, Hilbert le daba a la geometria un tratamiento abstracto y formal, con una
perfeccién que no habian conseguido otros mateméticos anteriores. Entre estos se encontra-
ban, Moritz Pasch (1843-1930), que en su obra Vorlesungen tiber neuere Geometrie (1882),
establecfa un conjunto de axiomas que no era suficiente y ademés segufan ligados a la
experiencia; tampoco le daba demasiada importancia a su independencia. Por su parte,
Giuseppe Peano (1858-1932) en I principii di geometria logicamente esposti (1889), y Giu-
seppe Veronese (1854-1917) en Fondamenti di geometria a pit, dimensioni e a pit specie di
unita rettilinee esposti in forma elementare (1891), mejoraban ciertos aspectos del trabajo
de Pasch y mas tarde Mario Pieri (1860-1913) construia su sistema tomando como tinicos
conceptos no definidos punto y movimiento en su obra Della geometria elementare come
sistema, ipotetico-deduttivo (1899).

La obra de Hilbert suponia una gran novedad y era alabada por la mayoria de los ma-
temdticos, sin embargo, las reacciones poco favorables procedentes de otras tendencias
matematicas no se hicieron esperar. Hilbert le daba un nuevo sentido al concepto de axio-
ma que no gustaba a estas corrientes: los axiomas ahora ya no eran verdades evidentes
sobre el espacio fisico ni determinaban a los objetos geométricos de forma tnica, sino que

se elegian de forma arbitraria y la verdad del sistema dependia solo de la no contradiccion
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entre ellos y de sus consecuencias. Ademés, que no tuviesen contenido y pudieran reci-
bir diversas interpretaciones en distintos ambitos tampoco agradaba a estos mateméticos.
Poincaré y los intuicionistas echaban en falta la inclusion en la obra del desplazamiento de
figuras invarianted]] Mas tarde, en 19067 lanzaba el matematico francés una nueva critica

a esta obra:

Lo que Hilbert habfa hecho para la geometria, otros lo han querido hacer para
la aritmética y para el analisis. Si hubieran tenido éxito, jestarian los kantianos
definitivamente condenados al silencio? Puede ser que no porque reduciendo el

pensamiento mateméatico a una forma hueca, se le mutila.

Por otra parte, la obra de Hilbert también produjo una respuesta por parte de los logicistas.
La primera procedia, al poco tiempo de ser publicados los Grundlagen, de Gottlob Frege
(1848-1925), y estaba relacionada especialmente con la naturaleza de los axiomas. Entre
ambos se producia una critica mutua a través de varias cartas en las que conceptos como
axioma, demostracion o consistencia eran entendidos de formas diferentes. Frege concebia
los axiomas geométricos a la manera tradicional que los consideraba verdaderos por natu-
raleza, por expresar nociones o leyes adquiridas por la experiencia. Esto significaba que si
se respetaban las leyes de deducciéon logica nunca podria surgir una contradiccion. Para
Hilbert, por el contrario, se escogian arbitrariamente y si no se contradecfan entonces eran
verdaderos.

Estas discrepancias, sin embargo, no impidieron restar mérito a la labor de Hilbert, como
lo muestran las multiples ediciones y traducciones de los Grundlagen a numerosos idiomas.
Hay que destacar también que con cada nueva edicién, Hilbert hace correcciones en el texto
v va anadiendo nuevos apéndices que incluyen especialmente el contenido de sus numerosas
conferencias.

Otro efecto importante de la obra de Hilbert fue el que tuvo lugar en él mismo. Hilbert,
animado por el éxito de lo conseguido con los Grundlagen, se propone llevar su método
axiomético a las demaés ramas de la matemaética, comenzando por las que eran méas adecua-
das y faciles de axiomatizar, esta vez desde una aproximacién a la logica. Su nueva empresa,
no obstante, se toparé de nuevo con criticas y dificultades, como el problema de la con-
sistencia de la aritmética o las paradojas de Bertrand Russell y Ernst Zermelo referentes
a la teoria de conjuntos. En su conferencia sobre los Fundamentos de la Matemaética y de

la Logica en Heidelberg (1904)E] afirmaba que los problemas se solucionarian “reduciendo

! Les fondements de la géometrie. Bulletin des Sciences Mathématiques. (1902)

2 Les mathématiques et la logique, Revue de Métaphysique et de Morale, 14, 294-317 (1906). Extraido de
[30, p. XXXVIII]

3 Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik



parcialmente la aritmética a la 16gica”. Como se puede ver en el apéndice VII de la séptima
edicién de los Grundlagen que recoge dicha conferencia, Hilbert recurre por primera vez
al lenguaje formal y demuestra la consistencia para los nimeros enteros positivos, no sin
enfrentarse nuevamente a comentarios de desaprobacién sobre su procedimiento por parte
de Poincaré. Las criticas y la dificultad de demostrar la consistencia de los niimeros reales
le hicieron abandonar sus pretensiones hasta que, indignado por la expansiéon de las ideas
intuicionistas que se oponian al tercio excluso y fundamentaban las matemadticas en la in-
tuicion, retoma el tema. En esta ocasiéon lo hara desarrollando su teoria de la demostracion
(Beweistheorie), con la que se proponia demostrar la consistencia de su sistema formal a
través de una logica basica especial libre de toda objecién y utilizando métodos finitarios.
En estos métodos “no debe haber ninguna referencia a una cantidad infinita de propie-
dades estructurales de las féormulas ni a un namero infinito de manipulaciones con ellas”
(Kline, p. 1594, 1992). Sin embargo, sus esperanzas se veran frenadas por la publicacion
de los teoremas de incompletitud| de Godel en 1931. Los teoremas de Godel borraban de
la mente de Hilbert la idea de que los objetivos de su programa pudieran hacerse realidad,
pero para entonces este matemaético ya habfa impuesto en la geometria y la matemética un
sello muy personal y dificil de borrar. Los Grundlagen habian establecido las raices de un
gran proyecto que marcard a partir de entonces una nueva forma de hacer mateméticas,
en la que el sistema axiomatico y el concepto de estructura se convertirdn en herramientas
imprescindibles y la conexién entre geometria y algebra se hard mas evidente. El alcance de
las matematicas experimenté una enorme expansién llevindose a cabo numerosos estudios
e investigaciones, tanto en ellas como en otros ambitos de la ciencia. Se elaboraron obras
sobre la base del método hilbertiano tan populares e influyentes como Moderne Algebra
(1930) del holandés Bartel Leendert van der Waerden o Théorie des Opérations Linéaires
(1932) del polaco Stefan Banach. Ademas, segin Bombal en [4] el grupo matematico Bour-
baki nacfa de un proyecto comin que pretendia escribir una obra sobre andlisis basada
en la axiomatica de Hilbert. Tanto su Tratado de andlisis como sus trabajos posteriores

ejercerdn una gran influencia en las matemaéticas a lo largo del siglo XX.

“Teorema 1. “Si elegimos como axioma cualquier conjunto de enunciados aritméticos verdaderos y exi-
gimos que las demostraciones que hagamos a partir de ellos sean verificables algoritmicamente, entonces
habré al menos un enunciado verdadero que no puede ser demostrado a partir de esos axiomas.” (Extraido
de [26, p. 125]).

Teorema 2. “Si un sistema de axiomas aritméticos es consistente y puede demostrar todos los enunciados
finitistas verdaderos, entonces el enunciado aritmético que afirma la consistencia del conjunto de axiomas

no es demostrable a partir de esos mismos axiomas.” (Extraido de [26], p. 150]).
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