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Resumo

A distancia homotopica é un novo invariante topoloxico, que xeraliza a Categoria de
Lusternik-Schnirelmann e a Complexidade Topoléxica de Farber. Unha aplicacion é a re-
soluciéon dun problema xeralizado de planificacién de movementos en robética. No traballo
daranse as principiais propiedades e métodos de calculo destes invariantes, asi como apli-

cacions dos mesmos.

Abstract

The homotopic distance is a new topological invariant, which generalizes the Lusternik-
Schnirelmann Category and Farber’s Topological Complexity. One application of this no-
tion is to solve a generalized motion planning problem in robotics. The main properties
and applications as well as calculation methods of these invariants will be given in the

work.
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Introducién

A categoria de Lusternik-Schnirelmann, cat (X), é un invarianate homotopico que mide
con cantos abertos contraibles podemos revestir un espazo topoléxico X. Foi amplamente
estudado dende a siia aparicién, no 1934. Xordeu no contexto de célculo de variaciéns en
variedades diferenciais [10], como un xeito de limitar inferiormente o namero de puntos
criticos de calquer funcion diferenciable. Unha referencia moi coniecida é [1]. Para aforrar
notacion, ao longo do ensaio, denotarémola como categoria LS ou cat LS.

Outro invariante, moi relacionado con este, foi definido por Michael Farber en 2000
[?]. Tratase da complexidade topolézica, TC (X), que cuantifica o nimero de algoritmos
precisos para resolver problemas de planificaciéon de movementos en robética; é dicir, mide
a complexidade dun problema navigacional nun espazo topoléxico X visto como o espazo
de configuracions dun sistema. Unha referencia béasica para a robdtica topoloxica é |7].

Tanto a complexidade coma a categoria son exemplos dun concepto topoléxico maéis
xeral, chamado xénero de Svarc dunha fibracion (Definicion 2.3). As fibracions, asi como os
pullback (Definicion 2.6), que podemos interpretar como un cambio de base dunha fibra-
cion, son de gran relevancia na topoloxia. En concreto polas stas propiedades homotopicas,
que explotaremos para traballar coa categoria e a complexidade.

Asi, calcular o xénero de Svarc da fibracién de caminos 7 : PX — X x X (1.3)
é equivalente a atopar seccions continuas dista fibracién, é dicir, coincide co célculo da
complexidade topoloxica de X. Asimesmo, o célculo do xénero de Svarc do pullback de
dita fibracion de caminos (Exemplo 2.8), coincide co calculo da categoria LS de X.

Con todo, estes invariantes son moi dificiles de calcular; tal motivo serviu de motiva-
cion para Enrique Macias e David Mosquera, que moi recentemente observaron que tanto
a categorfa LS como a complexidade topoléxica poden ser concebidos como casos particu-
lares dun novo invariante [11]|, que chamaron distancia homotdpica, D (f,g), entre duas
aplicaciéns continuas f,g : X — Y. Mide como de lonxe estan dias aplicacions de seren
homotopas, mais o seu principal interese reside en que simplifica moitas demostracions e
explica por qué a categoria e a distancia comparten moitas propiedades semellantes.

Resulta que se X é un espazo topoloxico (para simplificar sempre o suporemos conexo
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X INTRODUCION

por caminos), e p € X é un punto calquera, entén a categoria LS ¢ igual 4 distancia entre
a identidade e a aplicacion constante, cat (X) = D (idx, zp). Tamén, se chamamos i1, i :
X — X x X as inclusions de X en cada un dos eixos do produto, é dicir, 41 () = (x, zo)
e i () = (xo,x), tense que cat (X) = D (i1, 12).

Do mesmo xeito, a complexidade topoloxica coincide ca distancia entre as proxecciéns
p1,p2: X x X — X, é dicir, TC(X) =D (p1,p2) .

Estas igualdades permiten demostar resultados conecidos dun xeito sinxelo basedndose

en propiedades da distancia. Por exemplo, do seu comportamento cias composicions,
D(foh,goh)<D(f,g) =D (h'of,h og)

siguese que
cat (X) < TC(X) <cat (X x X).

Ademais, se f,g : X — Y son aplicacions continuas, a distancia esta limitada pola

categoria do dominio e pola complexidade topoldxica do codominio,
cat (X) > D (f,g) < TC(Y).

Unha propiedade moi interesante da distancia, que non era visible nos invariantes clasicos, é
que é unha verdadeira distancia no espazo de clases de homotopia de aplicaciéns continuas.
E dicir, se denotamos [f] a clase das aplicacions continuas f : X — Y para a relacion de
equivalencia f ~ f’ se e soamente se f, f' son homotopas, resulta que D ([f],[g]) est4a ben

definida e se cumpren os tres axiomas:

1. D([f],]g]) = 0 se e soamente se [f] = [g],

3. D([f],[g]) <D ([f],[h]) + D ([A], [g])-

Para a desigualdade triangular debemos pedir que o dominio X sexa un espazo normal.
A demostracion béasase nun Lema de Oprea e Strom [15]| que demostramos con coidado
neste traballo, e que serve para demostrar outras propiedades interesantes da distancia e

dos seus casos particulares. Por exemplo,
cat (X xY) < cat (X) + cat (V).

A demostracion que damos é moito mais sinxela que a orixinal de Fox que aparece en [1].
En xeral, o célculo de cat (X), TC(X) e D(f,g) conséguese limitandoos superior e

inferiormente. As cotas superiores xorden de resultados xerais, moitos deles relacionados
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coa cohomoloxia. En concreto co grao de nilpotencia do grupo de cohomoloxia de certos
espazos topoloxicos. Por exemplo, se consideramos J (f,g) a imaxe do homomorfismo
lineal f* —g* : H(Y) — H (X), enton Le.p.J (f,g9) < D(f,9) (Teorema 5.20). Onde
l.c.p. denota a lonxitude méaxima do produto cup (Definicién 5.16). Outra cota interesante
é: Le.p. (H (X)) < cat (X).

Non obstante, tamén se pode optar por tentar atopar os revestimentos abertos explicitos
que cumpren a definicién. Por exemplo, se queremos calcular a categoria da circunferencia
unidade S!, atompaos os abertos U = S' \ {N} e V = S!'\ {S} que son contraibles
(Figura 1), polo que xa saberemos que cat (Sl) = 1. Pois cat + 1 é o tamafno minimo dun
revestimento con esa propiedade e asimesmo a circunferencia non é contraible (o que limita

inferiormente por 1 a categoria).

N N
OO

S\ {N}

Figura 1: Demostracion da categoria de S

Finalmente, convén resaltar que estes invariantes tefien aplicaciéns en campos como a
enxeneria. Como xa dixemos, a definicién orixinal de Farber para a complexidade topoloxica
TC (X) esta directamente relacionada coa planificaciéon de movementos en robotica. Tal
é o caso de plataformas coma Google Maps, que ainda a dia de hoxe seguen estudiando
o xeito de construir caminos continuos entre dous destinos con dependencia do punto de

partida e chegada.
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Destination

Figura 3: Construciéon de algoritmos de planificaciéon de movementos

Un exemplo que a simple vista pode parecer moi sinxelo pero que ten consecuencias de

gran relevancia é o calculo da complexidade e mais da categoria dunha circunferencia S,

que seria TC (Sl) = cat (Sl) = 1. O que implicaria que todos os algoritmos de planificacion

de movementos globais en S!, que podemos identificar cunha rotonda ou con miltiples

obxectos do noso redor, serfan discontinuos. Mais tan s6 dous algoritmos son suficientes

para resolver o problema de planificacion de movementos na circunferencia: moverse polo

arco mais curto que conecta x e z’, e cando sexan antipodais decidirse pola referencia que

apunta no sentido das agullas do reloxo (que é unha referencia global sen singularidades).

Tamén podemos considerar un robot (que pode ser tanto un brazo robotico, coma
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unha aspiradora auténoma ou un dron) xunto co seu espazo de configuracions posibeis X.
Plantexdmonos neste caso o problema de dar algoritmos continuos para desprazarse entre

dous puntos arbitrarios z,z’ € X.

oB R=l+1

b ~
D)
G
T

o c=T
(a) Brazo robotico (b) Espazo configura- (c) Espazo de traballo
de duas articula- cién brazo robético de do brazo roboético de
ciéns duas articulacions duas articulacions

Outro obxecto de estudo interesante poderia ser o espazo de configuracién dun corpo
rixido, como pode ser un avién, que seria o grupo de rotaciéns de R3, SO (3) = {4 €
Mszy3 (R) JAAT = Id3, det (A) = 1}.

Guifada

s

Cabeceo

Alabeo

Figura 4: Movementos dun avién

En definitiva, este traballo est4 adicado a analizar novos invariantes homotépicos inspi-
rados nunha ampla variedade de aplicaciéns na robotica e na enxefieria. A robotica topolo-
xica é unha rama recente das matematicas que goza dunha gran popularidade na actualida-
de. Este documento esté focalizado no estudo da distancia homotépica, un novo invariante
topoldxico que xeraliza invariantes clasicos como a Categoria de Lusternik-Schnirelmann e

a Complexidade Topoldxica de Farber. Daremos as stias propiedades principais e centrare-
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monos na resolucién dun problema xeralizado de planificaciéon de movementos na robética;
para iso comentaremos algiins métodos de céalculo destes invariantes. Seguiremos princi-
palmente a lina do artigo [11], no que E. Macias e D. Mosquera introduciron o concepto
de distancia homoto6pica. Paralelamente, falaremos tamén da complexidade topoléxica e
da categoria de Lusternik-Schnirelmann, tomando as ideas recollidas en [7] e [1] respecti-
vamente. Exploraremos a relacién que tenen coa distancia, concluiremos novos resultados
e daremos demostracions alternativas dos xa coniecidos. Complementaremos os resultados

basandonos en (8], [16] e [13] fundamentalmente.

Maéis detalladamente, no Capitulo 1 presentamos os conceptos de distancia homotopica,
de categoria de Lusternik-Schnirelmann e de complexidade topoloxica. Asimesmo, estable-
ceremos a primeira relaciéon destes dous invariantes clésicos coa distancia, véndoos como
casos particulares da mesma. No que concerne & categoria, daremos unha xeralizacion des-
te concepto aplicado a funciéns continuas. Respecto 4 complexidade, veremos tamén que
para un sistema que non tefia un espazo de configuracions contraible, calquer algoritmo de
planificacién de movementos seré discontinuo. O Capitulo 2 trata sobre o xénero de Svarc,
introduciremos este concepto e unha serie de definiciéns previas indispensabeis para a sia
comprension. Falaremos primeiro das fibraciéns e dos pullbacks, e ilustraremos ambos con
algins exemplos. Méis adiante probaremos, empregando os exemplos anteriores, que o xé-
nero de Svarc engloba tamén aos tres invariantes homotopicos mencionados. Cabe destacar
que ata a apariciéon da distancia, tanto a complexidade coma a categoria se traballaban
como casos particulares do xénero de Svarc dunha fibracién, o que técnicamente é mais
complexo. Veremos na Secciéon 2.3 que tamén podemos caracterizar asi a distancia homoto-
pica. No Capitulo 3 estudaremos certas propiedades da distancia homotopica que tenen que
ver c& composicidén, c6 dominio e codominio e cé invarianza. Istas nos axudaran a estudar
a relacion entre a distancia, a categoria e a complexidade, asi como a concluir novos resul-
tados e cotas entre os tres invariantes. Na Seccion 3.3 probaremos que tanto a categoria
coma a complexidade son invariantes homotoépicos, neste mesmo subcapitulo veremos que
distancia tamén sera un invariante homoto6pico, pero nun sentido mais xeralizado. Con todo
ningun destes resultados serve para concluir que a distancia homotopica sexa, en efecto,
unha auténtica distancia. Para iso debemos atopar certos espazos topoléxicos nos que se
verifique a desigualdade triangular. Nace de ai o Capitulo 4, que se centra no estudo dos
espazos normais. Pois neles si que se verifica esta tltima propiedade. Na primeira seccién
do capitulo describiremos os resultados previos para a proba dun lema moi importante
na topoloxia debido & stia gran xeralidade. Precisarémolo para probar que, efectivamen-
te, a desigualdade triangular se verifica nos espazos topoloxicos normais. A continuacion,

concluiremos tamén novos resultados notables para o espazo produto, que mellora consi-
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derablemente as stias propiedades se ambos factores son espazos normais. O Capitulo 5
céntrase en achar cotas da categoria, a complexidade e a distancia empregando nocions
bésicas de cohomoloxia, en concreto sobre o grao de nilpotencia das clases de cohomoloxfa.
Abordaremos primeiro unha serie de definiciéns e propiedades xerais, para posteriormente
falar do produto cup, que é o que lle outorgara ao noso grupo de cohomoloxia estrutura de
anel graduado, co que nos serd méis doado traballar. Logo, comentaremos cales son esas
cotas de nilpotencia e poremos algtins exemplos. Finalmente, os resultados e técnicas pre-
sentados ao longo do traballo confluen no Capitulo 6. [lustraremos o exposto ata o presente
con algins exemplos con aplicaciéns na roboética e na enxefierfa. Comezaremos adentran-
donos na circunferencia, que se pode identificar con multiples obxectos da vida real, como
pode ser unha rotonda. Veremos que nin a siia categoria nin a sua complexidade son nu-
las. Do que podemos deducir que non existe un algoritmo de planificacion de movementos
continuo nela. Na seguinte seccién estudaremos a categoria e a complexidade do espazo
de configuracion e de traballo dun brazo roboético articulado. Xa para rematar, na ultima
seccién veremos estes mesmos invariantes para o espazo de configuracion dos movementos
dun corpo rixido, como pode ser un avion. Como curiosidade, na derradeira subseccién
comentaremos un caso particular moi conecido, o bloqueo de cardan ou Gimbal-Lock, pois

un caso moi sonado foi a misién fallida do Apolo 13 en 1970.

Figura 5: Apolo 13
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Capitulo 1

Distancia homotoépica. Exemplos

Queremos analizar novos invariantes homotopicos inspirados nunha ampla variedade
de aplicacions na roboética e na enxenerfa. Focalizaremos este traballo no estudo da dis-
tancia homotopica, un invariante homotépico recente que engloba nociéns clasicas como a
categoria de Lusternik—Schnirelmann e a complexidade topoléxica. Foi introducido en 2020
por dous matematicos da Universidade de Santiago de Compostela: Enrique Macias Virgds
e David Mosquera Lois, como se pode ver no Artigo [11]. Logo a través do seu estudo
probaremos propiedades destas duas conxuntamente, acharemos cotas para a categoria e
a complexidade, concluiremos novos resultados e veremos exemplos das suas aplicaciéns.

Neste capitulo seguiremos principalmente as referencias do Artigo [11| anteriormente
citado. Para afondar mais sobre algunhas nociéns sobre a categoria LS seranos de gran

axuda [1] e sobre a complexidade topoloxica empregaremos sobre todo [7].

1.1. Distancia homotoépica

Asumiremos todo o tempo sen perda de xeralidade que X e Y son espazos topoldxicos
conexos por caminos. Pois no caso de non selo poderiamos traballar coa compoiiente co-
nexa correspondente. E razoable pedir esta hipotese pois queremos estudar a existencia de
algoritmos de planificacion de movementos (Definicion 1.10).

Antes de comezar coa definicién de distancia homotopica, aclararemos brevemente a
notaciéon que empregaremos. Dadas dias aplicaciéns f e g, o simbolo f ~ g denota que
son homotopas. Ademais para simplificar notacién definiremos U = Uy LI --- LI U, a unién
disxunta de tédo-los abertos do revestimento. O que induce a aplicacion inclusién u : U <

X. E o0 mesmo dicir entoén: fiu, = gju,, para todo i € {0...n} que foux~gou.

Definicién 1.1. Sexan X e Y espazos topoldxicos conexos por caminos e f,g: X — Y

dias aplicacidons continuas. A distancia homotdpica entre as aplicacions f e g, denotada
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D(f, g), € o menor enteiro n > 0 tal que existe un revestimento aberto {Uy ... U,} de X de

xeito que fou ~ gou, para todo i € {0...n}. Se non existe tal revestimento diremos que
D(f,g) = o

Intuitivamente danos unha idea de como de lonxe estan duas aplicaciéns de seren
homoétopas.

Doutra banda, como o seu propio nome indica, queremos traballar con este concepto
coma se fose unha distancia. De momento, tal e como o temos definido pode deducirse

directamente que :

1. D(f,g9) = D(g, f),
2. D(f.g) =0+ f~g.

Para a propiedade 1, fou ~ gou, entén existe H : U x [0,1] — Y continua tal que
H(x,0) = (fou)(z)e H(x,1) = (9 ou)(x), para todo x € U. Polo que bastaria traballar
con H(z,1—t) no canto de H(x,t) para ter que gou ~ fou e polo tanto D(f,g) = D(g, f).

S6 con istas dias propiedades non podemos concluir que sexa unha distancia, pois nos
falta a desigualdade triangular. Veremos no Capitulo 4 que se da cando X é un espazo
topoloxico normal.

Na seguinte Proposicién, como xa adiantamos antes, vemos que unha propiedade in-
mediata, pola propia definicién de homotopia, é que a distancia homotopica s6 depende da

clase de homotopia:

Proposicion 1.2. Se f ~ f' e g~ ¢, enton:

D(f,9) =D(f',d).

1.2. Categoria de Lusternik—Schnirelmann

O clasico paradigma reduccionista das matemaéticas sempre foi descompoiier un obxecto
en pezas moito mais simples co obxectivo de estudalo a través de analizar ditas pezas e como
encaixan entre elas. Claramente a peza mais simple posible serfa un punto. Xorde entén a
pregunta de con cantos abertos contraibles poderiamos revestir un espazo topoléxico dado.
Nace de af o concepto de Categoria de Lusternik-Schnirelmann que abordaremos nesta
seccion.

Este concepto débelle o nome a dous matematicos soviéticos L. Lusternik e L.Schnirelmann,

que entre os anos 20 e 30 descubriron que proporcionaba unha cota inferior do nimero de
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puntos criticos para calquer funciéon diferenciable en variedades diferenciais. Estudando as
stias consecuencias xeométricas se atoparon numerosos resultados de interese, pois aporta-
ba tamén unha cota dos elementos de nilpotencia nas clases de cohomoloxia (estudarémolo
mais adiante no Capitulo 5). Foi asi como tornou nun concepto moi importante na topoloxia

alxébrica.

Definiciéon 1.3. Sexa X un espazo topoldxico, un conxunto U de X é categdrico se é
contraible en X. E dicir, se a inclusién ¢ : U — X é hométopa a unha aplicacién constante

c:U— X, c(u) =pp € X, para todo = € X.

Definicién 1.4. A categoria de Lusternik—Schnirelmann de X, cat(X), é o menor enteiro
n > 0 tal que existe un revestimento aberto categérico de X con n + 1 elementos. Se non

existe tal revestimento finito diremos que cat(X) = oo.

Caracterizando este invariante en termos da distancia homotopica, podemos manexar
a seguinte igualdade cat (X) = D (idx, *), sendo * calquer aplicacién constante. Daremos

agora outras dias caracterizaciéons en termos da distancia:

Proposicion 1.5. Sexa X un espazo topoldrico, dado un punto base ry € X con X
espazo topoldxico, definimos: 1,12 : X — X x X aplicacions inclusion, i1(x) = (z,x0),
ia(x) = (zg, ). Temos asi:

cat (X) =D (i1, 42) .

Demostracion. Probaremos primeiro que cat (X) > D (i1, i2).
Se cat (X) = n, podemos tomar un revestimento aberto categorico de X: {Uy ... Uy}.
Tendo por definicién que idx o u >~ * o u, onde u é a aplicaciéon inclusién de U en X

anteriormente definida. Vexamos que i1 o u =~ i3 o u para probar a desigualdade:
irou= (idx,*)ou= (idy ou,*ou) ~ (xou,id, ou) = (x,idx) ou =iz ou.

Falta probar enton que cat (X) < D (iy,142).

Se D (i1,42) = n, entén sabemos que existe un revestimento aberto de X: {Up...U,}
tal que i; ou ~ iy o u. E dicir, existe H : U x [0,1] — X x X homotopia entre i; o u
e i9 o u. Asi, tal e como definimos i1 e io, componendo coas proxeccions, teriamos que
idx ou ~ % o u e quedaria probada a desigualdade.

Concluimos entén que cat (X) = D (iy,142). O

Proposicion 1.6. Sexa X espazo topoloxico, i1, io as aplicacions inclusion no primeiro e

sequndo factor respectivamente e A € a aplicacion diagonal. Temos asi:

cat (X) =D (A,Zl) =D (A,Zg)
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Demostracion. Probaremos a iguadade s6 para i1, pois o caso de i3 é anédlogo. Primeiro
veremos que cat (X) > D (A,i1). Se cat (X) = n, existe un revestimento de X de abertos

categorico {Up ... Uy }. Vexamos que ijou~ Aou :
i1ou=(idx,*)ou= (idy ou,*ou) ~ (idx ou,id, ou) = (idx,idx) ou = Aou.

Falta probar a outra desigualdade: cat (X) < D (A, ;).

Se D (A, i1) = n, sabemos que existe un revestimento aberto {Up ... Uy} de X de xeito
que Aou ~ iy ou. E dicir, existe H : U x [0,1] — X x X homotopia entre i ou e Aou.
Asi, tal e como definimos i1 e A, tomando compoifientes teriamos que idy ou ~ xou e

quedaria probada a desigualdade. O

Como vimos, este concepto é unha propiedade dun espazo topoloxico. Podemos adap-

talo e xeralizar este concepto para as aplicacidéns continuas:

Definicion 1.7. A categoria de Lusternik—Schnirelmann dunha aplicacién continua f :

X — Y definese como: cat(f) = D(f,*), cando Y é conexo por camifos.

Proposicion 1.8. Se dado un espazo topoldrico X se pode expresar como X = AU B,

sendo A e B subconzuntos abertos de X. Enton:
cat (AU B) < cat (A) 4 cat (B) + 1.

Demostracion. Se cat (A) = n e cat (B) = m, consideramos os correspondentes revestimen-
tos categoricosde Ae B:U = {Uy ... Up},V = {Vp ...V, }. Enton W = {Uy, ... U, Vo, ... Vi }
¢ un revestimento categorico de X de m+mn+2 elementos, é dicir: cat (AU B) < m+n+1

como querfamos probar. O

1.3. Complexidade Topoléxica

A complexidade topoloxica é un invariante topoloxico introducido por M. Farber en
2003. Mide a complexidade do problema da navegacién nun espazo topoldxico X visto como
o espazo de configuracions dun sistema (Definicion 1.9). Un dos noso obxectivos sera estudar
os algoritmos de planificacion de movementos con aplicaciéns reais na robotica. Como
veremos no Teorema 1.12 desta seccién, un espazo topoléxico X non sempre se podera dotar
dun algoritmo de planificacion de movementos continuo. E natural cuestionarse entén con
cantos abertos que admitan un algoritmo de planificaciéon de movementos podemos revestir

o noso espazo X. De af nace o concepto de complexidade topoléxica.

Definicién 1.9. Un espazo de configuraciéns é un espazo topoléxico X conexo por cami-

nos.
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Antes de definir a complexidade topoléxica, denotaremos: PX = X0 = {v:10,1] —
X, continuas} ao espazo de caminos de X. 7 : PX — X x X & aplicacion continua que
a cada camino lle asigna o seu punto final e inicial: w(y) = (7 (0),7(1)). A esta aplicacion
se lle chama fibracion de camifios. A proba da continuidade dista aplicacion pode verse en
12)

Definiciéon 1.10. Un algoritmo de planificaciéon de movementos s : X x X — PX ¢é
unha seccién non necesariamente continua de 7, é dicir, satisfai o seguinte: mos = Idxx x.

Ademais s (z,y) (t) € PX é unha funcién continua para todo ¢ € [0, 1], para todo z,y € X.

Observacion 1.11. Interésanos buscar algoritmos de planificaciéon de movementos que de-
pendan de xeito continuo e = e y, pois dita continuidade implicaria a sta estabilidade.
Mentres que se s non é continua o algoritmo non é necesariamente estable. Polo que a par-
tir de agora cada vez que falemos de algoritmo de planificaciéon de movementos asumiremos

que é continuo.

Teorema 1.12. Dado un espazo de configuracions X, cumprese a sequinte equivalencia:
ds: XxX — PX  algoritmo de planificacion de movementos continuo <= X € contraible.

Demostracion. Asumiremos primeiro que X é contraible, é dicir, existe unha aplicacién
continua H : X x [0,1] — X tal que H (2,0) = idx e H (z,1) = Z, para todo z € X.
Onde z é unha aplicacién constante. Construiremos a aplicacién s : X x X — PX que

buscamos como: s (zg,x1) =y (t). Con:

[ H@e2t) o0<
7(lt)_{H(a;lﬂ—ta) 1<

En efecto s é un algoritmo de planificacion de movementos pois 7 (t) é continua polo
lema do pegado de aplicaciéns continuas e a continuidade de s podemos vela probada en
[12], trivialmente tamén cumpre que 7o G = idx« x, € dicir, s é seccion de 7.

Agora, partindo da existencia un algoritmo de planificaciéon de movementos global G :
X xX — PX, onde aimaxe de G (zg, z1) ¢ un camino 7y,,z, que conecta o punto inicial
con x1; queremos ver que X é contraible. E dicir, que existe unha homotopia H : idx = &,
onde Z é unha aplicacion constante. Basta definir H : X x [0,1] — X como: H (z,t) =
vzz (t). H é continua pola Definicion 1.10. Ademais H (z,0) =idx e H (z,1) = &. Logo H

era a homotopia que buscabamos para concluir que X é contraible. O

Por ser unha equivalencia, se deduce que para un sistema que non tena un espazo de
configuracions contraible, calquer algoritmo de planificacién de movementos sera disconti-

nuo.
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Definiciéon 1.13. A complexidade topoloxica de X, TC (X), é o menor enteiro n > 0 tal
que existe un revestimento formado por n + 1 abertos {Up...U,} de X x X de xeito que
cada aberto admite unha seccién continua s; : U; — PX de 7 sobre U;. E dicir, que o

seguinte diagrama sexa conmutativo:

A

UZ(%X x X

Pode entenderse tamén como o menor enteiro n > 0 tal que existe un revestimen-
to aberto {Uy...U,} de xeito que para cada U; existe un algoritmo de planificacion de

movementos. Se non existe tal revestimento finito diremos que TC (X) = oo

Igual que coa categoria L-S, podemos caracterizar tamén este termo en funciéon da

distancia homotépica:

Proposicion 1.14. Sexan pi,ps : X x X — X as didas prozeccions, enton
TC (X) =D (pl,pg) .

Veremos a demostracion como consecuencia directa do Teorema 2.12 de mais adiante
(2.13).

Outra posibel caracterizacion de TC (X) en virtude & distancia homotopica seria:

Proposicion 1.15. Sexa X un espazo topoldzico e flip : X x X — X X X a aplicacion

cambio de coordenadas dada por flip (z,y) = (y,x). Temos que:
TC (X) = D (Hip, idyxx) -

Demostracion. Probaremos primeiro que D (flip,idx) < TC (X).
Se TC (X)) = n, existe un revestimento aberto de X: {Uy ... U, } de xeito que cada aberto
admite unha seccién continua s; sobre w. Para ver que flip o u ~ idx « x o u definiremos

unha homotopia entre elas:
H U [0,1] — X x X, H (2,5,) = (51 (2,) (£), 51 (2,) (1 — 1))..

H é a homotopia que andabamos buscando pois estd ben definida e é unha aplicacién

continua por selo cada componente. Ademais:
H (‘Ta Y, 0) = (Si (.’L’,y) (O) » Si (Zlf,y) (1)) = («'177y) = 1dXXX (‘Ta y) .

H(l‘,y, 1) = (Si (x7y) (1) y Si (a:,y) (0)) = (y,l’) = flip (x7y) :
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Probemos agora a outra desigualdade: D (flip,idx«x) > TC (X).

Se D (flip,idxxx) = n, existe un revestimento aberto {Uy...U,} de xeito que exista
unha homotopia H : flipou ~ idx ou. As secciéns continuas de 7 en cada U; que andamos
buscando son: s; : U; — PX | s; (x,y) = Hy (z,y,t). Onde H; é a primeira componente
da homotopia H. Claramente s; é unha secciéon continua de 7. Pois estd ben definida,

¢ continua por ser a primeira componente dunha aplicaciéon continua e 7 o s; (z,y) =

(z,9). O






Capitulo 2

Xénero de Svarc

Neste capitulo falaremos sobre o xénero de Svarc, concepto que foi desenvolto polo ma-
tematico soviético Albert Svarc. Veremos que esté relacionado tamén cos tres invariantes
introducidos no Capitulo 1. De feito, ata a aparicién da distancia homotopica, tanto a
complexidade como a categoria LS eran vistos como casos particulares deste. Para afon-
dar maéis neste concepto podese consultar [?], onde se aborda a nocién de xénero dunha
fibracién en mais aspectos. Antes de dar a sta definicién e de traballar con ela, adicaremos
as dias seguintes seccions a falar de fibracions e pullbakcs, que son indispensables para
comezar a traballar co xénero de Svarc. Ademais ilustrarémolas con algtiins exemplos que
nos serviran mais adiante para caracterizar a categoria e a complexidade en termos do

xénero. Seguiremos as referencias do libro [?].

2.1. Fibracions

Definiciéon 2.1. Sexan p : ¥ — Z e f : X — Z duas aplicaciéns continuas. Un
levantamento de f respecto de p é unha aplicaciéon continua f: X — Y tal que po f: f.

E dicir, de xeito que o seguinte diagrama conmute:

Yy
e

p

x- 1.z

Definicién 2.2 ([16], pax. 355). Unha aplicacion 7 : E — B ten a propiedade de levanta-

mento de homotopias respecto ao espazo topoloxico Y se dado este diagrama conmutativo:

9
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Y x {0 p
i ™
Y x[0,1] -~ B

Existe unha homotopia H:Y x [0,1] — E que satisfai a propiedade de levantamento

respecto H. E dicir, o seguinte diagrama é conmutativo:

v x {0y -2 p

Y x[0,1] -2~ B

Onde H : Y x[0,1] — B ¢é calquer homotopia e ﬁo é calquer levantamento de H)y {0}

Definicién 2.3 ([16], pax. 355). Unha aplicacion continua 7 : E — B dise unha fibracion
de Hurewicz se satisfai a propiedade de levantamento de homotopias respecto a calquer

espazo topoloxico Y. Neste caso dise que E é o espazo total e B a base da fibracion.
Para abreviar chamarémoslle & fibracion de Hurewicz fibracion a secas.

Exemplo 2.4. A fibracién produto é un exemplo trivial de fibracién. Pois como p; é a

proxeccién do primeiro factor, basta tomar H = (H, H).

X x {0} . pxB
~ 7

X x [0,1] —2
Exemplo 2.5. A aplicacion 7 : PX — X x X, w(v) = (7v(0),v(1)) é unha fibracion.

Pois dado Y un espazo topoloxico arbitario, H : Y x [0,1] — X X X unha homtopia e

J/LI\O calquer levantamento de H (y,0) tal que o seguinte diagrama conmute:

v x {0y . px

o

Y x[0,1] - X x X

Podemos contruir H : Y x [0,1] — PX de xeito que o seguinte diagrama sexa con-

mutativo:

Hy

Y x {0} PX
7

Y x[0,1] > X x X
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Se existe H, esta cumpre que: 7 o H (y,t) = 7 () (7(0), (1)) = (Hi(y,t), Ha (y,1)).

Basta definir v, ou H? como:

Hy (y,t — 3s) 0<s<i%
wi(s) =9 How) (35) f<s<1-4
Hy(y,3s+t-3) 1-L<s<1

2.2. Pullbacks

Definicion 2.6 ([8], pax. 406). Sexan f : X — Z unha aplicacion continua, 7 :Y — Z
unha fibracion e o conxunto P = {(z,y) € X x Y, f (z) = 7 (y)}, definese o pullback de f

coma a aplicaciéon p: P — Y que fai o seguinte diagrama conmutativo:

p-r.

| l

X ——

!
Onde p y ¢ son proxeccions.
Ademais os pullback satisfan a seguinte propiedade [[16], pax. 359|: dado outro triple

(Q,q1,q2), existe unha tnica aplicacion u : Q — P tal que: gou = ¢ e pou = ga. O

seguinte diagrama axuda a visualizar esta cualidade:

p-r.

Q

Y
A

Onde q¢1 : @ — X e qo : Q@ — Y son morfismos que satisfan: f o q = 7o qo. Esta

X ——

f

propiedade chamase "Propiedade Universal".

Proposicion 2.7. O pullback dunha aplicacion continua f : X — Z por unha fibracion

m:Y — Z tamén é unha fibracion.

Demostracion. En efecto, veremos que o pullback de f pola fibraciéon 7 porque satisfai a
propiedade de levantamente de homotopias. Dado un espazo topoldxico arbitrario W e unha
homotopia H : W x [0,1] :— X. Definimos o levantamento como: H:W x [0,1] :— P,
H (w,t) = (H (w,t), f/o?l (w, t)) Onde ﬁT{ é o levantamento da homotopia f o H que

sabemos que existe por ser 7 fibracién. O
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Exemplo 2.8. Dada a fibraciéon de caminos 7 , o seu pullback pola aplicacién inclusién
11 seria:

P=FRX={y:[0,1] — X : v(0) = =0},
onde g € X é un punto fixado. ¢ = 7, m (7) = v (1). Queda probado asi tamén que 7y é

unha fibracion.

2.3. Xénero de Svarc. Aplicaciéns

Definicion 2.9. Sexa w : E — B unha aplicaciéon continua, o xénero de Svarc de m,
secat (), definese como o menor enteiro n € Z tal que existe un revestimento aberto de
B: {Up...U,} de xeito que existan seccions continuas s; : U; — FE para cada un deles. E

dicir, que o seguinte diagrama sexa conmutativo:

E
A
Ui(—i> B
Tanto a complexidade topoloxica coma a categoria L-S traballanse coma casos parti-

culares do xénero de Svarc, veremos isto cos dous seguintes exemplos:

Exemplo 2.10. Consideramos a fibracion por camifios 7 : PX — X x X. Onde 7 () =
(7(0),v(1)). Enton se cumpre que

secat (1) = TC (X).

Pois basta considerar os abertos U; do revestimento de TC (X) e as secciéons continuas

serian os algoritmos de planificacién de movementos asociados.

Exemplo 2.11. Consideramos a fibracion mp : PpX — X. Onde 7o () = v (1). Enton se
cumpre que
secat (mp) = cat (X) .

Cabe destacar que my é en efecto unha fibracion, a stia proba estd no Exemplo 2.8 Pois
se secat (mg) = n, entoén existe un revestimento aberto {Uy ... U,} onde en cada aberto mg
admite unha secciéon continua st : U; — Py X, que leva cada «x € U; C X a un camino
en vy, de xeito que v (0) = z¢ e 75 (1) = z. Polo que podemos definir una homotopia H :
Ux|[0,1] — X, H (x,t) = s; () (t). Asi ctey, ~ idx ou, logo cat (X) < n. Doutra banda,
se cat (X) = n, enton existe un revestimento aberto {Uy ... U, } de xeito que H : k; ~ Uj,
k; € X. Pero por ser X conexo por caminos podemos sup6r sen perda de xeralidade que
ki = xo. Asi, podemos definir unha seccion continua s; : U; — Py X de mg do seguinte

modo: 8; () = 7z, V2 (t) = H (z,t). Logo secat (mp) < n.
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Ademais da complexidade e da categoria, podemos caracterizar tamén a distancia ho-
motdpica en termos do xénero de Svarc, que como vimos tamén englobaba a estes dous

invariantes.

Teorema 2.12 ([11], pax. 4). Sexan f,g: X — Y duas aplicacions continuas, 7 : yo.1

unha aplicacion tal que w(v) = (7(0),7(1)) e P ={(z,7) : v(0) = f () ,7 (1) = g (2)}.
Considerando o pullback p : P — YIOU de 7 pola aplicacion (f,9) (véxase o seguinte

diagrama,),
p_Lr .yl
ql lﬁ
X W Y xY
Enton:

D (f.9) = secat (q).

Demostracion. Primeiro probaremos que D (f, g) < secat (q).

Se secat (¢) = n, tomando o correspondente revestimento aberto {Uy ... U,} sabemos
que existe para cada aberto unha seccion continua s; : U; — P, s; () = ;. Como
(z,7,) € P, camprese que v, (0) = f(x) e 7, (1) = g (z). Polo que H : U; x [0,1] — Y,
H (x,t) = 7, (t) é unha homotopia entre fou e gou. Logo D (f,g) <n.

Doutra banda, se D (f,g) > secat (q). Sexa D (f,g) = n co seu correspondente reves-
timento aberto {Up...U,}. Sabemos que existe unha homotopia H : f ou ~ g o u. Polo
que tomando s; : Uy — P, s;(x) = v, (t) = H (z,t), terfamos que existe unha seccion

continua para cada aberto do revestimento, logo secat (¢) < n. O

Observacion 2.13. Queda probada asi a Proposicion 1.14, pois tomando f = p; e g = po

no Teorema 2.12, teriamos que (f,g) = idxxx e ¢ = 7, logo

D (p1,p2) = secat (1) = TC (X).






Capitulo 3
Propiedades

Estudaremos unha serie de propiedades da distancia homotépica que tefien que ver
cd composicion, c6 dominio e codominio e cé invarianza. Servirannos para concluir novos
resultados e cotas para a categoria L-S e a complexidade topoldxica, que como xa mencio-
namos, son invariantes homotopicos igual ca distancia. A gran maioria destes resultados
podemos atopalos probados no artigo [11]. Ademais, moitas delas son demostracions alter-
nativas de resultados xa conecidos sobre a categoria e a complexidade. Podemos comprobar
lendo [1] e 7], nos que tamén aparecen demostrados gran parte deles, que coa distancia se

simplifican notablemente os procedementos.

3.1. Composiciéon

Proposicion 3.1. Dadas calquer aplicacions f,g: X — Y eh:Y — Z. Enton:

D(ho f,hog) <D(f,g)-

Demostracion. Se D (f, g) < n, tomando o correspondente revestimento {Uj ... U, } de xeito
que f; = flu, ~ gju, = gj, para todo j € {0..n}, X =UygU - UUy, enton: ho f; >~ ho g,
por propiedades de homotopia. E dicir: (ho f); ~ (hog);. Poloque D (ho f,hog) <n. O

Corolario 3.2. Seza f : X — Y wunha aplicacion, con X e Y conexos por caminos,
enton:
cat(f) < cat (X).

Demostracion. Pola propia definicién de categoria L-S e aplicando a Proposicién 3.1:
cat (X) = D(idx, z9) > D (f oidx, f(zo)) = cat(f).

Onde g é unha aplicacién constante. O

15
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Proposicion 3.3. Dadas calquer aplicacions f,g: X — Y e h: Z — X. Enton:

D(foh,goh)<D(f,g).

Demostracion. Se D (f, g) < n tomando o correspondente revestimento {Uy ... U, } de xeito
que f; = fiu; ~ gju; = gj. para todo j € {0...n}, X = Uy U - UU,. Definimos: V; =
h~1(U;) C Z, denotamos & restricion: hj : V; — X. Onde claramente h;(V;) = U;
logo pode entenderse como a composicion de h; : V; — Uj, hj(z) = h(z), coa inclusion

1j : Uj — X. Temos asi que:
(foh)j=fiohj~gjoh;=goh;=(goh);.
Polo que D(foh,goh) <n O

Corolario 3.4. Sexa f: X — Y unha aplicacion continua, con Y conexo por caminos,

enton:
cat(f) < cat(Y).

Demostracion. Pola propia definicién de categoria L-S e a Proposicion 3.3:
cat (Y') = D(idy,y0) = D(idy o f,y0 © f) = D(f,50) = cat(f).
Onde yg é unha aplicacién constante. O

Corolario 3.5. Sexan f,g: X — Y aplicacidns continuas con Y conexos por caminos.
Enton:

D(f,9) +1 < (cat(f)+ 1)(cat(g) +1).

Demostracion. Sexa yo : X — Y unha aplicacion constante. Se cat(f) = D(f,yo) < m e
cat(g) = D(g,y0) < n, cos correspondentes revestimentos : {Up...Up} e {V) ... V. }. Enton
os abertos W; ; = U; NV revisten tamén X de xeito que en cada un se verifica: f ~ yo ~ g,
e polo tanto: D(f,g) < n -+ m. O]

Corolario 3.6. Dado X un espazo topoldzico, se verifica a sequinte desigualdade:
cat (X) <TC(X).
Demostracion. Empregando a definicién de cat L-S e as Proposicions 77 e 3.3, temos:
cat (X) = D(x,idx) = D(p1 0 i2,p2 0 i2) < D(p1,p2) = TC(X).

Onde 71,72 : X — X x X son as aplicaciéns inclusién e p1,ps : X x X — X as

proxeccions. [
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Proposicion 3.7. Sexan h' : Z — X e f,g: X — Y aplicacions tal que: foh' ~ gol'.

Enton, dada calquer aplicacion h : Z — Y X, cumprese que:
D(foh,goh) <D(h,N).

Demostracion. Se D(h,h') < ne Z = UyU - U U, de xeito que hou ~ h’ o u, enton:
fohou~ fohou~goh'ou~gohou.
Polo que D(f o h,goh) <D(h,h'). O

As Proposicions 3.2, 3.4 e 3.6 non son novos resultados. Senén que son propiedades
xa conecidas (pode verse a proba das duas primeiras en [1| e da ultima en [7]). O que
fixemos foi proponer unha demostraciéon alternativa empregando soamente a composicién

da distancia homotopica, o que simplifica o procedemento.

3.2. Dominio e codominio

Corolario 3.8. Sexan f,g: X — Y duas aplicacions continuas con X e Y conexos por
caminos. Enton:

D(f,g) <cat(X).

Demostracion. Se cat (X) = n, consideramos o correspondente revestimento aberto cate-
gorico de X {Up...U,}. Enton

ijof=fu =gu, =1ij°g

. Por ser a inclusién i; : U; < X unha aplicacién nulhomoépoa, pois U; é categérico para
todo i € {0...n}. O

Corolario 3.9. Sexa X un espazo topoloxico, cumprese o sequinte:
TC(X) <cat (X x X).
Demostracion. Bastaria tomar f = p1 e g = ps no Corolario 3.8. O

Este corolario tamén poste unha demostracion alternativa probada en [7]. Pode con-
sultarse para ver que efectivamente, empregando as propiedades da distancia homotopica

o procedemento é mais sinxelo.

Proposicion 3.10. Dadas f,g: X — Y aplicacions, enton:

D(f,g) <TC(Y).
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Demostracion. Empregando o Teorema 2.12 e o Exemplo 2.10, temos que probar a propo-
sicion é equivalente a probar que secat (¢) < secat (7). Onde 7 é a fibracién por camifios e
q o pullback pola aplicacion f x g. Se secat (7) =n, Y x Y admite un revestimento aberto
{Up ... Uy} de xeito que m admite unha seccion continua s; en cada un deses abertos Uj.

Tomamos {f x ¢! (U;)}1, revestimento aberto de X por ser a imaxes reciprocas de
abertos do codominio dunha aplicaciéon continua, vexamos que podemos construir para
cada un destes unha seccién continua §; : f x ¢! (U;) — P. Definfmola como: §; (r) =
(z,si (f x g(x))). Esta ben definida pois como = € f x g~ (U;), 3(y1,92) € Y x Y tal
que f x g(x) = (y1,y2). Logo f x g(s; (f x g(x))) = x e polo tanto §; (z) € P. Falta ver
que efectivamente §; é unha seccion, ¢ dicir, que g o 8; = iy, 4-1(p,)- Onde iy, -1,y € a
inclusion. ¢ (8; (z)) = q(x,s; (f x g(x))) = z.

Queda probado tamén que os pullback nunca fan que aumente o xénero de Svarc. [

3.3. Invarianza

Nesta secciéon probaremos a invarianza homotopica da distancia homotoépica e, por
conseguinte, a invarianza da categoria de Lusternik-Schnirelmann e da complexidade to-
poloxica por seren casos particulares dista.

Comezaremos por probar que a desigualdade probada nas Proposiciéns 3.1 e 3.3 acada
a igualdade cando consideramos as inversas homotdpicas pola esquerda e pola dereita
respectivamente. De ai deduciremos noutro resultado que, en efecto, a distancia homotépica

é un invariante homotépico.

Proposicion 3.11. Dadas f,g : X — Y aplicaciéns e o : Y — Y’ aplicacion con

inversa homotdpica pola esquerda. Enton:

D(ao f,aog)=D(f,g).

Demostracion. Sexa  : Y' — Y a inversa homotoépica de a pola esquerda. E dicir:

B oa ~idy. Aplicando duas veces a Proposicion 3.1:
D(f,9) =2 D(ao f,acg) 2D(Boao f,Boaocg)=D(f,g)
O

Proposicion 3.12. Dadas f,g : X — Y aplicacions e 8 : X' — X aplicacion con

1nversa homotopica pola dereita. Enton:

D(foB,908)=D(f,g)
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Demostracion. A demostracion é analoga & anterior. O
Como consecuencia D é un invairante homotdpico no seguinte sentido:

Proposicion 3.13. Sezan X, X', Y, Y’ espazos topolézicos e f,g: X — Y, f',¢g : X' —
Y’ aplicacions que cumpren as sequintes equivalencias de homotopia: B : X ~ X',a: Y ~

Y’ tales que ao fofB~ f eaogoB~¢, tal e como se mostra no sequinte diagrama:

f

X——=Y

g
I, I
f/
X' ==Yy’
g/
Enton:

D(f,9)=D(f.d).

Corolario 3.14. Sexan X, X' espazos topoléxicos. Se X ~ X', enton se verifican as se-
quintes diuas iqualdades:
cat (X) = cat (X').

TC(X)=TC(X').
E dicir, a categoria L-S e a complezidade topoldzica son invariantes homotdpicos.

Definicion 3.15. Sexan X e Y dous espazos topoloxicos, X domina a Y se existen apli-

cacions continuas f: X — Y eg:Y — X tales que fog ~idy

Dada esta definicién, podemos xeralizar mais ainda que tanto a categoria L-S como a

complexidade topoldxica sexan invariantes homotopicos coas seguintes proposicions:
Proposicion 3.16. Sexan X eY dous espazos topoloxicos, e se X domina aY, enton:
TC(Y) <TC(X).

Demostracion. Como X domina a Y sabemos que existen f : X — Y eg:Y — X
aplicacions continuas tales que f o g ~ idy. Pola Proposicion 1.14 se ten que: TC(Y) =
D (p%/,p%/) eTC(X)=D (p{(,pg(). Onde pX, p¥,pl’, py son as proxeccions sobre X e YV

respectivamente. Entén, empregando as Proposicions 3.1 e 3.3 temos:

TC(X)=D (pi,p3) =D (fopt o(9,9),fop3 o(g9,9) =D (p\.p3)-
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Proposicion 3.17. Sexan X eY dous espazos topoloxicos, se X domina aY, enton:
cat (V) < cat (X).

Demostracion. Como X domina a Y sabemos que existen f : X — Y eg:Y — X apli-
cacions continuas tales que fog ~ idy. Como vimos, podemos expresar a categoris L-S en
termos da distancia homotopica, tendo que: cat (Y) = D (idy, *y) e cat (X) = D (idx, *x).
Onde *y, *x son dias aplicacions constantes en Y e X respectivamente. Enton, empre-

gando as Proposicions 3.1 e 3.3 temos:
cat (X) =D (idx,*x) > D(goidx o f,go*xx o f) =cat(Y).
O

Esta Proposicién sérvenos para relacionar a categoria dun espazo topoléxico X coa
dun retracto ou dun retracto por deformaciéon A C X. Lembremos a definicion destes dous

conceptos:

Definicion 3.18. Sexa X un espazo topoloxico, un subespazo A C X é un retracto se existe
unha aplicacion continua r : X — X cumprindo: 74 = id4. Denominamos retraccion 4

aplicacion 7.

Definicion 3.19. Sexa X un espazo topoloxico, un subespazo A C X é un retracto por

deformacion se é un retracto e ademaisexiste unha retraccién cumprindo i o r = idx.

Observacion 3.20. Se X é un espazo topoldxico e A C X un retracto por deformacion,

claramente X domina a A e polo tanto podemos concluir que:
cat (A) < cat (X),

TC(A) < TC (X).

A igualdade en ambos casos acadariase se A fose un retracto por deformacion.



Capitulo 4
Espazos normais

Citamos anteriormente que a distancia homotopica fai referencia a como de lonxe estan
dtias aplicacions continuas de seren homotopas. E loxico entéon que queiramos traballar
con esta coma unha distancia. Mais coas propiedades que levamos probadas ata aqui non
podemos afirmar que o sexa, pois non estd demostrado que se verifica a desigualdade trian-
gular. Tefien especial relevancia os espazos topoldxicos normais neste sentido, pois neles si
se cumpriré dita desigualdade e por ende poderemos traballar coa distancia homotépica co-
ma unha distancia real. Consecuentemente concluiremos tamén novos resultados notables
da distancia, a categoria e a complexidade. Finalmente traballaremos co espazo produto,
que mellora considerablemente as stas propiedades se ambos factores son espazos normais.
Un espazo X dotado dunha topoloxia 7 dirase normal se dados dous pechados disxuntos
A e B existen dous abertos disxuntos Uy e Up tales que A C Ugq e B C Up.

No obstante, antes de comezar a falar das propiedades destes tres invariantes nun espazo
topoloxico normal X, probaremos un lema que se verifica nos espazos normais. Este lema é
moi importante debido & stia gran xeralidade. Para iso precisamos unha serie de resultados

previos, dos que falaremos nesta primeira seccion.

4.1. Unha propiedade dos espazos normais

Nesta seccion, seguiremos a lina dos artigos [4] e [14] para realizar as demostracions

dos resultados aqui presentados.

Definiciéon 4.1. Sexa W = {Wj ... Wy, 4} con k£ > 0 un revestimento aberto dun espa-
zo X, W é un (m + 1)-revestimento se dado calquer subconxunto de m + 1 elementos:
{Wj, ... Wj,. } reviste X.

Moitas veces, no canto de traballar coa definicion de (m + 1)-revestimento traballare-

21
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mos coa seguinte caracterizacion:

Lema 4.2 ([14], Lemma 4.1.). Sexa W = {Wy ... Wy, 11} un revestimento aberto dun espazo
X, W serd un m—+ 1-revestimento se e so todo elemento x € X estd contido en polo menos
k+ 1 abertos de W.

Demostracion. Primeiro probaremos a condicién necesaria. Para iso, partindo de que W é
un m + l-revestimento, veremos que dado x € X esta contido en polo menos k + 1 abertos
de W. Por reducién ao absurdo, supofiemos que x s6 esta en k abertos. Pero isto implicaria
que hai m + 1 abertos que non contefien z. E dicir, eses m + 1 abertos de W non revisten
X, 0 que contradi a nosa hipotese de que W é un m + 1-revestimento. Logo, efectivamente
x ten que estar en polo menos k + 1 abertos do revestimento.

Agora probaremos que tamén é condiciéon suficiente. Tomamos unha subcoleccion cal-
quera V de W de m + 1 elementos e veremos que reviste X. Dado x € X arbitrario, por
hipotese esta contido en k + 1 elementos de W. Pero s6 hai k abertos fora de V, logo = ten

que estar contido en polo menos un aberto de V, quedando probado asi que reviste X. O

Teorema 4.3 ([4], Theorem 2.5.). Dado U = {Uy ... Up,} revestimento aberto dun espazo
topoldzico normal X. Para calquer m + k > m, existe L~{m+k, un m + l-revestimento de
X estendendo a . {Uy...Upyr} de zeito que para todo i € {m + 1...m + k}, U; é union

diszunta de abertos que son subconzuntos dos abertos Uj, j € {0...m}.

Demostracion. Probaremos este teorema por inducién en k.

Claramente para k = 0 tomamos gm = U. Suponamos certo para un revestimento
aberto de m + k elementos e vexamos que tamén se cumpre para m + k + 1 elementos.
Tomamos o correspondente revestimento Z/NIm+k—1 que sabemos que existe por hipotese.
Polo Lema 4.2 cada elemento x € X estd en polo menos m + k —m = m abertos de ﬁm_l.
Queremos ver que se pode construir L~{m+k de xeito que cada x estea en polo menos m + 1
elementos.

Para iso tomaremos o conxunto formado polos elementos de X que s6 estan contidos en
m—k abertos do revestimento. Se denotamos por Ord; o nimero de abertos do revestimento

onde esté contido x € X, o conxunto seria o seguinte:
Y={xeX: Ord,=m}.

O que faremos seré construir de forma recursiva outro aberto U,,+; DO Y formado por
unions disxuntas de subconxuntos abertos dos abertos Uj, j € {0...m}.
Vexamos que Y é un conxunto pechado. Probar isto é equivalente a probar que X \

Y é aberto. Dado un z € X \ Y arbitrario, vexamos que existe un entorno N, de tal
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punto contido en X \ X. Como = ¢ Y ten que estar contido un s # m — k elementos do
revestimento. Mais por hipotese de inducién tinamos que tédolos elementos de X estaban
contidos en, canto menos, m — k elementos. Logo se z € X \ 'Y, z estard contido en,
como minimo, m — k + 1 abertos do revestimento: {U§ ... UZ _,}. Bastaria tomar N, =
Uyn--nUE_,. Claramente x € N, C X \ Y. Pois se existise y € Y tal que y € N,
implicaria que dito elemento estaria contindo en mais de m — k abertos, o cal é unha
contradicién por tal e como definimos o conxunto Y. Logo Y é un conxunto pechado.

Se Y = () bastaria con tomar U,, = Uj, j € {0...k}. Asumiremos entén que Y # 0.
Intersecamos Y con cada aberto do revestimento inicial, obtendo k& + 1 subconxuntos pe-
chados. Claramente Y N U;, i € {0...k} é pechado, pois se existise un elemento cum-
prindo: # € Y NU; pero x ¢ U;. Tomando os m — k tnicos abertos aos que pertence:
{U9...Um=k=11 terfamos que: UY N ... U™ *=1 N (Y NU;) # 0, o que contradi que os ele-
mentos de Y s6 estean contidos en m — k abertos. Definimos os seguintes subconxuntos de
Y: Fo =Y NUy, Fiyp =Y NUi \ Ul Ui {Fi}F_, ¢ unha familia de k + 1 elementos
pechados disxuntos cubrindo Y. Como X é normal, podemos tomar £+ 1 abertos disxuntos
Vi, i € {0...k} de xeito que F; C V; C U;. Cada elemento de Y estaré contido en polo me-
nos un V;. Logo U,, = Uf:() V; é o aberto que buscabamos. E dicir: U, = {Uo...Up—1,Un}

é un k + 1-revestimento. O
Exemplo 4.4. Sexa X = S! un espazo topoldxico dotado da topoloxia usual. Sexa U =
{Up ... Up } un revestimento aberto, con

i2r (i+2)27
7566 )
E+1" k+1

U; = {(cos (x) ,sen (x)) }.

Dado un m > k arbitrario, estendamos U a un k + l-revestimento de m + 1 ele-
mentos da forma do Teorema 4.3. Engadiremos m — k abertos {Vp,... Vi,—x41}, onde
Vi = {(cos (z) , sin (z)) ,z € [0,27] \ {25 }}-

Figura 4.1: Primer aberto do k + 1-revestimento do Exemplo 4.4

Claramente cada un destes abertos ¢ unioén disxunta de subconxuntos abertos Uj, j €
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{0...k}. En virtude do Lema 4.2 podemos afirmar que U,, = {Up ..Uy Vo oo. Vipp— g1 + € un
k + 1-revestimento, pois cada = € S! est4 contido en polo menos en m —k =m+1—k—1
abertos de ﬂm

Lema 4.5 (Lema maéxico, [14]). Sexa Z un espazo topoloxico normal cun revestimento aber-
toU = {Up...Up} satisfacendo unha propiedade (A) e V = {Vy...V,,} satisfacendo unha
propiedade (B). Sendo (A) e (B) propiedades que se conservan por subconzuntos abertos

e unidns diszuntas, enton Z ten un revestimento aberto W = {Wy ... Wp,4n} satisfacendo

(4) e (B).

Demostracion. Empregando o Teorema 4.3 estendemos os revestimentos U e V a un k +
l-revestimento e m + 1-revestimento respectivamente, ambas de m + k elementos. U =
{Uy...Ugtm}, V = {Vo... Viexm}. Os abertos de U verifican todos (A), por ser uniéns
disxuntas de subconxuntos abertos de U. Os elementos de V verifican todos tamén (B)
pola mesma razon. Tomamos W = {Uy N Vy...U; NV ... Uik N Vi b, vexamos que é o
revestimento que estabamos buscando.

En efecto ten o ntmero de elementos que queremos, satisfacendo cada un deles as
propiedades (A) e (B), por ser subconxuntos abertos de abertos verificando ambas.

Queda ver entén que é un revestimento de X. Dado = € X arbitrario, por ser V un
m + 1-revestimento, sabemos polo Lema 4.2 que estd en polo menos k + 1 abertos de V,
que podemos supoér sen perda de xeralidade que son os k 4+ 1 primeiros. Doutra banda,
como U é un k + 1-revestimento, dada calquer subcoleccion de k + 1 elementos, reviste X.
Consideramos {Uy ... Uy }. Por ser revestimento, existira polo menos un i € {0... k} tal que

x € U;. Logo x € U; N V; € W. Queda probado asi que W é un revestimento de X. O

O Teorema 4.6 proba que nos espazos normais X si se cumpre a desigualdade triangular
para a distancia homotopica que, como dixemos 6 comezo, era o que nos faltaba para que

a distancia homotopica se comportase coma unha distancia.

4.2. Desigualdade Triangular

Teorema 4.6. Sexan f,g,h: X — Y aplicacidns definidas no espazo topoloxico normal
X. Enton:

D(f,h) <D(f,9) +D(g,h).

Demostracion. Se D (f,g) = meD (g, h) = n cos correspondentes revestimentos {Uy ... Up, },
{Vo ... Vi, } que cumpren que fou ~ gou e gov ~ hov. Como a homotopia ¢ unha propiedade

que se transmite por abertos e uniéns disxuntas, empregando o Lema 4.5 anterior podemos
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afirmar que existe un revestimento aberto {Wj ... Wy, } de xeito que fow ~ gow ~ how.
E dicir: D(f,h) <m +n O

Proposicion 4.7. Sexa X espazo topolézico normal e f,g: X — Y, fl,d : Y — Z

aplicacions continuas, enton:

D(f'of,gdog9) <D(f,9)+D(f".d).

Demostracion. Por ser X un espazo normal podemos empregar a desigualdade triangular,

tendo que:
D(f'of.gog)<D(f'ofg’of)+D(g'ofg'og).

Aplicando agora as Proposicions 3.1 e 3.3:

D(f'of.gdof)+D(dofgdog)<D(f.d)+D(f9).

4.3. Produto

Lema 4.8. Sexan f,g: X — Y, h: X' — Y’ aplicacions continuas. Entén as aplica-
cions f x hygx h: X x X' — Y x Y’ verifican:

D(f xh,gxh)=D(fg).

Demostracion. Probemos primeiro que D (f x h,g x h) < D (f, g).

Se D (f,g) = n, co seu correspondente revestimento aberto U = {Up...Up}. Se H : f o
u ~ gou é unha homotopia, entén H Xidxs ¢ unha homotopia entre (f X h)ou ~ (g x h)ou.
Pois é unha aplicaciéon continua por selo cada compotiente cumprindo que H (z,2/,0) =
(f xh)(z,2") e H(z,2',1) = (g x h) (z,2"). Logo D (f x h,g x h) <D (f,g).

Vexamos agora a outra desigualdade. Se D (f x h,g X h) = n co seu correspondente
revestimento U = {Uy ... Uy, }, sexa H : X x X’ x[0,1] — Y x Y’ homotopia entre (f x h)o
u~ (g X h)ou, tomando p; : Y x Y’ — Y proxeccion. Enton p; o H é unha homotopia
entre f ou ~ g o u. Pois é unha aplicaciéon continua por ser composiciéon de continunas,
cumprindo: Hy (z,2") = f (x) e Hy = g (x). Logo D (f x h,g x h) > D (f, g). O

Teorema 4.9. Sexan f,g: X — Y e f',g : X' — Y aplicacions continuas, se X x X'

un espazo topoldrico normal, enton:

D(fxfl,gxg)<D(f,9)+D(f.d)
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Demostracion. Se empregamos a desigualdade triangular da distancia homotoépica en es-

pazos normais e o Lema 4.8:

D(fxfgxg)<D(fxfgxf)+D(gxg,gxf)=D(f.9)+D(f.d).

Destes dous resultados se concliien dous resultados importantes:

Exemplo 4.10. Tomando no Teorema 4.9 f =idy, f' =idx: e g = x¢, ¢’ = z{, aplicacions
constantes, obtense:
cat (X x X') < cat (X) + cat (X').

Exemplo 4.11. Tomando no Teorema 4.9 f =7 : XxX — X, f =p; : X'xX' — X'
eg=p: X xX —X, ¢ =py: X' x X — X’ aplicacions constantes, obtense:

TC (X x X') <TC(X)+TC(X').

Estes dous exemplos tefien tamén unha demostracion alternativa en [1| e [7], empre-

gando Unicamente propiedades da categoria e da complexidade respectivamente.



Capitulo 5
Cohomoloxia

A cohomoloxia é unha rama que ten gran relevancia no campo da distancia homotoépica,
a categoria LS e a complexidade topoldxica porque o grao de nilpotencia dos elementos do
grupo de cohomoloxia aporta novas cotas a estes tres invariantes. A sta importancia reside
en que moitas veces o célculo explicito destes tres invariantes se acada a partir de cotas
inferiores e superiores. Neste Capitulo seguiremos esencialmente de [8], [13], [16], [3] e [9].

Antes de comezar, lembraremos unha serie de nociéns previas:

5.1. Definiciéns

Definicién 5.1. Sexan {ao, ... a,} C R™ un conxunto de n + 1 puntos afinmente indepen-
dentes, definimos o n-simplice o xerado por ag, ... a, como o conxunto de puntos x € R™

que verifican:
n n
x:Ztiai, Ztizl,ti >0, paratodo i€ {0..n}.
=0 =0

Cabe destacar que o conxunto de puntos afinmente independentes que definen un n-
simplicie é tnico.
Aos t; chamanselles coordenadas baricéntricas de = en o respecto de {ag...an}. En

definitiva, un n-simplice é a envolvente convexa en R™ dos puntos que o xeran.

Definicién 5.2. Sexa X un espazo topoloxico, un n-simplice estandar en X é o conxunto:
n
A" = {(ty...t,) € R Zti =1,t; >0, para todo i}.
i=0

Definicién 5.3. Sexa X un espazo topoldxico, un n-simplice singular en X é unha apli-

cacion continua o : A" — X.

27
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Definicion 5.4. Sexa X un espazo topoloxico e R un anel conmutativo unitario arbitrario,

definese C), (X; R) como o R-mo6dulo con base o conxunto dos n-simplices singulares en X.

A partir de aqui por comodidade denotaremos simplemete C,, (X ) no canto de C,, (X; R),
sobreentendendo que os coeficientes seguen a estar en R a non ser que se especifique o con-
trario.

Os elementos de C), (X) chamanse n-cadeas singulares e son sumas finitas formais:

ani, n, €4, o0;: A" — X,
4

Definiciéon 5.5. Definese o homomorfismo bordo como o homomorfismo 9, : C, (X) —

Cph—1 (X) que acttia sobre os elementos da base do seguinte xeito:

(2
Onde [vg ... ¥; ... vp] denota o n — 1-simplice estandar xerado polos v, j € {0...n} con
Jj# i
Construiremos un complexo de cadeas da seguinte forma:
RS BN NG M. Nl NN LN
Para o que se precisa a seguinte proposicion:

Proposicion 5.6. Sexa 9 a aplicacion bordo definida anteriormente. Enton necesariamen-
te: 02 =0

Demostracion. Para probar que 8? = 0, por ser 0 un homomorfismo, basta con probalo

sobre os elementos da base de Cp41 (X). Ast:

On 0 Ony1 (U) =0On (Z (_1)i U|[v0...ﬁi...vn+1]>

i

= Z (_1)1 (_1)] O-l[vo...lfj...lfi...anrl] + Z (_1)1 (_1)]71 O’l[vO.A-ﬁi‘..ﬁj...Un+1]' D

j<i j>i
Ista condicion significa que Im (9,4+1) C Ker (9y,).

Definicion 5.7. Definense os grupos de homoloxia como:

Ker (dy,)

H,(X:R) = YL
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De novo, denotaremos H,, (X) no canto de H,, (X; R) para aforrar notacion.

Onde por comodidade denotamos C} (X) = C"(X) = Hom (Cy, (X),Z) e 6 = 0*; ¢
dicir, ¢ é a aplicacion dual de 0. Esta aplicacion definese como: 6 (6*) : C,,y1 —> R, con
§(0*) (1) = 0*(d(7)). Onde 7 : A" — X

Analogamente esta aplicacién cobordo tamén tera que verificar a seguinte proposicion:
Proposicion 5.8. Sexa 6 a aplicacion cobordo definida anteriormente, enton:
5% =0.

Demostracion. Sexa o* un elemento da base de C" (X):

Definicién 5.9. Definense os grupos de cohomoloxia como:

H"(X;R)= H" (X) = Kf;((‘sgj)

Para rematar, daremos diias definiciéns alxébricas previas coas que traballaremos na

seccion 5.3.

Definiciéon 5.10. Sea {A;,d;} un conxunto onde A; son grupos abelianos e §; morfismos

que forman un complexo de cocadeas:
6n+1 5n
o — Apg — Ay S A — L

Se se cumpre que Im (d,,4+1) = Ker (d,,), enton para cada n dise que forman unha sucesion

exacta.

Observacion 5.11. A homoloxia dunha sucesion exacta é a trivial.

Dado un espazo topoléxico X e un subespazo U;, podeselle asociar unha sucesioén exacta
longa de cohomoloxia. Intuitivamente seria coma traballar cunha cohomoloxia relativa, pois

os ciclos que estan en U; non os contamos.

Definicién 5.12. Unha sucesion exacta longa de cohomoloxia asociada ao par (X, U;) é

unha sucesién exacta do seguinte xeito:
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Onde §,, son os homomorfismos de conexion.

5.2. Produto cup

O interesante de traballar coa cohomoloxia é que podemos outorgarlle unha estrutura
de anel, para o que precisamos definir unha multiplicacién. Chamarémoslle produto cup a
dita multiplicacion, que a definiremos primeiro entre os elementos de C™ (X)) e ista inducira
a unha multiplicacién entre os grupos de cohomoloxia. Para iso consideraremos o grupo
H*(X) = ;50 H'(X). Onde H* non s6 aporta unha estrutura de R-modulo, senén
de alxebra gra&uada, xa que os elementos tefien nocién de grao. Traballaremos logo coa
cohomoloxia coma unha alxebra graduada (Definicion 5.14). Para probar que este produto
baixa ben a cohomoloxia, seguiremos o procedemento empregado en [13]. Vexamos como

actia dito produto.

Definicién 5.13. Sexa K un corpo e (V,+) un espazo vectorial sobre K, V' é unha K-

alxebra se ademais estd dotada dunha multiplicacién interna sobre K.

Definicién 5.14. Sexa R un anel conmutativo unitario, unha R-4lxebra graduada é unha
alxebra A dotada dunha descomposicién en suma directa:
A=A
1ER
Cada elemento ten un grao asignado, os elementos de A; serian de grado i. A nocién de

peso consérvase ao multiplicar elementos do seguinte xeito: A;A; C Ay ;.
Observacion 5.15. Na definicién anterior bastaria con que R fose un grupo abeliano.

Definicion 5.16 ([8], pax. 206). Sexan ¢? € C?(X), ¢? € C9(X) cocadeas. O produto

cup é unha aplicacion —: CP x C? — CP™4 cumprindo a seguinte expresion:

(P — ) (1) =& (Tjwooow]) * € Ty vpral) -

Onde 7 : APT4 —3 X é un p + ¢ simplice singular.
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Este produto de cocadeas induce un produto entre clases de cohomoloxia |[8], Lemma
3.6].
—: H"(X) x H' (X) — H*"' (X)),

que é bilineal, asociativo e antisimétrico cumprindo: [¢] — [¢] = [¢ — ¥].
Para probar que baixa ben &s clases de cohomoloxia, hai que ver que o produto de
cociclos é un cociclo e que estd ben definido. E dicir, precisamos unha férmula que o

relacione co bordo, dita féormula chamase coboundary formula e é a seguinte:

Lema 5.17 ([8], pax. 206). 0 (¢ — ¥) = 6 — b + (—1)F o — 6, onde p € C* (X) ¢ €
CH(X).

Demostracion. Dado 7 : AT+l — X tense:

ht1
(0 — ) (1) = Z (=D'¢ (TH"}Ov---v@i ----- vk+1]) (4 (T|[vk+1 ----- Uk+z+1]) :
=0
k+1+1 ]
(D (=) (1) = D> (=1 @ (Twornen)) ¥ (Twgoboronsrsa]) -
ik

O dltimo termo da primeira expresion se cancela co primer termo da segunda expresion.
Claramente a suma dos termos restantes seria: d (o — ¥) (7) = (¢ — 9) (d7). Onde 0 é o

homomorfismo da Definicion 5.5. ]

Na proba anterior, observamos como ainda que cambie o representante, a clase de
cohomoloxia segue a ser a mesma.

Como consecuencia tamén podemos estender o produto ao anel de cohomoloxia H* (X):
— H*"(X)® H* (X)) — H" (X),

en virtude da existencia dunha correspondencia bixectiva entre as aplicacions lineais que
saen do produto tensorial de dous espazos a : Uy ® Us — V coas aplicacions bilineais que
saen do produto cartesiano deses mesmos espazos « : Uy x Us — V', (véxase [[5], Capitulo
10, Corolario 12]).

Ademais H* (X) ® H* (X) tamén sera unha alxebra graduada (véxase [[3], pax. 221|)

, co seguinte produto:

(p1 @91) - (2 @ 12) = (=L))o — 0y @91 @ 1.

Sendo |1 e|p2| os graos de 11 e @y respectivamente.
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5.3. Cotas cos graos de nilpotencia das clases de cohomoloxia

Definiciéon 5.18. Sexa A C H* (X), definese a lonxitude do produto cup (ou grao de
nilpotencia), l.c.p. (4), como o menor enteiro k de xeito que calquer produto ug — -+ — ug

de elementos non nulos de A é nulo en H* (X).

Empregando este concepto podemos outorgarlle novas cotas & categoria LS e da com-

plexidade topoldxica.
Exemplo 5.19. (|1], Proposition 1.5.)
Lep. (H (X)) < cat (X).

Se cat (X) =n, sexald = {Up ... Uy, } o seu correspondente revestimento aberto catego-
rico. Dado o produto de calquer n + 1 elementos de H* (X): xg — -+ — x5, consideramos

a sucesion exacta longa de cohomoloxia asociada ao par (X, U;):

-4

s H™(X,U) S H™ (X)) D B (U) — H ...

Onde j; : Uy — X e ¢ : X — (X,U;) son as inclusiéns e j' = Jjle ¢ = q; Por ser
U un revestimento categorico, para cada i € {0,...n}, U; é contraible en X e polo tanto
j* = 0. Doutra banda, por ser unha sucesién exacta, ¢* sera sobrexectiva a polo tanto,
dado z; € H™ (X)), existe #; € H™ (X, U;) tal que ¢' (;) = ;. Consideramos o produto

das n 4+ 1 preimaxes correspondentes:
n
Bo = o — dp € H (XUU) = H* (X, X) =0.
i=0
Logo &g — --- — &, = 0, do que se deduce que

0= — =z =q" (%) — =~ — ¢" (xa) = ¢" (Z0 — - — &) = ¢" (0).

Onde ¢* é o homomorfismo inducido pola inclusion ¢ : X — (X;U;) e a segunda igualdade

pode consultarse como consecuencia directa do resultado 11.11, Stability en ([3], pax. 235).

Teorema 5.20 (|11], Theorem 5.2.). Sexan f,g : X — Y dias aplicacions continuas
entre os espazos topolozicos X eY e f* g : H(Y) — H (X) os morfismos inducidos,
denotamos por J (f,g) a imaze do morfismo linear f* — g* : H(Y) — H (X), enton:

lep.J (f,9) <D (f,9).
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Demostracion. Se D (f,g) = n, sexa {Up...Up,} un revestimento aberto tal que as restri-
cions das proxeccions pp e py a cada aberto son homotopas. Consideramos a sucesion exacta

longa de cohomoloxia asociada a cada par (X, Uy),k € {0...n}:

H™(Y)

v W*(gm*

&
—=H™(X,Uy) L= H™(X) = H™ (U) — ...

Tal e como escollimos o revestimento, ( f|Uk)* — (g|Uk)>k = 0, polo que dado un elemento
w € J(f,g), este estara no nucleo de i¥ e, por tratarse dunha sucesion exacta, w € Im (jk)
E dicir, podemos garantir a existencia de w € H™ (X,U) tal que j* () = w, para todo
w € J(f,g), para todo k € {0...n}. Asi, vexamos que pasa co produto de n+ 1 elementos
arbitrarios de J (f, g):

Wo — o wy = j0 (Q0) — = — " (n) = §* (Qo — = — Q) = 0.

Pois j* (g — -+ — wy,) € H* (X, X) = 0. Onde j* é a aplicacion inducida que fai o seguinte
diagrama conmutativo (véxase |[3|, pax. 235|):
H(X,Uy) ® - ®H(X,Uy,) — H*(X,Up_o Ur)
lj0®-~-®j” ionumuUn

H(X)® @ H(X) = H(X)

O

Exemplo 5.21. Tomamos as aplicacion f,g: X — X do Teorema 5.20 como f =idx e
g = o unha aplicacion constante. Estas inducen as aplicacions f*,¢* : H (X) — H (X),

" =idyx) e g* = 0. Recuperamos asi o Exemplo 5.19, pois

Lep. (H (X)) =Llep.J (f.9) <D(f,g) = cat (X).






Capitulo 6
Exemplos

A distancia homotopica, asi como a categoria de Lusternik-Schnirelmann e a complexi-
dade topoloxica (por tratarense de casos particulares desta), tefien aplicacions importantes
na roboética e na enxeneria. Serven, entre outras cousas, para medir a dificultade de plani-
ficar movementos nun espazo de configuraciéns dun sistema mecanico e para prever ines-
tabilidades no comportamento destes sistemas. Neste capitulo falaremos dalgunhas destas
aplicacions, consideraremos a circunferencia S' que podemos identificar na vida real cunha
rotonda, os brazos roboéticos articulados ou os corpos rixidos, como pode ser un avion.
Ademais, traballaremos nas secciéns 6.2 e 6.3 co espazo de configuraciéons dun sistema

mecénico coma un espazo topoléxico X.

6.1. Aplicacions na circunferencia

Nesta seccion centrarémonos na circunferencia S'. Podemos identificala con multiples
obxectos da vida real, como pode ser unha rotonda. Veremos maéis adiante que nin a sda
categoria nin a sua complexidade son nulas, do que podemos deducir que non existe un
algoritmo de planificaciéon de movementos continuo nela. Problema que plataformas como
Google Maps intentan solventar do mellor xeito posibel ainda a dia de hoxe para, por

exemplo, construir caminos continuos con dependencia do punto de partida e chegada.
Exemplo 6.1. Sexa X = S! unha circunferencia, enton:
cat (Sl) =1.

A circunferencia non é un espazo topoloxico contractil, logo cat (Sl) > 0. Doutra banda
cat (Sl) < 1 porque podemos revestila por dous abertos contréctiles {Up, Uy }. Basta tomar

Up=S"\{p1} e Uy = St \ {p2}, con p1,ps € S' dous puntos calquera da circunferencia.

35
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Observacion 6.2. Como vimos na Proposicién 1.12, dado un espazo topoldxico X, a exis-
tencia dun algoritmo de planificacion de movementos continuo en X non esta garantida. E
o caso de X = S'. Pois tendo en conta a Proposiciéon 3.6, que nos afirma que a categoria
dun espazo é unha cota inferior da complexidade topoldxica, e o Exemplo 6.1, temos que
1 <TC(SY).

Proposicion 6.3. Sexa X = S!, consideramos a aplicacion identidade: id : S — S' e a

aplicacion inversa: inv : St — St inv (x,y) = (z, —y). Enton:
D (id,inv) = 0.

Demostracion. Antes de comezar, cabe destacar que podemos identificar o noso espazo
topoloxico X = S! co espazo topoldxico de ntiimeros complexos de norma 1. Logo a aplica-
cién inv non é méis que a conxugaciéon dos niimeros complexos unitarios, que se escribiria
como: inv (z) = Z, onde z € X e z denota o conxugado de z. Para facernos unha idea mais

visual, podemos ver como funciona na Figura 6.1.

Figura 6.1: Aplicacién inversa nos complexos unitarios

Agora ben, se dadas dias aplicaciéns a sta distancia homotopica é 0, iso quere dicir
que son homoétopas. Para probar o resultado construiremos a homotopia pertinente.

Tendo en conta que S' = {(cos () ,sen (z)),x € [0,27)}, podemos reescribir inv como:
inv : S! — S!, inv (cos (), sen (x)) = (cos (), — sen (z)).

; . gl 1 _ z+t(inv(z)) . P

Consideramos H : S* x [0,1] — S*, H (z,t) = Tttty () H é& a homotopia que

buscamos: estd ben definida, é continua por ser composicién de aplicaciéons continuas ben
. . o o . o inv(m) .

definidas e ademais H (z,0) = H%H =z=1id(z) e H (z,1) = Mv(z)] = 10V (x).

Como acabamos de dicir estd ben definida, xa que non se anula o denominador. Pois

para iso deberfa cumprise o seguinte sistema:

b= som@
t=

zo—inva(x)
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Onde z = (z1,22) e inv (z) = (invy (), invs (x)).
Dito sistema é equivalente & seguinte igualdade: i—; = iﬁz;g; Que por estar en S!

s6 se da se inv (z) = —x, que non pasa en ningun punto. Estamos descartando o caso

inv () = x porque nese caso H (x,t) = x, para todo ¢t € [0,1] e tampouco se anularia o

denominador. O

Antes de probar a seguinte Proposicién convén lembrar a definicion de grupo funda-

mental.

Definicién 6.4. Sexa X un espazo topoloxico, zg € X un elemento arbitrario e A (X, zo) C
C ([0,1], X) o conxunto de lazos en (X, x¢), definese o grupo fundamental de X en xp como

o seguinte conxunto cociente
Ut (X,I‘O) :/\(X,.fo) =,
onde ~ denota a relaciénd e equivalencia entre dous lazos que son hométopos por caminos.

Observacion 6.5. O punto base xg é indiferente se traballamos nun conxunto conexo. Como
estamos considerando espazos topoloxicos X conexos por caminos, para aforrar notaciéon
denotaremos o grupo fundamental por 71 (X). Pois énos indiferente con que zp € X tra-
ballar.

Proposiciéon 6.6. Sera X = S' ~ {z € C: |z| = 1}, consideramos a aplicacion identidade:

id : St — S! e a aplicacion cadrado: q : St — S, q(z) = 22. Enton:
D (id,q) = 1.

Demostracion. Como vimos na Proposicién 3.8, a distancia homotépica esta limitada pola
categoria L-S. Neste caso, como vimos no Exemplo 6.1, cat (Sl) = 1. Logo de non seren
homoétopas as aplicacions, a sta distancia seré 1.

Para probar que o enunciado é certo veremos que id e ¢ non son hométopas. Por reduciéon
ao absurdo, se o fosen, terfa que cumprirse que 7 (id) = 71 (¢). Onde 7y (id) : 71 (S*) —
71 (S') € unha aplicacion tal que 7 (id) [a] = [ido a] = [a] e 71 () : 71 (ST) —> ™1 (S1) &
unha aplicacion tal que 71 (¢) [a] = [g o a].

Con todo, 71 (S*) ~ Z. Tendo en conta que X ~ S! = {e™ = (cos(z),sen(z)),z €
[0,27)}, podemos reescribir ¢ como: g (¢") = ¢ (cos (z) ,sen (z)) = €** = (cos (2z) , sen (2z)).
E dicir, o que fai a aplicacion g é duplicar o argumento do elemento como se pode ver na
Figura 6.2.

Como cada clase de homotopia consta de tédolos lazos que se envolven arredor de S

unha determinada cantidade de veces e ¢ duplica o argumento, ¢ o &« da o dobre niimero
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Figura 6.2: Aplicacién cadrado na esfera unidade

de voltas ca a. Logo [a] # [g o a], o que implica que 7 (id) # m (¢). Concluimos asi que

D (id, q) = 1. 0

6.2. Brazo robdtico articulado

Nesta seccién analizaremos o sistema de configuraciéns dun brazo robético articulado.
Este é un sistema mecénico plano formado por n brazos de lonxitudes [y, ...1, fixadas.
Os brazos estan conectados por xuntas xiratorias que chamaremos vértices e forman unha
cadea poligonal como podemos ver na Figura 6.3. Cabe destacar que admitiremos autoin-

tersecciéons no sistema.

Exemplo 6.7. O espazo de configuraciéns dun brazo robotico articulado esté totalmente
determinado polos dngulos que forman cada articulacion coa direciéon do eixo x. Definese

CcOomo:

M, :=S'x ™ x st

Onde I = (Iy,...1,) € R", l; > 0, para todo i € {1...n} fai referencia & lonxitude de cada

articulacion do brazo robotico. Chamase vector lonxitude do brazo robotico.

Figura 6.3: Brazo robético articulado



6.2. BRAZO ROBOTICO ARTICULADO 39

Observacion 6.8. [7] Cambiar a orde dos elementos de [ é irrelevante. Xa que My, con I’

unha reordenacién do vector [, é difeomorfo a M;.

Definicién 6.9. O espazo de traballo dun brazo robético articulado W é o conxunto de

tédalas posiciéns do extremo do brazo.

Nesta seccion consideraremos s6 o brazo roboético con duas articulacions de lonxitudes

l1 > lo como pode verse na Figura 6.4.

Figura 6.4: Brazo robético de duas articulacions

Neste caso terfamos que o espazo de configuracions seria: C' := S' x S! = T?, mentres

que o espazo de traballo W, un anel con circulo externo de raio R = 1 415 e circulo interno

de raio r = [; — lo. Podemos visualizalos na Figura 6.2.

Rl1+l/

cC=T*
(b) Espazo de traballo

(a) Espazo de configuraciéon

Proposicién 6.10. Sexa X = T2, enton:

cat (TQ) = 2.

Pode consultarse a proba en [[1], pax. 4]
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Observacion 6.11. Un xeito alternativo de concluir que cat (']IQ) = 2 seria limitadndoa por
enriba e por abaixo.

Dunha banda podemos revestir T? con tres abertos categoricos, polo que cat (X) < 2.
Podemos visualizar eses abertos {V1, Vo, V3} na Figura 6.5, onde consideramos a represen-

tacién plana do toro.

Vi

Figura 6.5: Revestimento aberto do toro

Doutra banda, cat (X) > 0, xa que o toro non é constraible e cat (TQ) > 2 xa que,
Le.p.H (T?) =2
(véxase [[13], pax. 295]).
Proposicién 6.12. Sexa X = T?, enton:
TC (T?) = 2.

Pode consultarse a proba en [[7], pax. 99].
No caso do espazo de traballo, pode verse que claramente o anel é homeomorfo a S,

espazo para o que xa é cofiecido que cat (Sl) = 1. Vexamos cal é a stia complexidade:
Proposicién 6.13. Sexa X = S!, enton:
TC(S") =1

Demostracion. En virtude da Proposicién 3.6 sabemos que a categoria LS é unha cota
inferior da complexidade topoldxica, logo TC (Sl) > 1. Para probar que é exactamente 1
bastara con atopar un revestimento de abertos de Farber de S' x S! que tan s6 tefia dous

elementos. Consideraremos U = {Up, U; }, onde

Uy={(A,B)€S*xS*: A+ —B},
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U ={(A,B)eS*xS*: A+ B)}.

Probaremos no Lema 6.14 que U; e Uy son abertos. Nesta demostracion limitarémonos
a demostrar que efectivamente admiten unha seccién continua da fibracién de caminos m
que definimos en 1.3. Definiremos as secciéns do seguinte xeito: sg : Ug — PX leva cada
par de puntos (A, B) no camino a4p que leva A a B polo arco méis curto a velocidade
1. Resaltamos que esta seccion non seria continua se A = —B, pois os dous arcos posibeis
serian da mesma lonxitude.

s1 : Uy — PX leva cada par de puntos (A4, B) no camifio asp que leva A a B a
velocidade 1 en sentido antihorario.

O

Lema 6.14. Os conzuntos Uy e Uy definidos na proba da Proposicion 6.18 son abertos.

Demostracion. [12] Probar que Uy e U; son abertos é equivalente a probar que os seus
complementarios Ug e Uf son pechados. Para ver isto veremos que son a imaxe reciproca
dun conxunto pechado por unha aplicacién continua. Para ver que Uy é aberto definimos
a aplicacion f : S' x S' — C, f(A,B) = A+ B que é claramente continua se dotamos
C ca topoloxia usual. Temos asi que U§ = f~! ({0}), logo U§ é pechado e Uy aberto como
querfamos probar. Doutra banda definimos f : S' x S' — C, f(4,B) = A — B que ¢é
claramente continua pois consideramos C ca topoloxia usual. Temos asi que U¢ = f~1 ({0}),

logo Ut ¢ pechado e Uy aberto como queriamos probar. O

6.3. Corpos rixidos

Nesta seccién estudaremos os movementos rixidos que deixan un punto fixo, que iden-
tificaremos como a orixe, nos corpos de R3. Podemos imaxinarnos por exemplo un avion,
que construe tédolos seus movementos a partir de tres movementos esenciais como se ve
na Figura 6.6.

De calquer xeito, o espazo de configuracions dun corpo rixido en R3 cun punto fi-
xo ¢ SO (3), o grupo de rotaciéns. Definese como: SO (3) = {A € Msx3 (R) /JAAT =
Ids, det(A)=1}.

Traballar diretamente con SO (3) ten bastantes dificultades. Con todo, na seguinte
Proposicion veremos que este espazo ¢ homeomorfo a RP3. Esta identificacion énos moi
atil, pois como vimos na Proposicién 3.14, tanto a categoria como a complexidade son inva-
riantes homotopicos. Limitarémonos entén a traballar no espazo proxectivo 3-dimensional,

que é mais doado técnicamente.
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Guinada

<y

Cabeceo

Alabeo

Figura 6.6: Movementos dun aviéon

Proposicion 6.15 (2], pax. 84). O grupo de rotacions SO (3) C Msx3 anteriormente

definido e RP? o espazo prozectivo 3-dimensional son homeomorfos.

Demostracion. Para probar este resultado seguiremos as indicacions de [2]|. En [8] podemos
atopar unha demostraciéon alternativa deste resultado.

O espazo RP? pode pensarse como o grupo cociente da esfera 3-dimensional S® coa
relacion de equivalencia z ~ 2’ se z = —2’. Para probar que RP? ~ SO (3) construiremos
0 homeomorfismo correspondente. Comezaremos definindo unha aplicacién continua dende
S3 para posteriormente identificar os puntos antipodais. Consideramos a aplicacion ¢ :
S* — SO (3) definida como:

w? + 2% —y? — 22 2 (zy — wz) 2 (wy + x2)
dway )= | 2ytws)  wP-aPiy-z 2y - wa)
2 (rz — wy) 2 (yz + wz) w? — 2% — y? + 22

O codominio da aplicacion efectivamente é SO (3), xa que ¢ (w, z,y, z) ¢ (w, x, ¥, z)T =

Ids e det (¢ (w, x,y, z)) = 1. Vexamos isto:

(b ('UJ, x,vY, Z) (]5 (w7 x,, Z)T _

oS O ®
o = O
—_ o o

0
®
0

®» o o
Il
o O =

Onde ® = w? + 2w?a? + 2wy + 2w222 + 2* + 22%y? + 22222 + y* + 29222 + 24

A segunda igualdade séguese de que (x,y,z,w) € St, pois:

w2w? e + 2wy + 2w+t 222y + 222 22yt 2yt = (2 P+ 2R A+ w2)2 =
| (@, y, 2z, w)|* =1.
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Doutra banda temos que tamén se cumpre:

det (¢ (w, z,y,2)) = wb + 28 + 3w?ax? + 3w*a? + b + 3w?y* + 322y* + 3wy? + 32%y? +
6w?r?y? +254+3w? 21322244392 2443wt 22432 22 6w 22+ 3yt 22 6wy 22+ 622222 =
(2% + 9%+ 22 +w2)3 = || (z,y,z,w)|]?=1.

Por outra parte, claramente os puntos antipodais tenen a mesma imaxe por ¢, logo
podemos considerar a aplicacién inducida ¢ : RP? — SO (3). Vexamos que esta aplicacion
é un homeomorfismo. Para iso terd que ser bixectiva, probemos primeiro a inxectividade:

Dados [z,y, z,w], [Z,7, Z,w] € RP?, se ¢ ([z,y, z,w]) = ¢ ([Z,7, Z,10]), en particular as

stias imaxes teran que tera mesma traza e teran que cumprir o sistema de ecuaciéns 77.

Se tivesen a mesma traza, isto implicaria que 3w? — 22 — 22 — y? = 3w? — 22 — 2 — 2.
Tendo en conta que —w? — 22 — y? — 22 = —w? — 72 — %> — 22 = —1 podemos reescribir a
traza e teriamos que deberia cumprirse: 4w? — 1 = 4w? — 1, é dicir: w = +w.
w? +a? —y? -2 =w? 4+ - - F (6.1)
w?— 2?4yt - = - g - P (6.2)
w? —2? — P =a? - -+ 2 (6.3)

2 2

Agora, sumando 6.1 e 6.2 e aplicando que w® = w* necesariamente, chegamos a que
z = +z. Empregando o mesmo procedemento ao sumar 6.1 con 6.3 e 6.2 con 6.3 chegariamos
aque z = +7 e y = +7. Polo que ¢ é inxectiva en RP? pois necesariamente se as iaxes son
iguais camprese que [x,y, z,w| = [T, ¥, z, w]. Xa que se algunha coordenada de (x,y, z, w)
tivese o signo cambiado respecto das de (Z,y, Z, w) pero non todas, algiuns dos elementos
da matriz imaxe cambiarian de signo e polo tanto non terfan a mesma imaxe, o cal é unha
contradicién pois estamos supofiendo que si a tenen. Concluimos enton que ¢ é inxectiva
en RP3.

Para probar a sobrexectividade, consideraremos unha matriz A € SO (3) arbitraria e
veremos que podemos escribila como imaxe dun elemento de RP? pola aplicaciéon ¢. Para
iso debemos ter en conta que toda rotacion en R? queda determinada polo seu eixo e o
angulo de rotacion. Ademais, a matriz correspondente a unha rotacion de eixo (Z,7,2) e

angulo 0 é a seguinte:
cos (0) + 2% (1 —cos (0)) Ty (1 —cos(f)) —Zsen(d) ZZ(1— cos(h)) + ysen (6)
7y (1 —cos () +Zsen (6)  cos(0) + 5% (1 —cos()) Zy(1—cos(#)) — Zsen ()
7z (1 —cos(0)) —ysen(0) Zy (1 —cos(f))+Tsen(d) cos(h)+ 2% (1 — cos(h))
Como todo s € S? se pode escribir como s = (sen () z,sen (a)y,sen (a) z, cos (o))

con (r,y,z) € S2. E facil probar polas propiedades de senos e cosenos e polos resultados
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ata aqui expostos na demostracion que podemos escribir calquer A € SO (3), matriz de

rotacion respecto ao eixo (7,9, z) e de angulo 6 como:

isfen Q) (i ()5 (2)

Por ser RP? o espazo cociente de S® coa topoloxia usual, temos que é un espazo to-
poloxico compacto. Asimesmo, por ser SO (3) subespazo de R? temos que é Hausdorff.
Recapitulando temos que ¢ é unha aplicacién continua e bixectiva dun compacto a un

Hausdorff, do que se conclue que é un homeomorfismo como queriamos demostrar. O

Proposiciéon 6.16. Seza X = RP?, enton:
TC (RP?) = cat (RP?) = 4.
Pode consultarse a proba en [|7], pax.98].

6.3.1. Bloqueo de cardan

Un caso particular moi cofiecido da non existencia dun algoritmo de planificacion de
movementos en SO (3), como vimos na Proposicion 6.16, é o Gimbal-Lock; tamén coniecido
como bloqueo de cardén.

Unha suspensién de cardan é un mecanismo destinado a controlar a rotaciéon dun obxec-
to sobre un eixo, centrarémonos nas suspensions que constan de tres eixos. P6dese empregar
un conxunto de tres cardanes ortogonais entre si, para permitir manter a orientacién dun

eixo de rotaciéon ainda que o seu soporte se mova. Véxase a Figura 6.7

Figura 6.7: Suspension de cardén

E empregado moi a mitdo en xiroscopios, brixulas, sistemas propulsores de cohetes,
avions, etc. Chamamos entén bloqueo de carddn 4 perda dun grao de liberdade nunha

suspension de cardan de tres eixos. Sucede cando dous dos eixos se colocan en paralelo,
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bloqueando o sistema de rotacién nun espazo bidimensional dexenerado, é dicir, pasamos
de ter tres eixos a ter dous. Este fendénemo é posibel debido 4 non existencia dun algoritmo
de planificacién de movementos continuo no espazo de rotaciéons en R3.

Podemos visualizar este suceso na Figura 6.8.

Figura 6.8: Gimbal-Lock

Como curiosidade, un caso moi famoso de Gimbal-lock foi a misiéon fallida do Apolo
13 en 1970. A computadora de guia do Apollo tifia un xiroscopio que estaba montado
dentro de tres cardanes anifniados como se ve na Figura 6.7. Foi o "bloqueo de cardan"que

explicamos nesta subseccién o que causou a sta desestabilizacion.

Figura 6.9: Apolo 13
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