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Resumen

En el siglo XIX, con la aparicién de la geometria diferencial moderna, se dio un gran paso
a la hora de generalizar las curvas y superficies clasicas. Esto supuso dejar atras la belleza de
la geometria clasica a un plano secundario, centrandose en un punto de vista mas abstracto. El
objetivo de este trabajo es presentar las variedades diferenciables y algunos de los resultados més
importantes sobre ellas, entre los que destaca el Teorema de clasificacién de curvas. A su vez,
exponemos las curvas y superficies de R3, explicando su relacion con las variedades, asi como los
conceptos geométricos mas importantes que ayudan a su estudio, como la torsion, la curvatura,
la nocién de geodésica... También, a lo largo de la exposicién emana la cuestion del Teorema de
la curva de Jordan, asi como una posible versiéon de este generalizada a dimensiones superiores.
Se dedicara una parte del trabajo a la demostracién de este teorema en R3, el cual se conoce

como Teorema de Jordan—Brouwer.

Abstract

In the 19th century, with the emergence of modern differential geometry, a significant step
was taken towards the generalization of classical curves and surfaces. This meant shifting the
focus from the beauty of classical geometry to a more abstract viewpoint. The objective of this
work is to introduce differentiable manifolds and some of the most important results concerning
them, including the curve classification theorem. Additionally, we explore curves and surfaces in
R3, explaining their relation to manifolds, as well as key geometric concepts that aid in their
study, such as torsion, curvature and the notion of geodesic. Throughout this work, the question
of the Jordan curve theorem arises, along with its possible generalization to higher dimensions.
Consequently, part of this work is dedicated to proving this theorem in R3, which is known as

the Jordan—Brouwer theorem.
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Introduccion

Desde la antigiiedad, la geometria fue una disciplina fundamental en las mateméticas. El
apasionante mundo de las curvas y superficies clasicas, donde la belleza matemaética se entrelaza
con la elegancia visual, cautivé a un gran nimero de expertos en el campo. Uno de los primeros
avances significativos lo dieron los matemaéticos griegos, como Euclides y Arquimedes, aunque
no fue hasta el siglo XVII que se hicieron importantes investigaciones en geometria, de la mano
del italiano Giovanni Gerolamo Saccheri (1667-1733), cuyas ideas influyeron en el desarrollo de
la geometria no euclidiana. Merece la pena recalcar que las curvas y superficies clésicas han
desempenado un papel crucial en campos tan diversos como la arquitectura, el diseno industrial

v la fisica.

En el siglo XIX, el ruso Nikolai Ivanovich Lobachevski (1792-1856) y el hiingaro Janos Bolyai
(1802-1860) realizaron trabajos sobre geometrias no euclidianas. Los trabajos de Lobachevsky
y Bolyai fueron pioneros en este campo y desafiaron la nocién arraigada de que solo existia una
geometria valida. Sus contribuciones abrieron las puertas a nuevos enfoques en matemaéticas y
sentaron las bases para la posterior formulacion de la geometria de Riemann. Lobachevsky publi-
c6 su investigacion sobre la geometria hiperbdlica en 1826. Por otro lado, Bolyai, un matematico
hungaro, también la desarroll6 de forma independiente alrededor del mismo periodo. Revolucio-
naron la comprensiéon de la geometria al desarrollar ejemplos de geometrias no euclidianas en
las cuales el famoso axioma de Playfair no se cumple. Este axioma, también conocido como el
axioma de las paralelas, establece que, dada una linea recta y un punto exterior a ella, solo hay
una linea recta que pasa por ese punto y no se interseca con la linea original. En particular, se
enfocaron en la geometria hiperbélica, donde se relajaba el axioma de Playfair y se permitia la

existencia de miiltiples lineas paralelas que pasaban por un punto exterior a una linea dada.

Posteriormente, hubo un notorio aumento en el interés de la geometria diferencial global. En
este trabajo, intentaremos fusionar estos dos puntos de vista, acercandolos lo maximo posible y
presentando su relacion entre ellos de una forma natural. Al hacer esto, inevitablemente surgen
cuestiones topoldgicas para suplir algunos huecos. Por ello, abordar este trabajo de esta manera

es una elegante forma de entender no solo una gran cantidad de conceptos relacionados con la

IX
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materia, si no también de entender el progreso en el estudio a lo largo de los anos.

El concepto de analisis geométrico mas general que venimos de comentar, las llamadas varie-
dades diferenciables, no tuvo sus origenes hasta el siglo XIX, con los trabajos de Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) y Bernhard Riemann (1826-1866). Hoy en dia, el estudio de las varieda-
des diferenciables sigue siendo una disciplina activa y de gran relevancia en las matemaéticas.
A grandes rasgos, las variedades diferenciables constituyen un marco matemético fundamental
abstracto para el analisis de espacios curvos. Generalizan conceptos geométricos a espacios de
mayor dimension, permitiéndonos estudiarlos y describirlos con detalle. La geometria clasica de
curvas y superficies por otro lado, se dedica al estudio exhaustivo de las propiedades geométricas
de estas figuras dentro del espacio euclidiano tridimensional, como la curvatura, la torsiéon y las
parametrizaciones, utilizando una notacién mas ligera y especifica, que nos permite estudiar de

manera mas concreta y aplicada las figuras tridimensionales.

A la vez que crecia el ambito de la geometria diferencial, también lo hacia la topologia. Los
trabajos de Riemann en su generalizacién de las curvas algebraicas a dimensiones superiores,
proporcionaron el que se conoce como Teorema de clasificaciéon de curvas algebraicas, en térmi-
nos de su género, que es una medida de la “cantidad de agujeros” en una curva. Este teorema
sento las bases para el estudio posterior de las curvas algebraicas. El Teorema de clasificacion
de curvas diferenciales se deriva de los trabajos de varios matematicos en el siglo XIX y XX. En
particular destacan los franceses Henri Poincaré (1854-1912) y Elie Cartan (1869-1951), quienes
contribuyeron de manera significativa a esta area. El Teorema de clasificaciéon de curvas diferen-
ciables establece que las variedades unidimensionales conexas son difeomorfas al circulo o a la

recta real, en funcion de su compacidad.

En el corazon de esta narrativa histoérica se encuentra el Teorema de la Curva de Jordan, un
hito que marcé un antes y un después en la geometria y topologia, estableciendo una poderosa
conexién que asegura que una curva cerrada simple divide el plano en dos regiones, una interior
y una exterior. En realidad, fue planteado originalmente por el checo Bernard Bolzano (1781—
1848), quien fue el primero en formular una conjetura precisa, apuntando que no era un resultado
trivial y que requeria una demostracion. El francés Camille Jordan (1838-1922) proporcioné la
que se considera la primera demostraciéon en charlas y conferencias, recogida en el libro Cours
d’Analyse de ’Ecole Polytechnique en el afio 1887 [8]. La demostracion original es ciertamente
complicada e impresiondé a muchos matematicos de la época, especialmente por la destreza que
mostré Jordan para evitar demostrar algunas suposiciones ciertamente complicadas de forma
elegante. Dada la importancia y fuerza de este teorema en el campo de la topologia, fue un foco

importante de estudio en el siglo XX, y recibi6 la atencién de muchos ilustres de la época.

Su demostracion, sin embargo, estaba incompleta porque dio por sentado la demostracion

en el caso de los poligonos y también omiti6 algunos detalles en su argumento. Este teorema
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aparentemente obvio result6 ser sorprendentemente dificil de verificar. La primera demostracion
completa fue realizada por el matematico estadounidense Oswald Veblen (1880-1960) en 1905.
Una complicacién para demostrarlo involucraba la existencia de curvas continuas pero no diferen-
ciables en ningiin punto. El ejemplo més famoso es el conocido como “copo de Koch”, descrito por
primera vez en 1906 por el sueco Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924). Estas demostraciones

usaban argumentos geométricos complicados.

Cabe destacar en este contexto el Teorema de Jordan—Schéenflies. Es una version més fuerte
del Teorema de la curva de Jordan, puesto que asegura que toda curva C' cerrada y plana separa el
plano R? en exactamente dos regiones conexas, y ademés prueba que la region interior encerrada

por la curva es homeomorfa a un disco. Una demostracion de este teorema puede consultarse en
[3].

El holandés Egbertus Jan Brouwer (1881-1966) junto con la ayuda del francés Henri Lebes-
gue (1875-1941), dio una prueba mas general e independiente en el ano 1911 para dimensiones
mayores. La demostracion de este teorema, conocido generalmente como Teorema de Jordan—
Brouwer, en honor a Camille Jordan, puede ser considerada en tres partes, considerando S C R"

compacta conexa.

1. R™ — S tiene al menos dos componentes conexas.
2. R™ — S tiene a lo sumo dos componentes conexas.

3. S es la frontera de las componentes conexas de R™ — S.

Lebesgue dio la prueba a la primera parte del teorema, la cual continudé Brouwer tras dudar
mucho sobre la demostraciéon de la primera parte. En esta linea, el estadounidense J. W. Alexan-
der (1888-1971), estableciendo lo que se conoce como la dualidad de Alexander, demostré una

generalizacion todavia mas fuerte usando teoria de homologia en 1922 [1].

El objetivo de este trabajo es presentar las variedades diferenciables como una generalizacion
de las curvas y superficies en R3, proporcionando resultados importantes sobre estas que nos
ayudaran a seguir el hilo del trabajo. A su vez, sin dejar atras la geometria diferencial clasica,
daremos los conceptos y las caracteristicas més tipicas de las curvas y las superficies que nos
ayudan a entender su movimiento en el espacio euclidiano. Este trabajo consta de dos capitulos

con miultiples secciones:

En el primer capitulo, introducimos las variedades diferenciables, curvas y superficies en R? y
demostramos exhaustivamente el Teorema de clasificaciéon de curvas. También se dara una breve
discusién sobre el teorema generalizado a dimensiones superiores, focalizindonos especialmen-

te en el caso de las superficies, contexto en el cual introducimos la férmula de Gauss-Bonnet
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demostrando su importancia.

En el segundo capitulo, tratamos de demostrar de la forma mas sencilla posible el complejo
Teorema de Jordan-Brouwer para superficies en R3. Seguiremos el orden que Jordan y Lebesgue
siguieron en su momento, e indicamos el hecho de que este teorema se puede transpasar a R? sin

demasiado trabajo, de forma que sirve como demostracion del Teorema de la curva de Jordan.



Capitulo 1

Variedades diferenciables, curvas y

superficies

En este capitulo, abordaremos los conceptos bésicos que nos hacen falta para poder desarrollar
el trabajo. En primer lugar, introduciremos el concepto de variedad diferenciable, subvariedad,
asi como algunos resultados importantes relativos a ellas. También estudiaremos las curvas y
superficies parametrizadas, explorando los conceptos geométricos més interesantes asociados a

estos objetos. Finalmente, demostraremos el Teorema de clasificacién de curvas planas.

1.1. Variedades diferenciables

Las referencias seguidas para esta seccion son (6], |9], [13], [15], [21] v [22].

Hablando en términos sencillos, las variedades diferenciables son espacios que se parecen

localmente a un espacio euclidiano R”, y en las cuales se puede hacer calculo.

Cada variedad diferenciable esté equipada con una familia de sistemas de coordenadas locales
que estan relacionados entre si por transformaciones de coordenadas que pertenecen a una clase

especifica.

Definicién 1.1. Una variedad topolégica M es un espacio topologico Hausdorff, localmente

euclidiano y segundo numerable.

Definicién 1.2. Una variedad diferenciable de dimensién n es un conjunto M junto con
una familia de aplicaciones biyectivas llamadas cartas (que inducen una topologia Hausdorff y
segundo numerable), ¢; : U; — A;, i € I, donde I es un conjunto de indices, U; es un subconjunto

de M y A; es un conjunto abierto de R™, cumpliendo las siguientes propiedades:
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1. Los dominios de las cartas recubren M, es decir: |J..,U; = M. Si esto se cumple,

{(Ui, ¢i) }icr se llama atlas de M.

iel

2. Para cualquier par, 4, j € I, el dominio ¢; (U; N U;) de la aplicacion ¢; o qu_l es un abierto
de R” y la aplicacion
$i0¢; " by (UinUz) — ¢i(Ui N U;)

es de clase C*°.

Se dice entonces que la familia de cartas {(U;, ¢;)};c; es una estructura diferenciable de M.

A n se le llama dimensiéon de M.

Dicho de otra forma, una variedad diferenciable es un espacio topolégico acompanado de
una estructura diferenciable. Es decir, dada una estructura diferenciable sobre una variedad

topologica M de dimension n,
U=A{(Ui, ¢i) fier = {¢i : Ui = Ai}ier,
se entiende por variedad diferenciable de dimension n al par (M, 4l).

Ejemplo 1.3. R admite una infinidad de estructuras que hacen de ella una variedad diferenciable.

Por ejemplo, si se considera el homeomorfismo I' : R — R dado por
[(z) =23,

entonces el atlas definido por la carta i = [R, I'] (escrito entre corchetes por tener un solo elemen-

to) define una estructura diferenciable en R, y por tanto, (R, ) es una variedad diferenciable.

Esto expone que, una variedad diferenciable M, puede tener mas de una estructura diferen-
ciable. Aunque en general no se ponga la variedad acompanada de ella, se sobreentiende que la

hay que tener en cuenta.

Es importante advertir que se admiten también variedades de dimensiéon 0. La definiciéon de
variedad en este caso requiere aceptar algunos convenios. En concreto, R? = {0} es el espacio
vectorial real de dimension 0, que consta de un solo punto. Por tanto, cualquier carta (no vacia)

de la variedad, consistird en un solo punto, que seré asi un abierto.

Definiciéon 1.4 (Subvariedad abierta). Si (M, {¢; : Ui — A;}icr) es una variedad diferenciable
y N C M es un abierto de M, entonces <N, {qﬁi‘v Vi — Bi}ig), donde V; = NNU; y B; =
@i(Vi) C R™, es una variedad diferenciable. N se dice que es una subvariedad abierta de M.

En particular, cualquier abierto de R™ con la carta identidad es una variedad diferenciable.
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Hay una clase de subvariedades més general, pero para poder definirla, necesitaremos algunos
conceptos previos. Primero, generalizaremos el concepto de semirrecta tangente a una curva y de
plano tangente a una superficie en R? a variedades diferenciables. En el caso de curvas y superfi-
cies, esos espacios tangentes tienen una representacién concreta como subespacios vectoriales del
espacio ambiente. En el caso de variedades, al no existir espacio ambiente, el concepto de espacio

tangente es un poco més abstracto.

El concepto de funcién diferenciable entre variedades es muy importante, y requiere de la

ayuda de las cartas para su definicién:

Definicion 1.5. Sea f : M — N una aplicacion de la variedad diferenciable M en la variedad
diferenciable N. Se dice que f es diferenciable si lo es en cada punto de M y, en particular, es
diferenciable en un punto m € M si existe una carta ¢ : U —+ A de M y una carta ® : V — B
de N tales que m € U, f(U) C V y que la composicién ® o fo ¢! : A — B es una aplicacion
diferenciable en ¢(m). Si f es diferenciable y biyectiva y f~! es también diferenciable, decimos

que f es un difeomorfismo y que M y N son variedades difeomorfas.

Sea M una variedad diferenciable. Se llama curva diferenciable en M a una aplicacion
diferenciable « : (a,b) — M, siendo (a, b) un intervalo abierto de R. Sea m € M y Curvas(M,m)
el conjunto de curvas diferenciables o en M, tales que su intervalo de definicién contiene al 0 y
a(0) = m. Sea §F(m) el conjunto de todas la funciones diferenciables definidas en algin entorno de
m. Definimos en Curvas(M,m) una relacion de equivalencia como sigue: si o, 5 € Curvas(M,m),

ponemos « ~ f3 si para toda f € F(m) se tiene
(foa) (0)=(foB)(0).

Denotarenos por T;, M el conjunto de clases de equivalencia respecto a esta relacion: T, M =
Curvas(M,m)

~

, vy por p: Curvas(M,m) — T,, M a la proyeccion natural que a cada curva le asigna
su clase de equivalencia. El conjunto 7}, M recibe el nombre de espacio tangente a M en m y
a sus elementos se les llama vectores tangentes a M en m. Cabe destacar que T, M es un espacio

vectorial de dimensién m.

Cada clase de equivalencia v = p(«) € T,, M, o sea cada vector tangente, define una aplicacion

que asigna un namero real v(f) a cada funcion f € F(m) mediante

v(f) = (foa)(0).
Esa aplicacion caracteriza al vector tangente.

Consideramos el conjunto

TM = U T,, M,
meM
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el cual se puede dotar de una estructura de variedad diferenciable, que se llama fibrado tangente
de M [9, Capitulo 3]. En particular, sobre el fibrado tangente existe una estructura de variedad
diferenciable de dimension 2n, de forma tal que la aplicacién proyecciéon « : TM — M es una

submersion (ver: Definicion 1.9).

Llamamos espacio cotangente a M en m € M, y lo denotaremos por 1, M, al espacio
vectorial dual de T,,M, es decir, T)) M = (T, M)* = Hom(T,,,M;R). Sabemos entonces que

dim Ty M = n. A todos los elementos de Ty M se les denomina 1-formas en m.

Sea f € §(m), m € M. Entonces, esa funcion define un elemento de 7.5, M que se escribe df,,

y se llama diferencial de f en m, mediante

dfm(v) =v(f), ve T, M.

Si denotamos por 9/ axi}m a la derivacion que toma la i-ésima derivada parcial de (la repre-
sentacion en coordenadas de) f en el punto (representacion coordenada del punto) m, entonces
los vectores 0/ 8mi‘m se llaman los vectores coordenados en m asociados al sistema de coor-
denadas dado. En el caso especifico de las coordenadas estandar en R, los vectores 0/ 8xi‘m son

literalmente los operadores derivadas parciales.

Sea 7 : TM — M la aplicacion sobreyectiva tal que m(X) = m si X € T,,, M, o sea, que aplica
a cada vector tangente a M en un punto, el punto en el cual es tangente. Sea {(U;, ¢i) }icr €l atlas
de M. Construimos un atlas de T M, {(UZ, @) }iGI’
y asi es evidente que J;c;U; = TM. La aplicacion ¢; : U; — ¢;(U;) x R" viene dada por
9i(X) = (¢s(m), (do})m(X), ..., (do")(X)). Es decir, las primeras n coordenadas de ¢;(X) €
R?" vienen dadas por las coordenadas de ¢;(m), mientras que las siguientes n coordenadas son
las componentes de X en la base {6/8¢H . ,8/8(]5?‘7”} de T,, M.

como sigue. En primer lugar, U; := 7~ 1(U;)

m’’

Es decir, si {8/8@5}‘1%, .. ,0/6¢?‘m} es la base natural de Ty, M, donde w € U; (y por

tanto 7(w) € U;), entonces w = Z (dgbg)m (8/8# m)

Sean M y N variedades diferenciables y f : M — N una aplicacion diferenciable. Vamos a

J=1

ver que f induce una aplicacion diferenciable f, : TM — TN, que hace conmutativo el diagrama

siguiente:
™ L TN
b
f

M —— N

Para ello, sea X = p(y) € TM, con 7(X) = m,~ € Curvas(M,m). La composicion f oy es
claramente un elemento de Curvas(NV, f(m)). Pues bien, ponemos f«(X) = p(f o7) € T N.

Para que la definicion sea consistente, ha de ser independiente del representante elegido para X.
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Pero esto es evidente una vez hacemos actuar p(f o+), sobre una funcion de §F(f(m)). Sea h esa

funcién. Entonces

p(fo)(h) = (ho(fo7))(0) =p()(ho f)=X(ho f),

calculo que se justifica porque la composicion h o f es una funciéon diferenciable definida en un
entorno de m, es decir, de §(m). Por tanto, la expresion de f.(X) no depende del represen-
tante 7 elegido para X. Podemos escribir, pues, f.(X)(h) = X (h o f). El diagrama anterior es
conmutativo ya que 7(f«(X)) = f(m) = f(w(X)).

A la aplicacion f, se le da el nombre de diferencial de f. Hay muchas notaciones en la

literatura para denotarla; aparte de la empleada aqui, se suele ver también v f, df, T'f...

Resumiendo, acabamos de ver que si f : M — N es una funciéon diferenciable desde una
variedad diferenciable de dimensiéon m, a otra variedad diferenciable, IV, de dimensioén n, la dife-
rencial de f es una aplicaciéon f, : TM — TN. En cada punto de M, esta es una transformacion

lineal desde un plano tangente a otro:
f*p : TpM — Tf(p)N.

El rango de f en el punto p es el rango de la transformacién lineal.

Uno puede darse cuenta de que para una funcién diferenciable f : M — R, se tienen dos
definiciones diferentes para la diferencial de f en el punto p € M. Primero, hemos definido la
diferencial de f en un punto p, f.p, como una funcion lineal desde T, M a Ty, R, pero después
la hemos definido como un covector en p, es decir, una aplicacién lineal de T, M a R. Realmente,
estas son ambas el mismo objeto, sin mas que tener en cuenta la identificacién canénica entre
TR y R; una forma facil de decir esto es dandose de cuenta de que ambas son representadas
por la matriz fila cuyas componentes son las derivadas parciales de f. A continuaciéon damos

algunas propiedades de las diferenciales importantes:

Proposicion 1.6 (|9, Proposicion 3.6|). Consideramos M, N y P variedades diferenciables y
F:M— N yG:N — P funciones diferenciables. Sea m € M. Entonces:

a) (G o F)um = Gipm) © Fem : TriM = T(Gop)(m)P-

b) (IdM)*m = ]dTmM T, M — T, M.

c) Si F' es un difeomorfismo, entonces Fup : TynM — TN es un isomorfismo y (Fum) ! =

(Fil)*F(m)'

Definiciéon 1.7. Sea f : M — N una funcién diferenciable. Un punto m € M se dice que

es un punto regular de f si dfy, : T;nM — Ty, N es sobreyectiva. En otro caso, m es un
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punto critico de f. Un punto ¢ € N se dice que es un valor regular de f si todo punto del
conjunto de nivel f~!(c) es un punto regular. En otro caso, ¢ es un valor critico. En particular,

si f~1(c) = 0, entonces c es un valor regular.

Un conjunto de nivel f~!(c) se llama conjunto de nivel regular si ¢ es un valor regular de

f, es decir, es un conjunto de nivel consistente en puntos regulares de f.

Una vez tenemos definido el concepto de diferencial de f, donde f es una funciéon diferencia-
ble entre dos variedades, estamos en condiciones de dar la definicién de los diferentes tipos de

subvariedades.

Definicion 1.8. Sea f: M — N una aplicacion diferenciable entre variedades. Se dice que f es
una inmersion de M en N si f, es inyectiva para todo m € M, o equivalentemente si el rango

de f es constante e igual a dim M.

Si f es una inmersion inyectiva que ademas es homeomorfismo de M sobre su imagen f(M),

con la topologia como subespacio de M, entonces es un embebimiento.

Definicién 1.9. Se dice que f: M — N es una submersion, si f,  es sobreyectiva para todo

m € M, o sea si f es de rango constante e igual a dim V.

Definiciéon 1.10. Sea f : M — N un embebimiento. Se dice que f(M), dotada de la estructura
diferenciable que hace a f : M — f(M) un difeomorfismo, es una subvariedad embebida o
subvariedad regular de N. En particular, diremos que una subvariedad regular de dimensién

1 es una curva simple.

Dicho de otra forma, una subvariedad embebida de una variedad diferenciable M es un
subconjunto S C M que es una variedad diferenciable en la topologia del subespacio, dotada de

una estructura diferenciable con respecto a la cual la inclusién S < M es un embebimiento.

Si S es una subvariedad embebida de M, entonces la diferencia dim M — dim S se llama
codimension de S en M y M se llama la variedad ambiente de S. Una hipersuperficie

embebida es una subvariedad embebida de codimensién 1.

El concepto de embebimiento es especialmente importante, pues formaliza la nociéon de M
como subvariedad de N. Aunque existe el concepto de subvariedad inmersa, las subvariedades
embebidas son las mas naturales y son suficientes para los propositos de este trabajo. Ademas,
se tiene que toda subvariedad inmersa es localmente una subvariedad embebida. Ver |9, Propo-

sicion 5.22|.

Proposicion 1.11 (|9, Corolario 5.13]). Si M y N son variedades diferenciables y f : M — N es
una submersion diferenciable, entonces cada conjunto de nivel de f es una subvariedad embebida

cuya codimension es igual a la dimension de N.
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Teorema 1.12 (Teorema del valor regular). Todo conjunto de nivel reqular de una funcion dife-
renciable entre variedades es una subvariedad embebida cuya codimension es igual a la dimension

del codominio.

Demostracion. Sea f : M — N una funcién diferenciable y ¢ € N un valor regular. El conjunto
U de puntos m € M donde el rango de f., es igual a la dimensiéon de N es abierto en M por
ser f.m sobreyectiva, y contiene a f~!(c) por la hipotesis de que c es un valor regular. Con lo
cual, f‘U : U — N es una submersién diferenciable, y por tanto, se sigue de la Proposicion
1.11 que f~!(c) es una subvariedad embebida de U. Como la composicién de embebimientos
diferenciables f~!(c) = U < M es de nuevo un embebimiento diferenciable, se sigue que f~!(c)

es una subvariedad embebida de M, y ademés es cerrada por continuidad. O

Ya que sabemos ahora algunas caracteristicas de las funciones entre variedades diferenciables,
es de interés conocer qué pasa con sus inversas. El Teorema de la funcién inversa es uno de
los resultados fundamentales en el estudio de las variedades diferenciables. Proporciona una
condicién suficiente para que una funcién diferenciable tenga una inversa local, lo cual es crucial
para comprender la estructura y propiedades de las variedades. A continuacion, damos el teorema

para la diferencial usual y después lo adaptamos al marco de las variedades:

Teorema 1.13 ([9, Teorema C.34]). Supongamos que U y V' son subconjuntos abiertos de R™, y
F:U —V es una funcion diferenciable. Si DF(a) es inversible en algin punto a € U, entonces
existen entornos conexos Uy C U de a y Vo C V de F(a) tales que Fly, : Uy — Vo es un

difeomorfismo.

Si M y N son variedades diferenciables, entonces una funcién F : M — N se dice di-
feomorfismo local si cada punto m € M tiene un entorno U tal que F(U) es abierto en N
y F ‘U : U — F(U) es un difeomorfismo. El siguiente teorema es clave para el desarrollo del

trabajo.

Teorema 1.14 (Teorema de la funciéon inversa para variedades). Supongamos que M y N son
variedades diferenciables y f : M — N es una funcion diferenciable. Entonces, st m € M es un
punto tal que fony es invertible, entonces existen entornos conexos Uy de m y Vi de f(m) tales

que f‘Uo : Uy — Vp es un difeomorfismo.

Demostracion. Como f,,, es biyectiva entonces M y N tiene la misma dimensién n. Considera-
mos las cartas (U, ¢) centrada en m y (V,I') centrada en f(m), con f(U) C V. Entonces,

f=Tofogp " :4(U) = TI(V)

es una funcién diferenciable desde el abierto U = ¢(U) CR" a V. =T'(V) C R", con f(m) = 0.

Como ¢ y I son difeomorfismos, la diferencial f,, = T, F(m) © Jem © gb*_ol es no singular, en base
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al apartado ¢) Proposicion 1.6. El Teorema 1.13 demuestra que existen subconjuntos abiertos
conexos Ug C U y Vo C V conteniendo 0 tales que f es un difeomorfismo restringido de Uy a Vj.
Asi, Uy = ¢~ 1(Ug) v Vo = T"1(V4) son entornos conexos de m y f(m), respectivamente, y de

aqui se sigue que f!UO es un difeomorfismo de Uy a Vj tal y como queriamos demostrar. O

Definicion 1.15. Si M es una variedad diferenciable, entonces un campo de vectores sobre

M es una seccion de la aplicacion 7w : TM — M.

Dicho de otra forma, un campo de vectores es una aplicaciéon continua X : M — T'M, que se

suele denotar por m +— X,,, con la propiedad siguiente:
mo X = Idyy,

0, equivalentemente, X, € T,, M para cada m € M (escribimos el valor de X en el punto m como
X, para ser consistentes con la notaciéon de elementos del espacio tangente y evitar conflictos

con la notacion v(f) para la accion de un vector sobre una funcion).

Estamos principalmente interesados en los campos de vectores diferenciables, que son
aquellos que son diferenciables como funciones de M a T'M, cuando T'M estd dotado de la

estructura diferenciable que se puede ver en |9, Proposicion 3.18|.

Si M es una variedad diferenciable, entonces el conjunto X(M) se conoce como el conjunto

de todos los campos de vectores diferenciables sobre M.

La orientacién de variedades es una nocién notablemente importante, sobre todo de cara a la
teoria de integracion de variedades diferenciables. Sin embargo, no nos interesa porque se sale de
las pretensiones de este trabajo. Por ello, daremos la definicién de orientabilidad para superficies

parametrizadas en el Capitulo 1.3, pues es de vital importancia y agiliza la presentacion.

1.2. Curvas

Como ya hemos mencionado en la anterior seccién, podemos tomar las variedades diferencia-
bles como una generalizacion de las curvas y superficies en el espacio euclidiano. Sin embargo, las
curvas y superficies como habitualmente las conocemos son mucho més intuitivas en el sentido
de que son objetos geométricos mas concretos y mucho menos complejos y abstractos que una

variedad diferenciable.

En esta seccién vamos a introducir conceptos geométricos importantes en el estudio de curvas
en R”, que nos ayudaran a entender de una forma mas clara cémo se mueven en el espacio. Para

el desarrollo de esta seccion, se han seguido las referencias [4], [5], [7], [9], [14] ¥ [18].
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Supongamos que M es una subvariedad embebida conexa de dimensiéon 1. Entonces es la
imagen de una curva parametrizada, es decir, existe una aplicacién « : I — R™ de forma que

a(l) = M, tal y como veremos mas adelante, en el Teorema de clasificacion de curvas (1.57).

Cabe destacar que no toda curva parametrizada tiene por imagen una subvariedad embebida.

En efecto, la figura ocho, cuya parametrizacion viene dada por
f:(—m7m) =R tal que f(t) = (sin2t,sint)

es una curva parametrizada, pero no es una subvariedad embebida con la topologia estandar
heredada de R?, ya que en el punto (0,0) no hay un entorno homeomorfo a algiin espacio eucli-

diano.

Figura 1.1: Grafica de la figura ocho.

Sin embargo, la figura de ocho si es una variedad diferenciable con la topologia inducida por
la inmersion f, porque en esta topologia hay un entorno del punto (0,0), como se puede ver en
la Figura 1.1, que es homeomorfo a un intervalo abierto en la recta real (la topologia inducida
por f implica que la figura de ocho es homeomorfa a (—m,7)). En cualquier caso, no nos interesa
este caso porque no trabajaremos ni con curvas con “autointersecciones” ni con subvariedades

Inmersas.

Definiciéon 1.16 (Curva regular). Se dice que una curva parametrizada diferenciable o : I — R"
es regular si o/(t) # 0 para todo t € I (« es una inmersion). La imagen (/) se llama curva

geométrica y decimos que la aplicacion a parametriza la curva.

Definicion 1.17. Una funcién f : R® — R™ se dice que es una parametrizacion afin si

f(v) = Av + b, donde A es una matriz real de dimension m x n y b es un vector real de R™.

Definiciéon 1.18. Una curva regular a trozos es una aplicacion « : [a,b] — R™ continua, para

la cual existe una particion a = tg < t; < ... < t = b del intervalo [a,b], tal que, para cada

i=1,...k o=« es una curva regular.

[ti—1,ts]
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En este contexto, podriamos preguntarnos cudl serfa la longitud de la curva ante la que
estamos. Consideramos « : I — R™ una curva parametrizada, [a,b] C I, y P = {a = ty <
t1 < ... <ty =>b} € P(a,b]) (el conjunto de particiones del intervalo [a,b]) y se considera la

correspondiente familia de puntos {«(to), a(t1), ..., a(t,)}C a(I).

Definicién 1.19 (Longitud asociada a una particiéon). La longitud de a asociada a la particion

P viene dada por

L(e, P) = Z lee(t) = eu(tia)]-

Es importante senalar que, cuanto mas fina es la particién (cuantos méas puntos se consideren
como vértices), mas se ajustara la poligonal a la curva. Es razonable definir entonces la longitud
de una curva « entre dos puntos a(a) y a(b), con a,b € I, como:

Lb(a) := lim L(a, P) =sup{L(a, P) : P € P(|a,b])}.
dopi=  dim L0, P) = sup{L{e. P): P € P([a.b)}
Proposicion 1.20 (|7, Proposicion 1.1.4]). Sea a : I — R™ una curva parametrizada y [a,b] C I.

Entonces,

b
lim L(a, P :/ SO
P[0, PEP([a,b]) (@, P) j e/ (2]l

Definicién 1.21 (Curva parametrizada por arco). Si « : I — R™ es una curva parametrizada, se
denomina cambio de parametro a cualquier difeomorfismo ® : J — I, donde J es un intervalo
abierto de R. La curva § = ao ® : J — R" se llama reparametrizaciéon de la curva a. Se
dice que una curva parametrizada o : I — R"™ estd parametrizada por longitud de arco si
||o/(t)|| =1 para todo ¢t € I.

Definimos longitud de arco desde ty como una funciéon S : I — R dada por

S(t) = Liy(e) = [ o/ (u)]du.

to

Como la funciéon u € I + ||o/(u)|| es, en general, solo continua, la funcién S es C' y

S'(t) = llo’(®)]-

Si asumimos que la curva « es regular, entonces por el Teorema de la funcion inversa (1.13),
S es una funcion creciente y diferenciable. Por lo tanto, si definimos S(I) = J, la funcién
S : I — J es un difeomorfismo entre dos intervalos abiertos. Sea ¢ : J — I el difeomorfismo
inverso y 3 : J — R? la reparametrizacion de o dada por = a o ¢. De esta forma, esta nueva

parametrizacion de la curva satisface

o' (¢(s))
B'(s) = o' (¢(5))¢'(s) = :
e/ (o(s))l
lo que implica que ||5'(s)|| = 1 para todo s € J. Por lo tanto, gracias a esto se tiene el siguiente

teorema:
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Teorema 1.22. Toda curva parametrizada regular admite una reparametrizacion por longitud

de arco con un cambio de parametro que conserva la orientacion.

Obsérvese que cuando [|a/(t)|| = 1, el parametro ¢ de la curva mide (salvo una constante) la

longitud de la misma entre un punto fijo (o inicial si suponemos ty = 0) y «(t) para cada t € I,

ya que

Lg(a):/OtHa'(s)Hds:/otds:t.

Cuando esto ocurra, usaremos s como el parametro de la curva, en lugar de ¢.

La orientacién de una curva se define intuitivamente como la direccién en la que se recorre
la curva. Toda curva parametrizada admite dos orientaciones. La orientacién de una curva para-
metrizada nos da una clase de equivalencia de parametrizaciones, siendo dos parametrizaciones
equivalentes si y solo si tienen la misma orientacién. Si un cambio de pardmetro conserva la
orientacioén, significa que la curva se recorre en el mismo sentido después del cambio de para-
metro, es decir, la direcciéon o sentido de la curva se mantiene constante (formalmente, ® tiene

derivada positiva).

La teoria local de curvas planas se dedica al estudio de curvas que se encuentran conte-
nidas en un plano. Desde una perspectiva puramente local, una curva plana parametrizada por
arco cuenta con un nivel limitado de libertad para su desplazamiento, ya que o bien puede girar
hacia la izquierda o hacia la derecha con respecto de la direccién en la que va la curva en cada
instante. Este giro, asi como su intensidad, puede ser descrito mediante una funcién que deno-
minamos curvatura, la cual esencialmente caracteriza a la curva salvo por movimientos rigidos

dentro del plano, como detallaremos mas adelante.

Para el estudio de este tipo de curvas, en primer lugar, definimos el diedro moévil de Frenet,
que nos ayudara con la definicion de este concepto. Sea « : I — R? una curva plana regular
parametrizada por arco, en cuyo caso se cumple que su vector tangente, v1(s) = o (s), es unitario
por definicién. El vector normal a la curva «, es el vector va(s) = J(v1(s)), donde J es la
estructura compleja en R?, esto es, la rotacion positiva de 4ngulo /2. La estructura compleja

en R? se define como sigue:

J(p1,p2) := (—p2,p1) para todo pi,ps € R%

Definiciéon 1.23. Los vectores {vi(s),v2(s)} forman una base ortonormal orientada positiva-

mente del plano euclidiano para cada s, que recibe el nombre de diedro de Frenet.
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Figura 1.2: Curva plana con su diedro de Frenet asociado, definido en 1.23

Proposicién 1.24. Sea o : I — R? una curva diferenciable parametrizada por longitud de arco.

Para cada s € I, el vector v (s) estd en la direccion de va(s), es decir
v1(s) = k(s)va(s), para cada s € I.

Ademds:

a) r(s) = (Vi (s), va(s)) = —(vi(s), v5(s))-

b) k: I — R es una funcion diferenciable.
c) vh(s) = —k(s)vi(s).
Demostracion. Para cada s € I, se verifica ||v1(s)||? = (v1(s),v1(s)); si derivamos,

(v1(s), v1(s)) =0,

lo que significa que v/ (s) es ortogonal a v1(s) y por tanto proporcional a va(s). Por tanto, para

cada cada s € I existe, un ntmero real x(s) de manera que se cumple v} (s) = k(s)va(s).

Para obtener el apartado (a), tengamos en cuenta que |va(s)||? = (va(s),v2(s)) = 1; si

hacemos el producto escalar de v (s) y va(s); entonces

(v1(5), v2(s)) = (k(s)va(s), va(s)) = K(s).

Por otro lado, como v1(s) y va(s) son ortogonales, (v1(s),va(s)) = 0. Si ahora derivamos esta

expresion, obtenemos que
(v1(s),v2(s)) + (v1(s), va(s)) = 0,

lo que significa que

K(s) = (vi(s), va(s)) = —(vi(s), va(s)). (1.1)
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La afirmacion (b) esté clara teniendo en cuenta la ecuacion (1.1).

Por tultimo, obtengamos la igualdad (c). El vector va(s) es unitario, luego (va(s),va(s)) =1y
derivando, obtenemos (v5(s), va(s)) = 0, lo que significa que v}(s) es perpendicular a va(s) y por
tanto, proporcional a v;(s), es decir v4(s) = h(s)vi(s), con h(s) ntmero real para cada s € I.

Sustituyendo en la igualdad (1.1):

lo que implica que vh(s) = —r(s)v1(s). O

Definiciéon 1.25 (Foérmulas del diedro de Frenet). A las igualdades

vi(s) = k(s)va(s) y vy(s) = —r(s)vi(s)

se les llama férmulas de Frenet o ecuaciones de Frenet para curvas planas.

La funcién k dada por la anterior proposicion es de vital importancia en el estudio de las

curvas planas y de ella heredamos la definicién de curvartura:

Definicién 1.26 (Curvatura de una curva plana regular). Se llama curvatura de una curva

plana regular a : I — R? parametrizada por arco a la funcién « : I — R definida por:

r(s) = (" (s), J(d/(s))).

Si k(s) # 0, se llama radio de curvatura de la curva « a 1/k(s).

En una curva plana, la curvatura en un punto dado indica cémo se dobla la curva en ese
punto. El signo de la curvatura determina la direccién del giro. Curvatura positiva significa que
la curva se dobla en sentido antihorario en ese punto. Si se estd parado en la curva y mirando
en la direccion del pardmetro creciente (como caminar a lo largo de la curva), a medida que
se avanza, la curva se doblara hacia su izquierda. Por otro lado, la curvatura negativa significa
que la curva se dobla en el sentido de las agujas del reloj en ese punto. Es importante tener en
cuenta que esta relaciéon es valida para una curva plana, pero en espacios tridimensionales o de
dimensiones superiores, la relacién entre la curvatura y la direccién de giro puede volverse més

compleja.

Remarcamos que en la definicién que hemos dado de curvatura, se requiere que la curva sea
parametrizada por arco. De lo contrario, tendriamos que considerar una reparametrizacién por

arco para calcular la forma explicita de la curvatura.

En esencia, sea o : I — R? una curva parametrizada regular y no necesariamente parametri-

zada por arco. Como ya sabemos, podemos parametrizar o por longitud de arco por el Teorema
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1.22. Sea B(s) = (a o ®)(s) tal parametrizacién. Entonces ® = ¢! donde g : I — J es la

aplicaciéon dada por .

gt) = [ o/ (w)]|du.

to
Definicion 1.27. Definimos la curvatura de una curva « cualquiera como la curvatura de su

reparametrizaciéon por arco:

Ka(t) = rp(g(t)).

Sea o : I — R? una curva parametrizada regular y no necesariamente parametrizada por

arco. Entonces, la expresion general para la curvatura es:

(@”(t), J(e'(1))) _ det[o/(t),a"(1)]

WOPF  — J®F (12)

Falt) =

La igualdad de la ecuacion (1.2) se puede demostrar facilmente considerando la Definicion

1.27 sin més que hacer cuentas, como se puede ver en |7, Proposicion 1.2.3].

Podemos preguntarnos si es posible, dada una funcién diferenciable, obtener todas las curvas
planas cuya curvatura sea dicha funciéon. La respuesta a esta pregunta es afirmativa, y viene dada

por medio del Teorema fundamental de curvas planas:

Teorema 1.28 (|7, Teorema 1.2.4|). Sea ko : I — R una funcion diferenciable. Entonces, existe
una curva plana regular o = I — R?, parametrizada por arco, tal que rq(s) = ko(s) para todo
s € I. Ademas, si B : I — R? es otra curva plana reqular parametrizada por arco con curvatura
kp(s) = ko(s) para todo s € I, entonces existe un movimiento rigido que preserva la orientacion,
es decir, existe una funcion M : R?> — R?, Mx = Ax + b, con A ortogonal y con determinante

igual a 1, tal que 8 = M o «.

Una vez definidos algunos conceptos sobre curvas planas, estamos en condiciones para poder
empezar a hablar sobre curvas en una dimensioén mayor. Es de especial interés el concepto de curva
en R3, pues las superficies tridimensionales son muy importantes. Para introducirnos en ellas,
empezamos definiendo el triedro de Frenet, que posee una infinidad de informacién geométrica

sobre las curvas en R3.

Definicién 1.29 (Triedro de Frenet). Sea a : I — R3 una curva regular y parametrizada por

arco. Entonces, los vectores:
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forman una base ortonormal positivamente orientada llamada triedro mévil de Frenet de la

curva.

Figura 1.3: Curva en R? con su triedro de Frenet asociado, definido en 1.29

Los tres vectores del triedro de Frenet v1(s), va(s) y vs(s) son, para cada s, el vector tangente
unitario a la curva, el vector normal unitario a la curva y el vector binormal unitario a la curva
respectivamente. El plano que generan v1(s) y va(s) se llama plano osculador de la curva, el
plano generado por va(s) y v3(s) es el plano normal a la curva y el plano generado por vi(s) y

v3(s) recibe el nombre de plano rectificante a la curva.
Definiciéon 1.30 (Curvatura de una curva en R™). Sea o : I — R"™ una curva de clase infinito y

parametrizada por arco. Llamaremos curvatura de « a la funcion rks(s) = || (s)]|.

De forma similar a en R?, se demuestra con facilidad que, dada una curva regular o : I — R3

de clase k > 2, no necesariamente parametrizada por arco, su curvatura en todo t € (a,b) es

() x (1)
Rall) = T B

(1.3)
Una demostracion de la igualdad (1.3) se puede ver en |7, Proposiciéon 1.3.5].
Proposicion 1.31. Una curva en R? es un segmento de recta si y solo si su curvatura es cero

en todo punto.

Demostracion. La recta en general, viene dada por «a(s) = sv + ¢ para algin vector unitario v

y vector constante c¢. Entonces o (s) = v es constante, de forma que k = 0. Reciprocamente, si
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k = 0, entonces o/(s) = Ty es un vector constante. Integrando, podemos obtener que «a(s) =

Jy & (w)du + a(0) = sTp + a(0). Esto es, de nuevo, la ecuacién paramétrica de una recta. O

La Proposicién 1.31 tiene una formulaciéon y demostracién analogas para R2.

Ahora bien, en R? aparece un concepto geométrico méas, muy interesante y que nos da mucha
informacion acerca de las curvas: la torsion. Como tenemos dos dimensiones en las que podemos
desviar una curva, esto implica que la curva deberia estar caracterizada por dos funciones, y no
una como en el caso del plano. Las dos funciones que la caracterizan son la torsién y la curvatura
para curvas en el espacio tridimensional. La torsién complementa a la curvatura en el estudio
de curvas en el espacio, pero se enfoca en una propiedad diferente de esta: la curvatura de una
curva se refiere a la medida de cuanto se dobla la curva en el plano osculador, mientras que la

torsion se refiere a la medida de cuénto la curva se desvia de este mismo plano.

Considérese una curva « : I — R? y su triedro de Frenet asociado. Tomando derivadas en la

igualdad vs(s) = v1(s) X va(s), que define el vector binormal, tenemos que
vi(s) = vi(s) x va(s) + vi(s) x vh(s) = vi(s) x vy(s),
ya que los vectores v (s) y va(s) tienen la misma direccion. Con lo cual,

(v3(s), v1(s)) = det(vi(s), v(s), v1)(s)) = 0,

para cada s € I. Ademés, como ||v3(s)||?> = 1 en todo el intervalo I, tomando derivadas de nuevo

obtenemos que
(v5(s),v3(s)) = 0.

Con lo cual, el vector v5(s) no tiene componentes en la direccion de v1(s) ni en la de v3(s). Por

lo tanto, v4(s) debe tener la misma direccion que va(s) y ponemos

vi(s) = —7(s)va(s),
donde 7(s) € R para cada s € I.

Definicion 1.32. Llamaremos torsién de una curva « : I — R3 parametrizada por arco a la

aplicaciéon 7 : I — R dada por
Ta(s) = (vi(s) x va(s), vy(s)),

donde vy y w2 son los vectores del triedro de Frenet que definimos anteriormente.

Como la torsion mide el nivel de desviacion de la curva con respecto al plano osculador (grado

de desviaciéon de una curva con respecto a ser plana), entonces tiene sentido que una curva con
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curvatura no nula es plana si y solo si su torsén es nula. Una demostracion detallada de esto se

puede ver en |7, Proposicion 1.3.4].

De la torsiéon también se puede obtener una expresién general en caso de que la curva no esté

parametrizada por arco sin mas que hacer los célculos pertinentes, y resulta ser:

_ det[d/(),a”(t), o (t)]
7o) = 0 < a2

Una demostracion de (1.4) se puede en |7, Proposicion 1.3.5].

(1.4)

A grandes rasgos, dado p € «(I), el plano osculador es el plano més cercano a contener la
curva « cerca del punto p; el plano rectificante es el plano mas cercano a aplanar la curva cerca

de p; y el plano normal es normal a la curva en el punto p.

El plano osculador es el “méas cercano” a contener a la curva, en el sentido de que, si la curva
es plana, entonces el plano que la contine es forzosamente el plano osculador. Para demostrarlo,
primero enunciamos la siguiente proposicién, que nos da una igualdad muy natural para la curva

con respecto a su curvatura y torsion en el origen:

Proposicion 1.33 (|18, Proposicion 2.6]). Sea o una curva diferenciable parametrizada por
longitud de arco. Si «(0) = 0, entonces para s cerca de 0 se tiene que:

o(s) = (6‘_%8:@%“)”1(0)4r <f?82+/~;{)3+m>UQ(O)Jr(’TSSJF...)vg(O), (1.5)

donde ko, 7o y K{, denotan, respectivamente, los valores de k, T y k' (curvatura, torsion y derivada

de la curvatura) de la curva en 0 respectivamente.

La ecuacion (1.5) se conoce como desarrollo de Taylor-Frenet de la curva. En base a la
Proposicion 1.33, veamos que, en efecto, es el plano méas cercano a contener la curva localmente.
Para ello, consideramos P = «(0), Q@ = a(s) y R = «a(t). Para s y t proximos a 0, los puntos
no son colineales, pues de lo contrario la curvatura seria cero en un entorno del 0 y por tanto
la curva seria una recta localmente (este caso es claro). Por lo tanto, veamos que si s,t — 0,
entonces el plano generado por los puntos P, (Q y R es precisamente el plano osculador. Primero,
consideramos el normal unitario Ag; al plano generado por P = 0, Q = «(s) y R = a(t),
que podemos suponer no colineales sin pérdida de generalidad. Eligiendo las coordenadas de
forma que v1(0) = (1,0,0), v2(0) = (0,1,0) y v3(0) = (0,0, 1), entonces por la Proposicién 1.33
obtenemos que:
st(s —t)

B (—rdTost + ..., 2kom0(s +1) + ..., —6ko 4+ 2k4(s +1) — kst +...),

a(s) x a(t) =
de forma que A,; = % — A =(0,0,—1) cuando s,t — 0. Entonces, el plano que pasa

por P y con vector normal A es el plano osculador.
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En realidad, estudiar como varfa el plano osculador es lo mismo que estudiar cémo varfa el
vector binormal vg, ya que se tiene, como ya hemos visto, que v5(s) = —74(s)va(s). Asi, torsion
positiva implica que v3 gira en el sentido opuesto al que determina vy, mientras que torsién

negativa implica que v3 gira en el sentido determinado por vs.

El Teorema 1.28 demuestra la existencia de un movimiento rigido que preserva la orientacién
entre curvas con la misma curvatura, asi como la existencia de curvas con curvatura igual a
una aplicacion diferenciable k : I — R cualquiera. Ahora bien, en R? tenemos dos funciones que
describen la trayectoria de una curva: la curvatura y la torsiéon. El Teorema fundamental de la
Teoria Local de curvas en el espacio establece un resultado anélogo al Teorema fundamental

de curvas planas, pero para R3:

Teorema 1.34 (|7, Teorema 1.3.7]). Sean k,7 : I — R funciones diferenciables con k(s) > 0
para todo s € I. Entonces, existe una curva reqular, parametrizada por arco, a : I — R3, cuya
curvatura es kq(s) = K(s) y cuya torsion es 74(s) = 7(s) para todo s € I. Ademds, si 3 : I — R?
es otra curva reqular parametrizada por arco, con curvatura y torsion iguales a k y T en todo el
intervalo I, respectivamente, entonces existe un movimiento rigido que preserva la orientacion,
M:R3 5 R3 Mx= Ax+0, tal que =M o q.

A continuacion se aporta un ejemplo del calculo numérico de la torsiéon y la curvatura a partir

de la parametrizaciéon de una hélice circular:

Ejemplo 1.35. Una hélice circular viene parametrizada por:

a(s) = <a oS ——— asin i bs )
a? + 02’ Va2 + 02" Va2 + b2

con a, b # 0, que es una curva parametrizada por arco. Tomando derivadas, se obtiene que:

1

. S S
vi(s) = 2 <—asm N m,b) ,
—a

b s . s
vi(s) P <cos \/m,sm \/mﬁ).

a cos

Con lo cual, la curvatura de una hélice circular es:

(5) = Ion ()]l = 51

Esto es, constante no nula.

Por otro lado,

—i(s) = — <cos i sin i 0)
K(s) ! |al Va2 +02 a2+ )]
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y por tanto, su vector binormal sera:

—a S s
v3(s) = v1(s) X v2(s) = ————= | —bsin ,bcos ,—a).
e lalVia® + b ( Va? + b2 Va? + b
Por lo tanto, diferenciando con respecto a s, tenemos:

—b
'Ué(s) = m@Q(S).

A partir de esto:
m(8) = 503
a? + b2’

También constante.

En realidad, gracias al Teorema 1.34, toda curva con curvatura y torsiéon constantes es una
hélice circular. Una prueba directa de esta afirmacion se puede dar también en base al Teorema

de Lancret, la cual se puede consultar en [2].

Una vez definida la torsion y la curvatura de una curva parametrizada por arco, estamos en
contexto de dar las conocidas como férmulas de Frenet-Serret (para R3), que nos proporcio-

nan mucha informacién geométrica sobre una curva parametrizada por arco en el espacio:

Teorema 1.36 ([5, Teorema 3.8]). Sea o : I — R3 una curva reqular parametrizada por arco tal

que k(s) # 0 para todo i € I. Entonces el triedro de Frenet satisface el siguiente sistema:

0 Ta(8) 0

donde v1, vo y v3 son los vectores del triedro de Frenet que definimos anteriormente.

1.3. Superficies

Para la elaboracién de esta seccidon, se han seguido las mismas referencias bibliogréaficas que
en la anterior. Intuitivamente, esta cita de [14| nos da una visién general sobre qué entendemos

por superficie en R3:

“Una superficie es un subconjunto de R3 tal que cada uno de sus puntos tiene un entorno

similar a una pieza de un plano que se curva ligeramente sin autointersecciones.”

Es importante tener en cuenta que una superficie regular y una superficie como variedad

bidimensional no son conceptos equivalentes. Para empezar, existen superficies como variedades
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bidimensionales que no se pueden realizar como superficies en R3. como por ejemplo, el plano
) )

proyectivo real RP? de rectas que pasan por el origen en R3.

Como ya se ha mencionado, las subvariedades embebidas pueden modelarse localmente en

un embebimiento estandar de R* en R”, identificando R¥ con el subespacio
{(@t,... 2% e T = =" = 0} C R

Dicho de una forma més general, si U es un subconjunto abierto de R™, y k € {0,...,n}, entonces

una k-rebanada de U es un subconjunto de la forma

{2t .. aF o e e U abtt = KL an = )

k+1

para ciertas constantes ¢*7*, ..., c". Claramente, cada una de las k-rebanadas es homeomorfa a

un subconjunto abierto de R¥.

Definiciéon 1.37. Sea M una variedad diferenciable de dimension n y (U, ) es una carta sobre
M. Si S es un subconjunto de U tal que v(S) es una k-rebanada de v(U), entonces decimos que

S es una k-rebanada de U.

Teorema 1.38 (|9, Teorema 5.8|). Una subvariedad de una variedad diferenciable M es embebida

st y solo si satisface la condicion de las k-rebanadas.

Una superficie regular es una subvariedad embebida o subvariedad regular de codimension
1 en R3. Es decir, es un subconjunto S C R3 que es en si mismo una variedad diferenciable
de dimensién 2, cuya topologia es la topologia del subespacio y cuya estructura diferenciable

asegura que la aplicacion inclusion ¢ : S < R? es un embebimiento.

Definicién 1.39. Un subconjunto S C R3 se dice superficie regular si, para cada p € S, existe
un entorno V C R3 de p y una funcién X : U — VNS, donde U C R? es un subconjunto abierto
y VNS CR3, tal que:

1. X es diferenciable. Esto sigifica que, si escribimos
X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) €U,

las funciones x(u,v), y(u,v) y z(u,v) tienen derivadas parciales continuas para todos los

oOrdenes en U.
2. X es un homeomorfismo.

3. Para cada g € U, la diferencial dX : R? — R? es inyectiva.
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Ejemplo 1.40. Sea f : U — R una funcion diferenciable con U C R? abierto. Entonces el

conjunto formado por
G(f) ={(w,v, f(u,v)) : (u,v) € U}

es una superficie regular de R3. En otras palabras, cualquier grafo de una funcién diferenciable

es una superficie regular.

En esencia, la idea de presentar de esta forma las superficies en el espacio euclidiano es
el hecho de que exista una parametrizacién. De ser asi, las cuentas se agilizan y las podemos

presentar con facilidad.

Proposicion 1.41 (|14, Proposicion 2.23]). Sea S una superficie y p € S un punto. Entonces,
podemos encontrar una parametrizacion de S cerca de p cuya imagen es el grafo de una funcion

diferenciable definida sobre uno de los tres planos coordenados de R3.

El conjunto de todos los vectores tangentes a la superficie S en el punto p se denomina plano
tangente a la superficie en el punto p y lo vamos a representar por 7,5, siguiendo con la
notacion de la Seccién 1.1. Se verifica que 7,5 es un espacio vectorial de dimensién dos y se

puede expresar de la siguiente forma:
T,S = {v € R® : existe a : (—¢,€) — S diferenciable con a(0) = p y o/(0) = v}.

La Proposicion 1.41 es muy interesante de cara a la presentacion practica de superficies. Podemos
obtener una mejora de esta proposicién, como un corolario directo del Teorema 1.14. El objetivo
es demostrar que, cerca de cualquier punto de una superficie S, la superficie puede ser visualizada

como el grafo de una funcién diferenciable sobre el plano tangente a la superficie en ese punto.

Corolario 1.42. Sea p' un punto cualquiera de una superficie S C R3 y sea P el plano tangente
a la superficie en ese punto. Entonces, existen entornos abiertos U del punto p en P y V del

punto p en S y una funcion diferenciable h : U — R tal que V es el grafo de h.

Demostracion. Considérese a € R? un vector unitario perpendicular al plano tangente T,S. Sea

f: S — R3 la proyeccion ortogonal de S sobre el plano P, dada por

f() =p— (p—p.a)a para todo p € 5.

Por definicion, f(p') =p'y f(p) —p' L a para p € S. Con lo cual, se tiene la inclusion f(S) C P
y por ello, f : S — P es una funcion diferenciable entre superficies. Un calculo trivial a partir de

la definicion de diferencial que dimos en la Seccion 1.1 nos indica que

(df)p(v) = v — (v,a)a para todo p € T),S.
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Siguiendo con este razonamiento, (df), : TS — T,yP = TS es la identidad. Por el Teorema
1.14, existen entornos abiertos, V de p’ en Sy U de f(p') = p’ en P tales que f(V) =U y
f ‘V : V' — U es un difeomorfismo. Para concluir la prueba, bastaria tomar la funcién h : U — R

dada por
h(g) = (f *(q) —p,a) paratodo q €U,

pues cumple las condiciones requeridas. O

Proposicion 1.43. Sea S una superficie y p uno de sus puntos. Entonces, existen un conjunto
abierto O C R? tal que p € O y una funcion diferenciable f : O — R teniendo 0 como valor
regular de tal forma que SN O = f~1({0}).

Demostracion. Por la Proposicion 1.41, existen un subconjunto abierto V de S con p € V,
un conjunto abierto U C R? y una funciéon diferenciable h : U — R tal que V es, salvo un

reordenamiento de las coordenadas x, v, z, el grafo de h, es decir,
V ={(z,y,2) € R®: (z,y) € U, z = h(z,y)}.

Entonces, pongamos O = U x R C R3, que es un conjunto abierto y f : O — R, una funcion

definida como
f(:l:a Y, Z) =z = h(gj,y)

Como ‘g—ﬁ = 1, entonces 0 es un valor regular de f y por construccién se tiene que SNO = f~1({0})

tal y como queriamos demostrar. O

Definicion 1.44. Un subconjunto A de una superficie S en el espacio euclidiano se dice que
tiene medida cero si para cada parametrizacion X : U — S de la superficie, el conjunto X ~!(A)

tiene medida de Lebesgue cero en R2.

A continuacion, enunciamos el Teorema de Sard:

Teorema 1.45 ([14, Teorema 4.33]). Sea f : S1 — S2 una funcion diferenciable, donde Sy y
Sy representan superficies o bien subconjuntos abiertos de R?. Entonces, el conjunto de valores

criticos de f tiene medida cero en So.

Corolario 1.46. Sea I un conjunto de indices como mucho numerable y f; :+ S; — S, i € I,
funciones definidas en superficies o en subconjuntos abiertos de R?, que llamamos S; para cada
i € I, tomando valores en la misma superficie o subconjunto abierto de R?, que llamamos S.
Entonces, el conjunto de puntos de S que son simultdneamente valores regqulares de las funciones

{fi}tier es denso en S.
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Intuitivamente, una superficie S en un espacio euclidiano R® es orientable si una figura
bidimensional no se puede mover alrededor de la superficie y regresar a donde comenz6 para que

se vea como su propia imagen especular.

Ya sabemos por la Definicién 1.15 lo que es un campo de vectores sobre una variedad diferen-
ciable. Como era de esperar, la definiciéon de campo de vectores para superficies parametrizadas
hereda la definiciéon de variedades: se entiende por campo de vectores y sobre la super-
ficie S como toda funcién vectorial x : S — R3. Diremos que x es un campo de vectores

diferenciable si lo es como funcién de S a R.

Un campo de vectores x sobre una superficie regular S se dice normal si x(p) es normal
a S en el punto p para todo p € S. Ademés, S es orientable si existe un campo de vectores
globalmente definido sobre S que sea diferenciable, normal y unitario. Habitualmente se denota
con la letra N. Si S es orientable, cada campo de vectores N en las condiciones de la definicion
se llama una orientacién de S. Una superficie orientable se dice que esta orientada cuando se

ha elegido una orientacién concreta.

Se puede demostrar que una superficie regular S orientable posee una familia de parametri-
zaciones cubriendo S, de modo que siempre que dos de ellas se corten, el jacobiano del cambio
de coordenadas tiene determinante positivo. Ademaés, estas parametrizaciones determinan una

orientacion sobre S. Véase |7, Teorema 3.1.5].

Como ||[N(p)||?> = 1 para todo p € S, si S? representa la esfera centrada en el origen en R3
de radio 1, entonces se cumple que N(S) C S?, por lo que cada vector normal unitario se puede
pensar como una funciéon diferenciable N : S — S?. Esta funcién, que lleva cada punto de la
superficie en un vector unitario ortogonal a ella en este punto se llama la funcién de Gauss

sobre la superficie S.

Es muy interesante mencionar en este contexto el triedro de Darboux, el cual es una
referencia movil construida a lo largo de una superficie. Es el analogo al triedro de Frenet aplicado
a la geometria de la superficie. La construccion del triedro de Darboux sobre una superficie S,
primero considera una referencia para la superficie S y luego se especializa cuando la curva se
mueve en la direccion de las curvaturas principales. Sin embargo, el triedro de Frenet es especial
porque se construye a partir de las otras derivadas de la propia curva. Por eso, en el triedro
de Darboux no solo esté el vector de velocidad de la curva, sino también el vector normal a la
superficie. Si « es una curva en una superficie S, orientada por un vector normal N, parametrizada

por arco, entonces el triedro de Darboux es:
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donde T'(s) es el unitario tangente, N(s) el unitario normal y t(s) el tangente normal.

Lema 1.47 ([14, Lema 3.2]). Sea S una superficie y X : U — R3 una parametrizacion de S.

Entonces, existe un campo normal unitario definido sobre el conjunto abierto V.= X(U).

A priori, podria parecer que todas las superficies en el espacio euclidiano son orientables, y
es que la mayoria de ellas con las que se trabaja lo son, sin embargo hay infinidad de ejemplos de
superficies no orientables. El mas comun es la banda de M&bius, la cual se puede parametrizar

como una funciéon X : R? — R? dada por:

w no w no\ . w . nb
X(0,w) = ((R—i— 3 cos 2) cos 0, (R—i— 3 cos 2) sin 6, 3 sin 2> , (1.7)

con n € N. Con n = 1 obtenemos la banda de M&bius clasica, y si aumentamos n, obtenemos

una figura mas “girada” y con mas dobleces. La superficie que se origina es la siguiente:

© 2 W

Figura 1.4: Representacion de la banda de Mébius, con parametrizacion dada en (1.7). De iz-

quierda a derecha, aumentamos n una unidad desde n = 1.

La banda de Mobius es un ejemplo de superficie no orientable. En la representacién se puede
ver claramente los puntos donde se origina el problema. Intuitivamente, si se intenta trazar una
flecha que indique la direccién normal en un punto de la banda de Mdbius, al seguir el contorno,
la flecha se invertira en el proceso. Esto significa que no hay una manera continua de definir la

orientacion en toda la superficie. Véase la demostracion formal en [14, Seccion 3.2].

En general, una superficie en el espacio eucideo es no orientable si y solo si contiene una

banda de Mobius embebida. Esta propoiedad es invariante por homeomorfismos.

Lema 1.48 (|14, Lema 3.3]). Si S es una superficie conexa y N1 y No son dos campos normales

unitarios sobre S, entonces o bien N1 = Ny 0 bien N1 = —Ns.

Definicion 1.49. Sea S una superficie regular orientable y N una orientacién en .S. Entonces,
para cada p € S, se puede definir un sentido positivo para rotar vectores en 7,,S: asi, definimos

la rotacién positiva de angulo ¢ en p como la aplicaciéon Ry : T,,S — T,,S dada por

Ry(v) = (cos@)v + (sin@)(N(p) Av).
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El caso mas importante de rotacién se da cuando 6 = 7/2, en cuyo caso Ry (v) := Jyv =

N(p) A v; Jp se llama estructura compleja de S en p.

A la familia de los campos de vectores diferenciables y tangentes a lo largo de una curva «
la representaremos por X(«). Sea V € X(«) un campo de vectores tangente y diferenciable a lo
largo de una curva a : I — S. Se define la derivada covariante (o intrinseca) de V' como la

parte tangente de V', es decir,

DV
=)= V0T = V@) — (V0. NO)N ().
Definiciéon 1.50. Se dice que un campo de vectores V' € X(«) es paralelo a lo largo de « si
DV
=-=0.
dt

Sea S una superficie regular orientada por la aplicaciéon N y « : I — S una curva en dicha
superficie. Aunque o/(t) € T,,(;)S para cada t € S, en general, o' (t) & T,,;)S, es decir, el vector
de aceleraciéon de la curva no tiene por qué ser tangente a la superficie. Para precisar qué tipo
de aceleracion se experimenta, podemos utilizar el espacio vectorial R* = T, S & (N(a(t))).
Entonces, podemos descomponer o/(t) como o”(t) = o (t)" + o”(t)*, donde o’ ()" se conoce
como aceleracién tangencial o intrinseca de la curva «, y o/(t)* se conoce como aceleracion

normal o extrinseca.

El vector o’ (t)* puede escribirse como o (t)+ = A(t)N(a(t)), donde A(t) = (o'(t), N(c(t))).
Ademas, se tiene por la definicién de derivada covariante que o’ (t) " = Dd—i‘,(t), lo que nos permite
escribir: Do
" a

t pu—
a’(t) =—

(t) + (o (), N(a(t)))N (a(t)).

Supongamos ahora que « estd parametrizada por arco.

Queremos expresar el vector (Da//ds)(s) € Ty (s)S en términos de la base

{d/(s), Jd/(s), N(a(s))}.
Esta es una base positivamente orientada de R? (pues, como ya sabemos, es el triedro de Dar-

boux). Ahora bien, como (Da’/ds)(s) es un vector tangente,

Do/
ds

(s) = a(s)a(s) + b(s) T/ (s),

donde a y b son dos funciones definidas sobre I. Se tiene que

als) = (2 (6).0/(6) ) = (0 (5) = (a”(5), M) Na(s)), ()
= (a(s), /() — (o (5), ()} (N (a(s)), (5)) =0,
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puesto que la curva esta parametrizada por arco. Por lo tanto, el vector (Da’/ds)(s) es colineal

con J(c/(s)), y se puede escribir como:

Dd/ ,
K(S) = Kg(s)Ja/(s).

Definicion 1.51. k4(s) se llama curvatura geodésica de o en s. Concretamente,

o) = (60, 9(6) ) = (9. Jal),

Observacion 1.52. La curvatura geodésica depende de la orientacion de la superficie (orienta-
cion de la parametrizacion, su signo varia segin la eleccion que hagamos de N) y de la parame-

trizacion de la curva.

Cuando trabajamos en el plano, sabemos que las geodésicas tienen unas caracteristicas muy
especiales, como por ejemplo, que minimizan localmente la distancia entre dos puntos y que
tienen curvatura geodésica nula. Una buena pregunta es si podemos encontrar, en una superficie

arbitraria S, curvas con caracteristicas similares a las rectas.

La respuesta a dicha pregunta es afirmativa, y viene dada por la nocién de geodésica

Definicion 1.53. Sea v : I — S una curva parametrizada cualquiera sobre una superficie S.

. L. . . . . D~
Entonces, se dice que es una geodésica si su vector velocidad 7' es paralelo, es decir, si =~ = 0.

Equivalentemente, una curva « : I — S sobre una superficie S sera llamada geodésica cuando
v'(t) L TyyS paratodo te€ I

Cabe destacar que una geodésica realiza localmente la distancia entre dos puntos, pero en general,

una geodésica no tiene por qué realizar la distancia entre dos puntos cualesquiera.

A partir de la Definiciéon 1.51, se tiene trivialmente que una curva parametrizada por arco a
es geodésica si y solo si ky(s) = 0 para todo s € I, lo cual es una caracterizacion muy interesante

de cara a la practica.

1.4. Teorema de clasificaciéon de curvas

A continuacioén, presentamos el resultado més importante de este capitulo, el Teorema de
clasificaciéon de curvas planas. Es un resultado que establece una clasificaciéon completa de
las curvas cerradas simples en el plano, salvo difeomorfismos. Seguiremos la exposicion de [13] y

[14] para su demostracion. Para esta seccién también se han consultado [11], [12], [16] y [17].
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Definicién 1.54. Sea I un intervalo y M una subvariedad de dimension 1 de R™. Una funcion
f I — M es una parametrizacién por longitud de arco de la variedad M si f es un
difeomorfismo de I en un intervalo abierto de M y el “vector velocidad”, f'(s) € T 7(s)M, tiene

longitud 1 para cada s € 1.

Cualquier parametrizacion local f : I — M se puede transformar en una parametrizacion

por longitud de arco por un cambio de variables, tal y como mencionamos en la Secciéon 1.2.

Lema 1.55. Sea C' una curva simple L-periddica, L > 0. Entonces, C es homeomorfa a un

circulo.

Demostracion. Sea o : R — R3 una parametrizacién de C inyectiva en [0, L). Se tiene que, al ser
a periodica, C = a(R) = ([0, L]). Ademas, la funcién « : [0, L] — C es sobreyectiva, continua
y cerrada (por ser una funciéon continua definida en un espacio compacto y tomando valores en
un espacio Hausdorff). Entonces, es una funcion identificacion. Llamamos R, a la relacion de

equivalencia inducida por « en [0, L] dada por:
s1Ras2 <= a(s1) = a(s2).

En tal caso, la funcion @ : [0, L]/ Ry — a(R) definida como @([s]) = a(s) es un homeomorfismo.

Obsérvese que, como « es inyectiva en [0, L) y ademés es L-periodica, entonces

S1 = 892
51Ra82 s1=0,s0=1L.

81=L,82=0

De esta forma, C' es homeomorfa al cociente de [0, L] donde identificamos los puntos extremos

del intervalo 0 y L, es decir, a un circulo. O

Lema 1.56. Sea M una subvariedad reqular de dimension 1 en R" y f: I - M yg:J — M
parametrizaciones por arco inyectivas. Entonces f(I) N g(J) tiene a lo sumo dos componentes
conezas. Si solo tiene una componente, entonces f puede ser extendida a una parametrizacion por

arco a la union f(I)U g(J). Si tiene dos componentes, entonces M es difeomorfa a S'.

Demostracion. Supongamos que f(I) y g(J) no estan contenidas la una en la otra sin pérdida

de generalidad. Considérese el conjunto U = f(I) N g(J). Obviamente, se tiene que
hi=glof:fHU)YCT—g(U)cCJ

lleva subconjuntos abiertos de I en respectivos subconjuntos abiertos de J . Ademas, la derivada
de g7'o f es igual a 1 o —1 en cada componente conexa de f~!(U). En efecto, f = goh y

por tanto, tomando derivadas y aplicando la regla de la cadena f(t) = ¢'(h(t))h/(t). Usando las
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normas y el hecho de que tanto f como ¢ son parametrizaciones por arco inyetivas, llegamos a

que 1= [[f'(®)[l = [lg"(R@)IIR @] = 1K' ()]

Definimos el grafo I' como sigue:
I' .= grafo(h) = {(s,t) e I x J: f(s) =g(t)} C I x J.

Como I' coincide con el grafo de la funcion h, entonces las componentes conexas de I' son
precisamente las restricciones del grafo de h a cada componente conexa de f~!(U). Claramente,
I' es un subconjunto cerrado de I x J que esté formado por segmentos de recta de pendiente 1
o —1, puesto que h/(s) = %1 implica que, o bien h(s) = s+ b o bien h(s) = —s+b. Como T es

Lo f es un difeomorfismo local (al ser un difeomorfismo), estos segmentos de recta

cerrado y g~
no pueden terminar en el interior de I x J porque deben extenderse a la frontera. Veamos esto

con mas detalle.

Sea ¢ uno de los segmentos con pendiente 1 o —1 de I'. Como I' es cerrado en I x J, si
al menos uno de los segmentos ¢ no terminase en un lado del rectangulo I x J, entonces el
punto final del segmento estaria propiamente en o, y por tanto su proyecciéon sobre I no seria
un intervalo abierto. Esta contradicciéon implica que las puntas de o terminan en los lados del
rectangulo I x J. Finalmente, si dos de los puntos finales del segmento o estuvieran en lados
paralelos de I x J, la proyeccion de o en uno de los dos intervalos I o J seria sobreyectiva. Con

lo cual, f(I) estaria contenida en g(J) o viceversa, lo cual contradice nuestra suposicion inicial.

Dado que g~ 'o f es inyectiva, entonces puede haber a lo sumo uno de estos segmentos de recta
que toca cada uno de los lados del rectangulo I x J. Por eso, I' tiene a lo sumo dos componentes
conexas. Ademas, si hay dos componentes, ambos deben tener la misma pendiente, pues de lo

contrario, no se cumpliria que solo una recta toca cada uno de los lados de I x J.

Figura 1.5: Izquierda: El conjunto I' con una sola componente conexa; derecha: el conjunto I

con dos componentes conexas.
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Distinguimos los casos en los que I' tenga una o dos componentes conexas para probar el

enunciado:

1. SiT' es conexo, es decir, tan solo hay un segmento de recta en el rectangulo (izquierda en
la Figura 1.5), entonces g~ ! o f se extiende a una funcién lineal L : R — R. Ahora bien, f

y goL: L 1(J)— g(J) encajan para formar la extensién requerida
F:TUL YJ)— f(I)ug(J),

dada por
f(s) si sel,

F(s) = .
(goL)(s) si s € L71(J),

donde T U L71(J) es un intervalo abierto de R que contiene estrictamente al intervalo I

que estdbamos buscando.

2. Si T tiene dos componentes, podemos suponer, sin pérdida de generalidad que tienen pen-

diente 1 (el caso de pendiente —1 es analogo).

Entonces estamos en una situaciéon geométricamente equivalente a la figura de la derecha
en la Figura 1.5. Se tiene que el conjunto f~!(U) tiene dos componentes conexas I1 e I y
gfl(U) también tiene dos componentes conexas Ji y Jo, de foma que h : [ ULy — J1 U Jy
coincide cuando se restringe, por ejemplo, a I con la translaciéon T : R — R que cumple
que T'(I2) = J;. Entonces
K=ITuT'(J)

es un intervalo abierto de R que contiene estrictamente al intevalo I y que tiene interseccién
no vacfa con T~1(J). Definimos entonces una curva sobreyectiva

v:K = f(I)ug(J)
dada por

f(s) si sel

(goT)(s) si s €T7Y(J),

la cual est4 bien definida porque f =go f =goT en INT(J) = I, y por lo tanto, es

diferenciable y parametrizada por arco. Ademas, el intervalo K incluye dos subintervalos
abiertos I C I C Ky T Y(Jy) c T71(J) C K tales que

YNy =708, v S(L) =T (L)

Estoes, v: K — f(I)Ug(J) C M se extiende de forma tnica a una curva periédica cuya
imagen debe ser M por ser compacta y abierta en M. De aqui se sigue el resultado, puesto
que toda curva periédica sobre una variedad diferenciable es homeomorfa a un circulo, tal

y como hemos probado en el Lema 1.55. O
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Teorema 1.57 (Teorema de clasificacion de curvas simples). Cualquier variedad diferenciable

de dimension 1 conexa es difeomorfa al circulo S* o a la recta real R.

Demostracion. Cualquier parametrizacion por arco inyectiva puede ser extendida a una parame-
trizacion

f:I—-M

que es maximal, en el sentido de que f no puede ser extendida sobre ningun intervalo mayor
como una parametrizacién por arco: tan solo es necesario extender f tanto como sea posible

hacia la izquierda y después tan lejos como sea posible hacia la derecha.

Si M no es difeomorfa a S! probaremos que f es sobreyectiva, y por lo tanto es un difeomor-
fismo. Si el conjunto abierto f(I) no fuese todo M, entonces existiria un punto adherente x de
f(I) en M — f(I). Parametrizando un entorno de x por longitud de arco y aplicando el Lema
1.56, se ve facilmente que f puede ser extendida a un intervalo més grande. Esto contradice la

suposicion de que f es maximal, lo que prueba el resultado. O

La version de este teorema para variedades compactas y conexas de una dimensién superior es
un resultado ciertamente més complicado de demostrar. Sin embargo, es interesante mencionarlo,
pues esta directamente relacionado con el Teorema de Gauss-Bonnet, el cudl tiene una gran

importancia para el estudio de superficies en R3.

Proposicion 1.58 ([12, Capitulo 1, §5, Teorema 1|). Toda superficie conexa y compacta es

difeomorfa a la esfera, una suma conexa de toros o una suma conexa de espacios proyectivos.

Notese que en la Proposicion 1.58 pedimos que la superficie sea compacta, pero también
existe una clasificacién para superficies no compactas y triangulables tal y como se puede ver en

[17].

Teniendo en cuenta todo esto, a continuacion definiremos la caracteristica de Euler-Poincaré y
explicaremos por qué realmente tiene relaciéon con este teorema. Primero, necesitamos el concepto

de triangulacion de una superficie.

Triangular una superficie implica dividirla en una serie de tridngulos simples y combinarlos
de manera que cubran toda la superficie sin superposiciones ni huecos. Esta técnica permite
aproximarnos a una descripcién discreta de la superficie, lo que facilita su estudio y anélisis desde
un enfoque mas estructurado. Al descomponer una superficie en triangulos, podemos calcular la
curvatura integral en cada uno de ellos, y luego sumar estas contribuciones locales para obtener
el valor total de la curvatura. La triangulacién nos brinda una herramienta concreta para realizar

estos calculos y aplicar el teorema de manera efectiva.
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Definiciéon 1.59. Dado un poligono curvado parametrizado por una curva (parametrizada por

arco) «, con veértices a(sp), ..., a(sg), llamaremos aristas del poligono a cada uno de los trozos

del mismo en los que recoge que « es regular, esto es, ; : = « |» para cadai=1,...,k.

[si—1,5i
Definiciéon 1.60. Un triangulo en una superficie regular S es una region simple (un conjunto
abierto, conexo y no vacio en el espacio Euclidiano R") R C S tal que su clausura, R, es un

poligono curvado con tres vértices.

Sea R una region de S. Una triangulaciéon A = {r,...,7,} de R es una coleccion finita de

tridngulos 7; verificando las siguientes condiciones:

1. R=Ul, 7

2. si i # j, entonces, o bien 7;N7;= (), o bien ;N7 es una arista coman (completa), o bien

T; N Tj es un vértice comun.

Si A es una triangulaciéon de una regiéon R, se denominan caras de A a cada uno de los

tridngulos 7; que la componen.

Figura 1.6: Ejemplo grafico de dos triangulaciones: la de la derecha mas fina que la de la izquieda

(mas triangulos).

Definicion 1.61. Dada una triangulacion A de una regiéon R, se define la caracteristica de

Euler-Poincaré como
X(R,A)=C—A+V,
donde C, A y V representan, respectivamente, el numero de caras, aristas y vértices de la trian-

gulacion.

La caracteristica de Euler-Poincaré es una herramienta ttil para estudiar la topologia de un

espacio, ya que es relativamente facil de calcular y es un invariante topologico.
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Puesto que la caracteristica de Euler de la esfera es 2, mientras que la de la suma conexa de

n toros sigue la sucesion 0, —2, —4, ..., se deduce la siguiente proposicion.

Proposicion 1.62. Sea S una superficie regular, coneza, orientable y compacta. Entonces, su ca-

racteristica de Euler-Poincaré, x(S), toma uno de los siguientes valores: 2,0, =2, —4, ..., —2n, ...

Una vez definida la caracteristica de Euler-Poincaré, estamos en condiciones de dar la versién

global del Teorema de Gauss-Bonnet:

Teorema 1.63 (|5, Teorema 10.4]). Sea S una superficie reqular, compacta en R3. Si K es la

curvatura Gaussiana de S , entonces

/ /S KdA = 27x(S).

Entonces, jpor qué es este un teorema importante? El lado izquierdo de la ecuacién se refiere
a la curvatura, un concepto puramente geométrico. El lado derecho se refiere a la caracteristica
de Euler, un concepto puramente topologico. El Teorema de Gauss-Bonnet establece que estas
dos ideas estan fundamentalmente vinculadas. Desde el lado izquierdo de la ecuacioén, se afirma
que si se conoce la curvatura (local) en cada punto de la superficie, se determina la forma global
de la superficie (su género). Desde el lado derecho de la ecuacion, se afirma que la integral de la
curvatura de Gauss permanece invariante por homeomorfismos. En otras palabras, si abollamos
la superficie, deben surgir nuevas deformaciones de manera que la cantidad de curvatura positiva
y negativa se cancelen perfectamente. Por ejemplo, para la esfera aplastada (Figura 1.7), incluso
con la zona hundida, que crea parches de curvatura negativa, la curvatura total de la superficie

es exactamente 47, al igual que cualquier superficie homeomorfa a una esfera.

Figura 1.7: Ejemplo de una deformacion de la esfera, cuya curvatura Gaussiana total es 4.
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Para variedades de dimension mayor que 2, el problema de clasificacién se vuelve realmente
formidable y es un objeto de estudio frecuente: ver [16]. Ademés esta probado que, para dimen-
siones superiores a 4, no existe una clasificacion, tal y como prob6 Markov en [11]. El estudio de
variedades diferenciables simplemente conexas de dimensién alta también recibié especial aten-
cién y se hicieron notables avances, como se puede ver en los trabajos de Smale [19] y Wall
[23].






Capitulo 2

Teorema de Jordan—Brouwer

El Teorema de la curva de Jordan, tal y como incicialmente se presentd, establece que toda

curva de Jordan divide el plano exactamente en dos componentes conexas.

Nuestro objetivo principal para este capitulo es demostrar que toda superficie conexa y com-
pacta divide el espacio euclidiano en dos componentes conexas, es decir, queremos dar una version
en R? del Teorema de la curva de Jordan (y diferenciable, puesto que el teorema clasico tan sélo
supone que la curva es un subconjunto de R? homeomorfo a S'). Daremos las definiciones, lemas
y proposiciones que hacen falta para poder demostrarlo, la mayoria de ellas tratando sobre el
concepto de transversalidad entre curvas y superficies y convergencia de rectas. Es interesante
mencionar que también se puede construir una demostracioén del Teorema de la curva de Jordan,
adaptando la mayorfa de estos resultados sin mucho esfuerzo a curvas en R2. Seguiremos prin-
cipalmente la exposicion de [14] para la demostracion de este teorema, aunque también se han

usado otras referencias que especificaremos en cada seccion.

2.1. Motivacién del problema

Para esta seccion se han consultado [1], [3], [8], [10] v [14].

Uno de los resultados fundamentales en el contexto de las curvas planas es el conocido como
Teorema de la curva de Jordan. Una curva de Jordan es una subvariedad compacta de
dimension 1 (es decir, curva cerrada y simple). Gracias al Teorema de clasificaciéon 1.57, la curva
admite una parametrizacién inyectiva tal que los puntos inicial y final coinciden. Tiene sentido

entonces que la traza de una curva periédica sin autointersecciones sea una curva de Jordan.

Ya hemos demostrado en el Teorema 1.57 que cualquier curva simple es difeomorfa a un

circulo o a R. Una vez sabemos esto, podemos esperar que, al igual que pasa con el circulo,

35
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Figura 2.1: ;Cuéles son los puntos interiores relativos a esta curva?

cualquier curva de Jordan divida el plano exactamente en dos componentes conexas. El Teorema

de la curva de Jordan, que enunciamos a continuacién, nos da la respuesta.

Teorema 2.1 ([15, Seccion 8.13]). Sea C C R? una curva cerrada y simple. Entonces, R? — C

tiene, exactamente, dos componentes conexas, cuya frontera comin es C.

Esto significa que, en presencia de una curva C cerrada simple del plano, los puntos restantes
se separan en dos clases: puntos interiores y exteriores a la curva, de forma que podemos describir
una curva uniendo dos puntos de la misma clase de forma que no corta a C. A priori, puede
parecer un resultado ciertamente obvio para curvas como circulos o elipses, pero no lo es tanto

si la curva es mas compleja y retorcida, como en la Figura 2.1.

Una vez enunciado el Teorema 2.1, estamos en las condiciones de hablar de una “region
interna” y una “region externa” a la curva. Intuitivamente, cuando una recta interseca transver-
salmente a C, esta alterna entre las regiones interior y exterior en cada punto de corte de la recta
y C. Al acabar este capitulo, seremos capaces de razonar si un punto es interior o exterior en
funcién de la paridad del namero de puntos de interseccién entre una semirrecta transversal que

comienza en un punto y la propia curva C.

Se puede consultar también en [10] una demostracion del Teorema de la curva de Jordan 2.1
usando el Teorema de punto fijo de Brouwer y el Teorema de extension de Tietze. La demostracion
de [10], no obstante, es ligeramente mas fuerte que la que nos da [15], puesto que demuestra que
todo subconjunto de R? homeomorfo a S! separa el plano, mientras que [15] prueba que toda

subvariedad difeomorfa a S! separa el plano.

Uno puede preguntarse si ocurre algo similar para superficies. Es decir, dada una superficie
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compacta y conexa S en R3, ;separa esta el espacio euclideo en dos componentes conexas? Dado
un punto cualquiera de R3, ;podemos determinar si es interior o exterior a la superficie? En este
capitulo, daremos respuesta a todas estas preguntas mediante el conocido como Teorema de
Jordan—Brouwer, la versiéon del Teorema de la curva de Jordan para R”, que demostraremos
en R3. Para probarlo necesitaremos conceptos previos sobre la transversalidad entre curvas y
superficies y sobre la convergencia de rectas, de forma que podremos determinar si un punto es
interior o exterior a una superficie en funciéon del ntimero de puntos de corte entre la superficie

y una recta transversal a la misma comenzando en dicho punto.

Es importate destacar en este contexto que el Teorema de Jordan-Schoenflies [3] no tiene
un anélogo para superficies, al contrario que el Teorema de la curva de Jordan. Por ejemplo, la
region interior de un toro es difeomorfa a S! x B(0,1), donde B(0,1) es la bola unidad en R2.

En particular, no es homeomorfa a una bola porque su grupo fundamental es no trivial.

Localmente, podemos dar, sin usar conceptos nuevos, una demostracion relativamente sencilla

a la primera pregunta, que motiva el resultado mas general.

Lema 2.2. Sea p € S un punto en una superficie. Existe un entorno abierto y conexo W de p
en R3 tal que W NS es conero y W — S tiene exactamente dos componentes conezas, cada una

teniendo a W NS como frontera en W.

Demostracion. Sabemos que la superficie S puede escribirse localmente como la imagen inversa
del valor regular de una funcién cerca de cualquier punto p = (p1,p2,p3) € S gracias a la
Proposicién 1.43. Esto es, existe un entorno abierto O de p en R? y una funcion diferenciable
f: 0O — R con 0 como valor regular tal que ONS = f~1({0}). Noétese que p es un punto regular
de f.

Por lo tanto, (df), # 0 y podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que %(p) # 0.

Definimos ahora una aplicacién diferenciable G : O — R? como

G(x7y7 Z) = (at,y,f(x,y,z)), (:c,y,z) € 0.

Como f(O N S) = {0}, entonces se tiene que G(p) = (p1,p2,0) y que (dG), : R — R? es un

isomorfismo lineal.

Por el Teorema 1.14, existe un entorno abierto W C O de p en R? y una bola abierta B
centrada en (p1,p2,0) de forma que G(W) =By G : W — B es un difeomorfismo. Asi, W NS
es un entorno abierto de p en S difeomorfo a BN P = G(W N S), donde P es el plano de R? con
ecuacion z = 0. Se sigue de inmediato lo que queriamos demostrar, ya que S “divide” a W en
dos trozos, difeomorfos a los trozos en los que el plano P divide a la bola B, y la frontera comtn

de dichos trozos es la intersecciéon de B con el plano z = 0. O



38 2. Teorema de Jordan—Brouwer

Figura 2.2: El Lema 2.2 nos indica que cualquier punto de una superficie posee un entorno que
puede imaginarse como el disco ecuatorial de una esfera euclidiana. Con lo cual, una superficie

separa el espacio euclidiano localmente en dos componentes conexas.

Proposicién 2.3. Sea S # () una superficie cerrada y conexa. Entonces, R® — S tiene a lo sumo

dos componentes conexas. Ademds, cada componente conexa de R3 — S tiene a S como frontera.

Demostracion. Sea C una componente conexa de R? — S. Como S es cerrada y conexa, R3 — S
es localmente conexo por ser abierto en R?, y por lo tanto C' es abierto en R3, puesto que las

componentes conexas de un espacio topolégico localmente conexo son abiertas.

Por otro lado, dC # ), ya que si no fuese asi, tendriamos que
C=CcuaCc=C=cC

y de esta forma, C serfa un conjunto abierto y cerrado de R?, lo que implicaria que C = R3.

Esto es imposible porque C C R® — S y S es no vacia por hipotesis. Ponemos ahora
R} —S=CcucC,

donde C’ es la unién de todas las componentes conexas de R? — S diferentes de C, que sera un
subconjunto abierto de R? por ser unién de abiertos. Entonces, C' U S = R3 — C’ es cerrado, de

forma que C' C C'U S. Con esto, tenemos que
oCc=C—-CcS8S.

Por ello, como C' — C' es cerrado por ser la resta de un conjunto cerrado de R? y un conjunto

abierto de R?, 9C es un subconjunto cerrado y no vacio de S.
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Vamos a ver que es un subconjunto abierto de S también. En efecto, si p € 9C C S, sabemos
por el Lema 2.2 que existe un entorno abierto W de p en R? tal que W — S tiene exactamente
dos componentes conexas, que llamaremos Cy y Cs, cuya frontera comun relativa a W es SNW.
Como W — S C R3 — S, entonces O y O3 estan contenidas en componentes conexas de R? — §.

En particular, cada C;, i = 1,2, esta contenida en C o, alternativamente, no corta a C'.

SiC;NC =0 parai=1ei=2, entonces tendriamos que C N W = (), y consecuentemente,
p ¢ C. Esto contradice el hecho de que p € C. Por lo tanto, al menos uno de los conjuntos C;

est4 contenido en C.

Supongamos sin pérdida de generalidad que Cy C C. Entonces
wWnS=0C,NnW cC;cC,
y asi, como W N S esta contenido en R3:

wnscocC.

Esto prueba que el punto p es interior a dC' y por tanto 0C es abierto en S. Como estamos
asumiendo que la superficie S es conexa, tenemos que C' = S como queriamos probar. Ademés,
esto también prueba que si C' es una componente conexa de R?* — S y W es el entorno dado
por el Lema 2.2 para un punto arbitrario p € S, entonces C' contiene al menos una de las dos
componentes conexas C7 o Cy de W — S. Como las componentes conexas de R? — S son disjuntas

entre si, se deduce que no puede haber més de dos componentes conexas. O

Como ya hemos mencionado, es interesante destacar que se pueden adaptar estas demostra-
ciones y la que daremos del Teorema de Jordan—Brouwer al Teorema 2.1, cambiando superficie
compacta de R? por curva cerrada simple de R? y haciendo sencillos cambios. El motivo de
presentar este resultado de esta manera es el hecho de que transferir resultados sobre superficies

en R? a resultados sobre curvas en R? es mucho mas sencillo que hacer lo opuesto.

2.2. Transversalidad

Para la elaboracion de esta seccion, se han seguido las referencias 9], [14], [15], [22] y [21].

Definicién 2.4. Sea M una variedad diferenciable. Se dice que dos subvariedades embebidas
S,S8" C M se cortan transversalmente si para cada punto p € SN S’, los espacios tangentes
T,S y T,S’ unidos generan T, M. Es decir, si T,S + 1,5’ = T,M, sin tener por qué ser la suma

necesariamente directa.
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Dos subvariedades se dice que son transversas cuando lo son en todo punto de la interseccion
de ambas respectivamente. Por otro lado, se dice que son tangentes en un punto p de la
interseccién cuando el espacio tangente a la primera en ese punto esté contenido en el espacio
tangente a la segunda en ese punto (o al revés). En consecuencia, se dice que son tangentes

cuando lo son en todo punto de la interseccion.

Proposicion 2.5. Si las superficies S1 y So se cortan transversalmente en un punto p, entonces
hay un entorno abierto V de p en R3, un intervalo abierto I C R y una curva reqular o : I — R3,

que es un homeomorfismo en su imagen, de forma que a(I) =V NS; N Ss.

Demostracion. Por la Proposicién 1.43, sabemos que existe un entorno abierto O de p en R3 y

una funcién diferenciable g : O — R tal que 0 es un valor regular de g y So N O = g~ 1({0}).

Definimos f : SN0 — R como f = 9’5100’
por ser la restriccion de una funcion diferenciable. Ademas, f(p) = g(p) =0y (df )p = (dg )P‘T S
p

que es diferenciable sobre la superficie S1NO 3 p

Como S1 N O C R3 es abierto, f: 51 NO — R es una aplicacién diferenciable y f~({0}) =
S1MNS2N 0. Si p fuese un punto critico de f, se tiene que 7,51 C ker(dg), = T),52. Pero esto es
imposible porque S y S2 se intersecan de forma transversal. Bastaria entonces aplicar el Teorema
1.12 a la funcién f, que nos garantiza la existencia de un abierto V' C O y una curva regular
definida en un intervalo de la recta real I, o : I — R3 tal que a(I) = f~1({0}) NV, de donde se

sigue el resultado. O

En base a la Proposiciéon 2.5, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2.6 (|14, Teorema 2.67|). La interseccion de dos superficies que se cortan de forma
transversal es o bien vacia o bien una curva simple con posiblemente mds de una componente

conexra.

Sea S una superficie arbitraria. Por el Lema 1.47, podemos cubrir la superficie con un conjunto
numerable de subconjuntos conexos, orientables y abiertos. Consideramos en cada uno de ellos
las dos posibles aplicaciones de Gauss (dos posibles orientaciones, Lema 1.48). De esta forma,
conseguimos una familia numerable de aplicaciones diferenciables, todas ellas tomando valores

en la esfera S2.

Sea ahora P un plano de R3 perpendicular a un vector unitario a € S?. Cada uno de los
abiertos en los que estan definidas las aplicaciones de Gauss es una superficie (por ser un abierto
de una superficie). Por el Corolario 1.46, hay un vector unitario b € S?, arbitrariamente cercano
a a, que es un valor regular para todas las aplicaciones de Gauss. Esto es, todos los puntos de
la superficie S cuyos planos tangentes son perpendiculares al vector b son puntos regulares de

estas aplicaciones de Gauss locales. En particular, si ¢ es un punto de S cuyo espacio tangente es
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normal a b, podemos tomar una aplicaciéon de Gauss N definida en un entorno de g que pertenece
a la coleccion numerable anteriormente mencionada y tal que N(q) = b. Como N(q) =by b es
un valor regular, tenemos que N es un difeomorfismo local y por consiguiente, es inyectiva en
un entorno de g. Asi, existe un entorno de ¢ en S en el cual el Gnico punto de dicho entorno
donde el espacio tangente a .S es ortogonal a b es precisamente g. Esto implica que el conjunto de
puntos de S cuyos planos tangentes son ortogonales a b es discreto, y por lo tanto numerable. En
consecuencia, podemos desplazar P en la direccién de b una cantidad arbitrariamente pequena
para obtener un plano P’ que también tiene a b como vector normal y que ademés no corta a
ningun punto de la familia numerable previamente citada. Por lo tanto, en los puntos de SN P/,

Sy P’ se intersecan transversalmente. Resumimos esto en la siguiente proposicion:

Proposicién 2.7. Dada una superficie S y un plano P en el espacio euclidiano R3, siempre

podemos encontrar un plano P’ arbitrariamente cercano a P que corta a S transversalmente.

Como tal, existen diferentes enfoques para medir la proximidad entre dos planos en R3. Aqui,
por un plano P’ arbitrariamente cercano a otro plano P, nos referimos a que el angulo que forma
el vector normal a P’ con el vector normal a P, es tan proximo a 0 como deseemos y ademas, la

distancia entre ambos planos es tan pequena como se quiera.

Proposicién 2.8. Sea S una superficie. Entonces, desde cada punto de R3—S se puede trazar una
semirrecta que corta a S transversalmente con direccion arbitrariamente cercana a una direccion
dada. Ademds, la interseccion de estas semirrectas y S son conjuntos discretos, y por tanto finitos

si S es compacta.

Demostracion. Sea S una superficie cualquiera y pg ¢ S. Consideramos la funciéon f : S — S,
definida por
flp) = PP para todo p € S.

|l = ol
Para p € Sy v € T,S, podemos escoger una curva « : (—e€,e) — S, con (0) = py o/(0) = v.
Entonces,
d a(t) — po 1 (p — po,v)
(df)p(v) = — = v— (p = po) (2.1)
g dt|i_olle(t) —poll  llp—wpoll  [lp—poll®

Claramente, p — pp no puede ser perpendicular a v, ya que por (2.1), se tendria que v/||p — po|| =
(df )p(v) = 0, en cuyo caso p es un punto critico de f. Si p — py € T},5, se tiene
1 I = pol?

(df )p(p —po) = —— (P — po) 2= polP

- (p - pO) = 07
[ = poll

esto es, p — po € ker(df),. Ademaés, si v € T),S — {0} satisface (df),(v) =0, por (2.1),

_lp = poll?
p—po= 7
<p—po,v>
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y por lo tanto, p — po € T,,S.

Acabamos de ver que, dado p en S, la diferencial (df), es un isomorfismo si y solamente si
P — po no es tangente a S. Ahora, sea v un vector en S?. Tenemos que v es un valor critico si
existe un x tal que f(z) = vy (df), = 0. Esto significa que la semirrecta py + tv pasa por x y
esta interseccion es tangente (porque x — pgy es proporcional a v y tangente a S en ). Entonces,

el vector v es un valor critico si y solo si la semirrecta pg + tv no es transversa a S.

De esta forma, un vector unitario a € S? es un valor regular de esta funcién f cuando la
semirrecta que comienza en pg en la direccién de a corta a S transversalmente. Por esto y por el

Teorema 1.45, hemos terminado la primera parte de la proposicion.

El hecho de que la interseccion de estas semirrectas y S son conjuntos discretos, y por tanto
finitos, si S es compacto, se sigue de forma mas o menos inmediata de la Proposicion 2.2.
Esto es porque, localmente, el problema de determinar la interseccién de una curva con una
superficie puede ser reducida, salvo difeomorfismos, a estudiar el caso en el que la superficie es
el plano z = 0. De hecho, como los difeomorfismos conservan la transversalidad de forma trivial,
entonces es suficiente considerar el caso donde S = P es el plano con ecuacién z = 0. Asi, si

a: (—¢,€) = R3 es una curva regular con a(0) = p € P, transversal a P en p, definida como

entonces z(0) = 0y 2/(0) # 0. Esto implica que existe un intervalo centrado en ¢t = 0 en el cual
z(t) es 0 solo en t = 0 y en el que hay puntos ¢t con z(t) < 0y z(t) > 0, es decir, puntos por
encima y por debajo de P. De esta forma, dadas una curva simple C' y una superficie S tales que

C'y S son transversas, su interseccion, C' NS es un conjunto discreto de R3. O

2.3. Convergencia de rectas

Definicién 2.9. Sea P un plano de R3 que pasa por el punto pp v que tiene como vector normal

a € R3. Si S es una superficie cualquiera, entonces la funcién h : S — R definida por
h(p) = (p — po,a) para todo p € S,

se llama funcién altura de S sobre el plano P (realmente es una altura con “signo”; que depende

de la eleccion del vector normal unitario).

La funcién altura es claramente una funcion diferenciable por ser la restriccion a S de una
funcién diferenciable definida en todo el espacio R3. Cuando ||a|| = 1, h mide la altura desde los

puntos de S sobre el plano P.
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Definicién 2.10. Dados un punto p € R”, definimos semirrecta que comienza en p y con vector

director v € R™ como la curva parametrizada R : [0,00) — R", dada por R(t) = p + tv,t > 0.

Si restringimos la parametrizacion de la recta a un intervalo [0, M] tal que R‘[o M](M ) =

R(M) = p/, entonces decimos que R|[0 A €8 UD segmento de recta y lo denotaremos por [p, p/].

Definicién 2.11. Decimos que una sucesion de rectas { R, }nen de R es convergente a una

recta R, si hay parametrizaciones afines a,, o : R — R? para cada R, n € N, y para R tales que

lim «,(t) = «(t) para todo t € R.

n—oo
Cabe destacar que esta definiciéon y las consecuentes propiedades de convergencia de sucesiones
de rectas se extienden de forma analoga a las sucesiones de semirrectas que empiezan en un

punto.

Proposiciéon 2.12. Sea {R,}nen una sucesion de rectas de R3 convergente a una recta R. Si
Pn € Ry, vy € R3 es un vector director de R,, para todo n € N y los limites

limp,=p vy limuv,=v+#0

n—oo n—oo

existen, entonces p € R y v es un vector director de R.

Demostracion. Existen parametrizaciones afines a,, : R — R3, definidas como o, (t) = ¢, + twy,
de cada recta R,, n € N, tales que

lim a,(t) = a(t), teR,

n—o0

donde a(t) = g + tw parametriza la recta R. Por lo tanto, ¢ € R es el limite de {g, }nen y w # 0
es el limite de {wy, }rnen, que es un vector director de R. Como p,, € R,, y v, es un vector director

de R, para todo n € N, tenemos que
Pn = (qn +thwy, v Uy = Agwy, neEN, (2.2)

para algunos t, € R, A\, € R. Se sigue de estas expresiones que:

Ay = mtn)

[l

<p7l — Qn, wn>

-
" [[wn 1

y por lo tanto, las sucesiones {t, }nen ¥ {An}nen son convergentes a nimeros reales

respectivamente, ya que, por hipotesis, limy, oo pp = p v lim, 0o v = v # 0. Asi, tomando
limites en (2.2), se obtiene

p=q+tw y v=Aw,

y con esto, p € R y v es un vector director de R. O
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Proposicion 2.13. Sea {p,}nen una sucesion de puntos de una superficie S que converge a un
punto p € S y sea { Ry }nen una sucesion de rectas convergente a una recta R tales que p, estd

en R,. Si cada R, es tangente a S en el punto p,, entonces R es tangente a S en el punto p.

Demostracion. Por definicién, se sabe que podemos encontrar una sucesion {vy, }nen de vectores
directores de las rectas R, que converge a un vector director v € R? de la recta R. Ademaés,
obviando un numero finito de puntos, podemos suponer que {p,}nen C U, donde U es un
entorno abierto del punto p en el que tenemos a nuestra disposicién una aplicaciéon de Gauss N,
al ser toda superficie localmente orientable (Lema 1.47). Entonces, es suficiente tomar limites en
la igualdad (v,, N(pn)) = 0, que es valida para cada n € N, de forma que v L N(p) y por lo

tanto la recta es tangente a S en el punto p. OJ

Definicién 2.14. Sea S una superficie, R una recta de R? y p un punto de S N R. Se dice que
p es un punto de primer contacto entre S y R si existe una sucesion de rectas { Ry, }nen que

converge a Ry un entorno V de p en S tal que R, NV = () para todo n € N.

El punto p es un punto de doble intersecciéon entre S y R si existen dos sucesiones
{Pn}tnen ¥ {@n}nen de puntos de S, con p, # g, para todo n € N, que convergen al punto p y
tales que la sucesion de rectas { R, }nen, cada una de ellas determinada por los pares de puntos

(P, qn), converge a R.

Lema 2.15. Si p es un punto de primer contacto o un punto de doble interseccion entre la

superficie S y la recta R, entonces R es tangente a S en el punto p.

Demostracion. Primero, lo probaremos para el caso en el que p es un punto de primer contacto.
Gracias al Lema 2.2, podemos encontrar un entorno abierto y conexo W de p en R? tal que
WnS C V,donde V es el entorno heredado de la Definicion 2.14, tal que W —S tiene exactamente

dos componentes conexas C7 y Co.

Considérese B C W una bola abierta de R? centrada en el punto p. Para la sucesion de rectas
que se indica en la Definicién 2.14, obviamente la interseccion B N R, es conexa y esta contenida
en W — S para cadan € N| lo que implica que R,, no puede tener interseccién no vacia con ambos
conjuntos abiertos C1 N By Cy N B al mismo tiempo, por ser C; y Co componentes conexas.
Por lo tanto, podemos encontrar una subsucesion de la sucesion de rectas { Ry, }nen formada por
rectas que tan solo cortan a uno de ellos, como por ejemplo C; N B. Por continuidad, el limite R
de esta subsucesion, que es en particular el limite de la sucesion de partida { R, }nen, no puede
intersecar a Co N B. Asi, acabamos de probar que la recta R toca a S tan solo en el punto
de primer contacto p y esta localmente de un lado de S. Gracias al ultimo razonamiento de la
demostracion de la Proposiciéon 2.8, deducimos que, si R es una recta transversa a la superficie

S, entonces debe tener puntos tanto en Cy como en C5. Por lo tanto, R es tangente a S en p.
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Veamos ahora qué ocurre si p es un punto de doble intersecciéon. Sin pérdida de generalidad,
usando movimientos rigidos podemos suponer que p es el origen y que R es el eje z de R3.
Supongamos que R no es tangente a S en el punto p, es decir, que R es transversa a S en el
punto p. Gracias al Corolario 1.42, podemos describir un entorno adecuado del punto p en la
superficie S como el grafo de una funciéon h : D — R definida en un disco D centrado en el
origen, que esta contenido en el plano z = 0 (que podemos visualizar como R?). La funcién h es,

por contruccion, tal que h(0,0) =0 y 0 es un valor regular.

Sean pl, y ¢}, los puntos del disco D que son proyecciones sobre el plano z = 0 de los puntos py,
Y Gn de dos sucesiones, {pn }nen ¥ {qn }nen, que convergen al punto p. Entonces, por construccion,
las sucesiones {p], }nen ¥ {¢, }nen convergen al origen. Si se diese que p], # ¢/, para tan solo un
numero finito de términos, existiria un N € N a partir del cual todas las rectas son verticales
(la altima componente de p, y ¢, es la misma). En tal caso, tendriamos que el limite al que
convergen las rectas que pasan por los puntos p, v ¢, es el eje z y ya tendriamos probado el
lema. En otro caso, consideremos R, la recta que une los puntos p, y ¢, con vector director
dn—pPn [ G —Pp  hlan) — h(p) 3
Un . s , , € R°.
HQ'n*an ”%Lipn”

g =l
Tomando subsucesiones, podemos asumir que la sucesion de proyecciones {v/,}nen de la su-
cesion {vy, }nen converge a un vector v’ € R? con longitud unitaria. Entonces, la subsucesion
de componentes sobre el plano z = 0 converge a (dh)(g)(v'). Veamos esto con mas deta-
lle: dado n € N, entonces en base al Teorema de valor medio existe un A\, € (0,1) tal que
h(ay) = h(p) = oy, D@L+ ta) = p) = dhe, (a, = pr,) con & = pj, + Mg, — pl,) —— 0.
Luego

h((Ji,,l) - h/(p’n) _ dhsn,(qq’z —/p%) _ dhe, ( % —pEL ) — dhe, (vn) —— dhio0)(v),

lan, — Phl lan, — phl g — Phll n—yo0
donde el tltimo limite se obtiene debido a que la funcion h es infinitamente diferenciable. Por la
Proposicion 2.12, se tiene entonces que (v/, (dh)(g,0)(v')) € R? es un vector director de la recta R
y por tanto, del eje z. Esto nos lleva a una contradiccién porque el vector v’ es no nulo. Por lo

tanto, R es tangente a S en el punto p. O

Proposicién 2.16. Sea R una semirrecta cuyo origen estd en R>—S y que corta a una superficie
compacta S transversalmente. Si { Ry }nen s una sucesion de semirrectas que empiezan en puntos
de R3 — S que converge a R, entonces existe un nimero N € N tal que, sin > N, R, corta a S

transversalmente y el nimero de puntos de los conjuntos R, NS y RN S es el mismo.

Demostracion. La transversalidad de la interseccion y la compacidad de S garantizan que SN R

es un conjunto finito, gracias a la Proposicién 2.8. Sea

SﬁR:{pl,...,pk}.
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Supongamos que la afirmacion sobre la sucesion { Ry, }nen es falsa. Entonces, se puede asumir,
usando una subsucesion de la sucesion original, que la sucesion { R, },en de semirrectas comen-
zando en los puntos de R3 — S, que converge a R, esta formada por semirrectas que en particular

satisfacen al menos una de las siguientes condiciones:

1. Existe un NV € N tal que R, es tangente a S en algin punto para todo n > N.

2. Existe un N € N tal que el ntimero de puntos de R, NS es mayor que el nimero de puntos

de SN R para todon > N.

3. Existe un N € N tal que el nimero de puntos de de R, NS es menor que el ntmero de
puntos de RN S para todo n > N.

Probaremos que cualquiera de las anteriores alternativas nos lleva a una contradicciéon, lo cual

nos lleva al resultado que queremos probar:

Si 1 fuese lo que ocurre, entonces existe una sucesion de puntos {py}nen de forma que pj,
estd en R, para cada n € N, y tal que R, es tangente a S en cada punto p, para todo n € N.
Como S es compacta, entonces se puede asumir que esta sucesiéon converge a un punto p € S,
que también pertenece a R tal y como se ha probado en la Proposicién 2.12. Entonces, por la
Proposicion 2.13, la semirrecta R sera tangente a S en p. Esto es una contradicciéon, puesto que

por hipétesis R corta a S transversalmente. Entonces 1 no puede ocurrir.

Si 2 ocurriese, entonces cualquier sucesion convergente de puntos de la forma {p,}nen C
S N R, tiene que converger, por la Proposicién 2.12, a alguno de los puntos p1,...,pr € SN R.
Veamos que se pueden encontrar dos sucesiones diferentes cuyos términos convergen al mismo
limite en S N R. Para probarlo, consideremos, para cada i € {1,...,k}, una bola abierta B;
centrada en el punto p; € RN S, lo suficientemente pequena como para que B; N B; = ) para
todo i,5 € {1,...,k}, j # 4. Existe un M € N tal que si n > M, entonces los puntos de R, N S
estan contenidos en la unién de las bolas B;. Si no fuese asi, eso significaria que podemos construir
una sucesion y, de puntos en R, NS tales que y, no estd en ninguna de las bolas mencionadas
anteriormente. Como S es compacta, en particular podemos suponer que la sucesion {y, tnen
converge, y el limite de esta tiene que estar en RN S. Para n suficientemente grande, y,, tiene que
estar en la bola B; a la que pertenece el punto limite, pero esto es una contradicciéon. Por otro
lado, R, NS tiene mas puntos que que RN S, entonces existe N € Nyunl € {1,...,k} de forma
que R, NS tiene al menos dos puntos en B; para todo n > N. Basta entonces considerar las dos
sucesiones de puntos {z, }nen € {Yn }nen tales que ambas estan en B;N R,,. Por la compacidad de
S, podemos asumir que ambas sucesiones convergen, y deben hacerlo a p;. Tal punto es entonces
un punto de doble interseccion de S y R, lo que implica que S y R son tangentes en este punto

gracias al Lema 2.15, de forma que, de nuevo, llegamos a una contradiccion.
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Finalmente, supongamos que 3 sucede. Considerando las bolas B; con i € {1,...,k} como
en el anterior apartado, como el nimero de puntos de R,, NS es menor que el de RN S, entonces
existe una bola By, con t € {1,...,k}, tal que para todo n > N a partir de un cierto N € N,
R, N S no tiene puntos en la bola. Entonces, B; N S es un entorno de p; en S que no corta a
ninguna de las semirrectas R,,, de modo que p; es un punto de primer contacto entre S y R. De
nuevo, gracias al Lema 2.15, R es tangente a S en este punto, lo cual es una contradicciéon una

vez mas. 0

2.4. Teorema de Jordan—Brouwer

En esta seccién nos centraremos en su totalidad en la demostracion del Teorema de Jordan—
Brouwer. Se ha seguido [14] para la demostracion del teorema. Empezamos probando un lema
que nos dice que la paridad de la interseccién de las semirrectas es siempre la misma, indepen-

dientemente de la semirrecta transversa que comienza en p que se tome.

Lema 2.17. Sean I’ = Ly U Lo, la union de dos semirrectas en R que empiezan en un mismo
punto p, y C una curva simple y compacta en el plano P determinado por I', que no contiene a

p Yy que corta a Ly y Lo transversalmente. Entonces, C NI tiene un numero par de puntos.

Demostracion. Como L1 y Lo son semirrectas, claramente la unién I' divide el plano P en dos
componentes, que llamaremos O1 y Os. Gracias al Teorema 1.57, sabemos que cada componente
conexa C’ de la curva C es difeomorfa a un circulo (puesto que estamos suponiendo que C' es

compacta).

Ly

W
PN

Figura 2.3: El conjunto I', formado por las semirrectas L; y Lo, dividiendo el plano en las

componentes conexas 01 y Os.
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Nos movemos a lo largo de C’ con la orientaciéon determinada por una parametrizacion por
arco y periodica de C’. Por tranversalidad, el conjunto C’ N T tiene un nimero finito de puntos
en base a la Proposicion 2.8, siendo la demostraciéon analoga cambiando S por una curva simple

C'. Cada vez que C’ corta a I', pasa de una componente O;, i = 1,2 a la otra.

Para demostrar esto tltimo, consideremos la parametrizacién periédica de la curva compacta
como f(t) = (r(t)cos(f(t)),r(t)sin(A(t))), donde ¢t varia de 0 a 1, asumiendo que la curva es
periddica con periodo 1. Supongamos también, sin pérdida de generalidad, que el origen de las
rectas es el (0,0) y que las rectas estan definidas en coordenadas polares como § =0y 0 = a.
Sabemos que f(t) esta en la region entre las dos semirrectas si, modulo 27, 0 < 6(t) < a, y
esta en la region “exterior” a las semirrectas si, modulo 27, a < 6(t) < 27. Supongamos que C’
interseca a I' en un punto tg. Si en to, 6(tp) es tal que 0 < 0(tg) < a, entonces, para que f(t)
sea transversa a las semirrectas, necesitamos que 6'(tg) # 0, lo que implica que 0(t) cambia de
ser menor que 0 (0 a) a ser mayor que 0 (o a), o viceversa, en un intervalo alrededor de ty. Esto
implica que al atravesar I' en tg, la curva C’ pasa de la region entre las semirrectas a la region
“exterior”. De manera similar, si en tg, 6(tp) es tal que a < 0(tp) < 27. Esto implica que, si
comenzamos a recorrer la curva C’ desde un punto de Oy, cada vez que volvemos de nuevo a la

componente O, cruzamos [ un nimero par de veces.

En particular, esto puede ser aplicado a una vuelta completa a C’. Por lo tanto, C' N T tiene
un ntimero par de puntos. Como C' tiene una cantidad finita de componentes conexas, deducimos

que lo mismo es verdad para C NT. O

Teorema 2.18 (Jordan-Brouwer). Sea S una superficie conexa que es cerrada como subconjunto
de R3. Entonces, R3—S tiene exzactamente dos componentes conexas que tienen a S como frontera

comaun.

Demostracion. Teniendo en cuenta la Proposicion 2.3, es suficiente probar que R?® — S no es

conexo.

Por ser S compacta, como ya se ha demostrado en la Proposicién 2.8, desde cada punto
de R3 — S podemos trazar una semirrecta que corta a S de forma transversal y por tanto, en
un namero finito de puntos. Sean €' y  los subconjuntos de R3 — S a partir de los cuales
podemos trazar una semirrecta cortando a S transversalmente en un conjunto par o impar de
puntos, respectivamente. Estos conjuntos estan bien definidos gracias al Lema 2.17 y son tales
que R3 — S = Q'UQ. Veamos que son abiertos (lo hacemos para €', pues el caso de € es anilogo):
sea p un punto de €. Si p no fuese un punto interior de ', entonces existe una sucesion de puntos
{2n}neny C R3 — S que converge a p y tal que cualquier semirrecta que se trace desde cada x,, y
que corte a S transversalmente interseca a S en un nimero impar de puntos. Pero en tal caso,

existe una semirrecta (limite de una subsucesion convergente de {z, }nen) que sale de p y que
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corta a S transversalmente en un nimero impar de puntos. Esto es una contradiccion, luego

tanto ' como () son abiertos.

Como S es compacta, se pueden encontrar facilmente semirrectas que no la intersecan, pues en
particular S es acotada. Entonces, Q # (). Por otro lado, ' # (). En efecto, dado pg € S un punto
de la superficie tal que su coordenada z es minima (existe por ser compacta), podemos considerar
la recta dada por pg+t(0, 0, 1). Entonces, para t’ > 0 suficientemente pequenio, po+t'(0,0, 1) esta
en la region interior a la superficie. Esto es porque en tal punto, el plano tangente a la superficie,
T,S, es exactamente el plano z = 0 porque pg es un punto critico de la funcion z, lo que significa
que para t suficientemente pequeno, el punto gy = po +t(0,0, 1) no pertenece a Sy la semirrecta
s+ qo + s(0,0,—1) tiene un tnico punto de interseccion con S (el propio pp). De esta manera,
hemos expresado el complementario de R? — S como unién de dos conjuntos abiertos no vacios

de R3.

Ahora, demostraremos que estos conjuntos son ademaés disjuntos. Supongamos lo contrario,
es decir, que existe un punto z ¢ S y dos semirrectas Ly y L2 que comienzan en z y cortan a S
transversalmente tales que L1 NS es un conjunto con un nimero impar de puntos y Lo N.S es un
conjunto con un niimero par de puntos. Sea P el plano determinado por estas dos semirrectas. Por
la Proposicién 2.7, tenemos un plano P’, arbitrariamente cercano a P, que corta transversalmente
a S. Para pasar del plano original P al plano perturbado P’, es suficiente hacer una rotacién con
respecto al punto z y una translacién en la direcciéon del vector normal a este plano intermedio.
Por eso y por el Teorema 2.6, su interseccién es una curva simple C, que es cerrada por ser

interseccion de dos cerrados.

En consecuencia, esta curva es compacta como subconjunto de .S. De nuevo, por la Proposicién
2.16, podemos encontrar en P’ dos semirrectas, L} y L}, que comienzan en un punto 2’ y que
todavia cortan a S transversalmente en un ntimero impar y par de puntos respectivamente. Estas
semirrectas aparecen al aplicar a L;, ¢ € {1,2}, el movimiento rigido que lleva P a P’. Ademaés,
gracias a la Proposicion 2.16, podemos suponer que la rotacién y translacion generadas por tal
movimiento rigido son lo suficientemente pequenas como para que el nimero de puntos de corte
de L NS, i € {1,2}, sea el mismo que el nimero de puntos de corte que L; N S. Entonces,
(L7 UL5) NS tiene un nimero impar de puntos. Pero tenemos que (L} UL5)NS = CN (L ULS),
llegando entonces a una contradiccién por el Lema 2.17. Con esto, se tiene que R? — S no es

conexo y concluimos la demostracion del teorema gracias a la Proposicion 2.3. O

El Teorema 2.18 nos proporciona un argumento geométrico que nos indica, dado un punto de
R3 — S, en qué sitio se encuentra este con respecto a la superficie S. Esto se hace en funciéon del
nimero de veces que interseca a la superficie cualquier semirrecta que comienza en dicho punto

y que la corta transversalmente.
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De forma similar a como el Teorema de la curva de Jordan (2.1) nos indica si un punto es
exterior o interior a la curva, el Teorema de Jordan-Brouwer nos proporciona algo similar para
superficies en R3. Si consideramos una bola B que contiene a la superficie S, se tiene entonces
que R3 — B es un subconjunto conexo de R? — S. Entonces, B est4 en una de las dos componentes
conexas C1 o Cy de R3 — S. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que esté en Cy. Claramente
C5 no es acotada y C; US = R3 — Cy C B, lo que implica que C si es acotada. Por esto y por el
Teorema 2.18, solo una de las dos componentes conexas de R? — S es acotada, y la otra no lo es.
La parte acotada se conoce como region interna determinada por la superficie S y es habitual
denotarla por . La parte no acotada es la regién externa a S. El conjunto Q = QUIQ = QU S
es un conjunto compacto por lo explicado més arriba. Esta claro que todas las semirrectas que
comienzan en un punto exterior a B y trazadas fuera de B no cortan a la superficie. Teniendo todo
esto en cuenta, entonces los puntos de la regién externa se caracterizan porque las semirrectas
que comienzan en ellos y cortan a la superficie S transversalmente, la intersecan un ntimero par
de veces. Consecuentemente, la regiéon interna se caracteriza por estar formada por los puntos
en los que comienzan las semirrectas transversas a la superficie que la cortan un nimero impar
de veces. El analogo se traduce a las curvas planas como ya mencionamos, y representamos a

continuacion el caso bidimensional en el que se responde a la pregunta de la Figura 2.1.

Figura 2.4: Ahora, ya tenemos la respuesta sobre los puntos interiores de la Figura 2.1. Izquierda:
punto exterior a la curva, con una semirrecta transversal a ella que la corta un niamero par de
veces; derecha: punto interior a la curva, con una semirrecta transversal a ella que la corta un

namero impar de veces

A continuacién damos una demostracion al Teorema de Jordan-Brouwer para el caso en el

que la superficie S es cerrada y no necesariamente compacta.
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Proposiciéon 2.19. Sea S C R? una superficie conexa y cerrada como subconjunto de R3 y

B = Bgs_g(po,€) C R? — S una bola abierta de radio € > 0. Entonces:

1. Para cada p; € R® — S, se puede encontrar un punto po € B tal que el segmento [p1.pa]

corta a S transversalmente.

2. Sips es otro punto de B tal que [p1,ps] corta a S transversalmente también, entonces existe

un numero par de puntos en

([p1,p2) U [p1,p3]) N S.

3. R3— S no es conexo. Como consecuencia de esto, el Teorema de Jordan-Brouwer se puede
)

extender a superficies cerradas.

Demostracion. Para demostrar 1, construimos la aplicaciéon f : S — S? dada por
r—n
fl@) = ——.
Iz = pall

Gracias al Teorema 1.45, el conjunto definido por
A= {vcS?: lasemirrecta p; +vt, t >0 corta transversalmente a S}
es un subconjunto denso de S?, como ya vimos en la Proposicién 2.8. Por otro lado, el conjunto
Q= {v €$?: lasemirrecta p; +vt, t >0 corta a B}

es un abierto no vacio de S%. Que es no vacio es trivial a partir de que la bola B es no vacia. Para
ver que es abierto, consideramos v € Q. Entonces existe un punto ¢ > 0 tal que p; +t'v € B
y la aplicacion h : S — R3 definida por h(w) = p; + t'w es continua, de forma que h=1(B)
es un entorno abierto de v contenido en 2. Ahora bien, como A es denso y 2 es un abierto no
vacio, AN Q # (. Tomando v € AN, la semirrecta R generada por v empezando en p; corta
a S transversalmente y pasa por B. Basta tomar po como cualquier punto de corte entre B y la

semirrecta R.

Veamos ahora la segunda afirmacion. Argumentando igual que en el caso compacto, podemos
tomar un plano, que llamaremos P, suficientemente proximo al plano generado por p1, p2 y p3

que corta a S transversalmente, y en este puntos p’l, p’2 y pg para los que:

1. BN P es una bola euclidea.

2. Los puntos ph,p5 € BN P, [p},ph], [P}, ps] cortan transversalmente a S, y el namero de

puntos en S N ([p], ph] U [P, Ps]) es el mismo que en S N ([p1,p2] U [p1,p3))-
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En resumen, se trata de probar lo siguiente: si C C R? es una variedad de dimension 1 cerrada

en R? y [p1,pa], [p1,ps], con p € R2 — C y po, p3 € B, son transversas a C, entonces el niimero

de puntos en ([p1,p2] U [p1,p3]) NS es par.

D3

Dy P1

\
—

oo

Figura 2.5: Situaciéon al quitar al plano P la bola B y los segmentos [p1,p2] v [p1,p3]. Queda

separada la regién en 3 componentes conexas, que llamamos D1, Ds y Ds.

Cada punto de interseccion de C' con [p1,p2] U [p1, ps] se corresponde con C' moviéndose de

D3 a Dy o de Dy a Ds. Sea Cy C C una componente conexa de C, que es una curva en RZ.

Entonces distinguimos dos casos:

1. Si Cy es compacta, entonces Cy = S! por el Teorema 1.57, y podemos dar una parametri-

zacion 2m-periddica o : R — Cpy de Cp. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
a(0) = a(27) estd en Dy U Dy U D3. Como no es posible ir de Dy a Dy sin pasar por Ds,
el namero de veces que entramos a Dy desde D3 debe coincidir con el nimero de veces que
salimos de D; a D3 cada vez que damos una vuelta completa en Cy, lo que implica que

hay un ntmero par de cortes entre [p1, p2] U [p1,p3] v Co.

. Si Cp no es compacta, entonces Cy = R por el Teorema 1.57, y por tanto podemos dar

una parametrizacion por arco « : R — Cj que sea un difeomorfismo. Como ||o/[| = 1, « es
Lipschitziana y por tanto uniformemente continua. Probemos que lim;_, + ||a(t)|| = oco. Si
||| no diverge, entonces existe una sucesion {t,} — oo tal que a(t,) — ¢ € R%. Ahora bien,
como Cj es cerrada en R?, tendriamos que ¢ = a(s) para un s € R. Esto contradice que Cy
sea embebida, ya que existe un entorno € de ¢ en R? para el que a 1(Q) = (s — €, 5 +€),
y esto impide que «(t,) — s. Ahora, como « diverge a co y D; es acotado, hay un M > 0
tal que a‘R,[, M, 1O corta a D1, con lo que los puntos de entrada y salida se dan en el
intervalo (—M, M). Concluimos que hay un ntimero par de puntos de corte. Como C' es la

unién de sus componentes conexas, deducimos que en total hay un nimero par de puntos

en C N ([p1,p2] U [p1,p3)).
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Por tltimo, para demostrar 3, construimos dos abiertos disjuntos en R?® — S como sigue: sea
po € R? — S un punto. Dado p € R? — S, existe una bola B centrada en p que esta contenida en
R3 — S. Decimos entonces que p pertenece a (1 si para cualquier ¢ en B tal que [py, q] interseca
a S transversalmente, el nimero de puntos de interseccion entre [pg, q] y S es par. Por otro lado,
decimos que pertenece a {2 si para cualquier g en B tal que [py, ] interseca a S transversalmente,
el nimero de puntos de interseccion entre [pg, q] y S es par. El apartado 2 indica que la paridad
de la interseccién es la misma para todo ¢ en las condiciones anteriores, asi que estos conjuntos
estdn bien definidos y son disjuntos. Ademés son abiertos, ya que si p esta en £, la bola B
también esta contenida en ;. En consecuencia, los €; son abiertos disjuntos de R?® — S, con lo

que R3 — S no es conexo. Luego, la Proposiciéon 2.3 concluye la demostracion del apartado 3. [
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