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Traballo proposto

Area de Conecemento: Estatistica e Investigacion Operativa

Titulo: Introducién & programacién multiobxectivo

Breve descricién do contido

En moitas situaciéns que se poidan modelizar como problemas de
optimizaciéon matematica, é comun atoparse con varios obxectivos
a optimizar. Aqui é onde xorde a optimizacién multiobxectivo,
moi relevante na programacién matematica. Fronte aos problemas
onde s6 hai unha funcién a maximizar ou minimizar, o modelo
matematico complicase, e débense utilizar técnicas especificas para a
sta resoluciéon. Neste traballo propénse que o alumno elabore unha
introducién aos principais conceptos da optimizacién multiobxectivo
mediante unha revisién bibliografica dos libros de referencia neste
campo. Posteriormente, explicaranse os diferentes algoritmos para a
resolucién deste tipo de problemas, xa sexa garantizando optimalida-
de global ou por técnicas heuristicas. Finalmente, farase unha analise
numérica de diferentes algoritmos para evaluar o seu rendemento en

problemas concretos.

Recomendaciéns

Recoméndase cursar a materia “Programaciéon Lineal e Enteira”
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Resumo

A optimizacion multiobxectivo emprégase para atopar as mellores solucions factibles aos pro-
blemas de programacién matemaética que disponan de mais dunha funcién obxectivo. Partindo
dun problema de minimizaciéon, no primeiro capitulo comezamos facendo unha introducién & op-
timizacion multiobxectivo, definindo o principal concepto de soluciéns neste contexto: os puntos
optimos de Pareto ou puntos eficientes. Ademais, presentamos resultados tebricos de caracteri-
zacion e existencia de soluciéns neste tipo de problemas. Finalmente, explicamos en detalle unha
serie de conceptos relacionados con puntos eficientes: puntos debilmente eficientes, estritamente

eficientes e propiamente eficientes.

No seguinte capitulo, describimos diferentes métodos para resolver un problema multiobxec-
tivo xeral. Para cada un deles, aportamos varios resultados teoéricos nos que se fundamentan
para visualizar a sua utilidade ou a que tipo de problemas estan dirixidos. Por ultimo, & parte
de ilustralos con algin exemplo, realizamos a implementaciéon de cada un deles na linguaxe de

programacion ‘R.

Abstract

The goal of multiobjective optimization is to find the best feasible solutions to mathematical
programming problems which have more than one objective function. In the first chapter, we
introduce multiobjective programming from the perspective of a minimization problem. We also
define our solutions based on this premise: those are Pareto optimal points or efficient points.
Then, we characterize these points and justify when their existence is assured by certain results.
In the end, we explain some concepts related to efficient points: weakly efficient points, strictly

efficient points and properly efficient points.

As we progress through our project, we describe different solving methods of multiobjective
problems. Each approach is supported by a series of results to show its usefulness and the scope of

problems it can address. Finally, we implement these methods in the ‘R programming language.

XI






Introducion

Os problemas de optimizacion con varios factores de decisiéon levan xa moitos séculos apa-
recendo en campos moi diversos como a industria, a medicina,... Malia isto, non se producen
avances & hora de formalizalos nin de levar a cabo a stia resoluciéon ata finais do século XIX,
co traballo de Vilfredo Federico Pareto (1848-1923). Esta persoa foi moi relevante pois sentou
as bases do que supoiieria chegar a unha resolucién dun problema multiobxectivo: os puntos de
Pareto. Estableciunos, dentro da economia e a politica, como aquelas situaciéns nas que non ha-
beria outro suposto no que se dera mellora dun individuo sen perxudicar aos demais individuos

a ter en conta.

Hai duas disciplinas que contribuiron ao desenvolvemento da optimizaciéon multiobxectivo: a
programacion lineal e a anélise convexa. A programacion lineal plantexase como tal a partires
da Segunda Guerra Mundial, como medio para a reparticion de recursos durante a mesma, e, na
actualidade, é utlizada en ambitos tan dispares como a construcciéon ou o reparto de mercancias.
Entre as maiores aportaciéns atépanse o método simplex, a teoria da dualidade, os métodos de

punto interior, ... que serven para resolver estes problemas.

A anélise convexa foi primeiramente investigada, entre outros, por Steiner, Cauchy,.. e extén-
dese ata ser establecida como tal a partires de finais do século XIX. Os resultados de convexidade
son fundamentais dentro da optimizacién multiobxectivo, pois permiten simplificar ou obter re-
sultados de existencia de soluciéon para un problema. Isto facilita enormemente a aplicacién e

fortalece as conclusiéons aportadas.

Neste traballo procuramos dar unha visiéon xeral e pausada dos conceptos de optimizacién
multiobxectivo (Capitulo 1), centrandonos na nocion de puntos eficientes, as stas caracte-
rizacions e demais conceptos relacionados. A continuacion, basedndonos no capitulo anterior,
explicamos en que consisten os principais métodos de programacion multiobxectivo (Capitulo
2), engadindolles un exemplo ilustrativo a cada un deles e vemos en que ambitos destaca ca-
da metodoloxia. Por ultimo, realizamos unha implementacién na linguaxe de programacién ‘R
(Capitulo 3) de cada método con apoios de figuras e taboas para rematar de entender a stas

utilidades préacticas.
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Capitulo 1

Conceptos fundamentais na

optimizacién multiobxectivo

Neste primeiro capitulo, debemos introducir que é o que entendemos por un problema multi-
obxectivo e tamén cales son as stas “solucions”. Para isto definimos tamén os conceptos de puntos
eficientes, que son os nosos principais candidatos a “resolver” os problemas multiobxectivo, xunto

con outros puntos de posible interese cos que estAn moi relacionados.

Sen maior demora, procedemos entéon a definir que é un problema de optimizacién mul-

tiobxectivo.

1.1. Definicién dun problema muliobxectivo e puntos eficientes

Definicién 1.1. Un problema de optimizacién multiobxectivo pdédese formular da seguinte

forma:

minimizar  (fi(z), fa(z), ..., fp(2))"

suxeitoa € X,

(1.1.1)

sendo x € X C R" o conxunto de variables no noso problema, delimitadas pola rexién factible
X e R™ é o espazo de decision de variables. A funcion f = (fi(z),..., fp(x))!, onde f; : R" - R, é
a funcién obxectivo do problema que hai que minimizar. Denotamos 4 imaxe da rexiéon factible
como Y = f(X) C RP.

Xa con isto establecido, temos que definir que supén “minimizar” unha funcién obxectivo.
Neste caso, traballamoms cos puntos 6ptimos de Pareto, que son aqueles que cumpren a

seguinte definicién:
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Definicién 1.2. Os puntos 6ptimos de Pareto ou puntos eficientes son os puntos & € X
tales que non hai ningunha outra € X que cumpra que f;(z) < fi(z), Vi € {1,...,p} e 4 vez que
fr(x) < fr(2) para alomenos un k € {1, ...,p}. Chamamos a f(z) € Y punto non dominado.
Se analizamos dous puntos z! e 22 e se cumpre que f(z!) # f(2?) e que fi(z!) < fi(2?), Vi €

{1,...,p} dicimos que 2' domina a 22 e¢ que f(z') domina a f(z?).

Dacordo a isto, podemos definir os seguintes dous conxuntos: X C X que é o conxunto de
puntos eficientes (tamén chamado fronteira de Pareto), e Yy C Y que é o conxunto de

puntos non dominados.

Obviamente, buscamos que )y sexa non nulo para obter polo menos un punto eficiente. Isto

non sempre sucede, como vemos no exemplo a continuacién.

Exemplo 1.3. Consideramos X = N x N e a funcion que, para cada = = (z1,22) € X obtemos

f(x1,m9) = (:7117 é), que representamos na Figura 1.

oo o o o °

oo o o o °

oo o o o °

oo o o o [

oo o

o o o
0o o o o o

Figura 1: Representacion de ) en R?

Neste caso temos que non hai ningiin punto que sexa non dominado, pois se existe = (m,n) tal
que sexa eficiente, existe & = (m + 1,n), por exemplo, de forma que f1(2) = L > fi(&) = #ﬂ

o que fai que & ¢ Xp.

O noso seguinte obxectivo por tanto é definir condiciéns para que si existan puntos eficien-
tes. Malia isto, primeiro aproveitamos este exemplo para presentar caracterizaciéns dos puntos

eficientes alternativas 4 nosa definicién inicial.

Definicién 1.4. Dicimos que Z € X é un punto eficiente se e s6 se temos que f(X)N{{f(2)} —
RE} = {f(2)} sendo R, = {2z € RP |z >0, Vi € {1,...,p} }.

Observacion 1.5. Debemos facer unha distincion en todo o traballo entre duas notaciéons para A
e B dous conxuntos arbitarios en R™. A\ B correspondese con A intersecado co complementario
de B en R™; e 0 conxunto A+ B é o que cumpraquez € A+ B rx=a+b,a€ A, b€ B ou,
de maneira analoga, t € A— B< x=a—b,a€ A, be B.



Isto que quere dicir que se un punto é non dominado non haberé ningin punto no ortante
inferior esquerdo, tomando como centro ese mesmo punto. Iso ddnos unha mostra grafica dos

puntos eficientes e esta idea queda representada na Figura 2.

Figura 2: Caracterizacion visual da non dominancia.

Cada punto vése dominado por outro cada vez mais escuro.

Con esta caracterizacion, procedemos a exportier os resultados necesarios para obter condiciéns

necesarias e suficientes de existencia de puntos eficientes.

1.2. Condiciéns para a existencia de puntos eficientes

Presentamos dous resultados, os cales serven para contextualizar que tipo de conxuntos son

os que poden ter puntos eficientes.

Proposicion 1.6. Sendo 9()) a fronteira topoldzica do conzunto Y, nun problema multiobzectivo
formulado como en (1.1.1), Yn C ()

Demostracion. A demostracion pode verse en Ehrgott (2010), na paxina 28. O

Corolario 1.7. Se Y ¢ aberto, Yy =0

A continuacion, utilizando unha serie de definicions e resultados xa vistos durante o grao,

procedemos a obter un teorema de suficiencia de existencia de puntos non dominados.

Definicién 1.8. Sexa S un conxunto e < unha relacion reflexiva e transitiva. Dicimos que (S, <)
estd indutivamente ordeado se calquera subconxunto C cunha orde total (é dicir, a relacion

=< en C é reflexiva, transitiva e antisimétrica) ou cadea ten un elemento minorante en S.

Teorema 1.9. (Lema de Zorn). Sexa (S, =) indutivamente ordeado. Enton S contén alo-

menos un elemento minimal, € dicir, 35 € S tal que se s <X §, entdn § < s .
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Observacion 1.10. Neste caso, o teorema presenta diferencias con respecto 4 stia presentacion
durante o grao por ter unha preorde como hipotese (non traballamos coa propiedade antisimé-
trica). Seria posible cambiar a nosa version do Lema de Zorn pola usual cunha relacion de orde
parcial, xa que o Teorema 1.12 utiliza unha relacién de inclusion, pero preferimos mantela asi
por axustarse mais 4 bibliografia vista. As demostracions a sendas versions atopanse na bibliogra-
fia en Kneser (1967), Arjun (2012). En ambas refirese ao elemento maximal en vez do elemento

minimal.

Definicién 1.11. Denominamos un conxunto Rﬁ—semicompaeto se calquera cuberta de ) da for-
ma {{{y'} —RE }°|y* € Y, i € Z} ten unha cuberta finita, sendo {{y’} —R% }* o complementario

de {{y;} — R}, y* un vector de R? contido no conxunto ) e Z un conxunto arbitrario.

O seguinte teorema, Teorema 1.12, atopado en Corley (1980a) danos unha condicion sufi-

ciente para, finalmente, asegurar a existencia de puntos eficientes.

Teorema 1.12. Sexa un problema multiobzectivo da forma (1.1.1). Se Y é Rﬁ—semicompacto,

enton Yn # 0.

Demostracion. Asumamos que Y non é indutivamente ordeado no sentido de dominancia. Enton
temos que existe un subconxunto con orde total en ) que denominamos A = {y’|y* € ), i € T}

que non ten elemento minorante.

Por isto, temos que non existe y* € ) tal que se atope no ortante negativo de todos os puntos
de A, é dicir,

N{{{y'} -RF}NY} =0

i€l
xa que sendn, y* dominaria a todos os puntos da cadea, que terfa elemento minorante en ).

Entén, temos que, Vy € Y, Iy’ € Atal que y ¢ {{y'} —R" }. Temos que {{y'} —RE }¢ ¢ aberto
para calquera i € Z e que Y C U,z {{y'} — R% }¢ porque 3" tal que y € {{y'} —RL}¢, Vy € V.
Como Y é Rﬂ—semieompacto, temos que existe un ntimero finito de puntos {y®, 4, ...,y } tal

que

yco U {{y}-Ri}

je{1,2,..n}

A parte, temos que, como A tifia orde total por dominancia, ao ser finito o ntmero de
elementos {y’,y®,...,y'"} existe ¢/ € {y,y®,...,y"} tal que 3y’ domine a todos os demais

elementos y% # 4y’ polo principio do bo orde. Visualizamolo cun exemplo con A e ) hipotéticos



) e e ° °
---0---0----0---1{9
e
© o
)
0
)
¢
-

Figura 3: Representamos puntos que forman parte de {{y"} — RE}CNY (azul),
{{y"2} —RE}NY (verde) e {{y'} — RE}NY (vermello). O conxunto Y esta delimitado pola

curva negra.

na Figura 3. Nela representamos algtns conxuntos {{y’} — R, }*NY sendo A = {y",y2, ...y}

cuxos elementos foron previamente ordeados por inclusion (hai orde total en A).

Equivalentemente, isto significa que

W-RC N ()R =Y ()R

Isto é unha contradicion co feito de que A non tina elemento minorante xa que 3’ € A
dominarfa a todos os elementos de A, pero 3y’ ¢ Y por hipotese. Chegando a isto, razoamos
que entén Y esta indutivamente ordeado. Con isto, aplicamos o Lema de Zorn, e obtemos que
temos alomenos un elemento minimal en ) coa nosa relacion de dominancia. Sexa ¥, un deles.

Probamos que ymin € YN

Se non fose asi, deberia existir un elemento y* € Y tal que 3i € {1,2,...,p} tal que y/ <
Ymin; € y;f < Ymin;> VJ € {1,2,...,p}. Pero, isto contradi a minimalidade de y;, xa que seria

equivalente a que {{y"} — B2} € {{ymin} — %} Polo que o € Yy # 0. .
Co obxectivo de proporcionar unha condicion suficiente moito maéis facil e comin de atopar
na realidade, introducimos a Proposicién 1.14 xunto coa Definicion 1.13.

Definicién 1.13. Un conxunto C é R -compacto se para toda y € C o conxunto {{y} —RE }NC

é compacto.

Proposicion 1.14. Se Y é Rﬁ—compacto, Yé Rﬁ_—semz’compacto. Se Y € un conzunto compacto

topolozico usual en RP, Y € Rﬁ—compacto.
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Demostracion. Comezamos probando o primeiro resultado. Tomando {{{y'} —RE }¢|y' € Y C
RP, i € T} sobrecuberta de abertos arbitraria de ). Se tomamos un y; € ) dos que conforma a

nosa sobrecubertura, temos que

Yoy R U () -R Y =

i€L
i#k

{"} -RO Ny < (U - RO 0 {{y") - R} < (J{ty') - R
i€l i€
i#k ik

Como Y ¢ R’ -compacto (por tanto limitado e pechado), e {yF — RE } ¢ pechado, existe unha
sobrecuberta de {y*—RE }NY finita. Se engadimos na unién {y*—R% }¢, temos unha sobrecuberta

finita de ), dando como conclusién que ) é Rﬂ—semicompacto.

O segundo enunciado é consecuencia de que )Y é compacto, entén é limitado e pechado en
R?, polo que, para calquera y € ), a interseccion {{y} —RE} N Y é pechada e limitada, dando

como conclusion que Y é Rﬁ—compaeto. O

Por dltimo, establecemos outra condicién suficiente para a existencia de puntos eficientes.

Definici6n 1.15. Unha funcién f : R — RP dise RP-semicontinua inferiormente se f~1 ({y} — R
é pechada Yy € RP.

Observacion 1.16. Temos que este concepto é equivalente & semicontinuidade inferior de todas as
funcions fi : R™ — R que componen a f (é dicir, Ve > 0, 30 > 0 tal que fi(z9) —¢ < fr(x), Vo €
B(xp,d) N X, sendo B(xo,d) unha bola aberta en xg, para todo punto xg € X).

Teorema 1.17. Sexa X C R™ non vacio e compacto e sexa f : R* — RP RP-semicontinua

inferiormente. Enton Y = f(X) é RY_-semicompacto.

Demostracion. A proba en detalle pode verse en Ehrgott (2010), en concreto nas paxinas 32-33.
En resumo, collemos unha cuberta aberta {{y’ — Ri}, y; € ¥ C RP,i € I} arbitraria. Por
ser f RP-semicontinua inferiormente, entén as imaxes inversas de cada elemento do conxunto
conforman unha cuberta aberta de X. Complétamolo co feito de que X’ é compacto (existe unha
sobrecubertura finita de X' coas imaxes inversas con i € {1,2,...,n}) e que f & RP-semicontinua

inferiormente (para que a sobrecuberta de X’ pase por f a ser sobrecubertura finita de ). O

Corolario 1.18. Sexa un problema multiobzectivo definido como en (1.1.1). Se X C R™ é non

vacio e compacto e f: R" — RP € continua, entén Yy # 0.

Con isto recollemos duas condiciéns moi usuais para que se de a existencia de puntos eficientes;
a compacidade do conxunto imaxe e a compacidade do conxunto de partida xunto

coa continuidade da funcién obxectivo.



1.3. Solucidns eficientes débiles e estritas

Como xa vimos, entendemos a eficiencia dun punto como se dun equilibrio se tratase. Con-
sideramos un punto non dominado no conxunto imaxe ) se non podemos minimizar o seu valor
nalgunha das variables obxectivo é & vez, que non aumente o seu valor en ningunha das demais.
Isto son os nosos puntos de interese a priori, pero a continuacién vamos a aportar duas definiciéns

de puntos moi tutiles para a implementacién dos métodos de programacion multiobxectivo.

Definiciéon 1.19. Chamamos puntos debilmente eficientes de Pareto a aqueles & € X
tales que Az € X que cumpra que fi(z) < fi(2), Vi € {1,2,...,p}. Denominamos puntos
estritamente eficientes de Pareto a aqueles # € X que cumpran que fz € X, z # 2 tal
que fi(z) < fi(z), Vi € {1,2,...,p}. Denominamos aos puntos debilmente eficientes e as stas
contrapartes (debilmente) non dominadas Xyp e Vyn respectivamente. De maneira aniloga, os

conxuntos estritamente eficientes e (estritamente) non dominados son Xsg e Vsn.

Preguntamonos como de distintos son todos estes puntos. Antes de nada, facemos unha

representaciéon grafica para realmente diferenciar todos estes conceptos:

Exemplo 1.20. Consideramos a rexion factible A’
X={zcR¥ z;>0, 29>0, 2 +x0 > 1},

que queda representada na Figura 4.

25+

0.5

Figura 4: Representacion da rexion factible do Exemplo 1.20.
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Tomamos como funcién obxectivo a minimizar a seguinte:

(r1,22) sexp <1

fz1,29) = (1.3.1)

)
(1,z2)  noutro caso

polo que o conxunto imaxe é o da Figura 5.

0.6
0.4

02

-@

Figura 5: Representacion da imaxe da rexién do Exemplo 1.20.
Neste caso temos os tres tipos de puntos xa mencionados:

» Puntos s6 debilmente eficientes: os puntos da forma (0, x2) con xzo > 1, marcada a sua

imaxe no eixo de ordenadas en rosa.

» Puntos eficientes, pero non estritamente eficientes: os puntos que son da forma (z1,0), 1 >

1, cuxa imaxe (comun a todos, (1,0)) esta marcada en vermello.
» Puntos estritamente eficientes: (r1,x3) con x1 + 2 = 1, 21 € [0,1), cuxa imaxe esta

marcada en negro e verde.

Seguindo o exemplo e as definicidns que xa establecimos para todos os puntos, temos que:
Xsp C Xg C Xyg,

e, & vez que temos una caracterizacién alternativa dos puntos non dominados, tamén a temos

dos puntos non dominados debilmente e non dominados estritamente:

Definiciéon 1.21. Dicimos que & € X é un punto debilmente eficiente se e s6 se Y N {{f(z)} —
int(RY)} = 0; sendo int(RE) := {z € RP|z > 0,Vi € {1,...,p}} o interior do conxunto R .



Tamén podemos definir os puntos eficientes estrictamente baixo a seguinte equivalencia:
T € Xsp & T € Xge |[{z tales que f(z) = f(2)} =1,

sendo |A| o cardinal do coxunto arbitrario A.

Deseguido, proporcionamos dous resultados analogos aos que vimos para a existencia de

puntos eficientes, pero agora enfocados en puntos debilmente eficientes.

Teorema 1.22. Sexa ) C RP non vacio e compacto. Enton Yan # 0.

Demostracion. Sexa Ygn = 0. Enton, pola caracterizacion que xa dixemos, temos que para
cada y € Y existe unha 3 € Y tal que ¥ € {{y} — int(R%)}, ou, de maneira equivalente,
y € {{y'} + int(RE)}. Baixo estas condicions, ¢’ # y. Tomando a unién para toda y € Y,

y=Uwvc U {y}+im@®)},

yey yiel

sendo Z ={y € Y|y eV, ye {{y} +int(R)}}. Como o int(RE) é aberto, a sta traslacion
por 3’ seguird sendo un conxunto aberto. En consecuencia, a uniéon de {{y'} + int(R%)} ¢ unha

cuberta aberta de ), que é compacto, asi que existen indices {i1,i2,...,4,} con n > 1 tales que:
" j p
e U {0} +int(B))).
]:
con y' = y* < j = k. Por consecuencia da hipétese, para calquera y’* € ) existe alomenos

outra [ = 1,2...,n que tefla que cumprir que y* € {{y"} + int(R})}.

Seguindo un argumento construtivo, se collemos g, habera un y* diferente tal que y* €
yi, } +int(RE)}. Para este indice i,, ten que haber outro distinto i, que non pode ser igual
Jr

aos anteriores, e asi{ estamos ante a seguinte cadea de inclusiéns estritas:

[y} + int(RD)} € {{y"} +int(RL)} € {{y™} +int®)} ¢ ...

Ao haber elementos finitos, e ser transitiva a relaciéon de inclusién estrita, chegamos a que un

dos elementos domina a todos os demais; o cal é imposible (contradicimos que Ygn = 0). O

Corolario 1.23. Sexza X C R non vacio e compacto. Se f : R™ — RP € continua, enton Xgp # (.

Demostracion. Este resultado obtémolo do Teorema 1.22 xunto co feito de que se X é compacto

e f continua, enton f(X) é compacto. O
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Observacion 1.24. Observamos que neste caso en ambos teoremas non temos que utlizar o Lema
de Zorn. Tamén destacamos que, ainda sendo os teoremas de suficiencia de puntos eficientes e
debilmente eficientes similares, pode haber conxuntos onde non existan puntos eficientes, pero si
debilmente eficientes. Como é o caso do Exemplo 1.20 no que se cambiamos a funcién obxectivo

a

(r1,22) sexg>1
[ (@1, 20) = ;
(r1,2)  noutro caso

entén temos un conxunto imaxe como o da Figura 6. Podemos ver que os puntos debilmente

Figura 6: Representacién do conxunto imaxe co novo cambio da funcién obxectivo

eficientes son aqueles cuxa imaxe estd marcada en azul na Figura 6; é dicir, aqueles que son

(0,x2) € X, neste caso, (0,x2) con z1 > 1; pero ningin deles é eficiente.

Salientamos, como aparece en Miettinen (2004), que a importancia dos puntos debilmente
eficientes de Pareto reside non tanto neles mesmos. Isto é porque soen ser un conxunto moito
mais extenso que os puntos eficientes (non se poderia obter X'x esixindo condicions engadidas a
Xgg). O seu interese xorde en que soen ser empregados como base tedrica para os métodos de
optimizaciéon multiobxectivo, pois moitos deles, como vemos no Capitulo 2, soen atopar estes

puntos. Partindo desta premisa, mediante refinaciéons do método, atopan puntos eficientes.

Agora aportamos unha xustificacién xeométrica para atopar todos os tipos de puntos xa

falados, mediante as que chamamos curvas e conxuntos de nivel.
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Definicion 1.25. Sexa X C R", f : X - R e £ € X. Definimos as curvas de nivel co-
mo L_(f(2)) = {x € X|f(z) = f(Z)} e, aos conxuntos de nivel como L<(f(Z)) = {z €

X | f(z) < f(2)}. Tamén definimos aos conxunto de nivel estritos como L. (f(Z)) = {z €

X[ f(z) < f(#)}. Temos que L (f (%)) = L<(f(2)\L=(f(2))-

Todo isto nos é util para o seguinte teorema, recopilado en Ehrgott et al. (1997):

Teorema 1.26. Seza & € X e Y C RP dun problema multiobzectivo da forma (1.1.1). Enton

temos que:

1. % € estritamente eficiente se e sJ se

0 £2((@) = (3}

o
8

T € eficiente se e SO se

0 £<((@) = A L(fuld).

k=1

o
8

t ¢ debilmente eficiente se e sd se

p A

N L<(fe(@) =0.
k=1

Demostracion.

1. Sexa Z estritamente eficiente. Por definicion, isto é equivalente a que iz € X, x # & que cumpra que fi(z) -
f(z), Yk € {1,2,...,p}. Isto é idéntico a:

Br e X,z # & tal que w € [ L<(fr(@) <= [ L<(fr(@)) = {2},
k=1 =

chegando ao resultado procurado.

2. Tomando # eficiente, de acordo & stia definicién, obtemos que fz € X tal que fi(z) <
f(x), Vk € {1,2,...,p} e que 4 vez 3j € {1,2,...,p}, fj(x) < f;(Z). Isto podese reescribir

da seguinte forma:

P
Br € X tal que x € ﬂﬁg(fk(:i:)) eque 3j € {1,2,...,p} tal que x € L(f;(2)) <=
k=1

p p
ﬂ <(fu(@)) ﬂ L (fr(@

P
xa que todo punto de () L<(fx(£)) non pode estar en L (f;(£)) para j € {1,...,p}.
k=1
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3. Finalmente, Z é debilmente eficiente por defincién se e s6 se fz € X' que cumpra que fi(x) <

f(z), Vk € {1,2,...,p}. Esta condiciéon é equivalente a

o € X tal que z € () L<(fr(®)) <= [ L<(fu(@)) = 0.
k=1 k=1

O

O teorema anterior ten utilidade sobre todo cando podemos facer unha representacion grafica
dos conxuntos de nivel, é dicir, sobre todo cando n < 3. Isto pode verse no Exemplo 1.27
extraido de Ehrgott (2010).

Exemplo 1.27. Consideramos tres puntos en R?, ! = (1,1); 22 = (1,4); 23 = (4,4). Estable-
cemos un problema de localizacién, que consiste en encontrar un punto & tal que a distancia aos
tres puntos (neste caso, a nosa referencia de distancia é a £? euclidiana) sexa minima. Vamos a
considerar duas funciéns: unha cun vector de pesos idéntico para todos os puntos w' = (1,1,1)

e outra con w? = (2,1,4). Desta forma,

= (o) fula) = éwf((wi )4 (ah — 2)?)

Substituindo os puntos e os vectores na funcién obxectivo:

fi(x) = 3((z1)? — 421 + (22)% — 622) + 51 = (21 — 2)2 + 3(x2 — 3)2 + 12,

38 44 19\ 2 22\ 198
fz(x) =7 ((1‘1)2 — 7331 + (1‘2)2 — 7.732) +149=7 (.%1 — 7) +7 <.%'2 — 7) + 7

Analizamos agora as curvas de nivel e obtemos os conxuntos de nivel para un punto arbitrario,

por exemplo, (2,2):

1. A imaxe de (2,2) en f1 é f1((2,2)) = 15. A curva de nivel entéon ¢ L_(f1(2,2)) = {z €
R? | fi(z) = 15}, o que quere dicir

fi(z) =15 <= 3(z1 — 2)> +3(z2 — 3)* + 12 =15 <= (21 — 2)* + (22 — 3)* = 1,
que define unha circunferencia de raio 1, e centro (2, 3).

2. A imaxe de (2,2) en fo é f2((2,2)) = 41. A curva de nivel enton é L_(f2(2,2)) = {z €
R? | fo(z) = 41}, o que quere dicir:

19 2 222 198 19 2 22\ 2 &9
fa(x) <:>7<£L'1 7> +7 (:L'Q 7> + - = <x1 7) —|—<m2 7) 10

89

que define unha circunferencia de raio g,

e centro (— 7).
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Agora vemos como se representan de maneira grafica os conxuntos de nivel L<(f1(2,2)) e
L<(f2(2,2)) na Figura 7. Isto esta xustificado posto que fi e f2 son continuamente diferenciables

e a curva de nivel é unha curva pechada.

7)

L, (22) L(,(2:2))

Figura 7: Representacion das curvas de nivel e os conxuntos de nivel de (2, 2).

En maior detalle, temos que no exterior da circunferencia ambas funciéns cumpren que

lim  fi(x) =400 = lim fao(x),
|x| =400 |z| =400

polo que non pertencen os exteriores de ambas circunferencias aos conxuntos de nivel de (2, 2).

Para o interior, vamos a ver o valor das funcions f1 en (2,3) e fa en (1—79, 2—72)
19 22 198
2,3)) =12 fo( [ —, = )) = —.
A3 =1z a3 ) =

Temos que (2,3) esta no interior de £-(f1(2,2)) e f(2,3) < f(2,2), polo que L<(f1(2,2))
{z € X|(z1 —2)*+ (z2 — 3)> < 1}. Co mesmo razonamento, pero con (¥, 2), L<(f2(2,2))
{oex| (@-9)"+@-2) <8}

Como podemos ver na Figura 7, temos que incluso os propios conxuntos de nivel estritos
intersecan ((2,3) estd en ambos circulos), polo que (2,2) non é nin debilmente eficiente dacordo

ao Teorema 1.26.

Centrémonos agora no (2, 3). A stia curva de nivel para f; é:

L_(f1(2,3)) ={z € X| f(zx) = f(2,3) = 12} <= 3(z1 — 2)> + 3(22 — 3)> + 12 =12
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—= (21 —2)*+ (22— 3)? =0,
que consiste no propio punto. Polo tanto, tamén temos que {(2,3)} = L<(f1(2,3)), o que implica
que {(2,3)} = Mi_; L<(fr(2,3)), e (2,3) ¢ (estritamente) eficiente polo Teorema 1.26.

Da mesma forma, podemos xustficar a eficiencia estrita de (Q %) A curva de nivel para fs,

7
tendo en conta que fo (%, 2—72) = %

19 22 19 22\ 198
_ _— — = X = _— — B —
£<f2<7,7>) {we , f(z) f<7,7>7}<:>
7 B2~|—7 §2+%—@<:> §2+ §2—O
-y R 7 7 Ty o) TR

Polo que temos que, dacordo & regularidade de f que {(1—79, %)} = L<(f2 (1—797%)) e, polo

é:

tanto {(%, %)} = ﬂizl L<(fr (%, 2—72)) Finalmente, co Teorema 1.26, aseguramos a eficiencia

estrita do punto.

Isto todo 1évanos a un corolario do Teorema 1.26:

Corolario 1.28. Sexa un problema de optimizacion multiobzectivo definido como en (1.1.1).
Definimos P C {1,...,p} e fF := (fj :j € P)t como a funcion obzectivo restrinzida ds dimen-
sions en P do codominio da funcion obzectivo orizinal.

1. Se & € X € unha solucion debilmente eficiente con funcion obzectivo fF : R —s RIPI
coas mesmas condicions con respecto d preferencia de solucions factibles, enton tamén €
T unha solucion debilmente eficiente no problema orixinal con funcidn obzectivo f :
R™ — RP.

2. Sei € X é unha solucion estritamente eficiente con funcion obzectivo f¥ : R* —s RIPI,
coas mesmas condicions con respecto d preferencia de solucions factibles, entdn tamén
T unha solucion estritamente eficiente no problema orixinal con funcion obzectivo

é
f:R" — RP.

Demostracion. A demostracion indicese do Teorema 1.26 e do feito que f(2) € L<(f(Z)) para

calquera funcién obxectivo f. O

O seguinte teorema, utilizado no andlise convexo e atopado en Mordukhovich & Nguyen
(2022), utilizarémolo para proporcionar unha dobre implicacién no anterior corolario. Isto é baixo
a condicién de compacidade do noso espazo X de partida e s6 no caso dos puntos debilmente

eficientes.
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Teorema 1.29. (Teorema de Helly) Sexa p > n+1 e sexan C1,Cy,...,C, C R"™ conzuntos

convexos. Enton temos que todas as coleccions de n+ 1 conzuntos {C,,...C;, ., } cumpren

n+1

ﬂ Ci; 0
j=1

se e SO se

P
ﬂCi?é@.

i=1

C! } de n+1 conxuntos cumplira

Demostracion. Partindo de que calquera coleccion {C/ RRE O

n—+1 p

¢ >(C
j=1 i=1

temos que se a interseccion dos Cj,i € {1,...,p} é non nula, tampouco o é a interseccion de
calquera coleccions de n + 1 conxuntos. A implicacién inversa é a realmente complexa, esté
incluida en Mordukhovich & Nguyen (2022) nas paxinas 430-431. O

Observacion 1.30. Podemos cambiar a estrutura do teorema a que habera unha coleccion de

n + 1 elementos {Cj,, ... C;, ., } tal que

se e sO se

Isto nos permite formular a seguinte proposicién:

Proposicion 1.31. Sexa un problema de optimizacion multiobzectivo formulado como en (1.1.1)
onde X C R™ € convezxo, fr, : R" — R, Vk € {1,...,p} son funcidns convezas, e p > n. Enton
7 € X é debilmente eficiente se e s6 se hai un subconzunto P € {1,...,p}, 0 < |P| <n+1
tal que & € unha solucion debilmente eficiente do problema coa nova funcion obzectivo f¥ =
(fr: keP), fP:R* — RP,

Isto traslddase enton a que, considerando Xip(f7) e Xg(fF) os conzuntos debilmente efi-

ciente e eficientes do problema con funcion obzectivo f7,

Xap(f) = |J  Xae().

PC{L,...p}
0<|P|<n+1

Demostracion. Isto é resultado do Corolario 1.28 e do anterior Teorema de Helly. O
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Tendo isto, podemos ainda afondar mais no feito de que poidamos traballar coa unién de
problemas con funciéns obxectivo restrinxidas para obter os puntos debilmente eficientes. Vamos
a incluir un teorema que atopamos en Malivert & Boissard (1994) para o que vamos a necesitar
unha proposiciéon previa tamén atopada en Malivert & Boissard (1994) no que substituiremos a

unién de puntos debilmente eficientes por puntos eficientes ao uso.

Proposicion 1.32. Se temos un problema de optimizacion multiobzectivo como en (1.1.1) onde

fr sexan funcidns convexas e X € convexo, enton

Xp(H= U (7).

Pc{1,....,p}
P£D

Demostracion. Primeiro facemos a inclusion cara a dereita e logo a inclusién cara & esquerda.

En ambas situacions, xustificarase por contrarreciproco.

1. Xap(f) D U  &e(fP). Se temos x € X arbitrario tal que x ¢ Xp(f) entén quere
77C7{31¥.¢.,p}
dicir que existe 2’ € X tal que fi(2') < fi(z), Vi € {1,...,p}; isto implica que para
todo conxunto P C {1,...,p}, temos que fp(z') < fr(x), Vk € P. En conclusion, = ¢
{Xe(fF), PC{l,...p}}

2. Xae(f) C {U }XE(fP). Sexa & ¢ {Xg(f7), P C {1,...,p}}. Enton & ¢ Xp(f), e por
PC 17"'7p
P

tanto, para {1,...,p} temos que Ji; € {1,...,p} e unha x! € X tal que fi,(z!) < fi, (%) e
fl(azl) < fl(fj), /) 75 il. Definimos asi 7)1 = P\{Zl}

Este conxunto o utilizamos co principio de inducién para probar o seguinte: paral=1,...,p
hai sempre un conxunto P; de p — [ elementos e unha solucion factible 2! tal que fi(a:l ) <
fi(2) cando i € Py e fi(x') < fi(2) se i ¢ P;. Unha vez probado, cando I = p, temos unha
solucion zP tal que f;(zP) < fi(z), Vi € {1,...,p}, o que implica que & ¢ Xg(f).

O caso [ = 1 xa esta feito a partir da definicion de punto non eficiente, e agora quédanos
presuportier que é certo para un determinado m e probar que a propiedade se cumpre para
m+1. Sexa P, = {1,...,p}\{i1, ..., im }. Enton existe 2™ € X tal que f;j(z™) < f;(Z) cando
i € Pme fi(x™) < fi(#) se i & Pp. Como & ¢ Xg(fPm), pola nosa hipotese inicial, habera
un indice 4,41 € Py, tal que exista 27+

f;@™Y < fil#), Vi € P,

€ X que cumpra que fimﬂ(i‘m“) < fimga (Z) €

Este punto non esta requirido a priori que cumpra as desigualdades estritas para f;, ¢ €
{i1, ... ,im }. Co fin de atopar un punto que si o faga, tomamos ™! = Az™ + (1 — \)z™+!

con A € (0,1). 2™t € X por convexidade de X e collendo \ suficientemente pequena,
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tamén obtemos que por ser X convexo e f; convexa (e por tanto continua en calquera

entorno aberto), tamén é continua en z™, co que podemos dicir que

fi(@™) < fil@), Vi € {i1, . yim}.

Simultaneamente, temos que

fim+1 (merl) < )\fim+1 (wm) + (1 - /\)fim+1 (%erl)?

por convexidade de f; .. Logo, pola eleccion de ™! e as propiedades de 2™

)‘fim+1(xm> + (1 - )‘)fim+1 (.%m—i-l) < Afim+1 (i‘) + (1 - )‘)fim+1(i‘) = fir,L+1(£)'

Por tanto atopamos para m + 1 un subconxunto Pp,4+1 C {1,...,p} de cardinalidade p —
(m + 1) e unha solucién z™*! que cumpre que fi(z™*!) < fi(2) cando i € Ppi1 e
fi(z™ ) < fi(2) se i € {i1, ey im, imi1)-

Concluimos entén o principio de inducién ao poderse facer esta construcién para calquera

I € {1,...,p}, e enton, como dixemos antes, concluimos que Iz € X tal que f;i(z) <
fi(z), Vi€ {1,...,p}, e enton & ¢ Xyr(f).

O

Damos paso ao seguinte teorema, tamén atopado en Malivert & Boissard (1994), que combina

a Proposicion 1.32 co Teorema de Helly.

Teorema 1.33. Se estamos ante un problema multiobzectivo da forma (1.1.1) onde fi sexan

funcidns converas e X € convexo e non nulo, enton

Xap(f)= |J  Xe(f’).

Pc{1,....p}
1<|PI<n+1

Demostracion. Tendo en conta a Proposicién 1.32, a inclusion Xyp(f) € U{Xe(fF), P C
{1,...,p}, 1 < |P| < n+1} no caso onde p > n+ 1 é o tnico que haberia que probar como

certo, pois é onde a proposicién anterior non nos afirma nada.

Ao igual que na Proposicion 1.32, utilizamos o contrarreciproco para probar o teorema.
Sexa 2 € X onde & ¢ J {Xs(fF), Pc{l,..,p}, 1 <|P| <n+1}. Sexa J C {1,...,p}, T #
0, |J| < n + 1. Baixo a nosa hipotese & ¢ |J {Xe(f%), T C J}, e pola Proposicién 1.32,
& ¢ Xap(f7) e enton habera unha 7 tal que fj(z7) < f;(2), Vj € J.

Definimos agora os seguintes conxuntos:

Bi={z7 | T c{l,....p}, T#0,|T| <n+1,ieJ}
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e, logo de ordear os finitos elementos de cada B;:

|Bil
CZ‘Z Zakxkj\akZO,Zakzl
k=1

kaEBi

Este conxunto é a envoltura convexa de B;. Como para todo 27 € B; cumprese que f;(z7) <

fi(z), Vi € {1, ..., p}, enton, por convexidade os puntos de C; cumpriran (1.3.2)

fi(@) < fi(z), V2’ eCi,Vie{l,..,p}. (1.3.2)

Se fixamos neste caso unha 7, temos que existe {77} € (] {C;, i € J}. Como a intereseccion
é non nula e os conxuntos C; son convexos, entén podemos aplicar o Teorema de Helly, e
temos que () {Ci, i € {1,...,p}} # 0, e polo visto en (1.3.2), 3z € X (non hai problema, por
ser convexo X) tal que f;(x) < fi(Z) e, finalmente, x ¢ Xyp(f).

O

Podemos pensar de forma secuencial que se a Proposicion 1.31 e o Teorema 1.33 existen,
pode haber un resultado similar nos puntos estritamente eficientes. Desbotamos esta idea cun

exemplo accesible en Ehrgott & Nickel (1994) no que vemos que

Xs (f) = U XsE(fP)

Pc{1,....p}
1<|P|<n+1

non se sostén.

Exemplo 1.34. Consideramos o problema de optimizacién multiobxectivo formulado como en

(1.1.1) coas seguintes condicions:

minimizar (21, ..., T, =21, ..., —Tp)"

suxeitoa X € [—1,1]".

Temos unha solucion estritamente eficiente: 2 = (0, ...,0)!. Malia isto, se consideramos reducir o
namero de componentes da funcién obxectivo a unha coleccion P € {1,...,p} con |P| < p =2n

temos unha das seguintes casuisticas:

1. Digamos que f¥ ten como unha das stias compofientes z; pero non —z;. Entén temos que
I non ¢é eficiente. Sexa o vector —e; € X', que ten que como coordenadas -1 na componente
i e 0 nas restantes. Dése a igualdade fy(—e;) = fp(2), Vk € P\{i} e, & vez, sendo i € P

pola condicion inicial, f;j(—e;) < f(Z).
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De maneira analoga, se —x; se atopa entre as componentes de f7 e x; non, Z non é eficiente.
Isto é porque o vector e; con coordenada ¢ igual a 1, e na que as restantes tefien valor 0,
cumpre que fitn(e) < fitn(Z) €, & vez, fr(e;) = fr(2), Vk € P\{i + n} (o indice i + n

esta en P para que —x; sexa unha componente de 7).

2. Se non se da ningunha das casuisticas anteriores; temos que existe j € {1,...,n} tal que,
para preservar que |P| < 2n, nin z; nin —z; son componentes de fP. Isto fai que &
non sexa estritamente eficiente, xa que f;(e;) = fi(2);Vi € {1,...,2n}\{j,j + n} e, como

P cC{1,...2n}\{j,j + n}, temos que & non & estritamente eficiente.

1.4. Puntos propiamente eficientes de Pareto

Xa feita a nosa clasificaciéon previa de puntos debilemente eficientes, eficientes e estri-
tamente eficientes, vemos que o requisito comin para todos eles seria non ser “dominada”
(como concepto xeral) para ningunha proxecciéon da funciéon obxectivo de maneira estrita ou
non estrita, dependendo da sta clasificacion. Isto deixa de lado o feito de que certas soluciéns
de Pareto supomien, fronte ao conxunto imaxe das soluciéns eficientes, unha reducién moi lixeira
dunha (ou varias) f;(x), que xa lle outurga o titulo de “eficiente” a unha z, a cambio de aumentar
substancialmente todas as demais f;(x). Para isto, xurdiron varias definiciéns para restrinxir as

solucions de Pareto co fin de que esta posibilidade non se dese.

Comezamos presentando unha definicién dos chamados puntos propiamente eficientes
(de Pareto) que nos permitiria distinguir a aqueles puntos eficientes que si presentan unha

compension razoable daqueles que non.

Definiciéon 1.35. Sexa un problema de optimizacién multiobxectivo da forma (1.1.1). Definimos
como puntos propiamente eficientes (de Pareto) (no sentido de Geoffrion (1968)) como
aqueles & € X' que son eficientes e nos cales existe M € R, sendo M > 0 tal que Vi € {1,...,p}
e Vr € X cumprindo que f;(z) < fi(Z), entén existe alomenos unha j € {1,...,p} tal que

Fa = b e £1(2) ~ £(a)
1)~ g =

Temos tamén que f(Z) € Y é un punto propiamente non dominado.

Esta definicién de puntos propiamente eficientes no sentido de Geoffrion é a que ma-
iormente esta recomiecida como definicién xenérica de “puntos propiamente eficientes de Pareto”.
Malia isto, hai miltiples definicidns as cales varian moito dacordo ao autor da bibliografia. Temos
as defincions de Borwein e Benson recollidas en Ehrgott (2010), as cales son idénticas en caso de
funciéns convexas e X conxunto convexo; a definicion de Henig, que a atopamos en Miettinen

(2004) e xeneraliza as daas anteriores,...
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Engadimos agora unha nova definicién, a cal se circunscribe s6 a un problema multiobxectivo

onde X esta definido por unha funcién g : R” — R continuamente diferenciable da seguinte

forma:
91(z)
x 0
re X < gQF ) <. (1.4.1)
gm () 0

e cunha funcién obxectivo f : R™ — RP tamén continuamente diferenciable. En resumo, tendo
en conta (1.4.1), temos un problema de optimizacion multiobxectivo formulado como:
minimizar  f(z)

(1.4.2)
suxeito a  g;i(z) <0,Vie {1,...,m}

con g = (g1,....9m) e f = (f1,..., fu)! funciéns continuamente diferenciables. Con este tipo de

problemas podemos suxerir a seguinte definicion, establecida por Kuhn & Tucker (1951).

Definiciéon 1.36. Sexa un problema multiobxectivo determinado como en (1.4.2) e con f e g
continuamente diferenciables. Definimos como puntos propiamente eficientes (de Pareto)
no sentido de Kuhn-Tucker a un punto € X se ¢é eficiente e non existe ningtin d € R" tal

que cumpra:

(Vfi(z),d) <0 Vie{l,..,p}
(Vfr(2),d) <0 paraalgin k € {1,...,p} (1.4.3)
(Vgj(2),d) <0 Vje{le{l,..,m}|g() =0}

sendo (a,b) o produto escalar usual entre dous vectores a,b € R™.

Presentamos agora o Exemplo 1.37 para ter un exemplo sinxelo no que ver en que contexto

se precisa realmente distinguir un punto propiamente eficiente, baixo calquera definiciéon vista:

Exemplo 1.37. Definimos X = {(z1,22) € R?|(z1 —1)2 + (22 —1)2 < 1,21 < 1,29 < 1} =
{(z1,72) € R?| (27 —1)2+ (22 — 1)2-1<0,21 — 1 <0, 22 — 1 <0}, e a funcién obxectivo &
f:R?2 — R2, f(x1,22) = (1, 22). A restruturacion do conxunto de soluciéns factibles ten como
obxectivo poder expresar o problema de optimizacion nas condiciéns que aparecen en (1.4.2).
Representamos na Figura 8 o conxunto imaxe das soluciéns factibles ), marcando os puntos

eficientes.

Vemos mediante este exemplo que (0, 1) no sentido de Geoffrion non é propiamente eficiente

e (1,0) non é propiamente eficiente no sentido de Kuhn-Tucker.
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Figura 8: Representacion do conxunto imaxe (en vermello) xunto cos puntos eficientes (en azul

claro)

» Punto (0,1): para probar que non é un punto propiamente eficiente no sentido de

Geoffrion, vamos a tomar unha sucesion de puntos eficientes, neste caso

{2

que cumpren que fa(by) < f2((0,1)), Vn € N, e que lim,,_, 4 5o {b,} = (0,1) debido a:

m— 1 m— 1
L (0,1, YneNe Im T~ —
n n—+oo N

0.

O problema que temos é que, a tGnica componiente que cumpre que f;((0,1)) < f;(b,) en

calquera n € N é con ¢ = 1 e temos que

RO = o) _ [n—T o
Filba) — Ai(0,1) "V e VAT

polo que se n — +00, entén a razén é non limitada e impide a existencia dunha M > 0
que a acote. Enton (0, 1) non pode ser un punto propiamente eficiente no sentido de

Geoffrion.

» Punto (1,0): probamos que non é propiamente eficiente no sentido de Kuhn-Tucker

atopando unha d € R? tal que se cumpran as condiciéns (1.4.3).

Comprobamos neste caso que d = (—1,0) cumpre todas as condiciéns xa que

Vf(x) = (; (1)) _1,
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é a matriz identidade de orde 2, polo que (V f1((1,0)), (=1,0)) = —1e (V f2((1,0)), (—1,0)) =
0. Polo tanto, temos que cumpre as condicioéns referentes 4 funcién obxectivo. Con respecto
as restricions, temos que:
2(x—1) 2y-1)
Vg(x) = 1 0
0 1

e que ¢g(1,0) = (0,0,1). S6 hai que comprobar a tultima condiciéon respecto de g;(x) e
g2(x), que neste caso se cumpren xa que (Vgi((1,0)),(—=1,0)) = ((0,-2),(—=1,0)) =0 e
(Vgi1((1,0)),(-1,0)) = {(1,0),(=1,0)) = —1 < 0 polo que, temos que d = (—1,0) fai que
o punto (1,0) cumpra todas as condicions (1.4.3). En conclusion, (1,0) non ¢ un punto

propiamente eficiente no sentido de Kuhn-Tucker.

Os puntos propiamente eficientes segundo Geoffrion e os propiamente eficientes
segundo Kuhn-Tucker son equivalentes en certas circunstancias. Presentamos dous teoremas

que relacionan os puntos propiamente eficientes en cada un dos sentidos.

Teorema 1.38. Seza f;,g; : R® — R, que componen f e g respectivamente, funcions que
definen un problema de optimizacion multiobzectivo no contexto de (1.4.3). Temos que se f;, g;
son funcions converas Vi € {1...,p}, Vj € {1...,m} e continuamente diferenciables, un punto
T € X propiamente eficiente no sentido de Kuhn-Tucker € propiamente eficiente no

sentido de Geoffrion.

Demostracion. A proba esta incluida en Ehrgott (2010) nas péaxinas 58 (contextualizacion) e

83-84. Tamén esta incluida en Sawaragi et al. (1985) a relaciéon entre ambos teoremas. O

Para o seguinte teorema hai que contextualizar unha definicién previa:

Definicién 1.39. Un problema de optimizacion multiobxectivo no contexto de (1.4.3) dise que
satisfai a condicién de Kuhn-Tucker para as restricions nun punto % se para calquera
d € R™ con (Vg;(2),d) <0, toda j € {l € {1,...,m}|g(2) = 0} hai: unha ¢ > 0, unha funcién
a: [0,t] — R™ e outro valor 8 > 0 tales que: a(0) = &; g(a(t)) <0, V¢ € [0,1]; e o/(0) = Gd.

Teorema 1.40. Se un problema de optimizacion multiobzectivo no contexto de (1.4.3) cumpre a
condicion de Kuhn-Tucker para as restricions nun punto T que € proptamente eficiente

no sentido de Geoffrion, enton & € propiamente eficiente no sentido de Kuhn-Tucker.

Demostracion. A proba esta detallada en Ehrgott (2010) nas péaxinas 57-58. O



Capitulo 2

Métodos de optimizacion

multiobxectivo

A medida que se avanzou na investigacion operativa, xurdiron diversos métodos para con-
seguir obter soluciéns eficientes dun problema multiobxectivo. No caso de funciéns obxectivo
que vaian de R™ a R, hai multiples métodos para obter soluciéns 6ptimas, dependendo do tipo
de funcién obxectivo ou das soluciéns que queiramos atopar. Teriamos exemplos no caso lineal,
onde recurrimos ao método simplex (Salazar (2001)); exemplos de solucions enteiras, utilizando
o método de ramficacion e poda (Salazar (2001)); métodos de punto interior (por exemplo, o
algoritmo de Karmarkar (Nesterov & Nemirovskii (1994)),... O problema que xa podemos intuir
no anterior capitulo é que mentres que no caso unidimensional ordear as soluciéns preferidas pola

funcion obxectivo consiste nun orde total en R, isto non se aplica en R™, con n > 2.

Tendo en conta todo o anterior, describimos varios métodos de optimizacién multiobxectivo,
ilustrarémolos empregando un exemplo comin, e introducimos en cada un deles varios resultados
de existencia de puntos eficientes para cada metodoloxia, e outros resultados de interese. A

division dos métodos que explicamos esta basada en Hwang et al. (1980) e Ehrgott (2010):

B Segundo a preferencia do responsable de tomar a decision.

A\ Métodos a posteriori. Obtemos as soluciéns eficientes, e logo, entre as soluciéns ato-
padas, podemos ter en conta a preferencia de quen toma a decision. Aqui incluimos: o
método do pesos ponderados, o método das e-restricidéns, o método hibrido,

o método das restricions elasticas e o método simplex multiobxectivo.

A Métodos interactivos. Os factores con maior importancia para o decisor final tenos en
conta a medida que se vai levando a cabo. Non explicamos ningunha metodoloxia desta

categoria, pero incluimos ao método de compensaciéon interactiva de valor sustituto

23
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(ISWT) como exemplo teorico, que se atopa explicado en Chankong & Haimes (1978).
A Métodos a priori. A preferencia de quen toma a decisién témola en conta dende antes

de levar a cabo o proceso. Un método dentro desta categoria é o método lexicogra-

fico.
B Segundo a técnica utlizada.

A Meétodos de escalarizacion. Aqueles nos que creamos unha funcion auxiliar evaluada
en R relacionada coa funcién obxectivo do noso problema. En moitas situaciéns, a
funcién obxectivo orixinal f : R® — RP cumpre que n >> p, polo que reducir a
dimensién do codominio supén unha gran axuda para obter unha orde total & hora de
obter soluciéns. Nesta categoria estdn o método dos pesos ponderados, o método
das e-restricions, o método hibrido e o método das restricidons elasticas.

/A Meétodos de non escalarizaciéon: son os que non utilizan a técnica anterior e incluimos

aos métodos restantes xa mencionados.

Todas as metodoloxias mencionadas son explicadas nas stias respectivas secciéns e comezamos
co método no que abarcamos méis contido e que é un dos mais utilizados nun caso xenérico: o

método dos pesos ponderados.

2.1. Meétodo dos pesos ponderados

O método parte dun problema multiobxectivo da forma:

minimizar  f(z) = (fl(x)an(x)"“’fp(x))t (2.1.1)
suxeitoa x € X CR"™ h

A partires del, construimos e resolvemos o problema:
P
minimizar Z)\kfk(a:)
k=1 (2.1.2)
suxeitoa x € X,
con A, > 0, Vk € {1,...,p}. Reunimos os factores Ay € Ry no vector A = (A, ..., Ap) € RE que

denominamos vector de pesos. Denotamos aos puntos y = f(x) que minimizan no conxunto

imaxe ) o problema (2.1.2) como
SAY) = {y' eVIny) = min<>\,y>} :
yey

O algoritmo na sta totalidade consiste en ir tomando A € RE distintos e ver que puntos comporien
aunion de S(A, V). Engadimos deseguido un problema que utilzamos como exemplo para ilustrar

todos os métodos.
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Exemplo 2.1. Definimos o problema multiobxectivo (P) como segue:

minimizar  f(z1,22) = (x1, 71 + 2x2)
suxeitoa x1 >1
P)
i) Z 1
1+ 9 > 3,
que, por ser un problema con funciéon obxectivo e restriciéons no dominio lineais, correspéndese
cun problema de programacién multiobxectivo lineal. Na Figura 9, representamos o conxunto

X e os seus puntos eficientes.

35

25

05

Figura 9: Representacion de X' (en azul) no problema P, das direcciéns de minimizacion das

funcions obxectivo (vectores en negro) e os puntos eficientes (en verde).

Se aplicamos 0 método dos pesos ponderados para unha soa A a este problema, tomando
por exemplo como vector de pesos A = (1, 1), obtemos o seguinte problema:
minimizar  2(z1 + x2)
suxeitoa 1 >1
To > 1
1+ 12 > 3.

Neste caso, o minimo da funciéon obxectivo dase cando 2(x1 + z2) = 6, por mor das restricions

da rexion factible. Con axuda da Figura 10, podemos ver cales son os puntos en S(A,)).
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Y2

65

y1+y2=6

55

35

0s 1 15 2 25 2 25 4 Y4

Figura 10: Representacion de ) (en vermello) do problema P, da recta y; + y2 = 6 (en rosa) e

dos puntos en S(A,)) (en laranxa).

Neste caso, todos os puntos non dominados do noso problema orixinal correspondese con S(A, V):

SAY) ={(y1,92) € V|y +y2 = 6)} = {(f(x1), f(22)) | fi(x) + fa(x) = 6}.

Pese a este exemplo, nun principio non podemos concluir se obtemos sempre puntos non
dominados dun problema (2.1.1) resolvendo para unha certa A o problema (2.1.2); nin tampouco
se, ao resolver o problema (2.1.2) VA € Rﬁ, obtemos todos os puntos non dominados do problema
(2.1.1). Estas son as aspiracions do método e procuramos buscar condicions para que se den.

Antes de nada, necesitamos facer unha serie de definiciéns previas:

Definicion 2.2. Definimos os seguintes conxuntos:

S(Y) := U S\ Y)
{,\k>o, Y )\kzl,}
Vke{l,...,p}
So(Y) = U S\ ).
{Akzo, >r, ,\k:1,}
Vke{l,...,p}

Observacion 2.3. Debemos notar que a normalizaciéon do vector de pesos en S()) e Sp(Y) non
afecta a S(\,)); o tnico que diferencia realmente a ambos conxuntos é que no vector de pesos

cada A\ do vector sexa non negativo ou positivo. Evidentemente, temos que S(\, ) C Sp(A, V).

Definicién 2.4. Un conxunto Y C RP ¢ RE -convexo se {Y +RL} = {YV+{z e R |z; > 0, Vi €

1,... é convexo. Se Y é convexo, é R” -convexo.
{ 9 7p 5 +
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Definicién 2.5. Sexa ) C RP un conxunto non vacio. Definimos a sta envoltura afin como
afin()) sendo o subespazo afin minimo que contena a ) e se atope dentro de RP. Tendo en

conta isto, definimos en xeral o interior relativo dun conxunto como:
intrel(Y) .= {y' € Y |3e > 0 tal que B(y/,¢) ﬂafz’n(y) c YV},
sendo B(y',¢) a bola aberta euclidiana usual en RP de radio € e centro /.

De maneira informal, supén considerar o interior dun conxunto ) no subespazo afin no que
esta insertado, non nun espazo vectorial que poida ter maior dimensiéon e no que, por tanto, Y

non teria interior. Se ) é tamén convexo, unha caracterizacién do seu interior relativo é:

intrel(Y) ={y € Y| Vy €Y, 30 > 1 tal que (Oy + (1 —0)y') € V}.

Definidos xa estes conceptos, podemos introducir o Lema 2.6 recollido en Rockafellar (1970).

Lema 2.6. Sexan Y;,)> C RP dous conzuntos non vacios e converos. Enton intrel(Yi) N

intrel(Y2) = 0 se e so se existe y' € RP tal que

inf (y,y') > sup(y,y)
yEV1 YyEYo

e sup(y,y') > inf (y,y').
yeEVL YyEYo

Dise enton que os conzuntos estin propiamente separados por un hiperplano con vector normal

/

Y.

O resultado anterior da lugar ao seguinte corolario:

Corolario 2.7. Sexa Y C RP un conzunto non vacio, pechado, convexo e yg un punto tal que
yo € RP\Y. Enton existe y' € RP\{(0,...,0)} tal que (¢, yo) < a < (Y, y), Vy € Y

Demostracion. Comezamos a demostracion co Lema 2.6, tomando Y1 = yg, Vo = ) e, na
desigualdade estrita (por ser estrita, o vector ¢’ non é nulo), multiplicamos ambos termos por

—1. Temos entén que (—y',y0) < inf(—y',y), permitindo que exista & como a enunciamos. [
yey

Por fin estamos en condiciéns de proceder a obter resultados de equivalencia entre os puntos

debilmente non dominados de (2.1.1) e as soluciéns de (2.1.2).

Teorema 2.8. Sexza Y C RP. Enton So()) C Van

Demostracion. Sexa gy € So(Y). Enton existe A = (Aq,...,Ap) con A\, >0, Vk € {1,...,p} tal que

p p
Z)\kl}k < Z)\kyk Vye .

k=1 k=1
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Se suponemos que § ¢ Ygn, enton hai unha y' € Y tal que y; < gk, Yk € {1,...,p} e, como

alomenos un dos pesos A é positivo, enton
P P
> Mk <D M
k=1 k=1
contradicindo que y € Sp()) O

Teorema 2.9. Se Y é R -convezo, enton Yan = So(Y).

Demostracion. S6 debemos probar que Yyn C So()), porque Yyn D Sp()) obtémolo a raiz do

Teorema 2.8. Sexa § € Vyn. Enton, pola caracterizacion dos puntos debilmente non dominados:
Y0 {5} — int(R?)} = 0.

Isto implica que y ¢ {{§} — int(R%)},Vy € Y e, en consecuencia {Y +RY} N{{g} — int(RE)} =
0, Yy € Y; senon teriamos que existen y € Y e u € RE tales que y +p € {{g} —int(R)} =y €

{{9} —int(RL)}.

Xeneralizando para toda y € )Y e logo, por traslacion de ambos conxuntos do vector de

posicion de —g:
{Y+REIN{{g} —int(RY)} = {¥ +RE — {§}} N {—int(RE)} = 0.

Temos que Y é RY -convexo, polo que {Y + R — {§}} é convexo, e, como {—int(R%)} tamén o
é, podemos aplicar o Lema 2.6, pois os seus interiores relativos tenen interseccion nula. Enton,

existe A € RP\{\; =0, Vk € {1,...,p}} tal que, pola primeira inecuacion do Lema 2.6:
MNy+d—9)>0>(\,=d), Vyel, deRE, d cint(R).

Eliminamos o caso {A\y = 0, Vk € {1,...,p}} porque non poderia cumplir a segunda condicion
do Lema 2.6 ao ser (\,y +d — ) = 0= (\, —d’) para calquera y, d, d’. Consideramos que as A
deben ser todas non negativas, xa que se houbse algunha componente negativa, podemos atopar
d e d tales que (\,y +d — ) < (\,—d'). Isto xustifica que o 0 se atope entre as desigualdades

non estritas anteriores ( porque 0 =  sup (A, —d’))
&'int(R?)

Como temos que a desigualdade (A, y + d— g) > 0 dase para todo d = €e, con € > 0 arbitrario
ee=(1,1,...,1), isto fai que:

Ay +e(he) =N g) = (Ay) > (\g), Vyed.

Concluimos finalmente que A € R e § € S(\, V) = g € So(Y) O

As principais ideas dos teoremas quedan resumidas no Corolario 2.10, consecuencia directa

do Teorema 2.8 ¢ Teorema 2.9.
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Corolario 2.10. Sexa Y C RP. Enton:
S(V) CSo(V) C Van
e, se) é Rﬁ- CONVexo:

S(V) € So(Y) = Van-

Xa establecidas as relacions entre as solucions para un A € RY. do sistema (2.1.2) e os puntos

debilmente eficientes de (2.1.2); seguimos agora coas conexions entre o conxunto S(Y) e o Y.

Teorema 2.11. Sexa ) C RP. Enton S()) C Yn.

Demostracion. Segue o mesmo patréon que a demostracion do Teorema 2.8. Suponiamos § €

S(Y), enton hai unha A tal que Ay > 0, Vk € {1, ..., p} cumplindo:

p p
> ek <D etk VY E V.

k=1 k=1
Se suponiemos que § ¢ Yy, entéon temos que Iy’ € Y tal que y, < g;, Vi € {1,...,p} e y} < gj

para alomenos unha j € {1,...,p}. Como todos os factores Ay son positivos, entéon temos que
P p
DMy <D el
k=1 k=1
e contradicimos a nosa hipotese de que gy € S()). O]
Corolario 2.12. Sexa Y C RP. Enton:

S(V) CIn; So(Y) C Van

ese) € ]Rﬁ_— CONVETo:

SV) C YN C Van =So(Y)

Demostracion. Ambas cadeas de inclusions pédense demostrar como consecuencia do Teorema
2.11 e do Corolario 2.10. O

Como xa traballamos co conxunto imaxe )} do noso problema multiobxectivo (2.1.1) e as
stas relacions coas solucions do problema (2.1.2), agora relacionamos por fin os puntos 6ptimos

no método dos pesos co espazo X.

Proposicion 2.13. Seza & solucion do problema dos pesos ponderados (2.1.2), con

P p
min M fi(®) = D A i)
k=1 k=1

sendo x € X, A\ >0, Vk € {1,...,p} e A#(0,...,0). Prébase que:
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n &€ Xyp.
» Se \p >0,Vk € {l,...,p}, enton & € Xp.

= Se & € a unica solucion do problema dos pesos ponderados descrito anteriormente, enton

T e X

Demostracion. S6 hai que probar a ultima propiedade, xa que as demais son consecuencia do
Teorema 2.8 e o Teorema 2.11. A proba é aniloga a estes dous teoremas; como Z é a Unica
solucion de S(A,Y) con A\, >0, Vk € {1,...,p} e A # (0, ...,0):

p p
D Nef(@) <) Mef(z), Ve X
k=1 k=1

Se & ¢ Xp, enton ten que existir 2’ tal que f;(2') < fi(z), Vi € {1,...,p} e 3j € {1,...,p}
nos que fj(z') < f;j(Z). Neste caso, como pode suceder que A; = 0 para todas as componentes
onde tennamos unha desigualdade estrita, fronte & demostracién do Teorema 2.11, s6 chegamos
a que Y b_i Aef(a') < 3P  Af(£), que nos chega para contradicir a hipotese de que Z ¢ a
tnica solucion de S(A, ). O

Para completar a Proposiciéon 2.13, presentamos o Teorema 2.14, que nos aporta unha

condicion suficiente para que un punto z € Xyp sexa solucion de (2.1.2).

Teorema 2.14. Sexa X C R™ convero e f : R — RP unha funcion obzectivo tal que fy :
R™ — R sezxan funcions converas Vk € {1,...,p}. Se consideramos un problema multiobzectivo

da forma (2.1.1) con & € Xy, enton & é unha solucion dptima de (2.1.2) para un valor de \.

Como vimos no Teorema 2.9 e no Teorema 2.14, precisamos dunha condicién suficiente
de convexidade para que os puntos debilmente eficientes ou os puntos debilmente non domina-
dos poidan ser solucién 6ptima do método dos pesos. Queremos ilustrar a importancia da

convexidade no conxunto imaxe ) no Exemplo 2.15.
Exemplo 2.15. Consideramos o seguinte problema multiobxectivo:

minimizar  h(x1,z2) = (21, x2)
suxeitoa € X C R?
onde a rexion factible vén dada como X = {(x1,22) € R? |2y > 0, 23 > 0, (21)? + (22)? > 1}.

Como a nosa funciéon obxectivo, h, é a funcion identidade de R? a R?, temos que a imaxe da

rexion factible, ), cumpre que ) = X'. Notemos que o noso conxunto X non é convexo.

O noso problema xorde cando intentamos obter todos os elementos de Xr mediante o método

dos pesos. Se vamos collendo vectores (A1, A2) € R2\{(0,0)}, observamos que a direccién de
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crecemento con respecto ao espazo R? do producto escalar (\,%), y € R?, sempre estara en
R2\{(0,0)}, e, por tanto, a de decrecemento en —R%\{(0,0)}.

Isto fai que, por exemplo, para o punto 2’ = f(2') = (g, @), que é un punto eficiente,

non exista A € R% tal que (), f(2')) = mig}()\, y). Esta situacion queda patente na Figura 11
ye

tomando como exemplo A\! = (2,1) e A? = (1,2).

Figura 11: Representacion de ) (en amarelo), dos puntos non dominados (en azul), do punto
f(2') (en negro) e das rectas 2y; +y2 = 1 e y1 + 2y2 = 1 (en vermello). Tamén indicamos a

direccion na que (N, y) crece con vectores (en rosa) en cada recta correspondente a (A, y) = 1.

Como podemos intuir da Figura 11, para calquera A € R2\{(0,0)} valida no problema (2.1.2),
temos que S(\,Y) C {(1,0),(0,1)}. Polo que nunca conseguimos probar a non dominancia de

f(2") co método dos pesos e, a raiz disto, tampouco podemos probar a eficiencia de z’.

Para rematar xa de comentar este método, proporcionamos un resultado de interese en rela-

cion cos puntos propiamente eficientes segundo Geoffrion.

Teorema 2.16. Se & € unha solucion do problema (2.1.2) cunha X\ tal que Ay > 0, Vk €
{1,...,p}; enton & é un un punto propiamente eficiente segundo Geoffrion do problema
multiobzectivo (2.1.1).

Ademais, sexa un problema multiobzectivo (2.1.1) con X convezo e cunha funcién obzectivo
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f tal que fr : R" — R sexan funcions convexas Vk € {1,...,p}. Desta forma, a anterior

condicion suficiente para puntos propiamente eficientes tamén € necesaria.

Demostracion. O detalle da proba pode verse en Geoffrion (1968) e tamén en Ehrgott (2010)

entre as paxinas 72 e 77. O

2.2. Método das e-restricions

Como xa vimos na seccién anterior, o método dos pesos ponderados é un método que fun-
ciona particularmente ben en condicidons de convexidade do conxunto imaxe da funcién obxectivo

(ou no seu defecto, que a nosa rexion factible xunto coa funcion obxectivo sexa convexa).

Explicamos neste apartado un dos métodos de escalarizaciéon que se pode aplicar sen ter en
conta as condicidons de convexidade: o método das e-restricions. Supoiiendo que estamos ante
un problema multiobxectivo da forma (2.1.1), plantexamos un problema restrinxido en funcion

dun € € R? e dunha j € {1,...,p}:

minimizar  f;(x)
suxeito a  fr(z) <ex, k=1,...,p, k#£] (2.2.1)
re X CRL

Para completar o algoritmo en si, debemos ter en conta o rango das variables k # j, e vamos a

definir dous puntos para levalo a cabo.

Definiciéon 2.17. O punto ideal §y € RP dun problema multiobxectivo da forma (2.1.1) é tal

que y; = minfi(z). O punto nadir §j é aquel tal que §; = max f;(z).
TeX reXE

Nun caso ideal, se disponiemos de ambos puntos, para obter unha aproximacion 4 fronteira
de Pareto, s6 debemos repetir os problemas (2.2.1) para unha particion {e,}neq1,..m} entre
os puntos ideal e nadir con m € N. Podemos intuir que é mais ou menos doado obter o punto
ideal (supofieria un problema de minimizacién de cada compofnienete da funciéon obxectivo sen
mais restricions que x € X'), pero o punto nadir non se sabe en xeral de anteman (necesitamos o
conxunto de puntos eficientes). Soemos traballar neste caso con sobrestimacions do punto nadir
ou, estando ante unha restricion do conxunto eficiente, s6 atopamos puntos eficientes entre os

nosos limites da particion.

Explicado xa o algoritmo na siia totalidade, pasemos agora a ilustrar o algoritmo cun exemplo

practico dunha iteracion, usando o problema (P):
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Exemplo 2.18. Vamos a empregar dias veces o método das e-restricions no problema (P).
Na primeira iteracion, tomamos como compofiente da funcion a analizar j = 1 en (2.1.2) e

e = (1.5,6); na segunda consideramos j = 2 co mesmo vector ¢.
Comecemos entén co seguinte problema:
minimizar ~ fi(z) = x;

suxeito a  fao(x) =21 + 229 <3 =06

reX={zeR?|z >1,29>1, 21 +x9 > 3}.

cuxo conxunto imaxe ) esta representado na Figura 12.

7

65

55

35
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Figura 12: Representacion de ) (en vermello) e dos seus puntos non dominados (en laranxa). O
conxunto de puntos onde fo < €9 esté representado cunha sombra verde; e os puntos dentro

deste conxunto onde temos o minfi(z) estan marcados en negro.

Como podemos comprobar visualmente, o punto éptimo neste problema é a imaxe inversa de
{(1,9) |y € [5,6]}, & dicir f=1({(1,92) |y2 € [5,6]}) = {(1,22) | 72 € [2,2.5]}, nos que hai puntos
eficientes e debilmente eficientes (neste caso, s6 (1,2) é punto eficiente).

Por outra banda, se tomamos a componente da funcién obxectivo j = 2, debemos resolver:
minimizar  fa(z) = x1 + 222

suxeito a  fi(x) =x1 <e; =15

xEX:{xER2]w121,9@21,1‘14-96223},
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Figura 13: Representacion de ) (en vermello) e dos seus puntos non dominados (en laranxa). O
conxunto de puntos onde f; < g1 estd representado cunha sombra verde; e o punto dentro deste

conxunto no que se atopa o minfa(x) estd marcado en rosa.

que haberd que analizar no conxunto imaxe representado na Figura 13.

Neste caso, o tinico punto obtido é o punto f~1(1.5,4.5) = {(1.5,1.5)}, que é un punto eficiente,

mais non temos ningunha informacién sobre os demais puntos eficientes.

Todo isto nos xera dibidas sobre se realmente é un método bo para obter as soluciéns
eficientes dun problema multiobxectivo como o (2.1.1). Para ver as stas utilidades practicas,

recapitulamos varios resultados relacionados coa siia efectividade na busca de puntos eficientes.

Proposicion 2.19. Seza & solucion do problema (2.2.1) para unha j € {1,...,p} e un e € RP.

Enton & é un punto debilmente eficiente no problema multiobzectivo (2.1.1).

Demostracion. Se 2 non fose debilmente eficiente; enton existe 2’ € X tal que fi(z') < fx(&), Vk €
{1,...,p}. Se escollemos un indice j e un ¢ € RP tal que fx(2) < e para k # j no problema
(2.2.1), temos que 2’ tamén é unha solucion factible e f;(z') < f;(Z). Polo que & non & soluciéon

para ningun € nin j do problema xa mencionado. O

Proposicion 2.20. Seza & unha solucion unica do problema (2.2.1) para unha j € {1,...,p} e

un € € RP. Enton & é un punto estritamente eficiente no problema multiobrectivo (2.1.1).

Demostracion. Sexa unha z’ € X tal que f(z') < fr(2), Vk € {1,...,p}. Enton no problema da

forma (2.2.1) onde & é solucién tnica, temos que f;(z') < fi(Z) < e; para i # j e que, por ser &
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unha soluciéon do problema (2.2.1), f;(2") = f;(2). Como é tnica, debe cumprirse que 2’ = Z; e
entéon x € X;p D Xg. [l

Teorema 2.21. A solucidon factible & € X dun problema da forma (2.1.1) € eficiente se e s se

existe un € € RP tal que & é solucion dptima para toda j € {1,...,p} do problema (2.2.1).

Demostracion. Comezamos supofiendo que & € X'; ao darse isto, se tomamos € = f(&), temos que
Vi € {1,...,p}, & é solucion 6ptima do problema (2.2.1). En caso de que non fose asi, teriamos
que haberia un j € {1,...,p} e unha 2’ € X tal que f;(z') < f;(&) e fr(a') < e; = fu(&),k # j,

contradecindo a nosa hipotese inicial.

Para probar a implicaciéon no outro sentido, sexa & ¢ Xp. Enton hai un punto 2’ € X tal
que fj(z') < fj(&) para alomenos un indice j € {1,...,p} e fi(2') < fi(&), Vi € {1,...,p}.
Isto fai que non exista € € RP posible tal que & sexa a solucién 6ptima para o indice j no
problema (2.2.1) (pois sempre estard o punto z’ dentro do conxunto factible ao ser necesario
que fi(a') < () < 2 para toda k # ). =

2.3. Meétodo hibrido

Este método estéa recollido en Corley (1980b). Definimos a continuacién como se realizaria
para un problema da forma (2.1.1). Temos que resolver o seguinte problema para un determinado
A e int(RY) (A >0, Vi€ {1,...,p}) e un determinado ¢ € RP:

k
minimizar Z Aifi(x)
1=1

(2.3.1)
suxeito a  fj(x) <eg, Yk € {1,...,p}

reX.

Ao igual que no método das e-restricidons, para representar Xz, debemos coller o punto ideal
e un punto razoable tal que unha particiéon entre ambos delimite os puntos eficientes. Téndoo en
conta, debemos ir tomando os vectores {e,,} da particion e resolver o problema (2.3.1) multiples

veces considerando un € € {e,} e un vector A (que se pode modificar tamén) en cada iteracion.

Os seus beneficios fronte aos métodos anteriores son consecuencia precisamente de ser unha
mestura de ambos. En contraste co método dos pesos ponderados, non temos que asegurar
a convexidade do conxunto imaxe para obter todos os puntos eficientes, como se recollia no
Corolario 2.12. En contraposicién co método das e-restricions, tampouco temos que asegurar
a unicidade de solucién & hora de aplicalo para obter soluciéns eficientes, como se establece na

Proposiciéon 2.20.
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Primeiro, mostramos unha iteraciéon do método hibrido no problema (P), e, a continuacion,

establecemos os resultados referentes & procura de puntos eficientes.

Exemplo 2.22. Determinamos neste caso como pardmetros ¢ = (1.75,4.75) e a A = (2,1).

Aplicando o (2.3.1), temos que resolver:

p
minimizar Z =2f1(x) + fo(x) = 221 + 21 + 229 = 321 + 229
suxeito a  fi(x) <é; < x; < 1.75

fao(x) < é9 & a1 + 229 < 4.75

reX={x1>1,29>1, 21 +2x9 > 3}.

Analizamos coa Figura 14 o conxunto imaxe do problema (P) xunto coa direccién na que se

minimiza (A, y), y € Y e o conxunto ao que restrinximos o conxunto imaxe con fy(x) < &, Vk €

{1,...,p}.

6.5

26, (X} (N)=T.25

4.5

05

Figura 14: Representacion de ) (en vermello) e dos seus puntos non dominados (en laranxa). A

restricion do conxunto imaxe polo parametro € esté delimitada en verde. A direccién na que o

valor (5\, y) aumenta de valor est4 marcada con dous vectores en azul celeste e o punto 6ptimo,
(1.25,4.75), en negro.

Como podemos ver na Figura 14, o valor minimo de 2f;(z) + f2(x) dase no conxunto imaxe
restrinxido por € no punto (z1,z2) = (1.25,4.75) con Zle Aifi(x1,x2) = 2f1(x1, x2)+ fo(z122) =

3x1 + 2x9 = 7.25, que si é un punto eficiente do noso problema orixinal (P).
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Visto o exemplo, expofiemos un tnico resultado que é consecuencia da natureza do método

hibrido como combinacién do método dos pesos ponderados e o método das e-restricions.

Proposicion 2.23. A solucidn do problema (se ten solucion) (2.8.1) para calquera X € int(RY)
e calquera € € RP é un punto eficiente do seu respectivo problema multiobzectivo (2.2.1). De
maneira equivalente, para cada punto eficiente & dun problema multobzectivo (2.2.1), temos que

existe un € € RP tal que sexa solucion do problema (2.3.1), para todo A € int(RE).

Demostracion. A primeira parte correspondese co Teorema 2.11, pois, se ignoramos as &-
restriciéns, estamos ante un dos problemas construidos no método dos pesos ponderados.
Como requirimos en (2.3.1) que A € int(R’i), para calquera solucién 6ptima & podemos aplicar

o teorema xa mencionado e temos que Z € Xg. A segunda parte dedtcese tomando é = f(&). O

2.4. Meétodo das restricions elasticas

Esta metodoloxia xorde como resposta ao método das e-restricions, debido a que, en
moitos casos practicos, a idea de establecer unhas restriciéons que alteren tanto a imaxe do espazo
factible ) non son realistas. A parte, en termos computacionais, o algoritmo pode provocar que

necesitemos resolver moitos problemas de minimizacién para visualizar a fronteira de Pareto.

Con isto en mente, recollese en Ehrgott & Ryan (2002) unha posible alternativa para obter
puntos eficientes do problema (2.1.1) relaxando o método das e-restriciéns. O método das
restricions elasticas baséase na resolucion de problemas como (2.4.1) para unha j € {1,...,p}

establecida, tomando uns vectores ¢ € RP, € RP con py > 0, k # 5:

minimizar  f;(z) + Z Uk Sk

kit
suxeito a  fr(z) — sk <eg, k# j (2.4.1)
Sk = 07 k 7éj

reX.

Para completar o método, debemos repetir (2.4.1) para unha secuencia de € € RP, da mesma
forma que o método das e-restricidons. As soluciéns obtidas se utlizardn para aproximar o
conxunto de puntos eficientes. Unha vez presentado, vexamos entéon a resoluciéon dunha das

iteracions para un ¢ € RP dado mediante o problema modelo (P).

Exemplo 2.24. Para a aplicacion, escollemos desta vez j = 2, con ¢ = (1.5,4.5) e p = (1,1).
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Polo que terfamos que resolver o seguinte problema:

minimizar  fo(z) + Z WESk = T1 + 222 + 81
k2

suxeito a  fi(z) —s1 <ep a1 —s1 <15
S1 2 0

xeX:{x€R2|m121,x221,1:1—1—37223}.

Fixémonos na restricion z1 —s; < 1.5. Como buscamos minimizar z1 + 2x2+ s1, podemos deducir
que se x1 < 1.5, procuramos que s; = 0 (porque s; > 0); e se x; > 1.5, 57 = (1 — 1.5), para
que tenamos o minimo valor posible na funcién obxectivo. Tendo en conta isto, podemos definir

a anacos s1 en funcién de x1:

(21) 0 sexr; <15
S1\T1) =
(x1 —1.5) en caso contrario

Por mor disto, temos que a funcién obxectivo x; + 2x9 + s1(x1) s6 depende de 1 e zo. Para
saber enton onde se atopa a solucién 6ptima do problema recurrimos 4 Figura 15, onde vamos

axustando xg a medida que vamos fixando z1, para poder obter min 1z + 2z + s1(z1).

(Il,mg)eX
o i ooy ) 4 sulm) = v
(J‘HLzl)ﬂéXyl + 229 + 81(y) ,,
7
7 Il
/
/
7/
/
6.5 i
/
/
/
/
6 /
7/
/
/
/
55 ’
/
/
/
/

5 AN 7

N /

N /
\\ /

45 >--———&

(154.5) 2,45)
4

x1 = fi(x)
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Figura 15: Representacion da funcion  min  fao(x1,22) + s1(x1) = min  x1 + 2x9 + s1(x1),
(z1,22)EX z1,T2)EX

con variable independente x;. Os puntos onde se da o minimo respecto de 1 estdn marcados

en violeta.
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Como observamos na Figura 15, os puntos obtidos como soluciéon do problema son aqueles
nos que z1 € [1.5,2] e a funciéon obxectivo x1 + 2z + s1(z1) = 21 + 229 + 1 — 1.5 = 4.5, 0 que,
se reordeamos a ecuacion, implica que x1 + 9 = 3. Se temos en conta cada valor de x1 posible

e que (z1,x2) deben estar en X, as nosas solucions estaran no segmento entre (1.5,1.5) e (2,1).

Agora presentamos tres pequenos resultados para ver o alcance da utilidade do método das
restricidns elasticas, que tratan como son as soluciéns atopadas e a stia capacidade para atopar
unha solucién eficiente dun problema multiobxectivo. A maioria das propiedades son herdadas

do método das e-restricions.

Proposicién 2.25. Sexa o vector (£,38)! unha solucion optima de (2.4.1) para unha mesma
componente j € {1,...,p} con pardmetros € € RP arbitrario e p € RP tal que pr > 0,VEk €
{1,...,p}. Enton, & € Xyp.

Demostracion. Se & non fose debilmente eficiente, debe existir x € X tal que fi(z) < fx(2),Vk €
{1,...,p}. Entén temos que (z,s) é unha solucion factible do problema (2.4.1) para a mesma
compofiente j e os mesmos parametros 4 e €. Agora, como fj(x) < f;(Z), (x,5) ten un menor

valor na funciéon obxectivo de (2.4.1), contradicindo que (Z, §) sexa unha solucion 6ptima. [

Proposicién 2.26. Sexa o vector (#,5)" unha solucion dptima tinica de (2.4.1) para unha

mesma componente j € {1,...,p} con pardmetros p e € arbitrarios e vdlidos. Enton, & € Xsg.

Demostracion. Sexa x € X tal que fr(z) < fr(2),Vk € {1,...,p}. Enton tense que (z,8) ¢
solucion do problema (2.4.1) para a mesma compofiente j e 0os mesmos parametros u e €. Agora,
como como (z,§) non ten un valor menor na funcién obxectivo do problema (2.4.1) ca (&, §)

(fj(z) < fj(2)) enton, por unicidade de solucion éptima, z = Z. O

Corolario 2.27. Se & € solucion eficiente dun problema multiobzectivo da forma (2.1.1), enton
existen €, con pp > 0,Vk € {1,...,p} e § tal que (&,8) é unha solucion dptima do problema

(2.4.1) para calquera j € {1,...,p}.

Demostracion. A proba consiste en escoller ¢ = f(Z), § o vector nulo en R? e py, = +oo, Vi €
{1,...,p}. O

2.5. Meétodo lexicografico

O método lexicografico é diferente a todos os demais que xa explicamos por ser un método
que, tal e como o definimos posteriormente, require establecer unha orde de preferencia entre as

componentes da funcién obxectivo. Os demais métodos xa tratados non o precisan, xa que tratan
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de representar todos os posibles puntos eficientes, e, entre os puntos obtidos, poder escoller cal

se prefire.

Nun primeiro momento vamos a considerar a orde dada polas componentes da funcién ob-
xectivo (& dicir, damos mais preferencia a fi(x), logo a fa(z),... ). Partindo do problema mul-
tiobxectivo (2.1.1), ao aplicar o método lexicografico debemos resolver sucesivamente unha

serie de problemas. Definamos para i = 1:

minimizar  fi(z)
(2.5.1)
suxeitoa xe€ X.

e sexa a solucion obtida fi(x)*. A continuacion, debemos resolver, na orde dada polas compo-
nentes (1,...,p), para cada i € {2,...,p}:
minimizar  f;(x)
suxeito a  fi(x) = fi(z)*

: (2.5.2)

fici(z) = fia(z)"

re X
sendo f;(z)*, i € {2,...,p} a soluciéon do problema (2.5.2) para i € {2,...,p} correspondente.

Observacion 2.28. Debemos indicar, que para toda i € {1, ..., p}, cada problema podése substituir
polo método dos pesos ponderados escollendo unha A € RP tal que A\; =1, A\, =0, Vk # 1.
e resolvendo na orde das compoiientes. No caso de i = 1, mantemos o espazo factible, e, noutro

caso, engadimos as restricions f;(z) = f;j(z)*, 7 € {1,...,i —1}.

Vexamos a sta aplicacion ao noso problema (P).
Exemplo 2.29. Para comezar, resolvamos para ¢ = 1 o seguinte problema:
minimizar  f1(x1,x2) = 21
suxeitoa x1>1
X9 Z 1
r1+ 2 > 3.
Na Figura 16 representamos a solucién deste problema sobre o conxunto imaxe do problema
orixinal.
Neste caso son {(z1,z2) € R? |z = 1,25 > 2}. E, para rematar o método, basta con resolver:
minimizar  fo(x1,x2) = x1 + 229
suxeitoa x1 =1

$222.
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Figura 16: Representacion de ) (en vermello) e dos seus puntos non dominados (en laranxa).

Os puntos tales que min fi(x) estan en negro.
yef(X)

Este sistema ten unha solucion inmediata, o punto (1, 2), cuxa imaxe correspondese con f(1,2) =

(1,5), que aparece na Figura 16. Este punto é a solucion unica do método lexicografico.

S6 salientamos dous resultados de importancia para ver cal é o alcance deste método.

Teorema 2.30. Se & é unha solucion do método lexicogrdfico, enton € eficiente no problema
multiobzectivo (2.1.1).

Demostracion. Sexa & ¢ Xg. Enton hai unha z € X tal que f;(z) < fi(2), Vi € {1, ...,p}, e existe
ke {1,...,p} tal que fr(z) < fr(Z). Polo que, se denominamos ¢ = min{k € {1,...,p}| fr(x) <
fr(2)}, temos que fi(z) = fi(2) parai < q e fq(x) < fq(Z); polo que & non pode unha solucion
Optima para o problema (2.5.1) se ¢ = 1 ou dalgtn problema sucesivo (2.5.2) se ¢ > 1. O

Proposicion 2.31. Se & € unha solucion inica para o problema (2.5.1) ou nalgunha i €

{2,...,p} para algin problema (2.5.2), enton x € Xsp.

Demostracion. Suponamos que 3z € X con x # & tal que f;i(x) < fi(&), Vi € {1,...,p}. Se
algunha desigualdade é estrita, denominemos k = min{i € {1,...,p}| fi(z) < fi(2)}. Chegamos

a que Z non é solucién unica para j < k ao seren f;(x) = f;(£) se j < k, e non é solucién 6ptima
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para j > k. En caso de non haber k tal que fx(x) < fr(Z), enton f(x) = f(Z), e & tampouco é
solucién tnica nin para (2.5.1) nin para (2.5.2) para ningunha k € {2,...,p}. O

Ata agora consideraramos o método lexicografico coa orde de preferencia dada polas com-
ponentes da funcién obxectivo. Malia isto, sempre podemos alterar esta eleccién mediante unha
permutacién entre as compofientes da funcion obxectivo, e, desta maneira, obtemos novos puntos

eficientes.

Definiciéon 2.32. Sexa 7 : {1,...,p} — {1,...,p} unha permutacion. O conxunto de permu-
tacions de p elementos é IT,. Definimos a aplicacion m(f) := RP — RP tal que (7(f)); = frp)

como a permutacién da aplicacion f.

Proposicion 2.33. As solucions obtidas polo método lexicogrdfico para calquera problema
multiobrectivo (2.1.1) substituindo a funcion obzectivo f por w(f),¥Ym € II, son eficientes no

problema multiobxectivo orixinal con funcion obxectivo f.

Demostracion. A proba queda moi parecida ao Teorema 2.30, s6 traballando coa orde dunha

permutacion 7 € II, arbitraria. O

2.6. Método simplex multiobxectivo

Rematamos o Capitulo 2 con esta metodoloxia, que, debido & sia gran amplitude, nos
limitamos exclusivamente a explicar cales son os resultados necesarios para xustificar o algoritmo,
e explicar as partes das que esta composto. Antes de nada, debemos decir que o método se enfoca

nos problemas multiobxectivo lineais, que definimos a continuacion.

Definicion 2.34. Consideramos un problema multiobxectivo lineal a un problema multi-

obxectivo que se poida formular da seguinte maneira para x = (1, ..., 2,)! € R"?

minimizar  (fi(x), f2(x), ..., fp(z)) = Cx
suxeito a Az =10 (2.6.1)

x; > 0,Vie{l,..,n},

sendo C' unha matriz de valores reais de dimensién n X p, A una matriz de valores reais de
dimensiéon m x n e de rango m con n > m (senén seria un sistema sobredimensiado en R™), e b
un vector de lonxitude m con by € R, by > 0, Vk € {1,...,m}. Denominamos a m namero de
restricions lineais, C a matriz que define a funcién obxectivo, A a matriz de restricions e

b o vector de lados dereitos das restricions. Referimonos 4 presentaciéon do problema como
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(2.6.1) como estandar. Pola contra, se estd formulado da seguinte maneira:

minimizar Cu
suxeito a Az >b (2.6.2)
x; > 0,Vi € {1,... ,n}

é un problema de programaciéon multiobxectivo en forma canoénica.

Todos os conceptos de non dominancia, eficiencia,... son anélogos 4 stia versiéon nun problema
de programacion multiobxectivo xeral. Comezamos, agora si, cunha serie de conceptos previos
para explicar os fundamentos do algoritmo, no cal asumimos que estamos resolvendo un problema
multiobxectivo en forma estandar (2.6.1). Todos os resultados atopanse recopilados en Ehrgott
(2010).

Definicion 2.35. Sexa B un conxunto de indices de m variables. Se a submatriz Ag, que esta
composta dos indices en B é inversible, B é unha base. Denominamos N := {1,...,n}\B o
conxunto de indices das variables non basicas. Se x; é unha variable con ¢ € B é unha variable

basica asociada 4 base BB e x; € xp; en caso contrario, ¢ non bdasica e x; € x .

Desta forma podemos describir as restricions Az = b, como Apxg+Anzy = b (Ap componse
das filas das variables basicas, e Axr das non basicas). Por ser B base, zp = Agl(b — Anzp).
Se establecemos x s como vector nulo, entén zg = Aglb. Nesta casuistica, xp é unha solucién
basica do problema, e, se cumpre que x; > 0 Vi € B, entén é unha solucién basica factible
e temos BB como base factible. Podemos tamén obter a seguinte descomposicion da matriz C,
como C' = (Cp,Cy) e Cx = CpAg'b + (Cy — CpAg' Ax) xr. Chamamos a C' = C' — CgAz' A

matriz de custos reducidos e R := C)ys 4 stia parte correspondente as variables non bésicas.

Definidos todos estes conceptos, vexamos que sucede no caso de p = 1. O problema en forma

estandar ten esta expresion:

minimizar 'z
suxeitoa Az =1 (2.6.3)
x; > 0,Vie{l,...,n},

coa tnica diferencia de ¢ ser un vector de dimension n x 1. Neste caso temos que Cys corresponde
a un vector (¢y), e, se ¢s < 0 para algunha variable non basica, o valor de c'x decrece se x
aumenta (recordemos que ao non ser bésica, x5 = 0 en principio). Se reformulamos as variables
bésicas (que deben seguir cumprindo a condiciéns de non negatividade do problema) tendo en
conta o aumento de s, temos para calquera j € B, z; = (Az'b); — (A" A)jszs > 0, indicando

(Az'A)js afilaj e a columna s.
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Se redefinimos b := Aglb e A= AEIA, entén temos que se fljs < 0 para toda j € B, entén

xs pode crecer indefinidamente sen facer que as variables béasicas cheguen a incumplir a non

negatividade (problema non limitado). En caso contrario, débese cumprir que xs < 1;—1_', VjeB.
js

. . L. . .o b; .
Co obxectivo de reducir ao maximo posible ¢!z, tomamos o minimo dos valores A—J para j € B
Jjs

tal que A;s > 0. Sendo un dos indices onde se dea este minimo r; z, é igual a 0 cando zs = };T .

Definicion 2.36. Nas condiciéns anteriores, denominamos a A,s como pivote, a x, como varia-
ble sainte e a x; como variable entrante; podemos pasar da base B 4 base B’ = {B\{r}}U{s}

cuxa solucion bésica factible (zg/,0) é mellor ca (x3,0).

Manténdonos ainda no caso p = 1, con todo o xa establecido poderiamos formular o simplex
en programacion lineal, pero o noso obxectivo non é isto. O que procuramos é obter unha serie
de resultados de interese, como os que venen a continuacién. Todo isto vén recollido en miltiples

libros de referencia de programacion lineal; entre eles citamos ao Salazar (2001).

Teorema 2.37. Se o problema (2.6.3) ¢ factible, é dicir, a sia rexion factible X # 0, enton
existe solucion bdsica factible. Ademais, se a funcion obzectivo estd limitada en X, podemos

asequrar unha solucion bdsica factible e dptima.
Teorema 2.38. Unha solucion bdsica factible (xg,0) é dptima se (éx); >0,Vj e N.

Definicion 2.39. Sexa un problema lineal dun s6 obxectivo da forma (2.6.3); definimos o seu

problema dual como:

maximizar  b'u
suxeito a  (A'u); < ¢, Vi€ {1,...,n} (2.6.4)
ue R™.
Teorema 2.40. (Teorema de dualidade débil) Se x e u son solucidns factibles de (2.6.3) e

(2.6.4) respectivamente, enton blu < c'z.

Teorema 2.41. Se (2.6.3) é non limitado, entdn o seu problema dual (2.6.4) é non factible;

e viceversa.

Teorema 2.42. (Teorema de dualidade forte) Se ambos (2.6.3) e (2.6.4) son factibles,

enton temos que bt = c'& para toda solucion optima & de (2.6.3) e toda solucion optima @ de
(2.6.4).
Proposicion 2.43. O problema (2.6.3) ten X # () se e s6 se o problema

minimizar e’z

suxeitoa Ax+z=1b (2.6.5)
xi, 25 >0, Vie{1,...,n},Vje{l,..,m},

ten solucion dptima (&, 2) con z vector nulo. Denotamos por e o vector unitario en R™.
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Rematados os resultados que precisamos en p = 1, continuamos cos resultados previos &
introducién do algoritmo do método simplex multiobxectivo. Volvemos a estar na situaciéon

dun problema multiobxectivo en forma estdndar (2.6.1).

Definiciéon 2.44. Definimos a partires do problema multiobxectivo en forma estandar (2.6.1)

o problema multiobxectivo lineal de sumas ponderadas LP()\):

minimizar A\ Cz
suxeitoa Ax=1» (LP(N))
x; > 0,Vie{l,...,n},

con \p >0,Vk e {1,...,p}, A # (0,...,0).

Teorema 2.45. Se & € X € solucion dptima do problema multiobxectivo lineal de sumas ponde-
radas LP(\), enton & € Xgp no problema (2.6.1). Ademais, se € solucion nun problema LP(\)
con A\ > 0,Vk € {1,...,p}, enton & € Xg no seu respectivo problema multiobzectivo lineal da
forma (2.6.1).

Demostracion. Con A arbitrario, supofiamos que & ¢ X;g. Enton existe z € X' tal que (Cx) <
(C2)g, Yk € {1,...,p}, ou equivalentemente, sendo Cy. a fila k-ésima de C, Cy.x < Cy. &, Vk €
{1, ...,p}. En consecuencia, temos que \;C.z < \Cy. Z, sendo estrito para algin k € {1,...,p}
por ser A non nulo. Temos que AX'Cz < A'C%, contradicindo a optimalidade de . Se A\, > 0, Vk €
{1,...,p}, entén podemos facer a mesma proba pero suponendo que x ¢ Xg e, polo tanto, que
exista unha z tal que Cy.x < Cy. 2, Vk € {1,...,p}, sendo a desigualdade estrita para un indice
k. Como A\ > 0, Vk € {1,...,p}, NXlCx < M (3. O]

Continuamos agora cunha proposicion acompanada dun lema para a obtenciéon de puntos

eficientes en problemas de programacion lineal.

-

Lema 2.46. Unha solucion & € X do problema multiobzectivo en forma estindar (2.6.1) é

eficiente se e so se o problema

mazimizar €'z

suzeito a Ax =10
Ce+12=Cx
xi,z; > 0,Vie{l,...,n}, Vje{l, .. ,m},

(2.6.6)

ten unha solucion optima (Z,2)t con 2 sendo o vector nulo. Definimos ao vector e como e =

(1,...,1) € RP e d matriz I como a matriz identidade de dimension m.

Demostracion. A proba esta recollida en Ehrgott (2010). O
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Proposicion 2.47. Sexa © € X solucion dun problema (2.6.1). Enton (2.6.6) con & = &
é factible. Partindo disto, se o problema (2.6.6) ten solucion dptima (Z,Z2), entén & € unha

solucion eficiente de (2.6.1); e se o problema é non limitado, (2.6.1) non ten puntos eficientes.

Os dous resultados seguintes tenen como obxectivo relacionar a existencia de puntos eficientes

e as solucions bésicas factibles eficientes a través dos problemas LP ().

Teorema 2.48. Unha solucion & € X € eficiente no problema multiobzectivo (2.6.1) se e sé se
existe unha X € RP con A\ > 0, Vk € {1,...,p} tal que NX'CZ < \'Cz, Vr € X.

Demostracion. O teorema esté recollido en Isermann (1974), coa stia proba engadida. O

Lema 2.49. Se Xg # () nun problema multiobzectivo lineal da forma (2.6.1), enton ten unha

solucidon bdasica factible eficiente.

Demostracion. Polo Teorema 2.48, temos que hai unha A con A\, > 0, Vk € {1,...,p} tal que
LP () ten solucion. O Teorema 2.37 implica que LP () ten unha solucion basica factible, que

é eficiente polo Teorema 2.45. O

Xa establecido que existe unha solucién béasica factible eficiente baixo condiciéns de existencia

de puntos eficientes, definamos unha serie de conceptos tutiles.

Definicion 2.50. Unha base factible B dun problema multiobxectivo lineal é chamada
base eficiente, se 23 é unha solucién basica 6ptima para un problema LP(\) para A tal que
A >0, VEke{l,..,p}

Definiciéon 2.51. Duas bases B e B chamanse adxacentes se se pode pasar dunha a outra
a través dun so6 pivote; ainda sendo negativo o pivote A,s ou Ay (buscamos que as solucions

béasicas de ambas bases existan).

Definiciéon 2.52. Sexa B unha base eficiente para un problema multiobxectivo lineal (2.6.1).
A variable z; con j € N denominase variable non basica eficiente se existe unha A € R? con
M >0,Vk € {l,..,p} tal que (\*R); > 0,Vi € N e A'rJ = 0, onde 7 representa a columna j

de R, (que se pode tamén denotar como R ;).

Definiciéon 2.53. Sexa B unha base eficiente para un problema multiobxectivo lineal (2.6.1)
e x; unha variable non bésica eficiente asociada a B. Enton un pivote factible de B con x;

entrando na base é un pivote eficiente para B.

Definicién 2.54. Dicimos que dias bases eficientes B e B estan conectadas se unha pode

ser obtida da outra mediante s6 pivotes eficientes.
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Con estas definicions e os resultados que venien deseguido, rematamos xa os resultados nece-

sarios para comezar a explicar o algortimo do simplex multiobxectivo.

Proposicion 2.55. Sexa B unha base eficiente para un problema multiobzectivo lineal (2.6.1).

Eziste unha variable non bdsica eficiente asociada a B.

Demostracion. A proba esta contida en Ehrgott (2010). O

Lema 2.56. Sexa B unha base eficiente para un problema multiobzectivo lineal (2.6.1) e x;
unha variable non bdsica eficiente. Enton calquera pivote eficiente dende B da lugar a

unha base adracente eficiente a B.

Demostracion. Como x; ¢ unha variable non basica eficiente, entén existe A € R? con \j >
0,Vk € {1,...,p} con (A\'R); > 0,Vi € N e A'rJ = 0. Entén z; ¢ unha variable non bésica con
custo reducido 0 en todas as filas de A\!C, funcién obxectivo en LP()). Por tanto, os custos en

LP () non se vén modificados por introducir a variable z; na base B.

Sexa B resultado de calquera pivote eficiente que tenia como variable entrante z;. Como
(A'R); > 0,Vi € N e Alri = 0, B é unha base optima de LP()) e, polo tanto, é adxacente a B

e eficiente no problema multiobxectivo lineal (2.6.1). O

Por ttlimo, s6 nos quedan dous resultados que nos serven para comprobar por medio dun
problema de programacion lineal se unha variable z; ¢ non bésica e, o outro, da unha relacion

entre as bases eficientes. Son uns teoremas que nos serven para atopar as bases eficientes.

Teorema 2.57. Sexa B unha base eficiente para un problema multiobzectivo lineal (2.6.1) e
xj unha variable non bdsica. A variable x; ¢ unha variable non bdsica eficiente se e 56 se o

problema

mazimizar el

suzeito a  (Rz — 176+ Iv); =0, Vi€ {1,...,p} (2.6.7)
2i, 0,0 >0, Vi € {1,....,n—m}, Vk € {1,...,p},

ten un valor optimo igual a 0.

Demostracion. O teorema esta recollido en Evans & Steuer (1973), e con proba engadida en
Ehrgott (2010). O

Teorema 2.58. Todas as bases eficientes estin conectadas.

Demostracion. O teorema podese consultar tanto en Steuer (1986) como en Ehrgott (2010).

Nesta ultima referencia temos en detalle a demostracion. O
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Finalmente, podemos xa recopilar as fases necesarias nas que se divide o método simplex
multiobxectivo e explicalas detidamente para un problema multiobxectivo en forma estdndar
(2.6.1):

1. Na primeira fase, debemos atopar unha soluciéon eficiente & € X ou probar que X = (.
Usamos a Proposiciéon 2.43, pois non é necesario traballar coa matriz C de dimensiéns

p X n para probalo.

2. Na segunda fase hai que atopar unha base eficiente ou chegar 4 conclusion de que Xg = 0.
Primeiro, debemos utilizar a solucién atopada & para resolver o problema (2.6.6), para

que a Proposicion 2.47 nos afirme que Xp = () en caso de que (2.6.6) non sexa limitado.

Se atopamos unha solucién 6ptima (&, 2) ao problema temos pola dita proposicién un
punto & eficiente en (2.6.1); non necesariamente unha solucion bésica factible eficiente.

Para chegar a isto, formulamos o problema dual de (2.6.6), obtendo:

minimizar  u’b 4+ w!'C%
suxeito a  (u'A +w'C); >0,Viec {1,...,n} (2.6.8)
w; >1,Vje{l,.. p}

Aplicando agora o Teorema de dualidade forte ao problema (2.6.8), sabemos que
existe unha solucién 6ptima (4, ) tal que 4'b + w!'CF = e'2. Fixando w = @ e volvendo

ao problema dual (2.6.8), temos que 4 é unha solucion 6ptima do problema:

minimizar  u'b

(2.6.9)
suxeito a  (u'A); > (—w'C);, Vi€ {1,...,n}.

A continuacion, establecemos o dual do problema (2.6.9) e pasamos a un problema de

minimizacién multiplicando por —1 a funcién obxectivo:

minimizar  W'Cx
suxeito a Ax =10 (2.6.10)
x; >0,Vie{l,..,n}

Polo Teorema de dualidade forte, o problema (2.6.10) ten solucion e correspéndese cun
problema LP(w). Se todos os problemas tenen solucion, temos un A = w tal que LP()\)
ten unha solucién béasica factible 6ptima, que é unha solucién bésica factible eficiente para

unha base B do problema multiobxectivo lineal (2.6.1) polo Teorema 2.48.

3. Na ultima fase partimos da nosa base eficiente B obtida na etapa anterior. Antes de
nada, debemos atopar as variables non bésicas eficientes da nosa base B. Isto o podemos

lograr resolvendo o problema (2.6.7) para cada unha das variables non basicas z;, j € N.
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Dispotiendo das variables non béasicas eficientes, podemos empregar o Lema 2.56 para ver

que bases eficientes estan conectadas a B.

Este proceso podemos repetilo para cada unha das bases eficientes que vaiamos atopando,
e, polo Teorema 2.58, ao estar todas as bases eficientes conectadas, atopamos a totalidade

de bases eficientes.

Como conclusién, o método do simplex multiobxectivo require de miiltiples resultados e
etapas para levarse a cabo. Para facilitar a stia compresion, vamos a presentar un pseudocddigo

do algoritmo para resumir a siia implementacién:

Datos de entrada: As matrices C, A, e o vector b propios dun problema multiobxectivo

lineal.

Fase 0: Procedemos a substituir o problema inicial pola sta forma estandar como en
(2.6.1).

Fase 1: Resolvemos o problema (2.6.5). Se temos que o seu valor obxectivo é distinto
de 0, devolvemos un aviso que indique que o problema non teria puntos eficientes. En caso
contrario, obtemos Z solucion eficiente do problema multiobxectivo lineal, que almacenamos.
Fase 2: Resolvemos o problema (2.6.8). De non ser factible, devolvemos unha mensaxe para
comunicar que non hai soluciéns eficientes. En caso contrario, obtemos unha solucién eficiente
(G, ).
Buscamos unha base eficiente do problema (2.6.10). Probamos con todas as posibles
combinaciéns de m variables ata atopar unha base B cuxa solucion basica sexa unha solucion
Optima de (2.6.10). Todas as combinacions de m variables as almacenamos como columnas
dunha matriz que denominamos Q.
Inicializamos opt = +oc.
For B € @ (neste caso B seria unha columna de Q):
Se B é non invertible, continuar; en caso contrario, pasar 4 seguinte base.
Se a solucion béasica xg € factible, continuamos; en caso contrario, pasar & seguinte base .
Se o vector de custos zg é menor ca opt, gardamos o vector de custos, a base B, e a
solucion basica factible: opt = zp, basesol = B e solg = c(xg, Tnr).
Rematamos bucle for.

Inicializamos 3 listas: £ = basesol, Lo =), L3 = soljz, que é solp sen as variables de folgura.
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Fase 3:
While L1 # 0 :
Escolle B en £4
L1 =L\{B}; Lo=LyU{B}
Calcular A,b,C e R respecto de B
Establecemos EN := N
For j € EN:
Resolvemos o problema (2.6.7)
Se o problema non esta limitado: EN = EN\{j}
Remata bucle for
For j € EN:
For i € B:
Se B' = (B\{i}) U{j} € unha base factible e B’ ¢ £, U L5, enton:
L1 =Ly UB, L3 = L3Usoly, asolucion basica de B’ sen variables de folgura
Remata bucle for
Remata bucle for
Remata bucle while

Definimos L4, substituindo cada x € L3 por Cz.

Saida: lista con Lo, L3 e L4.

Con isto concluimos a explicacién do método simplex multiobxectivo.



Capitulo 3
Aplicacién practica

Neste capitulo, volvemos a retomar os métodos xa analizados no Capitulo 2 e os imple-
mentamos en ‘R (R Core Team (2013)). O codigo implementado esta enfocado & resolucion
de problemas multiobxectivo lineais. En cada secciéon traballamos co problema (L) para

mostrar cada metodoloxia:

. 1 01 .
minimizar Cx = 0 2 0 x = (z1 + x3,219)

suxeitoa x1+x9+2x3>1

Z1,22,T3 > Ov

Representamos na Figura 17 os puntos efi-
cientes do problema (L) e introducimos como #8x,
plantexamos o noso problema en ‘R e que pa- .
quetes precisamos como o lpsolve recollido

en Berkelaar et al. (2023). Esta codificacion é

comun para todos os métodos tratados:

#install.packages("1lpSolve")
library("1pSolve")
func=matrix(c(1,0,0,2,1,0),ncol=3)
a=matrix(c(1,1,1,1,0,0,0,1,0,0,0,1),
nrow=4,byrow=TRUE)

cons=c(">=",">=" 1>t >=t) Figura 17: Representacion de X (espazo en

b=c(1,0,0,0) laranxa menos a piramide vermella) e dos

exemplo=list(func,a,cons,b) puntos eficientes (a cara da piramide pintada
en negro).

o1
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3.1. Meétodo dos pesos ponderados

Para aplicar unha iteracion do método dos pesos ponderados, empregamos a funcion
weight, cuxo codigo atépase no Anexo A. Para ilustrala cun exemplo, inicializadmola empregando
como argumentos de entrada o problema (L) e o argumento propio do método, A = (1,1) na

seguinte orde:

lam=c(1,1)
weight (exemplo,lam)

O problema esté codificado na lista exemplo introducida anteriormente. Obtemos como solucién
unha lista composta de $obj_func_val, que nos da o valor da funciéon obxectivo do problema para
a solucién obtida co método empregado, e $solution, que contén a solucién éptima obtida polo
método. Neste caso temos como solucion 6ptima z = (1,0,0) con f(z) = (1,0). Comprobamos
a continuaciéon na Figura 18 como se visualizarian graficamente as miltiples soluciéns 6ptimas

polo método dos pesos (seria o segmento entre (1,0,0) e (0,0,1)):

Figura 18: Representacion de X, do plano z1 + 2x2 + 23 = 1 (en azul escuro) e a sta
interseccion coa rexion factible (en negro). Indicamos co vector a direccion de desprazamento

do plano se aumenta k para x; + 2z2 + x3 = k e o plano x; + 2z2 + x3 = 2 (en azul claro).
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3.2. Meétodo das e-restricidons

Construimos a funcién epsilon, con cdédigo no Anexo A, para levar a cabo unha das iteraciéons
do método das e-restricidons. Para ilustrala cun exemplo, inicializAmola empregando como
argumentos de entrada o problema (L) e os argumentos propios do método, j = 1 (componente

que minimizamos da funcién obxectivo) e ¢ = (1,1.5) na orde:

j=1;epsil=c(1,1.5)

epsilon(exemplo, j,epsil)

O problema esta codificado na lista exemplo introducida anteriormente. Obtemos como resulta-
do unha lista con dous elementos, $obj_func_val e $solution. A segunda correspondese coa
solucion 6ptima do método, neste caso & = (0.25,0.75,0) e a primeira, co valor da funciéon ob-
xectivo na solucion, neste caso f(Z) = (0.25,1.5). Comprobamos na Figura 19 que o punto &
sexa realmente eficiente e se axuste & resolucion do modelo (neste caso a iteracion obtén como

solucions 6ptimas o segmento entre (0.25,0.75,0) e (0,0.75,0.25)).

Figura 19: Representacion de X restrinxido por fa(x) < 3 = 1.5 en vermello, exceptuando a
pirdmide. Marcamos en negro os puntos onde se dea o minimo de f1, incluido en violeta a nosa

Z. O vector indica a direccién de crecemento de f; en funciéon de z.
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3.3. Meétodo hibrido

Para implementar unha iteraciéon do método hibrido, empregamos a funcién hybrid. O seu
c6digo estd no Anero A. Para ilustrala cun exemplo, inicializdmola empregando como argumentos

de entrada o problema (L) e os argumentos propios do método, € = (1,1.5) e A = (2,1):

epsil=c(1,1.5);lam=c(2,1)
hybrid(exemplo,epsil,lam)

O problema esta codificado na lista exemplo introducida anteriormente. A funciéon hybrid de-
volve unha lista con dous elementos, $obj_func_val e $solution, que aporta unha solucién
optima para este método, neste caso & = (1,0,0). O obxecto $obj_func_val é f(z) = (1,0).
Comprobamos na Figura 20 que o punto Z sexa realmente eficiente e se axuste 4 resolucion do
problema (neste caso o método ten como soluciéons 6ptimas todas as solucions eficientes, menos
nas que x2 > 0.75). Indicamos tamén a direccion de crecemento de 2f1(z) + fa(z) a través dun

vector.

-04

NA

Figura 20: Representacion de X restrinxido por fa(x) < 3 = 1.5 en vermello, exceptuando a
piramide. Os planos 2f1(x) + fa(x) = 2(z1 + x2 + x3) = 2 € 2(21 + 22 + x3) = 5 estan marcados

en azul escuro e claro. Os puntos atopados polo método estén en negro.
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3.4. Meétodo das restricions elasticas

Co fin de implementar unha iteracién do método das restricions elasticas en ‘R creamos
a funcion elastic (codigo no Anexo A). Para exemplificala, introducimos como argumentos de

entrada o problema (L) e os argumentos propios do método, € = (1,1.5) e = (1,0.5):

j=1;epsil=c(1,1.5);m=c(1,0.5);

elastic(exemplo,j,epsil,m)

O problema esta codificado na lista exemplo xa mostrada anteriormente. Aporta como resultado
una lista que contén $obj_func_val e $solution. Neste caso, a $solution ¢ Z = (0.25,0.75,0)
e $obj_func_val é f(Z) = (0.25,1.5). Na Figura 21a temos a representacion na rexion facti-
ble dos puntos que son soluciéns 6ptimas da metodoloxia (neste caso, o tridngulo con vértices
(0.25,0.75,0), (0,0.75,0.25), (0,1,0)). Na Figura 21b, indicamos a relacion entre x5 e a funcion

obxectivo do problema a resolver no método das restriciéns elasticas.

3
min(fi(x) + 0.5s2) = II
min(x; + x3 + 0.5s;) II
/
5 l’
/
/
/
/
/
2\ ’
\ ’
) ’
A ’
\ ’
\
5 \ I’
N ’
N ’
\ ’
\\ /
1 \ ”
\ /
\ /
A /
A ’
15 ‘b—d
1
5“2(") =X
(a) Representacion de X en laranxa, e a restricion
0 05 1 15 2 25
fa(xz) < 1.5 en rosa. Os puntos 6ptimos do
problema atépanse no poligono negro, os vectores  (b) Proxeccion da funcién obxectivo do método
indican o crecemento de fi(z) e marcamos en azul ~ aplicado respecto de 2. Os puntos onde se da o
o punto 6ptimo atopado. seu minimo estan marcados en laranxa.

Figura 21: Representacion grafica do método das restricidons elasticas no problema (L).
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3.5. Meétodo lexicografico

Para aplicar o método lexicografico, empregamos a funcién lexico, cuxo codigo estéa
no Anexo A. O argumento de entrada, rompendo ca expresion das funcioéns anteriores, contén
como argumento necesario o problema e logo un argumento opcional permutation, que é unha
permutacién das componenetes da funcién obxectivo de dito problema. Se non esta explicitado,

asumese que permutation= (1,...,p). Tomamos como exemplo o problema (L):

lexico(exemplo)

O problema esta codificado na lista exemplo xa mostrada anteriormente. Seguindo o formato das
funciéns anteriores, temos de resultado unha lista que contén a dous argumentos: $obj_func_val
e $solution. Obtemos a solucion 6ptima & = (0,1,0) cuxo valor na funcién obxectivo é f(z) =
(0,2). Para visualizar o proceso a realizar e se & se atopa entre as soluciéons éptimas do método
(nesta ocasion, é a tnica solucion), dispoiemos da Figura 22. Indicamos cun vector a direccion
de crecemento de fi(z), e en verde o punto que, dentro dos que minimiza fi(x), o que ten menor

valor en fa(z).

Figura 22: Representaciéon de X en laranxa, e a semirrecta negra indica os puntos onde se
minimiza fi(x) = 21 + 3. O plano azul celeste marca os puntos onde fi(z) =z1 + 23 =0, 0

plano azul escuro onde fi(z) = 2. O punto & = (0,1,0) esta marcado en verde.
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3.6. Meétodo simplex multiobxectivo

O método simplex multiobxectivo ¢ un dos mellor disefiados para resolver problemas
multiobxectivo lineais. Para levalo a cabo, utilizamos a funcién multisimplex cuxo cddigo

atopase no Anexo A.

Antes de nada, debemos indicar que o tnico argumento que hai que proporcionar seria o noso
problema, codificado de idéntica maneira & lista exemplo na introducién deste capitulo. Como
requisito adicional temos que a nosa matriz de restricions A, o segundo argumento da lista,
debe conter ao final da mesma as restriciéns de non negatividade das variables. Como isto dase
na lista exemplo, o empregamos como argumento de entrada para ilustrar como vai a funcion

multisimplex:
multisimplex(exemplo)

A continuacién, explicamos en detalle o proceso levado a cabo pola nosa funcién no noso pro-
blema (L). No paso previo ao método en si, debemos pasar o problema & stia forma estandar.

Introducimos a variable de folgura si:

1 010

minimizar Cx =
(0 2 00

) x = (z1 + =3, 2x2)t

suxeitoa x1+2x9+x3—51=1

T1,T2,T3,51 > 0,

A continuacion, seguindo o codigo do Anexo A baseado no pseudocoddigo do capitulo anterior,
atopamos unha solucion factible (neste caso, é (1,0,0,0)). Na fase 2, intentamos atopar unha

solucion basica eficiente (neste caso, conseguimos a base By = {1}).

Na fase 3, expliquemos en detalle como chegamos 4s demais bases eficientes. Inicializamos as
listas L1 = By, L2 = {} e L3 ={(1,0,0)}. Ao s6 haber unha base en £L;, temos que £; = £1\By
e Lo = L5 U By. Partimos da nosa base By e calculamos na parte esquerda C e A (desbotamos

as restricions de non negatividade que metemos de inicio), e, na marxe dereita, —Cp,zg, € b:

1| 22 | x3| 81| —Cixps
ca| 0Of—-1] 0| 1 -1
c2| O 2| 0| O 0
T1| T2 | x3| S1 b
Al 1] 1] 1|-1 1
Consideramos agora cada unha das variables non basicas EN = {2,3,4} e vexamos se son

eficientes. Comezamos con j = 2. Para saber se é eficiente, debemos analizar o problema (2.6.7),
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o cal queda representado da seguinte forma (a solucion é un vector (2,4,0)):

maximizar elv = V1 + Vo

. -1 01 1 1 0
suxeitoa (Rz —17d + Iv) =
2 00 -2 0 1

S S W
Il
R
o O
___—

zi,0,v, > 0, Vi € {1,2,3}, Vk € {1,2}.

Como se pode comprobar, o seu valor 6ptimo é igual a 0; polo que 57 = 2 é unha variable non

béasica eficiente. Para j = 3:

maximizar e‘v = vy + vo

z
. , -1 01 010 0
suxeitoa (Rz—17d + Iv) = 0| =
2 00001 0

zi, 6,08 > 0, Vi € {1,2,3}, Vk € {1,2}.

<

tamén temos un problema de programacién lineal con valor éptimo igual a 0. Por tltimo, con
j =4

maximizar elv = V1 + V2

. ; -1 01 -1 10
suxeito a  (Rz —r/d + Iv) =
2 00 0 01

S S W
Il
R
o O
~__—

zi, 0,0 > 0, Vi € {1,2,3}, Vk e {1,2}.
temos un problema non limitado.

Vistas cales son as variables non bésicas eficientes, temos que comprobar se hai algtin pivote
eficiente. Neste caso, como };2 = 1, podemos pasar da base By, & base B; = {2}, e como non
12

existen nas listas £1 nin Lo, entén actualizamos £1 = £1 U By, L3 = L3U {(0,1,0)}. Procédese
de maneira similar para a base By = {3} e obtemos £ = L1 U Bz e L3 = L3U{(0,0,1)}.

O algoritmo segue actuando ata esgotar todas as bases en L1; pero non incluird ningunha
base mais en Ly, xa que ou xa se atopan en Lo ou non son variables non basicas eficientes (a
variable de folgura, s1). Finalmente calculamos £4 a partires de L3 e a funcién nos devolve Lo,
£3 (§] £4.

Nesta implementaciéon do método simplex multiobxectivo obtemos como bases eficientes
unha para cada variable, xa que Lo = {1,2,3}. As solucions bésicas estan recollidas en L3 =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, para cadansta base. As stas imaxes respecto da funciéon obxectivo

estan en £4 = {(1,0), (0,2), (1,0)}, que correspondense con {f(1,0,0), f(0,1,0), f(0,0,1)}.



Anexo A

Codigo para a implementaciéon dos

métodos en R

A.1. Cédigo para o método dos pesos ponderados

weight <- function(problem,lambda){

if (length(lambda) !=dim(problem[[1]11) [1]1) {
return(print ("Incorrect length of weight vector"))

}
optimum <- 1p("min",colSums(diag(lambda)*}problem[[1]]),
problem[[2]],problem[[3]],problem[[4]])
solution<-optimum["solution"]
return(c(list(obj_func_val=problem[[1]]%*%solution[[1]]),solution))

stop("This is an error message")

99
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A.2. (Cédigo para o método das e-restricions

epsilon<- function(problem,comp,eps){
n=dim(problem[[1]]) [1]
if (comp<1l | comp>n | length(eps)>n){
return(print ("Check objetive space’s dimensions"))}
A=rbind (problem[[2]],problem[[1]] [-comp,])
B=c(problem[[4]],eps[-comp])
constraints=c(problem[[3]],rep("<=",length(eps)-1))
optimum <- lp("min",problem[[1]] [comp,],A,constraints,B)
solution<-optimum["solution"]
return(c(list (obj_func_val=problem[[1]]%*%solution[[1]]),solution))

stop("This is an error message")

A.3. Cédigo para o método hibrido

hybrid<- function(problem,epsilon,lambda){

n=dim(problem[[1]]) [1]
if (length(epsilon)!=n | length(lambda)'!=n){

return(print ("The objective space doesn’t have those dimensions"))}
if (length(lambda) !'=dim(problem[[1]]) [1]1) {

return(print ("Incorrect length of weight vector"))}
A=rbind (problem[[2]] ,problem[[1]])
constraints=c(problem[[3]],rep("<=",length(epsilon)))
B=c(problem[[4]],epsilon)
optimum <- 1lp("min",colSums(lambda)*)problem[[1]]),A,constraints,B)
solution<-optimum["solution"]
return(c(list(obj_func_val=problem[[1]]%*%solution[[1]]),solution))

stop("This is an error message")
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A.4. Cédigo para o método das restricions elasticas

elastic<- function(problem,comp,epsilon,mu){

n=dim(problem[[1]]) [1]

1=dim(problem[[1]]) [2]

if (comp<1l | comp>n | length(epsilon)>n | length(mu)>n){

return(print ("The objective space doesn’t have those dimensions"))}

FUNC=c (problem[[1]] [comp,],colSums(diag(mu[-comp] ,nrow=n-1)))

m=dim(problem[[2]]) [1]

A=rbind(cbind(problem[[2]] ,matrix(0,nrow=m,ncol=n-1)),
cbind(matrix(problem[[1]] [-comp,],ncol=1),-1*diag(rep(1,n-1))),
cbind (matrix(0,nrow=n-1,ncol=1) ,diag(n-1)))

co=rep(">=",n-1) ;constraints=c(problem[[3]],rep("<=",n-1),co)

B=c(problem[[4]],epsilon[-comp],rep(0,n-1))

optimum <- lp("min",FUNC,A,constraints,B)

lilsolution<-optimum["solution"]

return(list(obj_func_val=problem[[1]]%*%1lilsolution[[1]1][1:1],
solution=lilsolution[[1]][1:1]))

stop("This is an error message")
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A.5. (Cédigo para o método lexicografico

lexico<- function(problem,permutation=c(-1)){
n=dim(problem[[1]]) [1]
1=dim(problem[[1]]) [2]
if (all(permutation<1)){permutation=c(1:n)}
if (length(permutation) !=n){return(print ("Establish all of your preferences"))}
A=problem[[2]]
constraints=problem[[3]]
B=problem[[4]]
optimum <- 1lp("min",problem[[1]] [permutation[1],],A,constraints,B)
for (k in 2:n) {
A=rbind (A,problem[[1]] [permutation[k-1],])
constraints=c(constraints,"==")
B=c(B,optimum["objval"])
optimum <- 1p("min",problem[[1]] [permutation[k],],A,constraints,B)
}
solution<-optimum["solution"]
return(c(list (obj_func_val=problem[[1]]%*%solution[[1]]),solution))

stop("This is an error message")
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A.6. Cobdigo para o simplex multiobxectivo

multisimplex<- function(problem){
#Multiobjective linear problem in standard formulation
C=problem[[1]] ;A=problem[[2]];constraints=problem[[3]];B=problem[[4]];
realvar=dim(A) [2] ;cte=dim(A) [1]-realvar
for(k in 1:cte){
if (constraints[k] == "<="){
aextra=rep(0,dim(A) [1]) ;aextra[k]=+1
C=cbind (C,matrix (0,nrow=dim(C) [1] ,ncol=1));
A=rbind(cbind (A ,matrix(aextra,ncol=1)),
matrix(c(rep(0,dim(A) [2]),1) ,nrow=1))
constraints[k]="==";constraints=c(constraints,">=") ;B=c(B,0)
}
if (constraints[k] == ">="){
aextra=rep(0,dim(A) [1]) ;aextra[k]=-1
C=cbind (C,matrix (0,nrow=dim(C) [1] ,ncol=1));
A=rbind(cbind (A ,matrix(aextra,ncol=1)),
matrix(c(rep(0,dim(A) [2]),1) ,nrow=1))

constraints[k]="==";constraints=c(constraints,">=") ;B=c(B,0)

}
#Phase 1
newC=c(rep(0,dim(C) [2]) ,rep(1,cte))
newA=rbind(cbind (A,rbind(diag(cte) ,matrix(0,ncol=cte,nrow=dim(A) [1]-cte))),
cbind (matrix(0,nrow=cte,ncol=dim(A) [2]),diag(cte)))
newcons=c (constraints,rep(">=",cte)) ;newB=c(B,rep(0,cte))
isfeasible<-1p("min",newC,newh,newcons,newB)
if (isfeasible["objval"]!=0){ return("The problem has not a feasible set")}
x_O=isfeasible["solution"] [[1]] [1:dim(A) [2]]
#Phase 2
newC=c (B, C/%*%x_0) ;newA=t (cbind (rbind (4A,C),
rbind (matrix (0,nrow=dim(A) [1] ,ncol=dim(C) [1]),diag(dim(C) [1]1))))
newcons=rep (">=",dim(newh) [1]) ;newB=c(rep(0,dim(A) [2]) ,rep(1,dim(C) [1]))
isefficient<-1lp("min",newC,newA,newcons,newB)
if (isefficient["status"][[1]]!=0){
return("The problem does not have a efficient set")}

#0btaining efficient base
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optimalw=isefficient["solution"] [[1]][-1:-1length(B)]
Cbase=optimalw%*%C;nvar=dim(A) [2] ;ncon=cte
g<-combn(1:nvar,ncon) ;opt=+Inf
for (i in 1:choose(nvar,ncon)){
B_i<-matrix(A[l:cte,ql,i]],nrow=ncon)
if (det (B_i)!'=0){
xb=solve(B_i)%*%B[1:cte]
xn=rep(0,nvar-ncon)
xmod=c (xb,xn)
if (all(xb>=0)){
cb=Cbase[q[,i]]
cn=Cbase[-q[,i]]
cmod=c(cb,cn)
zb=cmod%*%xmod
if (zb<opt){
opt=zb
basesol=q[,1i]

sol=rep(0,nvar) ;sol[basesol]=xb

}
L_1=list(basesol);L_2=1ist();L_3=list(sol[1:realvar])
while (length(L_1) !'= 0) {
base=L_1[[1]];L_1=L_1[-1];L_2=c(L_2,1list(base))
Atilde=solve(A[1l:cte,base])¥%*%A[1l:cte,]
btilde=solve(A[1l:cte,base])¥%*%b[1:ctel
Ctilde=C-C[,basel%*%Atilde
R=Ctildel[, -basel
EN=c(1:nvar) ;EN=EN[!EN %in% base]
for (j in EN){
C_EN=c(rep(0,dim(R) [2]+1) ,rep(1,dim(R) [1]))
A_EN=rbind(cbind(R,diag(rep(-1,dim(R) [1]))%*%Ctildel[, j],diag(dim(R) [1]1)),
diag(dim(R) [2]+1+dim(R) [1]))
cons_EN=c(rep("==",dim(R) [1]) ,rep(">=",dim(R) [2]+1+dim(R) [1]))
B_EN=rep(0,dim(A_EN) [1])
optEN<-1p("max",C_EN,A_EN,cons_EN,B_EN)
if (optEN["status"]!=0){EN=EN[!EN == j]}
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}
for (j in EN){
for (i in base){
base2=base[!base == i] ;base2=c(base2,j)
xbase2=solve(A[1:cte,base2])%*%b[1:ctel
sol=rep(0,nvar) ;sol[base2] =xbase?2
if (all(xbase2>=0) & !(list(base2) %in% L_1) & !(list(base2) %in% L_2)){
L_2=c(L_2,list(base2));L_3=c(L_3,
list(sol[1:realvar]))}

}
L_4=1apply(L_3,FUN = function(x) C[,1:realvar] %*% x)
return(list(L_2,L_3,L_4))
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