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INTRODUCCION

Esta unidade diddactica forma parte do curso de Analise Econdmica dos Mercados
Financeiros | que se imparte no primeiro cuadrimestre do Mdaster en Economia:
Organizacién Industrial e Mercados Financeiros.

O proposito da unidade é caracterizar as preferencias dun investidor polos activos
financeiros ante unha situacion de incerteza. As preferencias son un ingrediente
fundamental da teoria de eleccién de carteira. Con esta finalidade, introducese a
utilidade esperada e describense diferentes funcidns de utilidade que, dependendo
das suas caracteristicas, permiten describir diferentes actitudes dos investidores
cara o risco como aversion, neutralidade ou amor ao risco. Tamén se caracteriza a
utilidade esperada no espazo media varianza, de xeito que en funciéon das
caracteristicas de risco e rendibilidade esperada dun activo podemos ordenar as
diferentes alternativas de investimento de acordo coas preferencias do individuo.
Finalmente, introducese o concepto de dominio estocastico, un concepto que,
dependendo de cédmo sexa a relacion entre a distribucion de probabilidade dos
rendementos dos activos, vainos a permitir establecer unha relacion de preferencia
entre dous activos a partires dunha informacién moi basica das preferencias.

A comprensidon desta unidade reviste un grao de dificultade elevado na mediada
qgue require de unha elevada capacidade de abstraccidon e do manexo da teoria da
eleccién baixo incerteza e da estatistica. E por iso que ao longo da unidade se
utilizan diversos exemplos numéricos que tratan de ilustrar os conceptos tedricos
expostos.

PALABRAS CLAVE

Utilidade esperada, aversidon ao risco, prima de risco, media, varianza, dominio
estocastico, distribucidn de probabilidade

METODOLOXIA

e Aimparticién do curso sempre adoptara como punto de partida as intuiciéns
financeiras, que se tomaran como base, e a enmarcacion destas intuicidons no
contexto do problema de valoracion.

e Utilizarase preferentemente a linguaxe grafica, mais intuitivo e mais facil de
asimilar polo estudante, pasando posteriormente a formulacion dos
problemas considerados en termos formais.

e |lustraranse todos os conceptos con exemplos practicos que estean proximos
a realidade financeira do alumno coa finalidade de que o alumno aprenda a
aplicar os instrumentos de valoracién a activos financeiros con caracteristicas
semellantes.

e Propofierase unha serie de exercicios practicos que ilustren a aplicabilidade e
utilidade dos cofiecementos adquiridos.

e Se fomentard a participacion do alumno, tanto no desenvolvemento dos
contidos tedricos como na resolucién dos casos practicos.
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PREFERENCIAS E INCERTEZA

1. A utilidade esperada

Como toman as decisiéns de investimento ou de compra de activos os
individuos/investidores nun contexto de incerteza?
Existen dous enfoques que nos permiten dar unha resposta a esta pregunta: un
enfoque racional, que nos permite saber como tefien que ser as decisidns
(6ptimas) que se adoptan, e un enfoque descritivo do comportamento humano
(behavioural) que nos permite caracterizar as decisions reais que os individuos
adoptan. Nesta unidade, centraremos a atencidn no primeiro enfoque.
Para caracterizar as decisiéns baixo incerteza, temos primeiramente que se ser
capaces de:
e ordenar as alternativas de eleccion de acordo coas preferencias dos
individuos para o que é necesario definir unha funcion de utilidade,
e definir o conxunto de alternativas de eleccion ou investimento
e establecer un criterio de eleccidn/decisién o que nos vai permitir formular
o problema de investimento do individuo como un problema de
optimizacion.
Como ordena/clasifica o individuo as diferentes alternativas de eleccién en orde de
preferencia? Por exemplo, para os seguintes dous activos:

Estado 1: 100 1/2 Estado 1: 100 0,7
Activo 1 Activo 2

SSEstado2: 25 1/2 NEstado2: 25 0,3
Para ordenar as diferentes alternativas precisamos dunha funcién de utilidade, se
ben esta so nos indica o nivel de satisfaccion que obtén o individuo do consumo en
cada estado da natureza dado que este é cofiecido. Entdn, como valora o investidor
os activos nunha situacidn de incerteza?
Parece razoable que a forma na que un individuo valora os activos dependera non
s6 dos seus fluxos en cada estado da natureza, sendn tamén da probabilidade de
que ocorra cada estado. Von Neumann-Morgenstern (1944) propdn que, baixo
determinados supostos, podemos describir as preferencias dun individuo en
situacions de incerteza utilizando a funcién de utilidade esperada, definida para
dous estados como:

E[u(r)]=pu(r1)+(1—p)u(r2)

Ou ben, considerando multiples estados,
S
E[u(m)]= nu(t,) = Lu(rs)f(rs)ds
s=1

A funcién de utilidade esperada indicanos que a utilidade do investimento nun
activo financeiro con risco, denominada utilidade esperada, é a media ponderada
das utilidades do investimento en cada estado da natureza, utilizando como
ponderacidns a probabilidade de cada estado.
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Se consideramos un activo con 2 estados e fluxos 150 e 100, a funcién de utilidade
esperada podémola representar a partir de funciéns de utilidade de diferentes

tipos como:
u(C)=Ln(C) u(C)=C w(C)=C?
(C) u(C) w(C)
Ln(150) 150 o 150
Ln(100) b ,\ i
100 :
g 100
§ i
100 150 ¢ I 100 150 ¢ 100 150 ¢
E[u(C)]=p*Ln(C)+(Lp)*Ln(C)  E[u(Q)=p*Ci+(1-p)*C2  E[u(C)|= p*C(1-p)*C
. u(c)<0 (utilidade . 0 (c)=0 (utilidade . ©(c)>0 (utilidade
marxinal decrecente) marxinal constante) marxinal crecente)
» Funcién utilidade céncava » Funcién utilidade lineal | funcién utilidade

« Preferencias Cobb-Douglas | Sustitutos perfectos convexa

2. Aversion ao risco

Segundo a disposicion do individuo a evitar unha situacién de incerteza, podemos
ter 3 tipos de preferencias polo risco:
A. Adverso ao risco: prefire unha situacion de certeza a unha de incerteza:
estd disposto a pagar ou renunciar a unha cantidade monetaria (comprar
un seguro) para evitar unha situacion de incerteza. Graficamente:

E[u(C)]=p*u(C1)+(1-p)*u(C2) <u(E(C))

u(100) -4

L
- ' ' C
100 C 125 150

Prima de risco
Equivalente de certeza
A distancia entre os puntos d e ¢ mide as ganancias de utilidade derivadas
de comprar un seguro completo e xusto. O intervalo f acouta a prima de
seguro que o individuo estaria disposto a pagar e o intervalo g acouta os
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posibles valores que poderia tomar o prezo do seguro desde o punto de
vista do individuo e da empresa aseguradora.

B. Neutral ao risco: é indiferente entre unha situacién de certeza e unha de
incerteza: non esta disposto a pagar unha cantidade monetaria (comprar
un seguro) para evitar unha situacién de incerteza. Graficamente:

E[u(C)]=p*u(C)+(1-p)*u(C2)=u(E(C))

u(E(C))=p*u(C1)+(1-p)*u(C2)]

4(100)

100 125 150
C

Neste caso non existen ganancias de utilidade derivadas de comprar un
seguro completo e actuarialmente xusto: o individuo é indiferente entre
estar nunha situacion de certeza ou nunha de incerteza.

C. Amante ao risco: prefire unha situacién de incerteza a unha de certeza:
esta disposto a pagar unha cantidade monetaria (vender un seguro) para
enfrontarse a unha situacion de incerteza. Graficamente:

E[u(C)]=p*u(C1)+(1-p) *u(Cz2) > u(E(C))

u(C)

4(150)

p*u(C1)+(1-p)*u(C2)

YE(C))T
u(100)

100 125 C150
A distancia entre c e d mide a ganancia de utilidade derivada deste
intercambio dado pola venda un seguro (completo e actuarialmente
Xusto).
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3. Medida da aversion ao risco

O grao de aversion ao risco dos individuos pédese medir utilizando a informacion
que nos achega a segunda derivada da funcion de utilidade. Porén, dado que esta
derivada non é invariante a transformacions lineais positivas, Arrow e Pratt (AP)
propoiien como medida util da actitude cara ao risco a seguinte ratio:

u'"(r
AP(r)=- (x)
u'(r)
Denominada coeficiente de Arrow-Pratt da aversion absoluta ao risco. Teremos
que:

o Aversiénaorisco, u" < 0= AP(r) >0

o Neutralidade aorisco, u" =0 = AP(r) =0
o Amoraorisco, u" > 0= AP(r) <0

A prima de risco que un individuo teria que recibir para estar disposto a comprar
un activo con risco depende de:

e Aactitude do individuo cara ao risco

e acantidade de risco medido pola varianza
Supofiamos que o individuo ten unha riqueza certa de C pero pode ocorrer que
gafie ou perda unha cantidade r, tal que E(r)=0, entén:

u(C - Pr) = E[u(C +1)]

u(C - Pr) = u(C)-u'(C)Pr+error

E[u(C +1)] = E[u(C) + u'(C)r + L u"(C)r* + error] = u(C) + L u"(C)E(+?)

— _ _ _ n e _
u(C)-u(©)Pr 2 u(T) + 1u"(C)o? = pr=—1 " ég)) o2 = L AP(C)o?
U
« tAP&1Pr
= TUE & 1tPr
Graficamente:
tAP to?
e u(C)
d
. u(C)
u(150)).
E[u(C)
u(100)] . |
e
Elman ;:.
C : T 1 T C
90100 125 150 160
Ganacias: (e-c)>(d-c) Ganacias: (g-¢)>(g-f)
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A aversidn ao risco cambia co nivel de riqueza, polo que o prezo que esta disposto
a pagar para evitar un risco cambia co nivel de renda.

Exemplo:
o Utilidade logaritmica: u(C) = Ln(C) = AP(C) = é
o Utilidade exponencial: u(C) = -, A >0 = AP(C) = A

Se queremos unha medida de aversidn ao risco que independente do nivel de
riqgueza podemos utilizar o coeficiente de Arrow-Pratt de aversion relativa ao risco:

n
APR(C) = _cu"©
u'(C)
Esta medida é o valor negativo da elasticidade da utilidade marxinal da renda:
mostra a sensibilidade da utilidade marxinal a cambios na renda de forma que é

independente da funcién de utilidade que se utilice e das unidades nas que se mida
a renda. A contia da prima de risco estd dada por:

O ’ O ’
?J = LAPR(C) [EJ

PREFERENCIAS NO ESPAZO MEDIA-VARIANZA

~

Q¥
|
|~
:—
a
Al
VY

A utilidade esperada podemos expresala en termos da media e a varianza da
rendibilidade baixo un dos seguintes supostos:
e Utilizando a aproximacién da utilidade esperada:

E[u(r)]=E |:u(F) FuE)(r-T) + a1 + i Ly @) -1 }
n=3

= u(T)+u'(ME(r-T1)+Iu"(ME(r-T)’

=u(T)+1u'(t)o}
Co que: Efu(r)] =f(T, c?)

Esta aproximacién serd exacta no caso no que os individuos tefan
preferencias cuadraticas:

u(r) =r—br’ = E[u(r)] = E(r) - bE(r*) = T - bT” - bo,
O problema e que esta funcion de utilidade mostra saturacion e aversién
absoluta ao risco crecente (os activos con risco son bens inferiores).
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Graficamente:

u(r)

' r
%
b
A rendibilidade do activo ou da carteira segue unha distribucién normal
(univariante ou multivariante).

r-r

r~N(T,62) = ~N(0,1)

E[u(r)]= f; u(n)f (r)dr = Iiu(f+ 6,2)f(2)dz
A aversidn ao risco relacidnase coa utilidade esperada e risco do seguinte xeito:
Aversién:u”’()< 0 Neutralidade: u”’()=0 Amor:u”() >0
) Gf =1 E[u(r)] ) 63 = E[u(r)] ) Gf = E[u(r)]
Tt = TE[u()] Tt =TE[u@®] Tt =TE[u@)]

A relacidon de preferencia entre risco e rendibilidade podémola representar por
medio de curvas de indiferenza, dado que:

dE[u(r)] = u'(T)dT +1u"(T)d7o? +Iu"(F)do? =0

d?+%Lf)dcf =0 siu"()=0
u'(T)

dF - 0do? = dE[u(r)] onde 6=—12 ) _1ap
u'(T)

E[u(r)]=T-060, = T=E[u(r)]+0c;

(S

Pola tanto, a forma das curvas de indiferenza no espazo media-varianza dependera
da actitude do individuo cara o risco. Graficamente:
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o Aversion ao risco: as curvas de indiferenza tefien pendente positiva

r

o Amante ao risco: as curvas de indiferenza tefien pendente negativa

r

/
<~ d—r2=9<0

o Neutral ao risco: as curvas de indiferenza tefien pendente nula

r
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DOMINIO ESTOCASTICO

Podemos comparar dous activos con risco sen necesidade de ter en conta o trade-
off entre risco e rendibilidade esperada representado pola utilidade esperada.

Exemplo:
s=1 s=2 s=3 Valoresperado Risco
ActivoA 50 100 150 90 37,42
ActivoB 50 100 120 84 28,71
Probabilidade 0,4 0,4 0,2
12
! [
'
038 L
0.6 === FB)
F(A)
0.4
0.2
0 — 77— T— T
50 100 120 150 170

Definicién: Dadas as funcidns de distribucidn da rendibilidade de dous activos A e
B: F, (x) e F3(x), arendibilidade do activo A ten dominio estocéstico de primeira

orde sobre a rendibilidade do activo B se e s6 se F, (x)<F;(x).
ry depory & F, (x)<F(x), xe[a,b]

Graficamente:

F(x) f(x)

1

Teremos que:
o Ser, deporg = E(ry)>E(rg)

o Ser,deporg &1y =13+, €20
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Proposicién: t, depo 1y <> E[u(r,)]>E[u(rz)], sendo u unha funcién de
utilidade non decrecente e continua.

Para demostracion deste resultado vésase Huang e Litzenberger (capitulo 2) ou
Danthine e Donaldson (capitulo 3).

Este resultado é Util posto que nos permite comparar diferentes alternativas de
investimento en termos de utilidade tendo moi pouca informacion sobre as
preferencias.

Unha medida menos esixente que tamén nos permite facer comparacions é o
dominio estocastico de segunda orde. Consideremos o seguinte exemplo:

s=1 s=2 s=3 Valor esperado Risco
Activo A 50 50 150 70 40,00
Activo B 50 67 116 70 24,22
Probabilidade 0,4 0,4 0,2
1.2
! 1
I
0.8
|
0.6 t F(A)
' iG]
04
0.2
0
50 67 116 150

Definicidén: Dadas as funcions de distribucion da rendibilidade de dous activos A e
B: F, (x) e F3(x), a rendibilidade do activo A ten dominio estocéstico de segunda

orde sobre a rendibilidade do activo B se e sé se:
* - >
[*(Fa(t)=Fa (1))dt 20, Vxe[a,b]
sendo a desigualdade é estrita para algun x.

1y desory < Iax(FB (t)=Fy (1))dt=0, Vxe[a,b]

Graficamente:
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Teremos que:

o Ser, desory = E(ry)=E(r3) y o1 <op

o Ser, desorg=13=1y+c E(&/A)=0 (mean preserving spread)
Proposicién: 1, deso ry <> E[u(r,)]2E[u(r3)], sendo u() unha funcién de

utilidade non decrecente e cdncava (aversidn ao risco).

Para demostracidn deste resultado vésase Huang e Litzenberger (capitulo 2).

Este resultado é util para ordenar alternativas de investimento sen necesidade de
ter moita informacion sobre as preferencias do individuo.

Exemplo:
s=1 s=2 s=3 Valor esperado Risco
ActivoA 2 8 15 7 4,82
ActivoB 4 6 12 6,4 2,94
Probabilidade 0,4 0,4 0,2
12
1
'
0.8 i —
0.6 : F(A)
| — — F(B)
04 ]
I
0.2 |

2 4 6 8 12 15
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