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PRESENTACION

A materia Mecanica Clasica Il forma parte do bloque que no Grao en Fisica
se dedica a Mecanica Clasica, que é a parte da Fisica que estuda o
movemento das particulas e os corpos materiais e que comprende a teoria
iniciada por Galileo e Newton e desenvolvida nos séculos XVIII e XIX por
Lagrange e Hamilton, incluindo tamén a Relatividade Especial de Einstein.

A materia dividese en catro bloques tematicos de similar peso e
duracién temporal. O primeiro deles ten un marcado caracter teérico e trata
de introducir as ecuaciéns da Mecanica a partir do principio integral
formulado por Hamilton en 1815. O alumno xa cofiece ditas ecuaciéns, tanto
na formulaciéon de Newton como naquela de Lagrange, que se introduciu na
materia do primeiro semestre a partir dun principio diferencial (o principio de
d’Alembert). O interese desta nova formulacion reside na sua potencia e
posibilidade de extension a outras ramas da Fisica, ata o punto de poder ser
considerada como un principio fundamental.

Para entender este principio hai que introducir as técnicas
matematicas do calculo variacional para deducir as ecuacions de Lagrange
e o método dos multiplicadores para sistemas con ligaduras. As ecuacions
canonicas introducense a nivel basico para rematar coa sua expresion en
termos de corchetes de Poisson e deixar sentadas as bases mais
elementais para a transicion cara a Mecanica Cuantica.

Esta unidade didactica ten una importante carga tedrica e
conceptual. Moitas das ideas que se introducen nela teran un papel
fundamental non s6 no resto da materia senén tamén en outras materias da
titulacién e en moitos dos desenvolvementos da Fisica actual.

OS OBXECTIVOS

Os obxectivos xerais da materia Mecanica Clasica Il que se recollen na
Guia docente da mesma son, no que se refire ao dominio de ferramentas ou
destrezas:
= Desenvolver a intuicién que permita predicir certos elementos da
solucion dun problema concreto utilizando conceptos fisicos xerais,
sobre todo a relacion entre simetrias e leis de conservacion.
= Aprender a utilizar as técnicas matematicas a problemas reais da
fisica, por exemplo integrais de volume para o célculo de tensores
de inercia, diagonalizacion de matrices para obter momentos
principais, resoluciéon de ecuacions diferenciais, uso do calculo
tensorial en Relatividade, etc.
= Adquirir a terminoloxia e as notaciéns propias da Fisica moderna.
Conceptos que se introducen nesta materia, como invariancia
Lorentz ou simetria baixo translaciéons temporais son fundamentais
nesta e outras ramas da Fisica.



Ademais dos cales se marcan outros vinculados a actitudes:

Ter facilidade para acudir 6s libros de texto ou consulta para buscar
problemas ou explicaciéns adicionais e aprender por un mesmo.

Ser capaz de realizar con rigor os calculos necesarios para a
resolucién de problemas.

Saber expofier un resultado tedrico ou explicar o proceso de
resolucién dun problema con claridade, oralmente ou por escrito.

Os novos cofiecementos ou habilidades especificos que se pretenden
acadar nesta unidade son:

Utilizar as técnicas do calculo de variacidns para resolver problemas
de extremizacion de funcionais.

Comprender como as ecuacidons da Mecanica encaixan neste
formalismo e se poden deducir do principio de que a natureza
tende a facer que certas magnitudes sexan extremais.

Identificar as ligaduras nun sistema e as forzas que levan
asociadas.

Calcular ditas forzas cando sexa necesario usando o método de
multiplicadores de Lagrange.

Atopar propiedades de simetria nun sistema e relacionalas con leis
de conservacioén na resoluciéon de problemas.

Obter a funcidon hamiltoniana e as ecuaciéns candnicas dun
sistema.

Relacionar as formulaciéns de Lagrange e Hamilton entre si e coa
Newtoniana e entender a equivalencia entre elas.

0S PRINCIPIOS METODOLOXICOS

A unidade didactica esta desefiada para ser desenvolvida en 12 horas de
clases presenciais divididas en:

Clases expositivas: seran clases de encerado en grupo grande,
xeralmente clases maxistrais onde o profesor expon a teoria. O
alumno cofiecera de anteman o contido de cada clase e a
bibliografia necesaria para preparala.

Clases interactivas: seran en grupos reducidos e nelas buscarase a
participacion dos alumnos. Poderan consistir tanto en clases de
encerado con cuestions teoricas, aplicacions ou exemplos como en
titorias onde os alumnos resolvan exercicios, formulen dudbidas ou
exponan traballos.

Ademais, cada alumno tera unhasesién de titoria en grupo moi reducido
ou individualizada onde o profesor fara o seguimento do traballo de cada
alumno, se revise o resultado da avaliacion continuada e se resolvan
dubidas ou dificultades.

A materia dispora da sua aula virtual que servira como apoio a docencia
presencial. Nela atoparanse materiais adicionais, apuntamentos, ligazéns a
paxinas web de interese, simulacions, asi como toda a informacion relativa



a horarios, cualificacions, etc. e as ferramentas de comunicacién co
profesor.

OS CONTIDOS BASICOS

1. Introducién

Nesta unidade didactica imos ver como as ecuaciéns de Lagrange se
deducen dun principio fundamental, o principio de Hamilton, que pode
considerarse coma un dos principios mais importante da Fisica, non s6 da
Mecanica.

Ata agora introduciramos as ecuacions de Lagrange mediante un
principio diferencial, o principio de d'Alembert ou dos traballos virtuais, a
partirda formulacion newtoniana. Agora imos deducir as mesmas ecuacions
dun principio integral de xeito que as ecuaciéns do movemento son aquelas
que garanten que unha certa magnitude (o funcional de accidn) ten un
extremo.

Principios deste tipo son cofiecidos en Optica, por exemplo o
formulado por Herén no século Il cando dixo que os raios de luz que se
reflicten nun espello seguen o camifio mais curto posible (a lei da reflexion)
ou cando Fermat, no século XVII, postula que os raios de luz viaxan dun
punto a outro 6 longo do camifio que fai que o tempo investido sexa o
menor posible (leis da reflexion e a refraccion).

Os estudos sobre estes métodos (o calculo variacional) tiveron o
seu auxe no século XVII cos traballos de Newton, Leibnitz, a familia
Bernouilli e outros e o problema da braquistécrona que resolveremos mais
adiante.

En Mecanica, o primeiro en enunciar un principio variacional foi
Maupertuis en 1747 nos termos de que o movemento é tal que a accion
faise minima. Esta accion seria minimizada pola infinita sabedoria de Deus.

Arredor de 1760, Euler e Lagrange danlle unha base matematica
sélida a este principio e en 1834 Hamilton formula o seu principio tal como o
imos estudar: de todas as posibles traxectorias no espazo de configuraciéns
compatibles coas ligaduras que pode seguir un sistema dinamico para
evolucionar dun estado a outro nun tempo determinado, a traxectoria
verdadeiramente seguida sera aquela que fai estacionaria a integral
temporal da diferenza entre as enerxias cinética e potencial.

5]}’2 dt(T V) =0.

Estudaremos antes que nada algunhas técnicas matematicas do célculo de
variacions.



2. Técnicas do calculo variacional
2.1 Ecuacions de Euler-Lagrange

Para simplificar, comezaremos formulando o problema nun plano e
enunciarémolo da seguinte maneira: queremos atopar unha curva y = y(x)

(que suporemos ten propiedades suficientemente boas de continuidade e
diferenciabilidade) tal que a integral curvilinea dunha certa funcion

d o . .
f(y,d—y,x) sexa estacionaria ou extremal, é dicir, buscamos a funcion
X

y = y(x) tal que o funcional

X, , ' d
J - I dx f[y(x)’y (x)a x], con y = _y
; dx

sexa un extremo (maximo, minimo ou punto de inflexién). Formularemos o
problema de xeito que o resolveremos usando as técnicas do calculo
diferencial ordinario.Para istointroducimos wunha familia de curvas
parametrizadas por «, elixindo que a curva correspondente a @ = 0 sexa a

que extremiza a integral.Sexa pois:
y(x,a) = y(x)+an(x),

onde 77 é unha funcion arbitraria que se anula nos extremos:

n(x)=n(x,) =0,



)

Figura 1. Familia de curvas cos extremos fixos.

de xeito que todas as curvas da familia pasan polos mesmos puntos inicial e
final.

y(‘xl’a):yl’
y(xzva)zyZ‘

Definimos a integral para a familia de curvas:

(@)= dx fTy(x.a).y'(x.a).x],

onde estamos considerando J como unha funcién ordinaria de « .
A condicién de punto estacionario é:

0J=0 ou d—J(aZO)ZO.
da

Calculemos esta derivada usando a regra da cadea

@ [ d{@ﬂ+i@}

da & 0a oy da



e fixémonos en que no segundo termo ) aparece derivada con respecto a

X e con respecto a « . Intercambiando a orde das derivadas e integrando
por partes temos:

rzdxial: ad oy —szdxi g\
w0y da |0y Oa S dx\ 0y' ) o
Como todas as curvas pasan polos puntos (X)), (X,,Y,),

[a—y} =1(x,)—n(x,) =0, daquela:

oa
g g
da v oy dx\0

oJ
e como 77(x) é arbitraria agas nos puntos extremos, para que 8_ =0 tense
a

necesariamente que satisfacer:

o _d(I_,
o dx\ay')

que € a ecuacion diferencial de Euler para a curva y = y(x)que resolve o

noso problema.
No caso mais xeral no que o funcional J depende non dunha senén
de varias curvas:

J =[xy, ().} (). 2],

con j=12,...,n, razoaremos de forma andloga definindo familias de
cuvas  y(x,a)=y;(x)+an,(x), j=1,.,n, co cal chegamos &
condicién:

wlof dfof
5J = j dx Z > E(@J 7,(x),



a cal, dada a arbitrariedade e independencia das 7(x), equivale as n
ecuacions de Euler:

o afa)y o,
oy, dx( 0y ’ o

NalgUns casos particulares a funcién f non depende dunha das Y, Neste

caso a correspondente ecuacion de Euler ten unha forma especialmente
sinxela e unha primeira integracion dasmesmas é inmediata:

8f’ =<
P;

onde ¢, € unha constante independente de x .

2.2 Segunda forma das ecuacions de Euler

Calculemos a derivada total da funcién f con respecto & variable
independente x :

T |

dt  ox ay ’ 8y ’

af d a d| oL i '
ox dxz{ay;y/}-i_z dx[ ] Vi

7 Vi) ¥,

e, polo tanto, dado que y é unha solucién:

I, A5 d |
8x+dx|:;ay;yj f:l 0.

Esta é a chamada segunda forma das ecuaciéns de Euler, que é
especialmente conveniente cando f non depende explicitamente da
variable independente x ,xa que enton a cantidade entre corchetes é unha
constante independente de x :

Loyl



2.3 Exemplo. Problema da braquistécrona

Tratase de atopar a curva tal que, dados dous puntos dun plano
vertical, unha particula que parte do repouso cae baixo a accion da
gravidade do punto mais alto ao mais baixo no menor tempo posible. A
solucion a este problema que imos ver é debida a Johann Bernouilli en
1696, pero existen outras alternativas debidas a Newton, Leibnitz, etc.

O tempo investido en caer unha distanciads ao longo da curva é

ds
dt =—, onde v é a velocidade. O ingrediente orixinal da solucion de

%
Bernouilli é utilizar a conservacion da enerxia:

mgx zémvz = v=4/2gx,

onde tomamos o eixo X na direccidn vertical cara abaixo.
O funcional a minimizar é o tempo total de caida:

r=far=[ 8t

v 2gx

. 1+ "7
f(y,y,x>:,/ xy

. of
e a ecuacion de Euler-Lagrange, dado que a— =0:

A lagrangiana é agora:

Y
A
Ao\ o 1"
dx\ oy’ o' 2 «x X ’

de onde y'2 zczx(l+y'2), sendo ¢ unha constante de integracion, e,
despexando e integrando:

, dy  ox B cx
_—_—2 = y(X)—J-dXﬁ

Yy
2
dx X—c°x X—c°x

Para calcular a integral e escribir a solucidon en forma paramétrica, facemos
o cambio de variable:



X :%(l—cosﬁ) = dx :%sinﬁdé?
2c 2c
e a integral queda, despois dun pequeno calculo:
(x)= LJ'ahé’(l—cosﬁ) = L(¢9—sin0)+b
d 2¢? 2¢? ’

onde b ¢é unha segunda constante de integracién. Se, sen perder
xeneralidade, fixamos o punto inicial na orixe de coordenadas
x=0=>6=0 e y=0=b=0, co cal temos a ecuaciébn da

braquistdécrona en forma paramétrica:
1
X =7(l—cos6’) =a(l—cosb)
c

y =L2(0—sin6’) =a(60—sinb),
2c

. L | S
que é a ecuacién dunha cicloide onde a constante a = eré fixada pola
c

condicién de que a curva pase polo punto final (Xz, yz).

3. O principio de Hamilton
3.1 O funcional de accién

Consideremos a integral:
L .
S =" (g4, t)dt.
L

Se identificamos

X —>t
Vi =4,
S ylx) > L(g;,4,,1)
vemos que as ecuacions de Lagrange que cofiecemos son precisamente as

ecuacions de Euler-Lagrange deducidas da condicién ou principio
variacional de que § sexa un extremo:



0S5 =0.

Este é o principio de Hamilton para sistemas conservativos: o0 movemento
do sistema entre os tempos 7, e #, € tal que a integral curvilinea S € unha

extremal respecto das traxectorias ¢, =¢,(t). S € a accién no sentido de
Hamilton. O principio pode enunciarse tamén dicindo que de todas as
traxectorias posibles que ten o sistema para evolucionar entre os tempos 7,

e 1,, a que en realidade describira € aquela que fai estacionaria ou extremal

a accion S (normalmente tratase dun minimo).

O principio de Hamilton é equivalente as ecuacions de Lagrange e a
segunda lei de Newton. Pddese construir toda a Mecanica dos sistemas
conservativos tomando como postulado basico o principio de Hamilton.
Algunhas das vantaxes que ten este principio son:

= Manexa s6 magnitudes escalares, polo que é un
método invariante baixo cambios de coordenadas.

= Permite describir coa linguaxe da mecanica sistemas
que non son mecanicos (teorias de campos, mecanica
estatistica, etc.) xa que se basea en enerxias e non en
forzas e posiciéns.

= Xeneralizase ao caso relativista.

3.2 Sistemas non conservativos

O principio de Hamilton pédese formular tamén para sistemas non
conservativos, caso no que se expresara:

5S =5L’2 (T +W)dt =0,

onde SW é o traballo virtual total de todas as forzas:

SW =Y F,-r,=.0,5q,.
i J
Deste principio deducense as ecuaciéns de Lagrange para sistemas non
necesariamente conservativos. Neste caso a integral da variacién da
enerxia cinética mais o traballo virtual total realizado debe ser estacionaria.
O caso conservativo é un caso particular, xa que enton:



co cal

58 = j (ST +SW)dt = j (ST — &V dt = 5L’2 (T —V)dt = 5jdez -0,

recuperando a formulacién anterior do principio de Hamilton.
Nun sistema xeral, non necesariamente conservativo temos:

153 oT d
5tTd tZ——d—(a ja dt
| T 94, dx\ 9q,

[ wdr=["owar=[" 0,6qdr
1 h h I

e, sumando:

5[ (T+W)dt—j _ %T—%[@q j+Q Sq,dt.

Se as coordenadas ¢; son independentes, isto conduce a que cada un dos

termos no sumatorio debe anularse por separado e obtemos as ecuacions
de Lagrange no caso xeral:

d|oT | oT
bl Rt
dx\ 04, ) oq;

3.3 Potenciais dependentes da velocidade

Ainda no caso de que as forzas dependan da velocidade, se é
posible atopar unha funcion U(q,q,)tal que:

dlou )| ou .
=] = j=L12,....n,
Todt aqj Gq/

€ posible definir unha funcion lagrangianaL =T —U de xeito que as
ecuacions do movemento son:



dfa) a_,
e\ 84, | oq,

U chamase potencial dependente da velocidade. Se ademais hai forzas que
derivan dun potencial conservativo no sentido ordinario, V(g), este pode

d|oU | oU oV

incluirse enU , xa que Q. =—| — |——— reducese a ——— para 0s
7odt\ o4, ) oq, g,

termos que non contenen as velocidades.

3.4 Exemplo: particula cargada nun campo electromagnético

O exemplo mais interesante ¢é, dende logo, o da forza
electromagnética sobre unha particula cargada, a forza de Lorentz,

F=q(E+vxB),

gue no caso en que non exista campo magnético, B =0, é conservativa, xa
que deriva do potencial escalar electrostatico @ : F = gE =—-¢gV® . Non é
dificil comprobar que as compofientes de F poden pofierse como:

JopA R el
dr\ ox | ox,

onde
U=qD—-qgA-v,

sendo D o potencial escalare A o potencial vector. Os campos eléctrico e
magnético exprésanse en termos de ditos potenciais como:

E-—vd-2a
ot
B =VxA.

A lagrangiana dunha particula cargada nun campo electromagnético pode
escribirse entdon como:

L=T-U=T-g®+qA-v,



e as ecuacions do movemento tefien a mesma forma que no caso
conservativo.

4. Sistemas con ligaduras. Método dos multiplicadores de Lagrange

4.1 Ecuacions do movemento

Supofiamos que temos un sistema con coordenadas ¢,

k=1,...,n. Para deducir as ecuaciéns de Lagrange a partir do principio
variacional 5§ = 0, a condicién de sistema holénomo utilizabase s6 ao final
do razoamento, cando as g, se consideraban independentes. Supofiamos
agora que temos ligaduras adicionais do tipo:

>y +a, =0, [=1,...,m,

k=1
ou

Za,kqu +a,dt=01=1...,m,

k=1

onde os a, =a,(q,t)son coeficientes dependentes das coordenadas e o

tempo. Este tipo de ligaduras dependen linearmente das velocidades e polo
tanto non son, en xeral, holébnomas, pois non sempre se poden integrar
estas m ecuacions para pofielas da forma:

f;(qat)zo, l=1,...,m.

Non obstante, o caso holénomo é un caso particular, pois un conxunto de
ligaduras holénomas sempre se pode derivar:

0 0
aicbg +i = 03
4dr ot
que é da forma anterior con:
_o9h o
“ oq, ' ot

En todo o procedemento variacional, os desprazamentos son virtuais, a ¢
constante, e xa que logo:



D a,0q, =0, (5t=0),

k=1

co cal os dg,deixan de ser independentes. Para reducir o numero de

desprazamentos virtuais e deixar s6 aqueles que si poidan considerarse
independentes, utilizaremos os multiplicadores de Lagrange.
Se multiplicamos cada unha das ecuacions anteriores por funcidéns

arbitrarias do tempo A4,, sumamos a todas as ligaduras e integramos sobre
o tempo da:

j Aty 2> a,8q, =0.

=1 k=

Se volvemos adeducion das ecuacions de Lagrange a partir do principio de
Hamilton, lembremos que

[ aL=0= ["ary. oL _d 0L 15, <o
i " A 0q  dt\ 6g,

Sumando estas duas ultimas expresions chegamos a:

oL d(oL) &
A= 5q, =0.
{ dt(adk] Z&aﬂl o

=1

A existencia das m ligaduras fai que os O6g, non sexan independentes, polo

que non se pode igualar a Ocada un dos termos entre corchetes.
Consideremos como independentes os n— m primeiros; os mrestantes
viran dados en funcion deles polas m ecuacions de ligadura.

Porén, os /1, son arbitrarios e polo tanto podemos escollelos da maneira que
mais nos convena. Fagamolo de xeito que

a_L_i(a_éj+zﬂ,a,k:o, k=n-m+l..n,
oq, dt\0q, ) ‘=

co cal nos queda:

o WAL d L) &
[ dtZ[——E(—J+Zﬂ,alk}5qk =0,

! k=1 8qk an =1



expresion onde o primeiro sumatorio chega ata n—m e os /11 Xa non son
arbitrarios, pois estan fixados pola ecuacion anterior. Agora si que os J¢q,,

con k=1,...,n—mxa son independentes e podemos igualar a 0
coeficiente a coeficiente:

8_L_i Zia,k k=1,....n—m.
oq, dt qu =

En conclusion, o método lévanos a considerar o sistema de ecuacions:

oL d aL i
— = +> A, =0, k=1...n
oq, dt 8qk =)

Zalkq'k +a,=0, [=1...,m,

k=1

que son n+ m ecuacions con n + m incoégnitas: as n g, e os m 4.

4.2 Significado fisico dos multiplicadores de Lagrange

Neste procedemento temos mais ecuaciéns que no ordinario de Lagrange,
onde as ligaduras se incorporan dende o principio. Hai que salientar que
agora as ecuacions de ligadura non se utilizan ata o final, co cal temos un
sistema mais complexo, pero a cambio tamén obtemos mais informacion:
aquela contida nos propios multiplicadores. Vexamos agora cal é o
significado fisico deles: tratasebasicamente das forzas de ligadura.

Se escribimos as ecuaciéns como

d 8L Zﬂ’alk
dt aqk aqk =)

e supofiemos que estamos no caso conservativo e L contén o potencial
das forzas aplicadas, podemos reescribilas como:

d| oT oT oV & B
—|— |- =— +Zl,a,k: ( )+Z/1alk
dt\ oq, oq, oq, 3

O primeiro termo do segundo membro é a forza xeneralizada aplicada,
mentres que o segundo termo ten que ser a forza xeneralizada de ligadura
para ter as ecuaciéns de Lagrange xerais:



d{or| or “ -
£ 2 =0,=0" +0/".
dt aCIk a%

Polo tanto:

(e
2’1 ay =

E recuperamos o resultado de que cofiecidos os multiplicadores de
Lagrange cofiecemos tamén as forzas de ligadura como parte da solucion
obtida por este método, que, resumindo, utilizaremos cando:
= Non se poida ou non resulte cémodo reducir todas as
coordenadas a independentes, eliminando as restantes das
ecuacions de ligadura.
= As ligaduras sexan non holénomas porque dependen das
velocidades de forma linear.
» Interésanos cofecer as forzas de ligadura.

4.3 Ligaduras holénomas

Volvamos ao caso en que as ligaduras sexan holbnomas:
d( oL d af o (&
——|——= a A, L A 1) |,
dt[aq'J RIS " dg, (121 S )j
que se pode escribir como:
dfol) ol
dt\ 0q, ) 0q, ,
sendo
L=L+ Af(q.1)
=1

e onde utilizamos que os termos A, f, non dependen das velocidades.
Definindo:



W = _Z/Ilf;(q’t)a

enton:
L=L-W=T—-(V+W)
e W xoga o papel de potencial das forzas de ligadura.
Vemos que neste caso, o método é totalmente andlogo ao dos
multiplicadores de Lagrange que utilizabamos no calculo diferencial
ordinario para problemas de maximos e minimos condicionados.

4.4 Exemplo: aro que roda por un plano inclinado

Consideremos o sistema da figura, onde un aro roda sen esvarar
por un plano inclinado.

Figura2. Aro que roda por un plano inclinado.

Tomaremos como coordenadas xeneralizadas a distancia medida ao longo
do plano, x e o angulo que roda o aro, @ . A ligadura de rodar sen esvarar

pode expresarse mediante a condiciéon de que o punto de contacto do aro
co plano ten velocidade instantanea nula. Dita velocidade ten un termo de

traslacion e outro de rotacion: Vv, =V, +®@ XTI, € N0 NOSO caso
escribese:

0=x-r6,
onde ré o raio do aro. Neste caso temos unha soa ligadura a que lle imos
asignar un multiplicador de Lagrange A. Podemos escribila tamén da

seguinte forma:

dx—rd0 =0



e os coeficientes que aparecen nas ecuacions do movemento seran a, =1,

a, =—r. Evidentemente, a ligadura pode integrarse para pofiela como

unha ligadura holénoma que relaciona alxebricamentexe 6 :x = r6.

Para escribir a lagrangiana debemos ter en conta que a enerxia
cinética do aro pdédese pofier como suma dun termo de traslacién e outro de
rotacion:

T=T+T, = Ly + Lo
2 2

2, . .
onde [ =Mr-é o momento de inercia do aro respecto ao seu centro. A
enerxia potencial respecto a base do plano inclinado é

V =Mg(l—x)sin®, onde [é a lonxitude do plano e ® a inclinacion do
mesmo. A lagrangiana &, enton:

L=T-V = %sz +%Mr292 — Mg(I - x)sin ®.

Nesta lagrangiana ainda non se incorporou a ligadura e seguen aparecendo
ambas coordenadas e velocidades; isto farémolo s6 despois de escribir as
ecuacions do movemento:

Mx—-Mgsin® =Aa =1
Mr® = da, = —Ark =16,

que xunto coa ligadura forman un sistema de tres ecuaciéns onde as
funcioéns incdgnita son x, 6 e A. Se utilizasemos o método lagrangiano
normal, sen multiplicadores, teriamos sé unha ecuacién correspondente ao
unico grao de liberdade que quedaria se incorporasemos a ligadura dende o
principio.

A solucion do sistema é doada de obter, derivando a ligadura e
substituindo nas outras duas ecuacions:

1 1 |
¥X=—gsin®, A=——Mgsin®, 6=—gsind.
28 28 28

O aro descende polo plano coa metade da aceleraciéon coa que o faria se
esvarase sen rodar. A forza de ligadura é a forza de rozamento que
implementa a rodadura:

Q. =F =Aa, = ﬂ,:—%Mgsinq),



onde o signo menos indica que a forza vai no sentido oposto ao
movemento.

5. Propiedades de simetria e leis de conservacion
5.1 Unicidade da lagrangiana. Transformaciéns gauge

Consideremos a lagrangiana dun sistema a que lle engadimos a
derivada temporal total dunha funcién das coordenadas xeneralizadas e o
tempo:

dM(q,t)

L'(q,q.t) = L(g.4,0) +
dt
Podemos comprobar sen moita dificultade que Le L'satisfan as mesmas
ecuacions do movemento. Ambas lagrangianas son igualmente validas
para describir o movemento do sistema, € dicir, a lagrangiana non é unica.
De feito hai un conxunto infinito de lagrangianas equivalentes para un
sistema dado. Unha delas é L=T -V, que as veces se chama
lagrangiana natural, pero pode haber outras de forma distinta que se
diferencian nunha derivada total.
O mesmo resultado poédese deducir do principio de Hamilton, xa que
os correspondentes funcionais de accion se diferencian nun termo de
fronteira:

2 ! ! M
s'-s=] dtL’—J.t er:L dt(dd—tj:M(qz, D= (L))

Enton, 0S'-0S=0M,-06 ,=0, dado que as variaciéns das
traxectorias deixan fixos os puntos inicial e final.

1. 1. .
Por exemplo, as lagrangianas L =5x2 —Exz e L'= Exz —x”+xx levan

. 1d
as mesmas ecuacions pois difiren en xx=5d—(x2): ambas son
t

lagrangianas equivalentes para o oscilador harmaénico.

Un exemplo de grandeimportancia € o da particula cargada nun
campo electromagnético. Neste caso, unha transformacién dos potenciais
dada por:

A—>A'=A+V¢

cD—>cD'=cD—Q§
ot



non modifica os campos eléctrico e magnético e leva a unha transformacion
da lagrangiana:

=L —q®’+qv-A'=L+q{2§+V§-v}=L+i§
2 ot dt

que, como vimos de argumentar, non ten efecto ningun sobre as ecuacions
do movemento. Os potenciais non son unicos e polo tanto non poden ser
observables. A lagrangiana tampouco. A transformacion anterior chamase
unha transformacién gauge.

5.2 Teorema de Noether

Repasaremos nesta seccion a propiedade de que unha
transformacién de simetria conduce sempre a unha lei de conservacion.
Este resultado é o que se cofiece como Teorema de Noether e é un
principio xeral de toda a Fisica. Unha transformacion de simetria é un
cambio nas variables do problema que deixa invariantes as ecuacions do
movemento. No noso caso, pode ser porque a lagrangiana permanece
invariante (simetria da lagrangiana) ou ben porque a lagrangiana varia
nunha derivada total que non contribue a accién de Hamilton e tampouco as
ecuacions do movemento (simetria da accion).

Para probar o teorema consideremos unha transformacién
uniparameétrica das traxectorias:

q;0)—> ()= ()+6 ()

onde ambas traxectorias son reais, & dicir, ambas satisfan as ecuaciéons de
Lagrange. Calculemos a variacién da lagrangiana:

5= Lsg +Lsy |-y L dLls, Ay,
719, o4, 7| 0q, dtoq, dt oq.

J j

O primeiro termo anulase porque as traxectorias reais satisfan as ecuacions
de Lagrange polo que a variacion la lagrangiana é unha derivada total
respecto do tempo:

5L:i Za—_Lé'qj
dt| 504,



De tratarse dunha simetria da lagrangiana, 6L =0, a cantidade entre
corchetes da ecuacién anterior € unha constante do movemento:

De maneira mais xeral, se 0o que temos é unha simetria da accion, a

. . : . , am
lagrangiana esta determinada salvo unha derivada total: L' = L+d— ea
t

cantidade conservada sera, neste caso:
1= Z—é'q —OM.

Como exemplo consideremos a seguinte transformacion das

coordenadas:sexa un i fixo eqj—>qj+a5lj,ou sexa, trasladase a

coordenada ¢, unha cantidade « constante, deixando as demais sen
cambios. Se a lagrangiana é invariante, por exemplo porque a coordenada
g, é ciclica, enton M =0e:

e a constante do movemento € o momento canodnico conxugado p,, como
Xa sabiamos. Se a coordenada ¢g;€é unha coordenada cartesiana, a

transformacion € unha traslacion espacial na direccion desa coordenada e o
correspondente momento conservado € a proxeccion do momento lineal

nesa direccién. Cando ¢, € un éangulo teremos invariancia fronte a

rotacions, e o momento conservado sera a compofente do momento
angular na direccion do eixo de rotacion. Estas leis de conservacién xa
foron discutidas anteriormente e para sistemas illados son consecuencia
das simetrias xeométricas do espazo (e o tempo). Noutros casos non
existiran necesariamente coordenadas ciclicas, a pesar do cal as
lagrangianas presentan simetrias que non son evidentes e hai que
descubrir.
En relacion coa variable temporal, sabemos que:

Lodsl i, ],
ot dt<7| o9 /

q;



De xeito que cando a lagrangiana non depende explicitamente do tempo, a
cantidade entre corchetes € unha constante do movemento.

h=za—{"].—L.
7 0q;

Isto non é mais que o que anteriormente chamamos segunda forma da
ecuacion de Euler. A funcién & chamase funcidénenerxia ou funcion de
Jacobi e coincide co valor da funcion hamiltoniana que imos definir a
continuacion, unha vez que fagamos un cambio nas variables dado por
unha transformacion de Legendre.

6. Formalismo hamiltoniano

6.1 Transformacions de Legendre e funcion hamiltoniana

Definamos o que se cofiece matematicamente como unha
transformacion de Legendre. Sexa unha funcion f = f(x;,y; 1),

j=1,...,n e consideremos a sua diferencial:

0 0 0
& =Y\ L+ Ly, |+ L= 3w, +v,ay, ) i,
| o

J ayj J
0 0
onde u; = 8—32 v, = a—)jjj w= aa—];e (x.,»,uj), (yj,vj), (t,w) son parellas

de variables conxugadas. O obxecto da transformacion de Legendre é
construir unha nova funcién a partires de fna que parte das variables

independentes, por exemplo as x/.,substituense polas suas conxugadas.
Sexa esta nova funcién:

g=2ux;— f
j

e escribamos a sua diferencial:

dg = (udx, +x,du,)—df =

J

= Z(ujdxj +xjduj)—2(ujdxj +v,dy,)—wdt = Z(xjduj +v.dy,)—wdl,
j j j

de xeito que g =g(u;,y; )con



o8 o __, 9

ou, 7 G_yj_ Y ot

J

As variables Xx;e V;son agora funciéns das variables independentes ue

Y, segundo as ecuacions anteriores.A funcién g chamaselle a transformada

de Legendre de f.

As transformacions de Legendre Usanse en Termodinamica para
construir uns potenciais termodinamicos a partir doutros. Por exemplo, a
enerxia interna U ¢ unha funcion da entropia e do volume U =U(S,V),

ou ou

dU =TdS — pdV , de xeito que —=T e —=-p. A entalpiaH
oS ov
obtense mediante unha transformacién de Legendre respecto as variables
OH OH
conxugadas (V,p): H = H(S,p) =U + pV,con nge a—=V.
/4

En Mecanica facemos unha transformacion de Legendre para pasar das
variables c}j as suas conxugadas p;, e da funcién lagrangiana

L=1L(q,,q;,T)a funcién hamiltoniana ou hamiltoniana:

H=2pd,~L,
j

onde H = H(qj, D;s t) é unha funcién das coordenadas e os momentos,
que pasan a ser variables independentes que xogan un papel equivalente.
Hai unha coordenada e un momento por cada grao de liberdade. O espazo
de 2ndimensions expandido polas q;e p;chamase espazo de fases e
xogara un papel importante en Mecanica Estatistica, oscilacions non

lineares, etc. O movemento dun punto neste espazo estara determinado
polas ecuaciéns de Hamilton ou ecuaciéns canodnicas.

A definicion da hamiltoniana ¢ a mesma que a funcién de Jacobi /i ,
pero é importante distinguir de qué variables depende cada unha delas. En
H, a transformacion de Legendre fai que toda a dependencia nas
velocidades sexa substituida pola dependencia nos momentos. Na practica,
o procedemento para obter a hamiltoniana é o seguinte: as ecuaciéns

_a
P, "

definen os momentos como funcions das velocidades p, = p; (qj,qj,t). Se
supofiemos que deste sistema de ecuacidns se poden despexar as



velocidades: ¢, =¢,(q,,p,,t), a hamiltoniana obtense substituindo esta
expresion na definicion:

H(q,,p.0=2.p,0,(q,-0,-0-L(q,.4,(q,.p;.0).t)
J

6.2 Ecuacions canodnicas

Calculemos a diferencial de H considerando que
H=H(q;,p,1):
(oH . oH , \oH
dH=ZL dq; + dij dt
oq; op; ot

J

Ademais, partindo da definicion H = ijqj — L temos que:
J

OL OL OL
dH = Z[pdq +q.dp, ———dgq. ——_dq'}——dt =
r J J J J aq] J aq] J at
oL oL
=> | 4,dp, ——dq, |-—dt,
> ( J J aqj /J at
oL )
xa que —— = p;. Usando as ecuacions de Lagrangea—=pj, obtemos
q, J
que
. ) OL
dt =3 (d,dp; = pyda )~ dr
J
e comparando:
_ oH oH oOH __6L

q.i_gj’ P, _%’ = o

que son as ecuaciéns de Hamilton ou ecuaciéns canonicas.
Ademais temos que, usando estas ecuacions na expresion de dH :



J

) ) oH
dH = Z(qjdpj ~p,dq; ) + Edt

e, dividindo por dt :

.\ oH _oH .
o~ 2l dibi b )=

an_on__at
dt ot ot

A funcién hamiltoniana ten a caracteristica especial de que a sua
dependencia total no tempo é igual & explicita, e por iso cando H non
depende explicitamente do tempo (e polo tanto Ltampouco) é
automaticamente unha constante do movemento. Mais adiante veremos que
isto non é casualidade e que a hamiltoniana satisfai estas propiedades
porque é a funcion que xera a evolucién temporal. Ademais, cando as
ligaduras son fixas e a enerxia cinética é cuadratica nas velocidades, a
hamiltoniana coincide coa enerxia total do sistema e pode calcularse
doadamente expresando esta Ultima en funcién das coordenadas e os
momentos.

6.3 Exemplos

6.3.1 Particula nun potencial central

Unha particula que se move nun potencial central que s6 depende
da distancia a orixe ten unha lagrangiana:

1 . : . p
L==—m@* +r’0°r*sin® 6¢°) -V (r)
2
en coordenadas esféricas. Os momentos candnicos conxugados son:
_ . _ 21 _ 2 i 2 7
p,=mi, p,=mr-0, p,=mr"sin"6g,

relaciéns que se poden inverter para obter as velocidades

P g_Po j__ P

F=L, =—7
2 2 .2
mr mr-sin” @



Substituindo estas expresions na definicion H:Zpic]/ — L obtemos a
J
hamiltoniana da particula no potencial central:

2 2 2

P, Po Py
H(r,0,9, =+ + +V(r
(r0.4.p. Py Py) 2m  2mr®  2mr’sin® @ ")

Esta hamiltoniana € unha constante do movemento xa que non depende
explicitamente de ¢. Ademais, o seu valor coincide co da enerxia total, xa
que L é cuadratica nas velocidades.

En coordenadas esféricas, a simetria baixo rotaciéns é explicita e reflictese
no feito de que as coordenadas angulares &, ¢ son ciclicas. Porén, en

coordenadas cartesianas:

2 2 2
H(x,y x p, p, p,)= P Py Py [ Ty +2

2m 2m 2m

non hai ningunha coordenada ciclica, ainda que a simetria é,
evidentemente, a mesma e o momento angular unha constante do
movemento.

6.3.2 Particula cargada nun campo electromagnético

A lagrangiana é:
1
L=T—U:5mv2—q®+qA-V
e 0 momento:
P—gA
m

p=mv+qA=v=

Enton,

H:p-V—L:p-V—lm(p qu +qCD—qA~V:M+q®.
2 m 2m

Neste exemplo vemos que H =T +V , onde V é a parte conservativa do
potencial (a que non depende da velocidade). H consérvase xa que non
depende explicitamente do tempo, pero non coincide coa enerxia, que
contén tamén a parte do potencial dependente da velocidade:
H=T+V+#E=T+U. Isto é debido a que a lagrangiana non ¢é
cuadratica na velocidade. A enerxia total non se conserva.



6.4 As ecuacions candnicas e o principio variacional

As ecuacidns canonicas pdédense obter tamén, por suposto, dun
principio variacional. Na obtencién das ecuacions de Lagrange
considerabamos traxectorias no espazo de configuracién n -dimensional.
Agora debemos considerar a accién coma un funcional no espazo de fases
de 2ndimensiéns e expresala en funcién da hamiltoniana da seguinte
forma:

S:J:d{;qu'j _H}

onde ¢, (f)variase coa condicion de contorno 6q;(t,)=06 (,)=0(non é

necesario impofier tal condicién explicitamente nos p;, como veremos mais
abaixo). Se facemos as variacions de xeito analogo ao caso lagrangiano:

Integrando por partes o termo en §qje tendo en conta que os termos de
fronteira se anulan:

oS = J'tlz dtZ{—pjcqu +q,6p, ——08q,——6p,
j .

f H oH
=" ar + S 5.+ ¢ -2 sp. | =0,
X3 (P, qJ g [q, ap] P,

J J

e se as ¢;e asp;se consideran independentes, isto conducenos as
ecuacions de Hamilton:

q.i apj’ p.i 6(]

J

En realidade non seria necesario considerar as p;como independentes,

pois os coeficientes de 5pj son identicamente nulos polas ecuacions da



transformaciéon de Legendre, e de feito, virian fixados polos 5qj, pero isto

non altera o resultado de que as ecuaciéns canonicas son consecuencia do
mesmo principio variacional que as Lagrange e por tanto equivalentes a
elas.

6.5 Corchetes de Poisson

Definimos o corchete de Poisson de duas funciéns do espazo de fases
F(g,pt), G(q,p t)como:

{a_a_G_a_Fa_G}

Esta operacion ten como resultado outra funcién do espazo de fases e ten
as seguintes propiedades:

e Antisimetria:
{A,B}=—{ . }
e Bilinearidade:
{aA+pB.Cl=af , }+5{ ., }
¢ Regra de Leibnitz:
{AB,C}= { , }+{ , }
¢ |dentidade de Jacobi:
{{A,B},C + BC A+ CA B =0

Propiedades que fan do corchete de Poisson un produto de Lie. Desta
definicién é inmediato obter os corchetes de Poisson fundamentais:

{ql'vq]'} = {pi?pj} =0
{4:-p,}=9;.

Para unha funcién calquera F(g,p t) do espazo de fases, a sua derivada
total respecto do tempo:

J

dFF  oOF oF . OF . oF OF 0H oF oH
) [ B L
dt ot T dq, ap ot dq, dp; 0Op; 0q,

J

onde H é a hamiltoniana e usamos as ecuacions canodnicas. Recofiecemos
no segundo membro o corchete de Poisson, polo que a evoluciéon temporal
de F se pode escribir:



dF _oF

+{ H
dt at{ }

Por exemplo, para F' =g, :

ij

(o |2aon _ogon] s on _on
l dq; Op; 0Op; 0q; j op; op,’

e analogamente para F = p,, obténdose as ecuaciéns canodnicas. As

transformacions no espazo de fases que preservan os corchetes de Poisson
chamanse transformaciénscanénicas.

Da expresion de arriba deducese que calquera funcién que non dependa do
tempo explicitamente é unha constante do movemento se ten corchete nulo
coa hamiltoniana:

dF
& _(F,H.
% {F,H}

O Teorema de Poisson demostra que se duas funciéns son constantes do
movemento, o seu corchete de Poisson tamén o é. O conxunto de
cantidades conservadas cerra baixo os corchetes a alxebra de simetria do
sistema.

Unha das maneiras de transitar da Mecanica Clasica & Mecanica Cuantica &
escribir as ecuacions introducindo a constante de Planck, h, e promovendo
as variables canodnicas a operadorese os corchetes de Poisson a
conmutadores. O feito de que o corchete de Poisson dunha coordenada co
seu correspondente momento conxugado non sexa nulo, {q,p}=
1,tradlcese en que os correspondentes operadores cuanticos non conmuten
e polo tanto non se poidan diagonalizar simultaneamente. Isto non é mais
que o principio de indeterminancion de Heisenberg.

ACTIVIDADES PROPOSTAS

1. Repartirase un boletin de problemas ao inicio da unidade que se
iran traballando nas clases interactivas que se ordenan na mesma
secuencia que os contidos tedricos ao longo do desenvolvemento
da unidade. Alguns seran resoltos polo profesor no encerado e
outros seran propostos aos alumnos para discutir nas clases
interactivas.

2. Facilitarase ao alumnado unha coleccidon de problemas propostos
en exames de cursos anteriores para que poidan realizalos por si
mesmos e comprobar se acadan o grao de cumprimento dos
obxectivos que se esixe.



3. Poderanse realizar traballos de caracter voluntario se algun
estudante ten interese en afondar nalgin punto dos contidos ou
ampliar os mesmos mais ala do tratado nas clases

AVALIACION DA UNIDADE DIDACTICA

Os criterios xerais da avaliacion da materia fixan nun 40% o peso da
avaliacion continua na cualificacion final da materia. Dita avaliacion continua
da unidade tera en conta os seguintes puntos:

= A asistencia e participacion activa nas clases.

= Arealizacion e entrega dos exercicios que se propofan.

» A realizacion de traballos voluntarios.

= Un control de avaliaciéon consistente na resolucién dun problema

igual ou similar aos traballados nas clases

O 60% da cualificacion da materia restante corresponde a un exame final
consistente en resolver un numero de problemas relativos és temas vistos
durante o curso. A duracién do exame sera de aproximadamente 4 horas e
non se podera usar ningun tipo de libro ou apuntamento.
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