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Traballo proposto

Area de Coniecemento: Estatistica e Investigacion Operativa

Titulo: Optimizacién de problemas con ecuaciéns diferenciais alxébricas

Breve descricion do contido

As ecuaciéns diferencias alxébricas (DAESs, polas stas siglas en inglés) son a forma
mais natural de modelizar matematicamente moitos sistemas fisicos complexos que
xorden no campo da ciencia e enxefiaria. Ademais, permiten crear modelos separados
para cada subcomponente dun sistema que logo se poden conectar mediante unha
rede.

Unha vez tense modelizado un certo sistema complexo empregando DAEs, podese
formular un problema de optimizacién matematica que inclta como parte das sdas
restriciéns tanto ecuacions diferenciais como alxébricas, que permitan optimizar o
funcionamento do sistema fisico subxacente. A clase mais xeral deste tipo de proble-
mas son os conecidos como problemas de control 6ptimo.

Para poder resolver estes problemas é necesario empregar algoritmos especificos que
combinen técnicas de optimizacién xerais con métodos de resolucién de ecuaciéns
diferenciais. Neste traballo farase unha revisiéon dos problemas de optimizacién con
DAESs. A estrutura do mesmo centrarase nos seguintes aspectos:

¢ Introduciéon aos problemas de optimizacion con DAEs e principais resultados teé-
ricos.

e Técnicas de resolucion de problemas de control 6ptimo.

e Aplicacion en problemas baseados en control éptimo de procesos industriais.
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Resumo

A optimizaciéon de problemas con restriciéns de tipo diferencial describese a través dos co-
necidos como problemas de control 6ptimo, obxecto de estudo do traballo. Asi pois, alén dunha
presentacién dos sistemas de ecuaciéns diferenciais e alxébricas, introducese esta clase de pro-
blemas. Aportanse comentarios e interpretacions sobre a sta definiciéon e lévase a cabo unha
breve discusién teérica, na que se enuncia o principio do maximo de Pontryagin, resultado de
grande importancia nesta drea que significa unha primeira forma de atopar unha solucion. A
continuacién, expénense os métodos directos de resoluciéon mais cofiecidos, que se basean nunha
discretizacion do problema orixinal, dando lugar a un de programaciéon non linear atacable con fe-
rramentas habituais de optimizacién como a programacion cuadratica secuencial. Ademais, estes
métodos compleméntanse con dous algoritmos iterativos de refinamento da malla para mellorar o
erro da aproximacion discreta obtida. Para finalizar, resélvense unha serie de exemplos mediante

un coédigo orixinal implementado en MATLAB.

Abstract

The optimization of problems with differential constraints is described through the so-called
optimal control problems, focus of this work. Therefore, after a presentation of the systems of
differential algebraic equations, this kind of problems is introduced. Remarks and interpretations
on its definition are provided, including also a brief theorical discussion, in which the maximum
principle of Pontryagin is formulated, a highly important result on this field that means a first way
of finding a solution. Next, the most frequently used direct methods for resolution are explained,
which are based on a discretization of the original problem, leading to a nonlinear programming
one which can be solved by using usual approaches such as sequential quadratic programming.
Moreover, these methods are complemented with iterative algorithms of mesh refinement in order
to improve the error of the discrete approximation obtained. Finally, some illustrative examples

are solved employing an original code implemented in MATLAB.
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Introducién

Os problemas de programaciéon matematica supofien unha ferramenta realmente util para
construir modelos e resolver unha gran cantidade de desafios en areas académicas e industriais.
Dende conceptos basicos que se ensinan no primeiro nivel universitario como a optimizacién
linear ou convexa, até méis avanzados como a programacién enteira ou non linear, constitien un

campo de investigaciéon moi activo hoxe en dia.

Neste sentido, a programacién matematica considera problemas cun numero finito de varia-
bles, cuxas restriciéns adoitan ser sistemas alxébricos de maior ou menor dificultade. Porén, en
ocasions interesa estender esta metodoloxia para poder contemplar sistemas fisicos cuxa mo-
delizacién involucra ecuacions diferenciais. Asi xorden os conecidos como problemas de control
6ptimo, interese principal deste traballo e que se poden formular como problemas de programa-
cién matemética de dimension infinita. As novas variables son funciéns escalares ou vectoriais
dependentes dunha variable real cuxo comportamento se quere optimizar respectando un con-
xunto de restriciéns diferenciais e alxébricas. Cabe mencionar que é habitual que a variable

independente sexa o tempo, malia poder representar outras magnitudes fisicas.

Deste xeito, os problemas de control 6ptimo supofien a unién de duas areas que de por si soas
requiren cantidade de estudo. Cuns inicios relativamente tardios da man do calculo de variacions,
pasando por traballos coma os de Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange, Carl Gustav Jacob
Jacobi ou Richard Ernest Bellman, a sta explosiéon acadouse coa publicaciéon do principio do
méximo por Lev Pontryagin a mediados do século XX e o desenvolvemento da computacion.
Neste sentido, dende entén non escasean as publicaciéns na area, con grande interese tamén a

nivel industrial.

Asi pois, este traballo presume dunha presentacién dos problemas de control 6ptimo no
Capitulo 1| con apoio de [9], comezando cunha introduciéon aos sistemas de ecuacions diferenciais
e alxébricas e os seus tipos de variables. Tras explicar os conceptos de traxectoria e restricions
de puntos interiores, enincianse tres exemplos que serviran de axuda para ilustrar aspectos
tedéricos e practicos: un problema de creacién propia, unha reaccién quimica introducida en

[3] ¢ un movemento presentado en [7]. Enton, definese o problema bésico de control 6ptimo,
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XII Introducién

acompanado de comentarios sobre a formulacién da funcién obxectivo, o concepto de solucién
6ptima e a extensién a restriciéns por intervalos. Por ultimo, tamén se ofrece a visién xeométrica

de Pontryagin ([8]), que pode resultar de utilidade para probar resultados tedricos.

Nesta lifia, no Capitulo [2| entinciase un dos resultados méis importantes na teoria de control
6ptimo: o principio do maximo de Pontryagin. Este especifica unha serie de condiciéns necesarias
que ten que verificar a soluciéon 6ptima dun problema de control éptimo béasico, converténdoo
nun sistema de ecuaciéns diferenciais. Porén, malia que as extensiéns deste teorema cobren unha
gran variedade de casuisticas, esta estratexia de resolucién fica en moitas ocasiéns substituida
polos métodos directos, baseados nunha transcricién do problema a dimensién finita. Noutros
termos, o problema orixinal discretizase para obter un de programacién non linear, que se pode

abordar con ferramentas maéis estudadas.

Daquela, no Capitulo [3] explicanse os métodos de direct single shooting, direct multiple shoo-
ting e collocation, xunto cunha seccién adicada a dar unha idea de como se resolveria o problema
discreto resultante. En particular, faise especial fincapé na collocation, ofrecendo varias posibili-
dades con esquemas Runge-Kutta ou interpolacion de Lagrange, xa que nos Capitulos [ e ] sera

a estratexia empregada.

Asi, no Capitulo [ compleméntase a estratexia dos métodos directos con algoritmos iterativos
propostos en [1] e [3], que pretenden refinar a discretizacion feita para obter solucions discretas
méis proximas 4 solucion real. En concreto, amoésase un primeiro algoritmo que implica ir refinan-
do progresivamente a particién do intervalo de definicion das variables, para despois presentar
un segundo algoritmo no que as lonxitudes dos elementos da particion se inclien como variables.
Neste sentido, mentres a primeira estratexia é méis doada de trasladar & préactica, a segunda ten

tamén as stas vantaxes 4 hora de detectar descontinuidades e reducir os pasos de busca.

Por tltimo, elaborouse o codigo de MATLAB ([6]) do Anexo[A]para ilustrar no Capitulo [ os
resultados de aplicar a primeira estratexia de resolucién nos exemplos do traballo, xunto con outro
problema de [3] para verificar a eficacia dos programas. Vese que a estratexia de discretizacion é

valida e coméntanse as posibles melloras e ampliaciéns para os programas.

Co cal, o traballo abrangue dende a presentacion do problema de optimizacion até a explica-
cidén completa de varias posibilidades de resolucién, comentando e exemplificando as estratexias.
Como traballo futuro existen varios puntos interesantes que non puideron ser tratados: a elabo-
racion de cédigo propio para o segundo algoritmo iterativo, a posta en practica doutros métodos

de resolucién ou incluso o afondamento en resultados tedricos de caracterizacién da solucion.



Capitulo 1

Problemas de control 6ptimo

Neste primeiro capitulo preséntase nas secciéons|[I.1]e[I.2]a forma xeral dos problemas obxecto
de estudo e introducense tres exemplos practicos que se analizan en paralelo. Ademais, na seccion
[[.3] unha visién xeométrica do problema axuda a comprender dende outra perspectiva o que se

estd a facer.

1.1. Ecuacidons diferenciais alxébricas

Dende o célculo de traxectorias na industria aeroespacial até os cambios na composicién de
aliaxes na enxenaria quimica, unha gran cantidade de procesos complexos poden ser modelizados

mediante sistemas de ecuaciéns diferenciais alxébricas (differential algebraic equation, DAE).

Dunha banda, neste tipo de sistemas, a variable independente t € [to,tf] C R adoita repre-
sentar o tempo variando dende un instante inicial £y até o instante ¢y. Doutra banda, as variables
dependentes son as conecidas como variables de estado y : [to, tf] — R"™, que describen o estado
do sistema correspondente e son variables incognita, e as variables de control w : [tg,tf] — R™,
que na practica poden ser introducidas manualmente e permiten controlar o proceso subxacente.

Adicionalmente, poden existir variables de tipo parametro, p € R™, que non dependen de t.

Neste contexto, un sistema de ecuaciéns diferenciais alxébricas en forma implicita pdédese

representar por:
onde g = %’ [to,tf] — R™ e f: [to,t] X R™ x R™ x R™ x R™ — R™.

Nalgunhas referencias como [9] é comun atopar unha distincion entre variables de estado di-

ferenciais e alxébricas (é dicir, se intervén a sia derivada temporal ou non). Desta situacion é de
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onde xorde o concepto de DAE e escribese y = (x, z), con « denotando as variables diferenciais
e z as alxébricas. Porén, noutra literatura como [I], as variables diferenciais identificanse coas
de estado, e as alxébricas coas de control. Neste traballo en principio adoptarase a primeira con-
vencién, se ben non é de gran relevancia para o desenvolvemento de resultados teérico-practicos,

pois a diferenza atépase realmente na interpretacion.

Ademais, para a formulacién teérica é habitual escribir o sistema en xeito semi-explicito:
f(t, z(t), (1), u(t), p),
g(t,z(t), z(t), u(t), p),

con f : [to, t7] x R™ x R™ x R™ x R™ — R™ ¢ g : [to, t7] x R™ x R™ x R™ x R" — R"=. Non

obstante, malia ser a forma que se empregara neste traballo, compre ter presente que na practica

(1)
0

(1.2)

non sempre se pode asumir expresar as derivadas temporais no lado esquerdo da ecuacién.

En canto 4s hipoteses sobre as variables, para facilitar a deducién de resultados teéricos
astmese que as funciéns de control son medibles, w € i, = {w : [to,t¢] = R™, u(-) medible}, e
que g—z € R"=*"= ¢ regular, de xeito que a diferenciacién con respecto a t transformaria o sistema
(1.2) nun conxunto de ecuacions diferenciais ordinarias. O que é mais, para garantir a existencia

e unicidade de solucién y, a funcion f suponse continua e Lipschitz a cachos.

Amais, en calquera sistema da forma (|1.1)) ou (1.2) pédese suprimir a dependencia explicita

de t sen mais que engadir unha variable adicional coa ecuacién:
:Eﬂz+1 = 17

tal que xy,,11(to) = to, transformandose nun sistema auténomo. Daquela, de aqui en diante, ¢

non serd un argumento de f (nin de g).

Definicion 1.1 (Traxectoria). Unha traxectoria do sistema (1.2)) vén dada por:

T = (®,z,u,p) = {(x(t), 2(t), u(t),p)| t € [to, t]},

onde as funciéns x : [to, tf] = R", z : [to,ty] = R™, w : [to,tf] = R™ e os pardmetros p € R

satisfan ((1.2)). As compofientes x(t) e z(t) denominanse estados da traxectoria.

A hora de atopar traxectorias do sistema ([[.2) compre resolver un sistema de DAEs. Para
este proposito, poden ser proporcionados valores iniciais de xeito implicito ou explicito. De forma
xeral, dados {1, ..., ,—1} puntos interiores do intervalo [to, t¢], imponse unha serie de restricions

que relacionan os valores dos estados nos puntos mencionados:

0 = r(x(to), 2(to), x(t1), 2(t1), ... , ®(tn—1), 2(tn=1), (ts), 2(tf), ), (1.3)

(n+1)
.U

onde 7 : (R™ x R") x (Rn= x R"=) x R™ — R
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Agora ben, en moitos problemas os valores iniciais das variables diferenciais apoértanse expli-

citamente como:
z(to) = o,

e os valores iniciais para as variables alxébricas, z(t), son determinados como a solucion de:

0 = g(=(to), 2(to), u(to), p),
onde u(-) e p son dados.

Daquela, preséntanse a continuacion os Exemplos e [L4] para ilustrar a utilidade dos

sistemas de DAEs e traballar sobre eles ao longo do traballo.

Exemplo 1.2 (Freada dun bloque). Para dar unha vision sinxela de como funcionan as ecuacions
diferenciais alxébricas, optouse por introducir este exemplo de creaciéon propia. Malia que o
modelo subxacente é sinxelo e non de grande utilidade real, servird para ilustrar como son os
problemas de control 6ptimo suxeitos a sistemas de DAEs. Ademais, suporase que se traballa en

|km| e [min| como unidades de referencia de espazo e tempo, respectivamente.

Suponse entén que un operario dunha canteira pretende axudar a aminorar a velocidade
dun bloque dun quilogramo de pedra que se move a velocidade constante. Asi, aplicalle unha
aceleracion contraria ao movemento, u(t), xunto coa aceleracion automatica, z(t), que lle aplica
o mecanismo de freada habitual non controlado polo operario. En particular, a suma de cadrados
das aceleraciéns ten que ser igual a 4 unidades, pois estudos da fabrica avalan que é o ideal
para non romper a peza e aproveitar que as maquinas estan acesas. Deste xeito, se x(t) denota
a velocidade da peza no instante t, esta situacién pédese describir de xeito simplificado como o
seguinte sistema de DAEs:

L(t) = —2(t) —u(t),
4= (2(8)? + (u()2
para todo t en [0,ty], con ty > 0. Ademais, podese complementar cunha condicion inicial para a
variable de estado z(t), suponiendo que a velocidade inicial verifica x(0) = 3. Ilistrase a situacion

na Figura|L.1]

z(t)
«—7 |
u(® | x0

Figura 1.1: Representacién das variables do problema de freada dun bloque do Exemplo
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Exemplo 1.3 (Reactor descontinuo). Considérese agora un reactor quimico de tipo intermitente
ou descontinuo, onde tenen lugar duas reacciéons quimicas paralelas de primeira orde: A — B e
A — C. Este tipo de equipos caracterizanse porque non existe fluxo de entrada de reactivos nin
de saida de produtos, ¢ dicir, ao comezo do proceso introdiicense todos os elementos e materiais
necesarios e non se extrae nada do interior até a finalizacién. Supdnase ademais que non ¢

isotérmico (polo que a temperatura varia co tempo) e que o produto de interese ¢ B.

Este sistema pédese modelizar, por exemplo, mediante un sistema de DAEs do tipo ,
en concreto mediante un sistema de ecuacions diferenciais ordinarias (véxase [3]). En efecto,
sexan no instante t: x1(t) a cantidade do reactivo A, z5(t) a cantidade de produto B e u(t) a
temperatura do interior do reactor, que pode ser modificada polo usuario. Daquela, nun intervalo

temporal [0,%f], as cantidades de reactivo A e produto B varian segundo o seguinte sistema:

o),

in(t) = ~an(0) () +

&o(t) = x1(t)u(t),

e no caso de que se introduza unha unidade de reactivo A, as condiciéns inicias serian:

Notese que a cantidade de produto C se obtén facilmente a partir de A e B baixo a suposicién

de que a masa do conxunto se conserva, como se observa na Figura [1.2

u(t)

B tr)
+.(0 /Xz(f
1(0)

—p

C

x1(0) = x1(t) — x2(tf)

Figura 1.2: Representacion das variables do problema do reactor descontinuo do Exemplo [I.3]

Exemplo 1.4 (Carro con péndulo). Na mesma lifia, no artigo [7] modelizase un sistema fisico
mediante ecuacions diferenciais. Este sistema consiste nun carro que se despraza ao longo dunha
pista plana cun péndulo colgando libremente. O carro mdvese grazas & forza dun motor e é
posible partir dunha posicién inicial de repouso, co péndulo colgando verticalmente cara abaixo,

para finalizar o movemento co péndulo na posicién oposta: vertical cara arriba.

Sexan, no instante de tempo ¢, x1(t) a posicion do carro, xa(t) o dngulo que forma o péndulo
respecto da posicion inicial e u(t) a forza exercida a través do motor. Sexan ademais my e mqy as
masas do carro e do péndulo, [ a lonxitude do péndulo e g a aceleracién da gravidade. Deste xeito,

con t en [0,t¢], o sistema queda determinado polas seguintes ecuacions diferenciais de segunda
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orde:
i1 (1) = Imgsen(z2(t))(d2(t))% + u(t) + mag cos(wa(t)) sen(xa(t))
' m1 + ma(1 — cos?(z2(t))) ’
Fa(t) = _Imyg cos(wa(t)) sen(wa(t)) (2(1))* + ult) cos(wa(t)) + (m1 + my)g sen(wa(t))
’ Imy + Ima(1 — cos?(z2(t))) )

que se poden reescribir como un conxunto de ecuaciéns diferenciais de primeira orde engadindo

duaas variables de estado, z3(t) e x4(t):

I"l (t) = 3;'3(75),
g (t) = x4 (),
ia(t) = Img sen(xa(t))(z4(t))? + u(t) + mag cos(za(t)) sen(xa(t))
3 m1 + ma(1 — cos?(z2(t))) ’
Ima cos(ma(t)) sen(xa(t))(z4())? + u(t) cos(wa(t)) + (m1 + ma)gsen(wa(t))
Imy + Ilma(1 — cos?(xa(t))) '

Ty(t) = —
Adicionalmente, engédense as condicions iniciais e finais para que se cumpra o descrito:

21(0) =0, 22(0) =0, x3(0)=0, x4(0)=0,
m1(tf) =d, xQ(tf) =m, m?)(tf) =0, x4(tf) =0,

sendo d a posicion final do carro que se pretende acadar. De novo, na Figura [1.3] amosase unha

imaxe para entender ben o que esta a suceder.

x1(t)
u(t)
—

x2(t)

Figura 1.3: Representacién das variables do problema do carro con péndulo do Exemplo

1.2. Formulacién do problema

Nun problema de control é6ptimo, o obxectivo é determinar as funciéns de control u(-), pa-
rametros p e variables de estado x(-) e z(-) que minimicen unha certa funcién obxectivo e con

traxectorias que verifiquen as ecuacions (|1.2]), (1.3)) e restricions adicionais.
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Definiciéon 1.5 (Problema de control 6ptimo, OCP). Un problema de control éptimo (optimal

control problem, OCP) é un problema de optimizacion con restricions da forma seguinte:

min [z, z, u, p| (1.4a)

T,z,u,p

suxeito ao sistema de DAESs:

&(t) = f(x(t), 2(t), u(t),p), 1€ [to, ],

(1.4b)
O:g(w(t),z(t),u(t),p), te [t07tf]7
restriciéns de control e traxectoria:
0 < c(z(t), 2(t), u(t),p), 1€ [to,ts], (1.4c)
e igualdades e desigualdades de puntos interiores:
0:r(x(t())aZ(tO)um(t_l)Vz(t_l)’ 7w(tf)7z<tf)7p)7 (1 4d)
0 < #(z(to), 2(to), x(t1), 2(t1), ..., x(ty), z(tf), P)

As variables t, x(t), z(t), u(t) e p, e as funcions f, g e r son as xa introducidas na secciéon

mentres que o resto das restriciéns estan definidas como ¢ : R™ x R™ x R™ x R™ — R e
+1

7: (R™ x R™) x ey x (R™ x R™) x R™ — R". Ademais, a funcién obxectivo:

tr

Olw, 2, u, pl 12/ L(z(t), 2(t), u(t), p)dt + E(x(ty), 2(tf), p)
to

dise de tipo Bolza, cun termo de Lagrange ftzf L(x(t),z(t),u(t),p)dt e un termo de Mayer

E(x(ty),z(ty),p). Tanto L : R™ x R™ x R™ x R™ — R coma E : R™ x R™ x R™ — R

astmense daas veces diferenciables, asi como as restriciéns ¢, r e 7.

Exemplo 1.6 (Freada dun bloque). No contexto do Exemplo , o obxectivo pode ser minimizar
a velocidade despois dunha unidade de tempo, ¢ty = 1. Ademais, hai que ter en conta que
a velocidade z(t) vai diminuir até un maximo de repouso e que o operario e mecanismo da
freada non son capaces de aplicar cada un maéis de 2 de aceleracién. Daquela, o problema queda

enunciado da seguinte maneira:

0<z(t) <3, 0<z(t),u(t)<2, tel0,1],
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Exemplo 1.7 (Reactor descontinuo). Continuando co Exemplo , un pode querer escoller un
perfil de temperaturas que maximice a cantidade de produto B despois dunha hora (t; = 1).
Ademais, este perfil non pode ser inferior a 0 Kelvin nin superior a 5 Kelvin. Entén, o problema
de control 6ptimo pédese expresar como:

min  — x9(1)

x,u

)
0<u(t)<5, tel0,1],
131(0) = 1, .IQ(O) = O.

Exemplo 1.8 (Carro con péndulo - Lagrange). Sexa agora o sistema descrito no Exemplo
Un problema de control 6ptimo asociado pode consistir en escoller a forza do motor que minimice

o esforzo total realizado. Neste sentido, témase como funcién obxectivo do problema:

Oz, u] = Plu] = /0 f(u(t))th,

que é de tipo Bolza sen termo de Mayer. Amais, interesa que o carro non saia dos limites da
pista e que non se aplique unha forza que o motor non soporte, o que se pode incluir mediante

as constantes positivas dp,qz € Umae € a8 restricions:

—dmaz < xl(t) < dmam —Umaz < u(t) < Umaz, t€ [O,tf].

Daquela, obtense o problema de control 6ptimo seguinte:

min /Otf (u(t))?dt

s.a @1(t) = x3(t), € [0,t¢],
Bo(t) = za(t), t€[0,tf],

Ims sen 1’2(75) 4(t))? + u(t) + mag cos(xa(t)) sen(z2(t))
mi +ma(1 — cos?(wa(1))) , ety

Img cos(xo(t)) sen (22 (t)) (w4(t))? + u(t) cos(z2(t)) + (my + ma)gsen(za(t))
Imy + Imo(1 — cos?(xz2(t)))
t

- dmam < ll(t) < dmama —Umazx S ’U,(t) < Umazx, te [07 f]
21(0) =0, x2(0) =0, 23(0) =0, x4(0)=0,
xi(ty) =d, zo(ty)=m, x3(ty) =0, xz4(ty)=0.

i3(t) =

a(t) = — , te(0ty],

Observacion 1.9. Unha vez presentada a Definicion [1.5] noétese que se pode supor que, nun
P 7
problema de control 6ptimo, a funcién obxectivo a minimizar s6 conta cun termo de Lagrange

no canto dun termo de Mayer, e viceversa. Se se ten un termo de Lagrange:

Bo.zupl = [ Llalt).2(0). ult). p)at

0
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basta introducir unha variable de estado adicional x,,4; xunto con:

x'n-i-l(t) = L(x(t)7 Z(t), u(t)vp)7 xn-l—l(tO) = 07

e a nova funcioén obxectivo seria:

@[',L') Z,U,p] = I’n+1(tf)

Reciprocamente, dada unha funcién obxectivo con termo de Mayer:
Oz, z,u,p| = E(x(ts), 2(tf),p),

podese tomar:

~ ty E t t
Oz, z,u, p] :/ (w(tf>v_zf 'f)7p>dt.
to f—t

Agora ben, tal e como se destaca en [1], ainda que este tipo de transformacions dan lugar a
problemas equivalentes dende o punto de vista tedrico, dende unha perspectiva practica non

teflen as mesmas caracteristicas: distinto ntimero de variables e tipo de aproximacions.

Exemplo 1.10 (Carro con péndulo - Mayer). No caso do Exemplo , modificando o tipo de
funcién obxectivo con axuda do anterior, unha reformulacién do problema seria:

min  x5(ty)
x,u

S. a Il(t) = I3(t)7 te [Ovtf]a
To(t) = wa(t), te€[0,ty],
Lo Imgsen(2a(t))(wa(t)? + u(t) + mag cos(xa(t)) sen(zo(t)) .
&5(t) = my + ma(1 — cos?(z2(t))) o telhtgl,
. Ims 2o(t)) sen(zo () (z4(t))? + w(t) cos(za(t mi + mo)gsen(za(t
b = a0 ente ) 1 ¢ )z)mja(_ >Cc;2<($2<(t>)>))+< Tma)gsen(@at)) o4,
5(t) = (u(t))?,  te0,ty],
- dmaa: S Il(t) S dmam, —Umazx S U(t) S Umazx, t S [0; tf]v

21(0) =0, 22(0)=0, x3(0)=0, 24(0)=0, x5(0)=0,
zi(ty)=d, zo(ty)=m, x3(ty) =0, mz4(ty)=0.

Asi a todo, os problemas da Definicion tamén se poden estender mediante a incorporacion
de variables de control e parametros que s6 tomen valores enteiros, constituindo os conecidos como
problemas de control éptimo mixtos. Porén, neste traballo enunciaranse sé resultados para os
problemas de tipo OCP, para outras extensions constltese [9]. Nesta lifia, nas seguintes definicions

preséntanse nociéns basicas para tratar estes problemas.

Definicién 1.11 (Traxectoria admisible). Unha traxectoria dise admisible se () é absoluta-
mente continua, u(t) ¢ medible e esencialmente limitada e as funcions (x(t), z(t), u(t), p) verifican
as restricions do problema (|1.4]). Dise que a funciéon de control @(-) ¢ admisible se existe cando

menos unha traxectoria admisible (x(t), z(t), @(t), p).
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Definiciéon 1.12 (Optimo global). A traxectoria (x*, z*, u*,p*) dise globalmente 6ptima se é
admisible e verifica:
O[x*, z*, u*, p*] < Dz, z,u, p| (1.5)

para todas as traxectorias admisibles (x, z, u, p).

Definicién 1.13 (Optimo local). A traxectoria (z*,z*,u*,p*) dise localmente 6ptima se é
admisible e existe un § > 0 tal que se || - || denota calquera norma do espazo euclidiano, entén

(1.5) verificase para toda traxectoria admisible (x, z,u, p) con:

[u*(t) —w(®)| <&Vt lto,ts], [lp" —pl <6

Agora ben, antes de adentrarse en enunciados tedricos e métodos de resolucion, compre
salientar que en moitas ocasiéns o comportamento do sistema fisico ou matematico muda co
tempo. Noutras palabras, o sistema de DAEs pode non ser o mesmo en todo o intervalo temporal.
Logo, para aviarse ante esta situacion, introdicese un ntmero finito m de nodos temporais
intermedios {fo, ..., } no conxunto de puntos {to,t1,...,n—1,ts} que xa se empregaba para
. Obtense asi un conxunto de N + 1 puntos ordenados:

to <t < - <,

tal que {Zo,...,tm} U {to,t1, ... tn—1,ts} = {to,t1,...,tn}, to = to e Ly, = tny = ty. Deste xeito,
alf onde exista un cambio de dindmica, marcase mediante un punto fj, que pode estar sometido

a restriciéns ou non, e resulta un problema como o da seguinte definicién.

Definicién 1.14 (Problema de control 6ptimo multi-estado). Sexan Ij, = [fy, fx41] aqueles in-
tervalos onde non hai cambio de dinamica e x’* as funciéns de estado diferenciais definidas en
I (de xeito analogo denotanse zf+, wlx, fIx ). Un problema de control éptimo multi-estado
é un problema de optimizacién con restriciéns da seguinte forma:
m—1 5 - 5
~ min _ Z olr[gle 2Tk 4yl p] (1.6a)
wIk,zIk,qu,p k=0

suxeito aos sistemas de DAEs:

il (1) = fle(@le(t), 200 (1), ule (1), p), t€ly, k=0,...m—1,

- . - - ~ (1.6b)
0= gI’“(:L'I’“(t),zIk(t),qu(t),p), tel,, k=0,....,m-—1,
restriciéons de control e traxectorias:
0 < clo(xlo(t), 216 (1), ul*(t),p), tely, k=0,..,m—1, (1.6¢)

igualdades e desigualdades de puntos interiores, con k; denotando o indice do intervalo temporal

que contén ao punto ;:

7’(113ka (tO)a szo (t())v ey CkaN (tf)’ szN (tf)7 p)7
(miko (tO)a kao (t())v ) mikN (tf)’ ZikN (tf)’ p)7

0
(1.6d)
0

AN
=
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e condiciéns de transiciéon dos estados:

wIk+1 (£k+1) = trk(xlk <£k+1)7 zIk (£k+1)7p)7 k= 07 ey M — 2. (166)

As funciéns involucradas tenen unha definicién analoga 4 empregada na Definicién e as
condicions (1.6e]) de transicion dos estados, con trg : R™ x R" x R™ — R™ adoitan forzar a

continuidade no cambio de intervalo. En relacién coas dimensiéns, estas poden variar con k.

Observacion 1.15 (Intervalo temporal nos problemas de control 6ptimo). A eleccion dos instantes
de tempo tg e, en especial, do instante t; non ¢ necesariamente fixa. E dicir, o valor de ty pode
estar suxeito a modificaciéns segundo o problema, co propoésito de mellorar a optimizacién da
funcién obxectivo. Por exemplo, pode ser de interese minimizar o tempo de voo dun proxectil

suxeito a unha serie de leis do movemento.

1.3. Equivalencia xeométrica

Un dos principais resultados tedricos sobre a teoria de control 6ptimo que se tratan neste
traballo, o principio do méaximo (Teorema , foi enunciado e demostrado por vez primeira en
[8]. A deducién de dito principio incliie un namero elevado de lemas e desenvolvementos previos,
mais un dos aspectos mais interesantes é a reformulacion xeométrica do problema en cuestion,

que se adapta neste traballo 4s notaciéns empregadas.

Deste xeito, partese dun problema de control éptimo simplificado, que s6 conta con variables
de estado diferenciais (t) = (z1(t), z2(t), ..., T, (t)) e variables de control w(t). Asi, dados x° e

xf puntos de R, de entre todas as funciéns de control admisibles u = wu(t) tales que:

x(t) = f(w(t),u(t)), le [to,tf},

preténdese achar aquela que minimice:
ty
Dz, ul ::/ L(x(t),u(t))dt. (1.8)
to
Enton, se f = (f1, f2,..-, fn,), introdicese unha nova coordenada xy 4s coordenadas dos

estados tal que:

dz
3 () = L@ (), z2(t), . 2, (1), u(1)),
obténdose o seguinte sistema:
da:,» .
(t) = filx1(t), z2(t), ..., xpn, (), u(t)), i=0,1,...,n4 (1.9)

dt
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onde se denota fy := L.

Asi, & = (zg, ) e f(x,u) = (fo(,u), f(x,u)) toman valores en R™*! e podese reescribir
o sistema ([1.9)) como:

dz

= Fla(t), u(t). (1.10)

Daquela, fixada w(t), tense a correspondente solucion x(t) de (1.7). Entén, para:

ro(t) = / La(t), u(t))dt,

0
tense que &(t) = (wo(t), z(t)) é solucién de (1.10) con condicién inicial £(ty) = (0,x°) e esta
definida en todo [to,t]. Deste xeito, &(tf) = (®[z, u], z¥).

Ademais, considerando a recta (ng + 1)-dimensional I = {(a,z¥) : a € R}, que claramente é
paralela ao eixo engadido de coordenadas xg, obsérvase que &(t) corta a [ no instante ty e no

punto (®[z, u], 7).

Reciprocamente, sexan u(t) e a correspondente solucion &(t) = (xo(t), x(t)) de (1.10) con
#(to) = (0,2%) e 2(ts) = (zo(ts), z¥) € I. Enton x(t) ¢ solucion de (L.7) e [z, u] = zo(ty).

Polo tanto, coas notacions presentadas, o problema (|1.7)) - (1.8) entnciase de xeito xeométrico

equivalente a continuacién. Unha ilustracion grafica do feito represéntase na Figura [1.4

Definicion 1.16 (Problema xeométrico equivalente). Sexan (0,2°) un punto de R%*! e [ a
recta paralela ao eixo de coordenadas xy que pasa polo punto (0, xf ). O problema xeométrico de
control 6ptimo consiste en atopar aquela funciéon de control admisible u(t) tal que a respectiva
solucion &(t) de ([1.10]), con condicién inicial &(tg) = (0,2°), corte a recta [ en ¢y e, de entre

aquelas que o fagan, o punto de interseccién tena primeira coordenada zy minima.

Ademais, nas condicions do problema simplificado desta seccion (([1.7)-(1.8), ou a Definicion
1.16) ¢ sinxelo probar a Proposicion [1.17]

Proposicion 1.17. Toda porcion dunha trazectoria dptima é tamén dptima.
Demostracion. Sexa a particion de N 41 puntos {tg,t1,...,tn—1,tn =t} en [tg,tf] e dendtense

I, = [tg,tgy1], para k = 0,1,..., N — 1. Considérese o conxunto de funcions {mlk,ul’“}k e de

puntos {a:k } . verificando:

& (t) = fa'™ (1), u™ (1), t€ [ty tin],
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Xo

(@[x,u], x))

X1

Figura 1.4: Representacion gréafica do problema xeométrico equivalente da Definicion para

o caso de duas variables de estado.

para k =0,1,..., N — 1. Enton, existen un control u(t) e un estado x(t) cumprindo:

@0+ ¢t 4 4 9TV

B, u] =

&(t) = f(z(t),u(t), tE€ ltotg], (1.11)
x(tg) = z° )

x(ty) =

En efecto, a partir dos controis w!*, definidos en intervalos consecutivos, basta tomar unha
definicién de u a cachos. Non se extravian as propiedades de funcién medible e esencialmente
limitada, e de igual xeito o estado resultante obedece o sistema ([1.11]).

Polo tanto, xa se tefien as condiciéns para probar o enunciado da proposicién. Sexan res-
pectivamente u(t) e (t) un control e estado 6ptimos verificando ([1.7) e suponase que existe un

intervalo [t1,t2] C [to,tf] tal que o control restrinxido non é 6ptimo.

O intervalo do problema queda dividido en Iy = [to,t1], Iy = [t1,t2] e Iz = [ta, ], e Pz, u]

podese expresar como a suma dos obxectivos en cada anaco: ® = &0 4+ v + dl2.

Agora ben, por hip6tese de non ter unha restricién 6ptima en [t;, to], existen un control v(t)

e un estado asociado ¥ (t) verificando:

&V(t) = f(x"(t),v(t)), tE€ lt,ta],
z¥(t)) = 2™ (t1),

x¥(t2) = x"(ty),
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e tal que ®Y := ®[x?,v] < &'t Daquela, definindo:

u(t), t € [to,t1],
a(t) =14 wo(t), tEe[t1,ta),
u(t), te€ [ty ty],

terfase que verifican (1.7 e ademais:

D&, 1) = &0 + ¥ + &2 < o0 4 o1 4 B2 = Pz, u).

Co que se chega a unha contradicién coa hipétese do enunciado de solucién éptima que vén de

supor que existe unha porcion de intervalo total onde a restricién non é 6ptima.

O
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Capitulo 2
O principio do maximo

O obxectivo deste capitulo é seguir o traballo de [9] e formular unha serie de condici6éns nece-
sarias de solucién 6ptima, cuxa andlise e resolucion serian unha forma de atacar o problema. Apos
os enunciados teoricos engadiranse complexidades ao problema, mais para comezar confréontase

a seguinte formulaciéon, que sé conta con variables de estado diferenciais e controis:

min  E(x(tf))

s.a @(t) = f(x(t),u(t)), telto,ty],
0 < c(x(t),u(t), telto,tyl, (2.1)
x(tg) = a°,
0 = r(z(ty)),

para un intervalo temporal [tg, t¢] fixado. Os Exemplos e estan nas condiciéns anteriores.

2.1. O principio do maximo

O principio do maximo sérvese da seguinte nociéon de Hamiltoniano e multiplicadores de

Lagrange.
Definicion 2.1. O Hamiltoniano do problema de control éptimo definese como:
Hix,u,\, 1) .= A f(x,u) + ple(z, u),
e a funcién de punto final de Lagrange como:
U(@(ty),v) == Bz(ty)) + v r(x(ty)),

onde as funciéns A : [to,tf] — R™, pu : [to,tf] = R™ e v € R™ se denominan multiplicadores

de Lagrange.

15
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Deste xeito, estase en condiciéns de enunciar o seguinte teorema da teoria de control 6ptimo.

Teorema 2.2 (Principio do maximo). Sezan w*(-) unha funcion de control admisible e dptima
do problema (2.1) e x*(-) o correspondente estado dptimo. Enton existen multiplicadores de

Lagrange X*(-), w*(-) e v* tal que para case todo t en [to,ts] se verifican:

_oH

(1) = D (1), 0 (1), N7 1), (1) = £l (1), 0 (1), (2.20)
AT (1) = = I 1) (), X (1), 2% 1), (2.20)
x*(to) = x°, (2.2¢)

X (1) = 9% (@ 1)), (2:24)
0 < c(x*(t),u*(t)), (2.2e)

0 = r(z*(t;), (2.26)

w* (1) = arg min M(a* (1), u(t), (1), u* (1), (2.2)

0 = T (t)e(a™ (1), u™ (1), (2.2h)

0 < (1) (2.2i)

Compre salientar que as condicions (2.2h]) se deben entender por componentes. E dicir, de-
notando as funciéons pu* = (p1,..., pn.) € ¢ = (c1,..., ¢y, ), para cada indice ¢ terase p = 0 ou

¢i = 0. A proba deste resultado pédese consultar en [§].

Daquela, a partir do principio do maximo pddense deducir condicidns necesarias de primeira
e segunda orde para solucions optimas do problema (2.1). En particular, grazas a (2.2g)) tense

en case todo punto o seguinte sistema:

OH % ok oy ok % * 0 % % * dc * ok
OT:%(w,u,A,M)ZATi(:B7’U/)+MT%($,U)- (2.3)

Ilastrase entén como se procederia cos Exemplos e[1.10

Exemplo 2.3 (Reactor descontinuo). No problema de control 6ptimo asociado a un reactor

descontinuo proposto no Exemplo o Hamiltoniano vén dado por:

(u(t))?

H(xz,u, A\, p) = =M1 (t)z1(t) (u(t) + 5

) + Aa(t)ar (H)ult) + pa(Hult) + p2(t)(5 - u(t)),
e a funcién de punto final de Lagrange por:

(x(1),v) = ¢(x(1) = —2(1).

Asi, A:[0,1] = R2, g : [0,1] — R? e non existen multiplicadores v.
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Co cal, se *(t) = (z3(t), x5(t)) e u*(t) son 6ptimas, segundo o Teorema existen multi-
plicadores de Lagrange A*(t) e p*(¢) tales que, para case todo ¢ € [0, 1], verifican:

#1(t) = —a1(t) (u*(t) t— 3 (t) = @i (t)u”(¢),

. u* 2 .
i) =i (e + P ) < xswu. S0 o

0<u(t), 0<5—u*(t),

(u(t)?
2

u(6) = angmin { ~3i(01() () + 00 ) 4250005 0ut0) + i 00 + 5005 - ) |

0= (1) ou 0=u'(r)
0=pw3(t) ou 0=5—u*(t),

0<pi(t), 0<ps().
Ademais, a condicion necesaria (2.3)) neste caso é:

0= =A1()a1(H)(1 + (1)) + A () x1 () + pi(t) — pa(t).

Exemplo 2.4 (Carro con péndulo - Mayer). Na formulacion con funcion obxectivo de tipo Mayer

do problema do carro con péndulo, Exemplo o Hamiltoniano resulta en:

,H(CC, U, A? H‘) = A1 (t)xS(t) =+ AQ(t)le(t)
Ima sen(xa(t))(x4(t))? 4+ u(t) + mag cos(z2(t)) sen(z2(t))
m1 + meo(1 — cos?(x2(t)))
Imag cos(xa(t)) sen(xa(t))(z4(t))? 4+ u(t) cos(xa(t)) + (m1 + ma)gsen(za(t))
Imq + lm2(1 — COSQ(I‘Q(t)))
+ A1) (w(t)? + pa (8) (21(8) + dimaz) + p2(t)(dmaz — 21(t))

+ w3 () (w(t) + Umaz) + pa(t) (Umas — u(?)),

+ A3(t)

— Aa(t)

e a funcién de punto final de Lagrange en:

P(a(ty),v) = s(ty) + vi(zi(ty) — d) +va(@a(ty) — m) + vaws(ty) + vaza(ty).

Notese que xa son expresions maéis dificiles de tratar de xeito tedrico, igual que as condiciéns do

Teorema 2.2, que se deducen a partir das expresions anteriores.
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2.2. Extensiéns do principio do maximo

Estéa claro que o problema (2.1) é unha simplificacion dos problemas de control 6ptimo, en
xeral teranse casuisticas con maéis variables e restricions como en (|1.4) ou (1.6). Para cada un dos
seguintes casos, hai distintas medidas a tomar para obter conclusidéns semellantes as das duas

seccions anteriores. Unha explicacion detallada de cada modificacion no problema atopase en [5].

Termo de Lagrange. Se a funcién obxectivo a minimizar é de tipo Bolza completo, o prin-
cipio do maximo mantense sempre que se engada o termo de Lagrange & definicion de

Hamiltoniano:
H(z,u, A\, p) := A L(x,uw) + AT f(z,u) + plc(z,u).

Variables de tipo parametro. Os pardmetros p poden ser incluidos coma variables de estado

con derivada temporal nula.

Variable de tempo final. Set; ¢ susceptible a modificaciéons no proceso de optimizacion, outra
condicién debe engadirse ao Teorema [2.2}

- (9E *Tﬁr
0—<H+at+l-l/ 8t>t:tf°

Problemas multi-estado. No Capitulo [l| probouse para un tipo de problema sinxelo que toda
porcion dunha traxectoria 6ptima era 6ptima na restricion. Pois ben, este principio pddese
trasladar e basta concatenar as condiciéns do Teorema para cada subintervalo. En

particular, restriciéns nos extremos engadense para forzar a continuidade dos estados.

Variables de estado alxébricas. Na Definicién de problema de control 6ptimo estable-

ceuse como hipétese a regularidade de 8—2 € R"=*"=_ (Co cal, as variables alxébricas estan

determinadas pola parte alxébrica de (1.4b)) e non inflaen nas condicions necesarias.

Restriciéns de fronteira. Se estas son enunciadas de xeito xeral, a funcién de punto final de
Lagrange debe ser modificada adecuadamente. Por exemplo, se as restriciéns de fronteira

son da forma:
0 = r(x(to), z(tf)),
enton:
U((ty),v) = E(@(ty)) + v r(@(t), 2(ty)).
Restriciéns de punto interior. Se o problema presume de restriciéons do tipo:
0 = 7(x(to), 2(to), ©(t1), 2(t1), ..., x(ty), 2(ty), P),
0 < 7(a(to), 2(t0), ®(t1), 2(t1), -, (t ), 2(t ), P);

outras ecuacions han de ser engadidas ao principio do méximo. Véxase [5].
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Exemplo 2.5 (Freada dun bloque). Daquela, malia que o Exemplo non entra na estrutura
de (2.1), a variable alxébrica z(t) queda determinada a partir da ecuacion:

0= (2(t))* + (u(t)? - 4.
Asi, tendo en conta que u(t) € [0, 2], obtense:

2(0) = VA= (WD)
e tomarfase como Hamiltoniano:
H(w,u, A, 1) =M (= VA= @0 = u(®)) + (D) + pa(t)(3 - (1)
s () /A= (WD) + pa(t) (2= VE= (@(D)?) + ps(E)ult) + s (t) (2 = u(®)),

e como funcién de punto final de Lagrange:

Exemplo 2.6 (Carro con péndulo - Lagrange). De igual xeito, ainda que o termo de Lagrange
no Exemplo non entra na estrutura de (2.1)), as ecuacions do Teorema dediicense a partir

da seguinte definicién de Hamiltoniano:

M@, u, A, 1) =AL()(u(t)? + M (t)as(t) + Aa(t)za(t)

Img sen(wa(t))(w4(t))? + u(t) + mag cos(wa(t)) sen(z2(t))

+ )\3(75) my + m2(1 — COSQ($2(t)))

Imag cos(xa(t)) sen(xa(t))(z4(t))? + u(t) cos(xa(t)) + (m1 + ma)gsen(za(t))
)

— () Imy + lma(1 — cos?(za(t))

+ 11 (1) (1) + dmaz) + p2(t) (dmaz — 1(t))
+ p3(t) (u(t) + Umaz) + 14 (t) (Umaz — u(t)),

e da funcién de punto final de Lagrange:

((ty),v) = vi(z1(ty) —d) + va(za(ty) — ) + vaws(ty) + vaza(ty).

De todolos xeitos, dada a sta similitude coa formulacién con termo de Mayer do Exemplo
e polas facilidades que supén traballar con este tltimo no cédigo de MATLAB do traballo,

tratarase dende este momento s6 a formulacién do termo de Mayer.
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2. O principio do maximo




Capitulo 3

Métodos directos de resolucion

O achegamento tradicional 4 hora de resolver os problemas de control 6ptimo e
baséase no principio do méximo, Teorema [2.2] que axuda a trocar o problema orixinal por un
sistema de ecuaciéns diferenciais e alxébricas con restricions de fronteira. Porén, malia ser un
procedemento que non implica aproximaciéns funcionais, un aumento do ntmero de ecuacioéns
ou restriciéns non é doado de tratar e require un conecemento elevado do problema para poder

obter as condicidéns necesarias.

Daquela, a familia de métodos empregada con maior frecuencia é a dos métodos directos, que
levan o problema a un espazo de dimension finita antes de proceder coa optimizacién mediante
técnicas de programacion non linear. En xeral, as funcions de control u(-) son discretizadas e os

distintos procedementos distinguense polo xeito de traballar coas funciéns de estado.

A continuacion, introducense os principais conceptos dos métodos directos de direct single
shooting, direct multiple shooting e collocation. Estes dan lugar & formulaciéon dun problema de
programacion non linear (nonlinear programming, NLP), da que se fara unha breve revision na
seccion [3.4] En concreto, centrarase na programacion cuadratica secuencial, un dos métodos

empregados para resolver este tipo de problemas.

Neste sentido, trabéllase dende este punto coa notacién do problema ([1.4)), pois a extension

ao caso multi-estado é inmediata traballando con cada divisién do intervalo total.

3.1. Direct single shooting

Sexa o problema (|1.4) e considérese unha particién temporal tg < t; < - < ¢, = t5. No

canto de traballar con funciéns de control arbitrarias, estas aproximanse mediante unha serie de

21
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parametros qk e funciéns ka tal que:

(t,q%), t e [to,t],

t,
(tﬂqk)7 te (tkutk—‘rl]v k= 17"‘7”88_1'

u @°
u(t) ~ @*

k): k

Normalmente as @F son funciéns constantes ou lineais. Por exemplo, ¢*(t, q q”.

Enton, as funcions de estado y(-) calculanse mediante integracion substituindo a aproximacion
dos controis no sistema de DAFEs. Co cal, alén das discretizacions pertinentes, resulta un problema

de dimensién finita nas variables ¢ = (¢°,...,¢™*~1), nos pardmetros p e nos valores iniciais

y° = (x°,2°).

En efecto, se € = (22,29, ¢% q', ..., q"=~1,p)7, resulta un problema de programacién non
linear:
min  F(§)
s.a G(&) =0, (3.1)
H(£) <0,

onde F(§) = @[z, z,u, p] é a funcién obxectivo, con x e z determinadas por integracion a partir

de &, e G(-) e H(-) incluen as distintas restricions do problema orixinal.

O proceso de obtencion de x e z podese representar mediante unha aplicacion ¢(§), que
denota calquera proceso de resolucién de sistemas diferenciais. Asi, proporciona os valores das
variables de estado necesarios a partir de £ e do sistema de ecuaciéns diferenciais das restricions.

Emprégase a notacion:

0n(€) = x(ty), L) ~ =(ty).

Obsérvase ent6n a razén do nome do método, pois as variables de estado obténense nun s6
paso, xa que s6 se emprega a informacion dos controis e dos valores iniciais. Porén, no suposto
de conecer o valor dos estados en puntos interiores, non se pode aportar esta axuda, o que sup6n

unha desvantaxe fronte a métodos posteriores.

Exemplo 3.1 (Freada dun bloque). Para o problema presentado no Exemplo Se Ngs € 0

nimero de nodos temporais e discretizanse as variables de control como constantes a cachos:

u(t) =~ ¢°, te[0,t],
ult) = ¢*, te (tpti], k=1,..,ng—1,

obtense £ = (2°,2°,¢°, ¢" ..., ¢"~1)T. Daquela, mediante o método de direct single shooting,
D(&) = (P, d.)(&) = (90, BL, ..., 75, 0, pL. ... ¢755)(€) e resulta o problema de programacion



3.2. Direct multiple shooting 23

non linear:

min 6 (€)
2 2
s.a 4= (02(8)" + (d°)
2 2
1= (6E1©) + (d)  k=0,me -1,
0<¢5(€) <3, 0<¢8(€) <2, k=0, 0,
0<¢"<2, k=0,..,n5—1,
¢h(€) = 3.
Exemplo 3.2 (Reactor descontinuo). Para o problema presentado no Exemplo , con notacioéns
analogas as do Exemplo obtense & = (29,29,¢%, ¢, ..., ¢"~1)T. Daquela, mediante direct
single shooting precisase ¢(&) = (¢21 (&), d)22 (&), #ps=(&)) e resulta o problema:
min 6 (©)
s,a 0<¢"<5, k=0,...,n5—1,
26 =1, ¢, =0

Exemplo 3.3 (Carro con péndulo - Mayer). Para o Exemplo as variables discretas son

€= (29,29,29,29, 22, 4% ¢*, ..., g™~ )T e queda a seguinte formulacién:

min o (€)

.8 = dmaz < 05 () < dmaz, k=0, g,
— Umaz < ¢ < Uz, k=0, 0 — 1,
2 (&) =0, ¢5,(6)=0 ¢3,(§)=0, ¢3,(6)=0, ¢3 (£ =0,
(@) =d, ¢p (&) =7 ¢35°(§) =0, ¢;:°(§) =0,

onde neste caso ¢ = (¢2 , ¢L ..., @0, U, ¢lss @0 ¢l @0, plas @O, phes).

3.2. Direct multiple shooting

De igual xeito que no direct single shooting, a sta version multiple baséase na discretizacion
dos controis, mais agora a integracion de estados faise en cada subintervalo da malla considerada.

Sexan entén os nodos temporais tg < ¢ < -+ < ty,5 = ty, € 0s controis aproximados:

( 0)7 te [tO;tl]a

u(t) ~ °(t, q
u(t) %‘pk(tvqk)v te (tk7tk+1]7 E=1,..,nms — 1.

Nos nodos da malla aproximanse os valores dos estados:

wkzaz(tk), zkzz(tk), k=0,1,...,Nms,
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que se empregan como valores iniciais para obter expresiéns mediante integracién dos estados

en cada [tx,tx+1]. Noutras palabras, no subintervalo k—ésimo resélvese o sistema de ecuacions

k k

correspondente con valores iniciais ¥ e z*, e controis aproximados ¥ (t, g*).

Deste xeito, empregando un lixeiro abuso de notacién, volvense empregar as mesmas nota-

k

cions para ¢(€), se ben agora hai que ter en conta que (b’;(ﬁ) = (¢,

k:—l7 xkz—l) zk:—l

,(b’;;n ) obtense a partir
T

de q e do sistema diferencial correspondente. Ademais, co fin de garantir a con-
tinuidade das variables de estado diferenciais, engadense ao problema de optimizacién restricions

nos extremos dos intervalos:

k k
que habitualmente non se satisfan no proceso de resolucién até que se chega ao éptimo desexado.
Co cal, denotando &€ = (29, 29,9, z, 21, qt, ..., &?ms—1 2nms—lgnms—1 gnms znms 5T

obtense un problema de programacion non linear da forma ({3.1)).

Asi, na Figura ilustrase este proceso e a necesidade das restricions ([3.2).

xPms—1

v

tnms‘1 tnms

Figura 3.1: Ilustracion do direct multiple shooting.

Exemplo 3.4 (Freada dun bloque). Para o problema presentado no Exemplo S€ Nyns € 0

niumero de nodos temporais, discretizanse as variables de control como constantes a cachos:
u(t) = q°, te0,t],
u(t) =~ q%, te (titpp1], k=1,... nms—1,

e aproximase o valor dos estados nos nodos temporais:

:ckmx(tk), zkmz(tk), k=0,.., s,
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obtendo & = (2, 2%, ¢0, ..., gms =L prms =1 gnms=1 gnms pnms)T  Daquela, mediante direct mul-

tiple shooting e coa notacion habitual para ¢(§) resulta o problema:

Exemplo 3.5 (Reactor descontinuo). No caso do Exemplo , mediante direct multiple shooting

nms =L gnms =L pnms—1 gnms pme)T e resulta o problema:

— (0 .0 0
obtense § = (7, 23,¢", ..., 27 , T ,q , ™, T

mgl'n — ¢u3°(§)

S.a ¢I;1(§)_xlf:0a kzla"'a”MSa
QSI;Q(S)_I.I;:O’ k:]-a"'anm87
0<¢"<5, k=0,...,nm—1,
0%, (6) =1, ¢,(6)=0.
Exemplo 3.6 (Carro con péndulo - Mayer). Por ultimo, cando se traballa co Exemplo
queda & = (29,29, ..., 22,40, ..., &=t ghmeml ,azgm_l, g gl ghms L) T e
min 657 (6)
S.a ¢]£1(£)_a¥1€:07 kzla"'an?ﬂSa
¢§2(€)—$§:O, kzla"'anMSa
¢§3(£)_x§207 kzla"'anMSa
¢§4(£)_$2207 kzla"'anMSa
¢]£5(£)_$§: ) kzla"'anMSa

— dimaz < O (&) < dmaz, k=0, ., s,

— Umaz < q’f < Umaz, k=0,...,nms — 1,

99, (£) =0, ¢2,(6)=0 ¢, (&) =0, ¢7,(6)=0, ¢2.(&=0,
(@) =d, ghre(€) =71 ¢hme(€) =0, ¢hme(€) =0.
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3.3. Collocation

En termos do comportamento dos estados, na collocation xa non se tratan como variables de-
pendentes. Daquela, considérase unha particiéon temporal tg <ty < - <1, , = tr, aproximanse

tanto os controis coma os estados nos nodos temporais e midase o sistema de ecuacions:

0=d(t) — f(=(t),2(t), u(t),p), 1€ [to,ty], (3-3)

por sistemas discretos mediante esquemas de discretizacion como Runge-Kutta. De igual xeito,
o resto de restricions e a funcién obxectivo discretizanse empregando o novo conxunto finito de
variables. Asi, o problema orixinal convértese nun problema de programaciéon non linear de forma
semellante a , mais desta vez puro, é dicir, no que non hai variables dependentes e polo tanto

non é preciso proceder en pasos intermedios con integracion.

En primeiro lugar, a funcién obxectivo a minimizar pédese tratar de diversas formas. No caso
de que sexa de tipo Mayer, xa estd en forma discreta. Porén, se existe un termo de tipo Lagrange,
este podese converter a tipo Mayer como xa se veu no Capitulo [I, ou empregar algunha formula

de cuadratura como pode ser o método dos trapecios (véxase [I]).

En segundo lugar, compre atender & discretizacién das restriciéns de tipo funcional, é dicir,
aquelas que non sé involucran valores puntuais de funciéns, pois estas xa estan en forma discreta.
As restricions de tipo alxébrico imponse nos puntos da malla e o méais complexo xorde cando

aparecen ecuacions diferenciais.

3.3.1. Collocation con esquemas Runge-Kutta

Dunha banda, unha primeira opcién, empregada en [I], é apostar por unha discretizacion

baseada en métodos do tipo Runge-Kutta ou multipaso. Témanse como variables:
ub ~u(ty), xF~aty), 2Krzty), k=0, 10,
e denotase:
hie = tigr — thy,  F5 = F(&®, 25 0% p) ~ Fla(tn), z(te), u(tr), ).

Asi, (3.3) convértese, con k percorrendo os nodos da malla temporal, en:

» Método de Euler:
0=kt — 2k — p; f*.

s Método dos trapecios:
h
0=zxFtt — 2k — f; (fk-l-fk"H).
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» Método de Hermite-Simpson:

0 — gkl _ gk _ hi <fk 44 ftt +fk+1>
6 )

onde:

s Método de Runge-Kutta cldsico:

0=gktl — gk %(kl + 2ko + 2kg + k4),

onde:
k1 = fkv
1
k2 = .fk <mk + 2k17zk+27uk+;1)7p> )
1
k3 = fk <$k + 2k27zk+27uk+;7p) )

Observacion 3.7. No codigo do Capitulo [ para facilitar a execucion do método de Hermite-

Simpson e reducir o nimero de variables, empréganse os puntos medios:
1 1 1 1
2kt = B (zk + zk+1> , uFtz = B (uk + uk+1> )

que, como en xeral as variables son continuas e os intervalos da malla pequenos, non supén unha

gran diferencia.

Observacion 3.8. Noétese que a particion temporal se pode definir tamén cando os extremos
temporais son variables, ¢ dicir, cando ?y e t; son susceptibles a modificaciéns. Neste caso,
tomando constantes 7, € [0,1], basta definir hy, = (Tp41 — ) (tf — to) € ti, = to + Ti(ty — to), de

xeito que sempre se traballa coa mesma porcién do intervalo total.

Exemplo 3.9 (Freada dun bloque). Considérese outra vez o problema do Exemplo e ob-

sérvese como resulta a sia collocation a través das distintas opcions de discretizaciéon. Sexan a

particiéon temporal tg <ty < - <ty =1, , e as variables discretas UL L
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» Método de Euler:

‘ n,
min x'teot
zk 2k yk

s.a oFtt— 2k — py (—zk—uk):(), kE=0,..,10m—1,

» Método dos trapecios:

z. n
min q'heol
ak 2k gk

2 2
(zk> + (uk> _4:07 k:O,...,ncol—l,

0<zF<3, 0<zF<2 0<ufF<2, k=0,.., 10w,

» Método de Hermite-Simpson:

s n
min x'teol
zk 2k yk

h ~
o 8 ghtl_ gk _ (_Zk Wk Jr4fl<:+1 kL uk:-i—l) —0, k=0, N —1,

onde:
L - Shts
= Método de Runge-Kutta cldsico:

Z. n,
min ' teol
k ok gk

T
h
S a I‘k+1 _xk:_ Fk(k1+2k2+2k3+k4) :0, kIO,...,ncol _17
2 2
(Zk) +<uk) —4=0, k=0,...,n0 —1,

0<zF<3, 0<zF<2 0<ubF<2, k=0,.., 10,

onde:

1 1 1 1
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Exemplo 3.10 (Reactor descontinuo). Considérese tamén o problema do Exemplo € sexan
a particion temporal tg < t; < -+ < t; = t,_, e as variables discretas z¥, 25, u¥. Mediante o

método dos trapecios resulta:

z n

min — 56'2”"'

zk xk uk
102>

2 2
h k k+1
s.a bt — gk — ?k (—x’f (uk + (u2)> — gkt <u’€+1 + % =0, k=0,...,n0 —1,

k+1 k hk? k, k k+1, k+1\ __ _
CC2 —xz—?(mlu +$1 u )—07 k—07---ancol_17

0<uf <5 k=0,...,nc0

) =1, 23=0.
Exemplo 3.11 (Carro con péndulo - Mayer). Do mesmo xeito, o Exemplo resulta mediante
o método dos trapecios en:

min x5
z® uk
k+1 k k k+1\ __ _
S. a 1‘1 —331 ($3 +CC3 ) —07 k_oa-"ancol_la

_ Ik
2
h ,
xé“ —mg — Ek (mﬁ +m{f+1) =0, k=0,..,00 — 1,

Ghl ke (Imasen (8) (2%)” + u* + mag cos (a5) sen (a)
’ 2 my +ma (1 — cos? (z5))

= 07 cee s Neol — 1,

Imysen (z511) (:rfj“)Q + uF ! + magcos (z5T) sen (2511) > —0 k

my + mo (1 — cos? (mé“))

kil ok, D
+ —mi-l-f

<1m2 cos (5) sen (25) (xfj)Q + uF cos(xh) 4+ (my + ma)gsen(xk)
T4
2

Imy + lmo (1 — cosz(xlg))

Imo cos (a:’;“) sen (a?g“) (:vfj“f + uFt1 cos (xé”l)
- Imy +1 — cos? (zhH!
1 mo (1 cos (Jc2 ))

(m1 + ma)gsen (mé“)

—0, k=0, ney—1,
Imy +Img (1—(305;2 (xé“))) ’ oo Mol

ol gk % ((u’“)2 + (uk+1)2> =0, k=0,...,n0 — 1,

k k
- dmaw S xl S dmaxa —Umax S q S Umaz, k = 07 o5 Neol s

0 _ 0 _ 0 _ 0 _ 0 _
z7=0, 25=0, z23=0, z;=0, z5=0,

Necol Necol Necol Necol
T = 3%t =0, xz, =0.

) 1'2 - 7Ta

3.3.2. Collocation con interpolacién e puntos mébiles

Doutra banda, coma en [3], podese escoller empregar interpolaciéon con polinomios de La-

grange mediante puntos de Gauss ou Radau para obter os estados e controis en cada intervalo

Iy = [t trya)-
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Grao R 1 2 3 4 5
Gauss-Legendre | 0.500000 | 0.211325 | 0.112702 | 0.069432 | 0.046910
0.788675 | 0.500000 | 0.330009 | 0.230765
0.887298 | 0.669991 | 0.500000
0.930568 | 0.769235
0.953090
Radau 1.000000 | 0.333333 | 0.155051 | 0.088588 | 0.057104
1.000000 | 0.644949 | 0.409467 | 0.276843
1.000000 | 0.787659 | 0.583590
1.000000 | 0.860240
1.000000

Taboa 3.1: Puntos mobiles de Gauss-Legendre e Radau como puntos da collocation.

Asi, témanse como variables:

oM~ a(ty), k=0,.ne—1, j=0,..,R, x" ~z(l,,),

PN Z(tgj), uki ~ u(ty;), k=0,..n—1, j=1,... R,

onde tg; = ty + Tjhg, con o = 0econ 0 < 7; <1, 5 = 1,..., R, puntos mobiles de Gauss ou
Radau.

O calculo destes puntos 7; podese atopar en [2], que fai un desenvolvemento similar ao de [3]
xunto cunha explicacion detallada da collocation con polinomios ortogonais de Gauss-Legendre
ou Radau. Para o propoésito do traballo, incliese desta referencia a Taboa [3.1] cos distintos

7; € [0,1] segundo os graos R mais habituais na interpolacion.

Daquela, con R + 1 puntos de interpolacién, os estados en cada [ resultan en:

R R
(1) =Y L(nz, L= ] :_: t=ty+71hy, T€[0,1],
3=0 r=0r#j "

mentres que, en canto as variables de estado alxébricas e de control, coas notacion analogas ukJ

e zF9 | empréganse R puntos de interpolacion para obter:

R R R
1 7 kj =1 7 ki 7 T
() =3 L0, a0 =Y Low, L= [] =
j=1 j=1 r=1,r#j
E enton, denotando I;(7) = %(7), tense a discretizacion da ecuacion (3.3) por:

R
ij(rr)cckj - hkf(zckr,zkr,ukr,p) =0, r=1,..,R, k=0,....n. — 1.
=0

J
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Ademais, se nqy > 1, cando se traballa con interpolacién recoméndase impor restriciéons de

continuidade nos extremos dos intervalos, razén pola que se incorporou 7y nos estados diferenciais:

Zk+1.0

R
ZEZQOWW
ncol Z s

k= 0,... s Neol — 2,

(ncol_l)j’ movo — SCO.

Exemplo 3.12 (Freada dun bloque). Neste caso, o problema do Exemplo resultaria en:

z. n
min xteol
Tk Zhr kv

R
S-a Zij(TT)xkj = hy, (7 7uk7“) =0, r=1..,R, k=0,...,nc0 —1,
§=0
4:( ) ( )2’ Tzl,...,R, k:Oa-~-an(:ol_17
0<a" <3, r=0,..,R k=0, 11,
0<z ﬂuMSZ,TzlwwR k=0,.. 00 — 1,
R
2t = le(l)xkj k=0,..,nc0 —2,

”col — Zl

200 — 3

nmz 1),

Exemplo 3.13 (Reactor descontinuo). O Exemplo resultaria mediante interpolacion en:

min ~ — x5°!
kT b

R
s. a Zij(TT)a:’fj — hy, < kT
=0

R .
ZZJ _ hk(L'kT kr _ 0,
j=0
0<uf" <5, r=1,..,R,
k+1 0 Zl I’
1 )
7=0
k‘+1 0 Zl $2 ,
R
col (neor—1),3
D DU
Jj=0
x(l)’o =1, xg’o =0.

2

kr)2
<Uk7‘+(,u{)>> :O, T:1,...7R7 kZO,...,ncol_17

k= 0,...,ncol - 1,

Neol 2
=0 s Meol — 2
R .
wgcal _ Z lj(l)r[:éncol,fl)d7
§=0
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Exemplo 3.14 (Carro con péndulo - Mayer). Analogamente, o Exemplo tamén se pode

discretizar nesta seccién como:

min

ok

3.4.

Mol

Ly

ij(TT)xlfj — hkmlgr =0, r=1,....R, k=0,..,n.1 — 1,

M=

<.
Il
o

ij(Tr)x];j —hpak" =0, r=1,..,R, k=0,...,n00 —1,

M=

<.
I
o

Img sen (z57) (Jiir)Q + ukr

mi 4+ mo (1 —cos2( ))

M:o

(7 )25” = hy, (

<.
Il
o

mag cos (zh" )ben( kr )
mi + mo (1—0052( ker ))

iy ()7 4 B (lmzcos( i) sem (a47) (a7)” + ™ cos (o)

> 0, r=1,...,R, k=0,....n05 —1,

M=

Imy + Imy (1 — cos? (z57))

<.
Il
<

(mq + ma)gsen (x’z“r)
Imy + Ima (1 — cos? (z57))

):, r=1,...,R, k=0,...,n0; — 1,

R
Zz'j(n)x’gj — hg (ul’")2 =0, r=1,...R, k=0,...,n00 — 1,

_dmaz Sl']fr Sdmam 7‘:0,...7R, kzov“'vncol_lv

— Umaz < U < Umaz, T=1,..,R, k=0,..., 000 — 1,

R

k41,0 _ i ghto - Bi ght10 -

x] —Elj(;vl, gl )zs”, El
=0

k+1,0 __ k+1,0
xy g L;( x4 , Ty E L;( :v5 , k=0,...,nc0 — 2,
7=0 7=0
R R R
77wol E (ncol*l)vj ncol E (”col 1), nLoL E "col 1),
) ’
R R
nrol E n(‘ol 1), n(‘nl E nr‘ol 1),5
)
7=0
0,0 _ 0,0 _ 0,0 0 0,0 _
=0, xzy =0, =z3 =0, x4 =0, =z =0,

x;lcoz =d, ngcol =, xgcoz =0, chol =0.

Programacién non linear

Antes de continuar, obsérvase que os métodos directos se basean na transformacion do pro-

blema orixinal nun de programacion non linear (NLP), que pode contar s6 con variables inde-

pendentes como na collocation ou tamén coas funcions de estado como variables dependentes

nos métodos de direct single shooting e multiple single shooting. En calquera caso, preséntase a



3.4. Programacioén non linear 33

continuaciéon unha serie de conecementos bésicos para tratar os NLPs. Para elo, consultaronse

1 e [,

3.4.1. Preliminares

Supoénase que se quere escoller unha serie de variables reais & = (1, &a, ..., &,) para minimizar

unha funcion escalar:

suxeita a m < n restriciéns:

Obter un 6ptimo é equivalente a minimizar o Lagrangiano do problema:

L(& ) = F(&) — ATe(€),
onde as componentes do vector A se cofiecen como multiplicadores de Lagrange.

Deste xeito, nun punto 6ptimo (£*, A*) hanse de verificar as condicions necesarias:

0L o \wy  dF . dc*T*
0= 5e € = e - (Geen) X

oL * oy k) *
Oza(ﬁ)\)——c(f )-

Logo, aplicando o método iterativo de Newton para mais dunha dimension (véxase [I]),

partindo dun punto (&€, A) e querendo calcular (é, 5\), chégase ao sistema:

2L . de \'. ar
SEENE-9+ (dg@) A= 5, -
de ~

_@(5)(5 — &) =c(§)

Coémpre salientar que no caso dunha funcién obxectivo F' cuadratica e restriciéns c¢ lineais,
o algoritmo de Newton converxe nunha iteraciéon, é dicir, as condiciéns anteriores devolven o

oOptimo.

3.4.2. Programacién cuadratica

Para resolver os problemas NLP son de grande utilidade os conecidos como problemas de

programacion cuadrética (quadratic programming, QP). A sua forma xeral é:

min F(€) (3.52)
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suxeito as restriciéons lineais:

A€ = a, (3.5b)
B¢ > b, (3.5¢)

onde, sendo H unha matriz definida positiva, a funcién obxectivo é da forma cuadratica:
T L.r
F(€) = g"¢ + S€THE,
con A e B matrices e a, b e g vectores de nlmeros reais.

Asi, para resolver numericamente (3.5]) existe un método iterativo conecido como o método de
conxunto activo, que consiste en ir resolvendo iterativamente problemas como os da subseccién

Para elo, introducese previamente a seguinte definicion de restricion activa.

Definiciéon 3.15 (Restricion activa). Sexa o problema ({3.5). Dise que unha restricion de ((3.5¢)
¢ activa na solucion &£* se verifica a igualdade, ¢é dicir, (B£*); = b;. O conxunto das restricions

activas na solucién £€* denominase conxunto activo e deno6tase por A.

Algoritmo 3.16 (Método do conxunto activo). Dada unha estimacién do conzunto activo A°
e un punto inicial €° que verifique as restricions do problema, o algoritmo procede do sequinte

zreito:

1. Dados &Y ¢ AY, calcilase o minimo do obzectivo cuadrdtico suzeito ds restricions (3.5

e ds incluidas na estimacion do conzunto activo. E dicir, resdlvese con esas restricions o

sistema (3.4) e obtense €.

2. Se A& =€ — €Y, hai que tomar o maior o € [0,1] tal que:
€l = ¢ +aAg

respecta todas as inecuacions que non forman parte do conzunto de restricions activas

actual.

3. » Se a < 1, tdmase aquela restricion que limitou a escolla do o e engddese ao conzunto
activo A¥+1. Volta ao paso[1]

= Se a =1, comprébase o signo dos multiplicadores de Lagrange asociados ao problema
simplificado e:
- Se todos os multiplicadores son non negativos, remdtase o algoritmo.

- En caso contrario, suprimese do conzunto activo a desigualdade co multiplicador

mdis negativo e tornase ao paso [1]
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3.4.3. Programacioén cuadratica secuencial

Xa se estd en condiciéns de tratar numericamente un problema de programacién non linear

da forma:
min F(€)
s.a G(&) =0, (3.6)
H(€) < 0.

Para elo, considérase o Lagrangiano asociado a este problema:

L&) =F(&)+ATG(&) + p"H (),

e procédese co conecido como algoritmo de programacion cuadratica secuencial (sequential qua-
dratic programming, SQP). Este baséase en aproximar o problema por un cuadratico do tipo
e repetir o proceso até chegar a unha solucién aceptable. En concreto, tense que decidir
unha estratexia para escoller a lonxitude de paso a en cada iteracién e outra para establecer

unha condicién terminal, como por exemplo:

onde ||-|| denota unha norma do espazo euclidiano. Por exemplo, a norma dous ou a norma
infinito. Unha descricion detallada atopase en [1J.
Algoritmo 3.17 (SQP). Dado o iterante (¥, AY, u"):

1. Resdlvese o problema de minimizar a aprozimacion cuadrdtica do Lagrangiano baizo a

aprozimacion linear das restricions. Se A€ = & — &Y, enldn resdlvese:

i S(E AV, )AL + AéTasg(é AV, )AL
sa GE)+ B2 (E)AE=0,
0
H(E) + G (€)AE <0

2. A partir de AE e dos multiplicadores de Lagrange asociados Xe [, calcilanse os novos
iterantes como:
€1 = € + alg,
AVt =\ +a()\ AY),

p T =¥ +a(p — p),

con lonzitude de paso a < 1.
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3. Se a condicién terminal non se verifica para o novo iterante, térnase ao paso [1}

Por suposto, existen outras metodoloxias que tamén se poden empregar como o algoritmo de
punto interior explicado en [I]. Porén, non se afondara en distintas estratexias xa que saen fora

da temaéatica abordada neste traballo.



Capitulo 4
Refinamento da malla temporal

O proceso de resoluciéon por un método directo do problema consta de tres pasos: a
transformacién nun problema de dimensién finita, a correspondente resolucién mediante técnicas
de programacién non linear e o refinamento da malla para repetir o proceso até obter un resultado
con erro pequeno. Asi pois, apoés unha presentaciéon xeral dos métodos de discretizaciéon no
Capitulo |3] afréntanse agora diias estratexias con respecto ao refinamento da particién temporal

para mellorar o resultado.

En primeiro lugar, tomando como referencia [I], entinciase un algoritmo de refinamento da
malla que se aplica despois de obter a solucién do NLP discretizado. Este consiste en dividir a
particion temporal naqueles intervalos nos que o erro é maior, para volver resolver o NLP coa ma-
lla mais fina. En particular, denominarase estratexia de elementos finitos fixos pois simplemente
vanse engadindo mais puntos no canto de modificar os existentes. Ademais, para non dificultar
a comprension coa notacion e por ser a técnica empregada en MATLAB no Capitulo 5] esta
estratexia exponse baixo as notaciéns da collocation con esquemas de Runge-Kutta: variables

xk, 2k e uk,

En segundo lugar, ainda que non incluir os elementos finitos Ay da malla como variables
da optimizacién facilita a resoluciéon do NLP, isto pode implicar unha converxencia maéis lenta.
Polo tanto, como se fai en [3], na seccion explicase un algoritmo que calcula a solucién e
malla éptimas a0 mesmo tempo: elementos finitos movibles. Neste caso, por mor das restricions
adicionais que convén engadir para controlar o erro, trabéllase coa collocation con interpolacion

e puntos mobiles de Gauss ou Radau.

Agora ben, tanto en elementos finitos fixos coma movibles, o método de collocation pode
ser escollido libremente se se levan a cabo as modificaciéns axeitadas. Por exemplo, é inmediato
decatarse de que a subseccion pode ser enfocada dende a interpolaciéon de Gauss-Radau se

se traballa con esta estratexia.

37
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4.1. Refinamento da malla con elementos finitos fixos

Tras aplicar unha discretizacion coma por exemplo as da subseccion [3.3.1] contase con nqp+1
puntos de mallado e un problema de programacién non linear. Logo, tras a aplicacién dun
algoritmo como o SQP, disponse dunha soluciéon discreta do problema de programacién non

linear, formada polos valores nos puntos da malla ¥, z* e u* e os parametros p.

4.1.1. Obtencién dunha solucién funcional

A intencion é aproximar as funcions x(-), z(+) e u(-) mediante interpolacion con splines: &(-),
Z(+) e u(-), respectivamente, cos que poder avaliar en calquera instante temporal. Deste xeito,

para as variables de estado diferenciais, Z(t) estd determinado grazas 4s imposicions:

Bt =2, () =+

en todos os puntos t; da malla, podéndose obter polinomios ctibicos a cachos de clase 1.

Do mesmo xeito, os estados alxébricos e controis represéntanse mediante Z(t) e @(t), que

quedan determinados grazas a:

Z(tp) = 2%, alty) = u®,

podéndose obter polinomios lineais a cachos continuos.

En [I] recoméndase o uso duns splines especiais, chamados B-splines, que basicamente confor-
man unha base do espazo de splines e son sinxelos de tratar computacionalmente. Non obstante,
a idea de representacion da solucién é a mesma: construir unha funciéon de tipo polinémico a
cachos coa que representar unha soluciéon continua. Ademais, como no cédigo do Capitulo [5] s6
se emprega a funcion spline de MATLAB, non se afondara na definicién de B-splines para s6
tratar con conecementos do grao e non sairse da lina do traballo. Para unha explicacién rigorosa

dos B-splines, consultese [4].

4.1.2. Estimacion do erro

A continuacion, preténdese estimar o erro da solucion acadada. Para elo, unha estratexia em-
pregada en [I]] é supor que as variables de estado alxébricas, controis e parametros (z(t), u(t), p)
foron aproximadas correctamente e estimase a diferenza entre &(¢) e (). Malia ser unha supo-
sicién necesaria para este algoritmo que ten boas propiedades, non é moi rigoroso pois o caracter
6ptimo desas variables non é comprobado. Ademais, traballase con seguridade se z(t) € C! e

z(t),u(t) € C% noutro caso depende do problema.
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Asi, cando se considera unha ecuacion diferencial ordinaria do tipo & = f(x, z,u,p) e re-

s6lvese mediante un esquema numérico, distinguese entre erro global e erro local. Dunha banda,

k+1

o erro global no instante t;41 definese como a diferenza entre x e x(tgy1). Doutra banda,

chamase erro local no instante ¢y, & diferenza entre xktl

k

e a solucién avaliada en tx4q da
ecuacién diferencial que pasa por x* en ;. No caso de que a orde do método numérico sexa ¢,

o erro local no intervalo k é da forma:

~ | oLk 3,911
er = |l hy |,
onde ¢* adoita depender das derivadas parciais da funcién f. Por exemplo, a discretizacion de

tipo Hermite-Simpson é de orde ¢ = 4 e a dos trapecios ¢ = 2.

No entanto, cando se considera unha DAE, o método numérico pédese ver afectado por unha

reducién na orde, ¢ dicir:
—r+1
L - P (4.1)

onde r é a reduciéon da orde. E para estimar esta diminucién, o primeiro é aproximar o erro.

Sexa enton o intervalo da malla Iy, = [tg, t; + hg], con &(t), Z(t), @(t) e P as solucions obtidas

en dito intervalo alén do NLP e da interpolaciéon das funcions de ¢. Verificase:

te+hg tp+hy
o(ty, + hi) = x(t) + / w(t)dt = x(ty) +/ f(@(t), z(t), u(t), p)dt.

tr tr

Porén, para traballar con valores conecidos:

Bt ) =alt)+ [ F@0. 20,30, ),

tg

que, denotando f = f(&, z,u,p), pode modificarse:

tr+hg _
gt = ok / fdt

123
thrhk . tk+hk . tk+hk -
=k + / zd / xdt + / fdt
122
tk+hk .
=k 4 ght! / ) dt,
de xeito que, tendo en conta que por definicion * = ZF, resulta a seguinte expresion:

tk—‘rhk 3 ~

ti

E mediante limitacién modular en cada componente, obtense:

trp+hi . _ tr+hi _
—/ (:Ei—fi)dtls/ B -
2% 2%

k41 ak4l
) ‘

fildt
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Daquela, definese o erro local absoluto no intervalo k£ por componentes como:

tr+h
L [t
n;, =

tr

Nestes termos, podese aproximar o erro local relativo no intervalo [tg, tg41] por:

Iy,
er A~ mix —0—— con w;= méx [|ZF], |F]]. (4.2)
7 ('U)Z + 1) k=0,...,n¢o;
Asi pois, €; € 0 maximo erro integrado relativo no intervalo [tg, tx + hi| de todas as componentes

nas ecuaciéons & — f.

) ) ) o I .
Compre facer fincapé en que o calculo practico de ntx = (m", .., n{{;) se debe facer mediante
unha férmula de cuadratura con alta precisiéon e cunha tolerancia preto do erro da méaquina. Isto

é por mor da sta relevancia & hora de estimar a reducién da orde na seguinte seccion.

4.1.3. Estimacion da reducion da orde

Seguindo o camino de [I], proponse estimar a reducién na orde do método numérico mediante
a comparacién de duas mallas consecutivas. Para elo, suponse que a malla actual foi obtida

engadindo N puntos & previa.

Analizase o comportamento dunha tnica variable x; nun tnico intervalo I, de xeito que:

0=c <hZ_T+1>

representa o erro obtido na malla previa e:

hk qg—r+1
”:C<N+1>

o erro na nova malla no mesmo intervalo. Se se asume que r e ¢ non dependen da malla consi-
derada, con r constante en todo I, despéxase:

1 (s)

P = 1-— .
reat log(N +1)

Co cal, se nint denota o enteiro mais preto, pédese tomar como r o seguinte niimero enteiro
non negativo:

r = max[0, min(nint(7), q)]. (4.4)

Ollo, como xa se mencionou na subseccion esta aproximaciéon é moi sensible aos erros

calculados nas distintas mallas. Para mais detalles véxase [I].

Observacion 4.1. Na practica pretenderase calcular unha reducién de orde ry, para cada intervalo,
independentemente da compofiente z; coa que se traballe. Neste traballo decidiuse tomar a media
das expresions (4.3) antes de aplicar (4.4)). Daquela, para cada [tg, tx+1] terase un tnico ryg.
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4.1.4. Construcién da nova malla

Por tltimo, unha vez computados os erros aproximados preténdese empregar esa informacion

para refinar a particion temporal e conseguir unha solucién mais axustada na seguinte iteracion.

Unha vez obtida a solucién e o erro na iteracién j—ésima, emprégase a terminoloxia malla
antiga para referise 4 da iteracién j—1, malla actual para denotar a da iteracién j xusto calculada,
e malla nova para nomear a que se pretende obter. Logo, o obxectivo é desenar a malla nova tal
que se reduza o erro de discretizacion, mais engadindo un ntmero axeitado de puntos para que
o tamano do NLP non medre estrepitosamente. A idea fundamental é ir engadindo puntos 4s
divisiéns que tenan maéis erro.

Tendo en conta as expresiéns e para €, e denotando por r; 4 reduciéon da orde no
intervalo [tg, tg + hi|, despéxase:

"
(w; + D)L+

le”|| ~ méx

Sexa agora Ni > 0 o namero de puntos que se engaden ao interior do intervalo [tg, tx + hgl.
Tense a seguinte nova expresion para €, que serd unha aproximacion para o erro en cada un dos

novos IV + 1 subintervalos:

h q—ri+1 I 1 q—ri+1
~ || Lk k ~ 4 ";
e~ |le _— A~ max . 4.5
ke (Nk+1> i (w4 1) <Nk+1) (4:5)

Daquela, a malla nova p6dese determinar mediante o seguinte problema de programacion

enteira:
min maxep
N, k
s.a Y Ny<M-1, (4.6)
k
N, < My, Vk.

E dicir, deséxase atopar o conxunto de enteiros N para todo k que minimicen o méximo erro
engadindo como moito M — 1 puntos e, ademais, non se poden engadir mais de M; puntos a

cada intervalo. Estas constantes M e M; fixanse de antemén.

Notese que hai duas situaciéns ben diferenciadas cuxos resultados son intuitivos. Dunha
banda, se o erro discretizado estd distribuido de forma homoxénea, a malla nova dividird cada
un dos intervalos da actual. Neste caso definese o erro medio como:

1 Ncol

E=— &
n
col 1
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Doutra banda, se existe un intervalo [t4, t,+1] cun erro moito méis elevado que o resto, engadiran-
se M puntos a dito intervalo. Estas ideas estan detras da estratexia heuristica complementaria

que se presenta no proximo Algoritmo 4.2

4.1.5. Algoritmo de refinamento da malla con elementos finitos fixos

En conclusién, a partir das secciéons previas podese enunciar un algoritmo de refinamento para
incorporar 4 estratexia de resolucion do problema. Ademais de seleccionar os novos puntos, tamén
se ofrece a posibilidade de escoller a orde da nova discretizacién. Isto é, & hora de formular o
problema coa nova particién temporal, decidese con que método numérico traballar. Por exemplo,
o método dos trapecios é de orde 2 mentres que o de Hermite-Simpson é de orde 4. En xeral,

adoitase comezar cun método de orde baixa para despois incrementalo nunha iteraciéon avanzada.

Sexa j o indice da iteracién do proceso no que se atopa a resolucién e denotese por d & tole-
rancia do erro escollida para limitar o erro da discretizacién. Disponse dos erros discretizados na
malla actual e para cada intervalo, sabese cal é a orde ¢ do método de discretizacién empregado

até o momento e inicializase Nj = 0.
Algoritmo 4.2 (Refinamento da malla con elementos finitos fixos).
1. Obtencién dunha solucion funcional. Calcilanse as representacions mediante splines
Z(t), 2(t) e u(t) a partir da solucion discreta.

2. Estimacion do erro. Calcilase a estimacion do erro discretizado €5, en cada intervalo da
malla actual mediante (4.2)).

3. Seleccion da orde q para a nova malla

a) Se q < 4 e e < 22, entdn establécese ¢ = 4 (por exemplo, Hermite-Simpson) e

remdtase o algoritmo.

b) Se g <4 ej>2, entén q =4 e remdtase o algoritmo.

4. Estimacion da reducion da orde. Comparacion das mallas vella e actual para establecer

un valor ry, a partir de (4.3) e (4.4).

5. Comnstrucion da nova malla. Hai dias opcions, ou ben resolver o problema ({.6) de

programacion enteira, ou ben aplicar o seguinte algoritmo heuristico:
a) Calcilase o intervalo [tg,tat1] co mdzimo erro, € dicir:
€q = MAX Ef.
k

b) Remdtase o algoritmo se se cumpre algin dos sequintes criterios de parada:
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1) O erro satisfai a tolerancia, e, < 9.
2) Foron engadidos M — 1 puntos.

3) Foron engadidos My puntos a un sé intervalo.
c) Engddese un punto ao intervalo [tq,tqy1], € dicir, N, = Ny + 1.
d) Actualizase a predicion do erro para o intervalo [tq,tqet1] en (4.5).

e) Tdrnase ao paso [5al

Observacion 4.3. E evidente que na practica non se completa o Algoritmo [4.2]se as estimacions e,
estan por debaixo de certa tolerancia do erro. Neste caso, rematariase a resoluciéon do problema
e non procederia refinar a malla. Ademais, notese que se pode ver o algoritmo presentado como

un conxunto de algoritmos, no sentido de que hai varias posibilidades a seguir nos pasos [3] e o]

4.2. Resolucion e refinamento da malla con elementos finitos mo-

vibles

A diferenza do caso de elementos finitos fixos, o algoritmo aqui presentado involucra todo
o proceso de resoluciéon, non s6 o refinamento da malla entre cada NLP. Asi pois, partese dun
problema de control 6ptimo que, como xa se comentou, decide atacarse dende a collocation con

interpolaciéon con puntos mobiles: &1k, 21k ¢ @ik,

4.2.1. Restricions sobre os elementos finitos

Para afrontar a resolucién e refinamento conxuntamente, compre engadir restriciéns relativas
a0 erro e aos hg. En primeiro lugar, traballando con n.,; suficientemente grande e asumindo que
os estados diferenciais son diferenciables até a orde precisa, o erro global e(t) = (t) — &(t) pode

ser representado como:

max |le(t)| <C;  méx méx || T (t)]| ) + O(hTH2),
tefto,ty] k€{0,...,nco1—1} \tE€[tk,trr1]
onde C; é unha constante cofecida, TT%(t) obtense a partir da solucién interpolada e | - ||
denota de novo unha norma do espazo euclidiano. En [3] apértanse referencias que dan métodos
para calcular dita limitaciéon do erro. Mais en particular, denotando por ty . = ti + hgTpe, con

Tne € [0, 1], un novo instante temporal non restrinxido na discretizacion de (3.3), tomase:

dgle (tkme) I
- \tRme) ¥ X 1k 71k
TIk, (tk,nc) dr hkf(il? (tk,nc)a z (tk,nc)y u (tk,nc)7p) ,

g(iIk (tk:,nc)> gIk (tk,nc)a aIk (tkmc)v p)
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e, definindo:

chégase a:

le(®)l < CIT™ (thne)ll, ¢ € [tr trsr].

Daquela, con esta terminoloxia e tomando unha tolerancia do erro § > 0, os valores das

lonxitudes de paso hi poden ser escollidos engadindo ao problema discretizado:
Neor—1

Z hy =ty — to,
k=0

thO, k:O,...,ncol—l,
CIT™ (tine)| <0, k=0,...,nc0 — 1.

(4.7)

4.2.2. Restricions sobre a discretizacién dos controis

Supobriase que se tenen limitaciéns para os controis do tipo:
ur <u<wuy, tEe to,tyl,

como acontece habitualmente. Para evitar que estas non se verifiquen en puntos distintos dos
da malla considerada, e facilitar o seu tratamento en compensaciéon da dificultade engadida
cos elementos finitos movibles, recoméndase traballar con aproximaciéns constantes ou lineais a
cachos en cada intervalo. Isto é, se se opta por unha aproximacién constante a anacos, definese

para k= 0,...,N¢y — 1:

kr k

ubm =uF, up <uF<uy, r=1,.. R, (4.8)

e, se se opta por unha linear a anacos, témanse valores no segmento que une (tg, u*®) e

uk:,a

(tat, uk’b), con valores e uk P dentro das restricions, é dicir, para k =0, ..., Ny — 1:

uf" = (1 - 1) 4 uPlr wp <uPt WPt <wuy, r=1,.. R (4.9)

4.2.3. Algoritmo de elementos finitos movibles

Polo tanto, xa se est4 en condiciéns de presentar outro algoritmo de resolucién dun problema
de control 6ptimo. Para elo, primeiro hai que escoller unha malla inicial, fixando valores iniciais

@(t) e p e resolvendo unha secuencia de NLPs ordenados comezando por k = 0. Témase hy a
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solucién de:

max
wkw 7zk‘,r :hk

[j(r)@kd — by f (@7, 2% @*" p) =0, r=1,..,R,

)
&
'M:O g

Il
o

J
g(wk""zk""ak""ﬁ):o’ T:]‘?"'7R7
CWHTI’C(LLIC,TLC)H <9,

k-1

0<hy<tp—to— Y hp.
k'=0

(4.10)

Daquela, cando se acade a lonxitude t; — fg, xa se terdn valores inicias para resolver o NLP
discretizado coas restriciéns engadidas da subseccién e, se é necesario, da

Exemplo 4.4 (Reactor descontinuo). Ilustrase a continuaciéon o problema obtido sobre o Exem-

plo

z. Neol
min — Ty
zkT ukr by
R y (ukr)Q
s. a Zl](n)xlj — hy | —2h | uPT 5 =0, r=1,....,R, k=0,...,np0 — 1,
=0
R
l — hpakr b =0 =1,..,R, k=0 1
](TT) kT =Y, r=1..,, = Neol
J=0
0< ubF" <5, r=1,...R, k=0,...,n00 — 1,
R
k+1,0 k+1,0
Z xl , Zl x2 , k=000 —2,
Jj=
R R
ncol Z ncol ]- ncol Z ncol ]- 7
=0

00 _ 00 _
=1, zy7 =0,

Neol—1

Z hi =ty — to,
k=0

thOa kZO,...,TLCOl—l,
ONT T (tgne)| <6, k=0,..,n00 — 1,
uFr=uF, up <uF<uy, r=1,..,R k=0,..n., —1, ou

b = uk’a(l — 7))+ W, up < WP uPt <wuy, r=1,..,R, k=0,...,n. — 1.

Por ultimo, a solucion obtida sera testada para ver se tamén o é do problema orixinal. En [3]

proponse traballar cunha aproximacién do Hamiltoniano do problema e observar se é constante.
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Neste sentido, tomando como extensién da Definicion [2.1] de Hamiltoniano:

>
=
R
=
8

=
VN

=
e

=
2

H(z(t), (1), u(t), p, A(t), u(t), p(t)) =(

podese ver que ao longo da traxectoria 6ptima ten que ser constante (véxase [3]). Ademais, tamén
se pode ver que os multiplicadores de Lagrange discretos obtidos na resolucién do NLP, por
exemplo mediante programacion cuadrética secuencial (Algoritmo , serven para aproximar
os multiplicadores do problema continuo. Daquela, proponse aproximar o Hamiltoniano nos nodos

da malla mediante:
kR+ kr) T kr _kr ,k k)T kr _kr _ k
HE = (A ’“) F@™, 25 u™, p) + (n ”) g(x™", 2" u™", p), (4.11)
e comprobar o seu caricter constante.
En conclusién, obtense o algoritmo seguinte:

Algoritmo 4.5 (Algoritmo de elementos finitos movibles).

1. (Opcional) Dividese o intervalo de definicion [to,ts] cunha particion pequena e resdlvese o
NLP resultante mediante collocation con (A.8) ou (1.9) para ter unha funcién inicial para
u(t).

2. Dados uns valores iniciais para u(t) e p, resélvese unha secuencia de NLPs (4.10) para
k=0,1,2,... mentresty—to— lez,_:lo hi > 0 co obzectivo de determinar o conzunto inicial

de elementos finitos hy.

3. Combinanse elementos finitos adzacentes se u(t) pode ser expresada coa mesma funcion de
interpolacion dentro dunha tolerancia pequena. Resélvese o NLP coas restricions e, se
sS0Nn necesarias, ou . Comprdbase a lonzitude dos elementos finitos e suprimense
aqueles con hy, < 6, (ty —to), onde 0y, € unha tolerancia firada. Resdlvese de novo e aplicase

a supresion de elementos finitos de lonzitude pequena até que non fique ningun.

4. Avaliase HFF" coa expresion (A.11) e estidase se se cumpre en cada nodo:

7’)/2)7

onde vy1 e o son constantes positivas pequenas. No caso de que se verifigue o criterio,

)HkR-H“ _ Hk’R-‘r?”—l‘ S max (,}/1 ‘Hk’R-‘rT

remdtase o algoritmo. Noutro caso, se a condicion € violada para o elemento Iy, dividese

este en dous elementos do mesmo tamario e térnase ao paso |3
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Resolucion con MATLAB

Chegados a este punto, procédese coa resolucion a través de MATLAB ([6]) dos problemas de
control éptimo enunciados, traballando co método directo da collocation con esquemas de tipo
Runge-Kutta da subseccion [3.3.1]e o Algoritmo de refinamento da malla con elementos finitos
fixos. A creacion dun codigo que execute o Algoritmo de elementos finitos movibles queda
como traballo futuro para técnicas méais avanzadas de programacion, mais en [3] obtivéronse con

dita estratexia resultados similares aos dos Exemplos e p.4] dando validez 4 metodoloxia.

Asi, desefiouse un codigo dende cero con axuda dalgunhas funcions de MATLAB para resolver
o problema non linear que xorde en cada iteraciéon e interpolar mediante splines os datos discretos.
Deste xeito, a labor feita consistiu en construir un programa que transforme o problema funcional
no discreto e, a partir da solucién do NLP correspondente, elabore o refinamento da malla,

repetindo o proceso até que o usuario o precise.

E un coédigo que foi testado cos exemplos presentados no traballo e que estd pensado para
unha formulacién do problema con funcion obxectivo de tipo Mayer. Cémpre salientar que a
medida que medra o grao de refinamento, o programa demora a sia execucién, razéon pola que

se adoita pedir a detencién polo tamafio da malla antes que pola tolerancia do erro verificada.

En particular, para certos tamanos arbitrarios da malla, ilistranse a continuacién algins
resultados obtidos. Nestes seguiuse o Algoritmo [£.2] escollendo entre as dtias opcions do paso [3,
con constantes M = 6, My =5 e § = 1074, e substituindo a funciéon obxectivo do problema
pola suma dos erros estimados, pois en caso contrario non se conseguiu que o cédigo engadise
puntos para mallas elevadas. Ademais, tamén se alternou o paso [3] do algoritmo con empregar

sempre a mesma orde de discretizacién.

Por iltimo, na representacion grafica das funciéns obtidas, incltense os puntos da discretiza-

cion, € dicir, a solucién discreta obtida, e represéntanse sobre un spline de MATLAB que os une

47
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para amosar unha funcién mais regular. Resulta interesante observar a colocaciéon dos puntos da

solucion discreta, pois d4 unha idea de onde foi necesario refinar para reducir o erro.

Para ver o codigo, podese consultar o Anexo[A]l Ademais, tamén se incliien os comandos para
obter as representacions gréficas, se ben algunhas propiedades das imaxes foron modificadas na

xanela grafica de MATLAB para incluilas mellor no texto.

5.1. Resultados sobre os exemplos

Exemplo 5.1 (Freada dun bloque). No Exemplo , a aceleracién que o operario ten que trans-
mitir vén representada na Figura[5.1] que provoca unha diminucién da velocidade até 0.17157 no
instante final. Esta solucién obtivose con 5 elementos na malla tras resolver un tinico problema
de programacién non linear co método dos trapecios, resultando nun erro final estimado medio
de 8.6383 x 10715, A Figura tamén amosa a evolucién da velocidade do bloque.

Forza exercida polo operario Velocidade do bloque co tempo

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.1: Forza exercida polo operario, u(t), e velocidade, x(t), do problema de freada dun

bloque: obtencién mediante discretizacién co método dos trapecios.

Exemplo 5.2 (Reactor descontinuo). No Exemplo , mediante unha discretizaciéon de trapecios
e algoritmo heuristico 4 hora de refinar a malla, obtivose o perfil de temperaturas da Figura 5.2
e a evolucién do materiais da Figura Deste xeito, coa temperatura descrita maximizase a
cantidade do produto B até 0.57336 unidades e estimase un erro de 0.0013211 alén de resolver 5

problemas discretos, acadando os 26 nodos de mallado.

Doutra banda, incorporando o paso |3| do algoritmo, combinando discretizacién de trapecios
e Hermite-Simpson, obtivéronse resultados similares: a cantidade final do produto B é 0.57037
e o erro estimado é 0.0012719. O ntmero de puntos finais da malla é 26, resolvéronse 6 NLPs e
refinouse en 4 ocasiéns. Os resultados graficos son similares mais apréciase un comportamento

distinto do algoritmo heuristico na colocacion dos nodos. Véxanse as Figuras ep.5
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Perfil de temperaturas na reaccién
: : : T

discretizaciéon de trapecios e algoritmo heuristico.

Figura 5.2: Perfil de temperaturas, u(t), no problema do reactor descontinuo resolto mediante

Cantidade de reactivo A

1 Cantidade de produto B
=05 =05
x x
0 . . . . 0 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6
t

0.8

Figura 5.3: Cantidade do reactivo A, z1(t), e do produto B, x2(t), co paso do tempo no problema

do reactor descontinuo resolto mediante discretizacion de trapecios e algoritmo heurfstico.

Perfil de temperaturas na reaccién
T T : T

Figura 5.4: Perfil de temperaturas, u(t), no problema do reactor descontinuo resolto co paso
do Algoritmo [£.2] e algoritmo heuristico.

Cantidade de reactivo A

1 Cantidade de produto B
<05 1 =05
x x
0 : : : : 0 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6
t

0.8

Figura 5.5: Cantidade do reactivo A, z1(t), e do produto B, x2(t), co paso do tempo no problema

do reactor descontinuo resolto co paso [3] do Algoritmo [£.2] e algoritmo heuristico.



50 5. Resolucion con MATLAB

Por dltimo, substituindo no caso anterior o algoritmo heuristico polo problema de progra-
macién enteira , se se calcula até ter 26 nodos na discretizaciéon temporal, obtense unha
cantidade final de produto B de 0.56971 e un erro estimado de 0.0031389. A representaciéon gra-
fica amdsase nas Figuras e 5.7, nas que se nota que a distribucién dos puntos da malla é

distinta & do algoritmo heuristico, cos nodos acumulados & dereita.

Perfil de temperaturas na reaccién
T T T T

Figura 5.6: Perfil de temperaturas, u(t), no problema do reactor descontinuo resolto co paso

do Algoritmo [4.2] e programacién enteira.

1 Cantidade de reactivo A 1 Cantidade de produto B
=05 : =05 "
x x
o . . . . o . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.7: Cantidade do reactivo A, z1(t), e do produto B, x2(t), co paso do tempo no problema

do reactor descontinuo resolto co paso [3| do Algoritmo [4.2] e programacion enteira.

Asi pois, obtéfiense resultados similares nos tres casos, que se asemellan tamén ao valor da
funcién obxectivo e representacion grafica da referencia [3], e que parecen aconsellar que o maior

incremento da temperatura se dea arredor das 0.9 unidades temporais.

Exemplo 5.3 (Carro con péndulo). No Exemplo , tomando ty = 2, m; = 1, mg = 0.3,
d=1, dmnez = 2, Umaz = 20, g = 9.81 e Il = 0.5 coas unidades correspondentes, unha iteraciéon
do proceso con 12 puntos da malla, é dicir, discretizacion (mediante trapecios) e resolucion
por programaciéon cuadratica secuencial, devolve as traxectorias e forza das Figuras e

respectivamente. Pédese comprobar que os resultados graficos son similares aos de [7].

Obsérvase que o movemento obtido do carro non consiste en ir sempre cara adiante, senon

que na metade do proceso a solucidon obtida indica que convén desprazar o carro uns instantes
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15 Movemento do carro

Angulo do péndulo durante o movemento

X,

0.5r

15 2

Figura 5.8: Posicion do carro, z1(t), e angulo que forma o péndulo coa vertical, z2(t), en cada

instante no problema do carro con péndulo resolto mediante discretizaciéon de trapecios.

10

Forza aplicada ao carro
T : : :

u(t)

20 I I I I I I I I I

Figura 5.9: Forza, u(t), que hai que aplicar ao carro no problema do carro con péndulo resolto
mediante discretizacién de trapecios.

cara atras, para finalmente rematar no punto final desexado.

Exemplo 5.4 (Problema de Rayleigh). Finalmente, traballouse tameén con outro problema enun-
ciado en [3], co obxectivo de ter unha referencia coa que comparar resultados. Asi, o problema

consiste nunha funcién obxectivo con termo de Lagrange suxeita a un sistema diferencial de
primeira orde:

2.5
min /
U 0
s.a @1(t) =x9(t), te€][0,2.5],

do(t) = —21(t) + (1.4 — 0.14(z2(1))?) z2(t) + 4u(t), t € [0,2.5],
:El(O) = —5, 132(0) = —9.

—~

z1(t))? + (u(t))*dt

cuxa reformulaciéon mediante termo de Mayer resulta en:

, t€]0,2.5],

t) + (1.4 — 0.14(z2())?) 2(t) + 4u(t), t € [0,2.5],
d3(t) = (z1(t)” + (u(t))?,  te[0,2.5],

21(0) = =5, w5(0) = =5, x3(0) = 0.
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A hora de mallar o intervalo temporal, incluiuse o instante temporal ¢t = 0.1 como se fai en
[3] para poder comparar resultados. Deste xeito, mediante collocation co método dos trapecios e
algoritmo heuristico de refinamento, tras resolver 4 NLPs cunha malla final de 21 nodos obtivose
un valor da funcién obxectivo de 29.4109 e un erro méximo estimado de 0.15154. O control

resultante é o da Figura|[5.10

Problema de Rayleigh

u()

N O N M O

0 0.5 1 15 2 25

Figura 5.10: Control, u(t), no problema de Rayleigh resolto mediante discretizacion de trapecios

e algoritmo heuristico.

Se pola contra se decide incorporar o paso [3], resélvense 5 NLPs, cun obxectivo de 28.1442 ¢

un erro estimado méaximo de 0.139. Neste caso o control é o da Figura 5.11

Problema de Rayleigh

u()

N O N A O

Figura 5.11: Control, u(t), no problema de Rayleigh resolto co paso[3[do Algoritmo e algoritmo

heuristico.

Por ultimo, se se decide empregar a estratexia de programacién enteira, o valor acadado da
funcién obxectivo é 28.062, obtido con 21 nodos da malla, 5 NLPs resoltos e un erro estimado
maximo igual a 0.19007. Ilustrase a funcion u(t) na Figura e de novo podese observar a

distinta posicién dalgtins puntos da malla con respecto ao algoritmo heuristico na Figura [5.11]
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Problema de Rayleigh

u()

N O N M O

Figura 5.12: Control, u(t), no problema de Rayleigh resolto co paso [3| do Algoritmo e pro-

gramacién enteira.

5.2. Conclusiéns xerais sobre o cédigo

En conclusion, cos exemplos obsérvase que as distintas variacions do Algoritmo poden
afectar lixeiramente ao resultado. Cémpre salientar que o erro obtido resolvendo con programa-
cion enteira é en xeral maior que aquel co algoritmo heuristico no paso |5 do algoritmo, malia
que este ultimo non ten garantias de atopar un 6ptimo. Esta casuistica pddese deber a que ao
final no problema de programacién enteira estase a intentar minimizar unha estimacion do erro,
mais non se ten seguridade de que o erro real cumpra dito comportamento. Ademais, tamén hai
que ter en conta que os calculos da reducién da orde e do erro estimado poden non ser boas
aproximaciéns e que, por mor dos tempos de computaciéon, estase a minimizar a suma dos erros

estimados e non o seu maximo.

Adicionalmente, comprobouse que os tempos de execuciéon medran considerablemente cando
se emprega o paso 3| e ainda mais cando se substitie o algoritmo heuristico polo problema de
programacién enteira. Por exemplo, no Exemplo mediante unha discretizaciéon de trapecios
e un algoritmo heuristico, o programa executouse en 38 segundos aproximadamente, mentres
que co paso [3] do Algoritmo en 96 segundos e, engadindo tamén o proceso de programacion

enteira, en 314 segundos.

Deste xeito, ainda que o esquema de Hermite-Simpson tefia unha orde tedrica maior que o
dos trapecios e que resolver o problema de programacién enteira semelle unha opcién mais
fiable que o algoritmo heuristico, co cédigo actual os resultados non o reflicten. En efecto, a
discretizaciéon de Hermite-Simpson case non reduce o erro en comparacion coa dos trapecios, e a
programacion enteira, auméntao ao mesmo tempo que se incrementa o tempo de execucion. Asi
pois, unha posible extensién futura desta anéalise seria a elaboracién dun cédigo mais sofisticado
que conseguise reducir os tempos de traballo, para poder calcular mellores aproximaciéns e

mellorar o comportamento do algoritmo cando se emprega o problema (4.6]).
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Anexo A

Codigo de MATLAB

Incliese o anexo co coédigo de MATLAB de elaboraciéon propia empregado para obter os

resultados do Capitulo [5] As funciéns do programa principal amésanse en orde alfabética.

Ademais, co obxectivo de facilitar a siia execucion ao lector, o coédigo tamén se atopa no reposi-

torio de GitHub dehttps://github.com/IagoComesanha/Code_TFG_Iago_Comesanha_Solinho.

A.1. Programa principal

Programa A.1: OCP_ Refinamento.m

% Traballo fin de grao Tago Comesafia Solifio 2024.

%

% Programa para resolver o problema de control 6ptimo mediante a

% estratexia de collocation con esquemas Runge—Kutta e algoritmo de

% refinamento da malla.

tic

clc

clear
close all

% ELECCION DO PROBLEMA: ficheiro de datos.
% data0 % Problema de freada dun bloque.
% datal % Problema do reactor descontinuo.
data2 % Problema de Rayleigh.

% data3 % Problema do carro con péndulo.

% MALLA INICIAL.

%No caso do problema de Rayleigh (datos = 2), témase un punto
% extra: 0.1, por recomendacién da referencia da que se obtivo o
% problema .

if datos =— 2 % Caso data2

95
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th = [t0 linspace (0.1, tf, nv—1)];
else

th = linspace(t0, tf, nv);
end

% VALORES INICIAIS.

[xh, zh, uh, ph] = inic(variab, conx, conf, nv);

% Datos iniciais para os estados no exemplo do carro con péndulo,
% escollidos para obter resultados semellantes ao do artigo do
% problema .
if datos = 3 % Caso data3
xh(1,l:end) = 0.5%th;
xh(2,1:end) = 1.5%th;
end

% Inicializacion do contador de refinamentos.
ref=0;

% Bucle de resolucioén.

for i=1:maxit

% TRANSFORMACION EN NLP

% Variables discretas —> vector de variables \xi.
xih discr2xi(variab, nv, xh, zh, uh, ph);

% Funcions OCP —> Restriciéns NLP.

[Fi, Gi, Hi, lbounds, ubounds|] = discrfun2xifun(variab, nv,

th, Phi, f, g, ¢, conx, conf, discret , lboundsp,
Iboundsu, uboundsp, uboundsu, lboundsx, uboundsx,
lboundsz , uboundsz);

% SOLUCION DO NLP: SEQUENTIAL QUADRATIC PROGRAMMING.
xii = SQP(xih, Fi, Gi, Hi, lbounds, ubounds);

% INTERPOLACION DE SOLUCIONS

% \xi —> var.discretas

[xh, zh, uh, ph] = xi2discr(variab, nv, xii);

% SPLINES.

% Mediante a funcién pp = spline(t,a) e ppval(pp, puntos).
[ppxh, ppzh, ppuh, ppxhder| = aproxsol(th, xh, zh, uh);

% ESTIMACION DO ERRO
[errointegraNdo , etaerro, pesosw, erroestimado] = estimacionerro(

variab, th, ppxh, ppzh, ppuh, ph, f, ppxhder);

% TEST DE CONVERXENCIA
% Test de tolerancia.
if max(erroestimado) < tol
disp ([ 'Iteraciéon: ' num2str(i)])
disp ([ ' Tolerancia superada: ' num2str(tol)])
' num2str (max(erroestimado))])

gl
disp ([ 'Erro estimado maximo:
disp ([

"Valor da funcion obxectivo: ' num2str(Phi(xh,

zh,uh,ph))])
break
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end
% Test de tamafio da malla .

if nv > maxnv

disp ([ 'Tteracion: ' num2str(i)])

disp ([ "'Malla elevada , lonxitude: ' num2str(length(th))])

disp ([ "Erro estimado maximo: ' num2str(max(erroestimado))])

disp ([ 'Valor da funcién obxectivo: ' num2str(Phi{xh,
sh,uh,ph))])

break

end

% SELECCION CAMBIO DE METODO DE ORDE q OU NON
% E PROCESO DE REFINAMENTO DA MALLA.
if paso3 — 0
if ref =0
% Argumentos desconecidos no primeiro proceso de
% refinamento .
thetaerro = []; I=[]; thprev=][];
end

% Proceso de refinamento e actualizaciéon de variables.

ref, etaerro, thetaerro, I, errointegraNdo, th, nv,
erroestimado, q, estratexia , variab, ppxh, ppzh,
ppuh, thprev, tol);

elseif paso3 1

if ref — 0

% Argumentos descofiecidos no primeiro proceso de
% refinamento .
thetaerro = []|; I=[]; thprev=][];
end
% Proceso de refinamento e actualizacion de variables.
[th, nv, I, xh, zh, uh, discret, ref, thetaerro, thprev] =
i, ref, discret, etaerro, thetaerro, I,
errointegraNdo, th, nv, erroestimado, q,
estratexia , variab, ppxh, ppzh, ppuh, thprev, tol);
end
end
toc

[th, nv, T, xh, zh, uh, ref, thetaerro, thprev] = refinamentoO (

refinamentol (

A.2. Datos para iniciar o programa

Programa A.2: data0.m

% Datos programa OCP_Refinamento.
% Problema de freada dun bloque.

% Intervalo temporal [t _0, t_f].
t0 = 0; tf=1;

% Numero de variables do sistema.
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variab = struct('ndif', 1, 'nalx', 1, 'ncon', 1, 'npar', 0);

% Funcion obectivo, funcional a minimizar. Definida segundo a
% discretizacion .
Phi @(xh,zh ,ubh,ph) xh(variab.ndif ,end);

% Funciéns do sistema de DAEs.
%dx = f(x,z,u,p); x(t0)==x 03
%0 = g(x,z,u,p);

iltimo elemento é o tamano.

1}

% Funcion f, o
f = {@(X7Z5u:p) 7U(1)7Z(1);

% Funcion g, o ultimo elemento é o tamarfio.
g = {Q(x,z,u,p) u(l)."24+z(1)."2—4; 1};

% Condiciéns inicias , x(t0)=x_0, o ultimo elemento é o tamaifio.

{3; 1};

conx

% Condiciéons finais , x(tf)=x f, o ultimo elemento é o tamaifio.
conf = {0};

% Funciéns das o ultimo elemento é o tamano.

c = {0};

restricions ,

% Limites das variables, o ultimo elemento ¢ o tamafio.

uboundsx = {3; 1}; uboundsz= {2; 1}; uboundsu = {2; 1};
uboundsp = {0};

lboundsx = {0; 1}; lboundsz = {0; 1}; lboundsu = {0; 1};
lboundsp = {0};

% Numero de puntos iniciais da malla n col + 1 = nv (tense en

% conta que Matlab comeza a contar en 1 e non en 0 como na

% formulacién teérica). Namero de elementos da malla:

% n_col = ncol.
53

ncol = nv = 6;

% Tipo de discretizacion: trapecios [1], Hermite [2].

discret = 1;

% Orde tedrica da discretizacién: trapecios [2], Hermite [4].
q = 2;

% Paso 3 do algoritmo: non [0], si [1].

paso3 = 0;

% Estratexia refinamento da malla: heuristica [0], programacion

% enteira

[1].
03

estratexia

% Tolerancia do erro.
tol 1l.e—4;

% Nimero méaximo de iteracions.
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maxit = 10;

% Numero maximo de nodos.

maxnv = 25;

% Datos que se toman, data(datos)
datos = 0;

Programa A.3: datal.m

% Datos programa OCP_Refinamento.
% Problema do reactor descontinuo.

% Intervalo temporal [t_0, t_f].
t0 = 0; tf—1;

% Numero de variables do sistema .
I

variab = struct('ndif', 2, 'nalx', 0, 'ncon', 1, 'npar', 0);
% Funcion obectivo, funcional a minimizar. Definida segundo a
% discretizacion .

Phi = @(xh,zh,ubh,ph) —xh(variab.ndif ,end);

% Funcions do sistema de DAEs.
%dx = f(x,z,u,p); x{t0)=x_0;
%0 = g(x,z,u,p);

% Funci6on f, o altimo elemento é o tamafo.

f ={ Qx,z,u,p) —x(1).x(u(l) + (u(l).72)./2);
Q(x,z,u,p) x(1).xu(l);
2}

% Funciéon g, o ultimo elemento é o tamaifio.

g = {0};

% Condiciéns inicias, x(t0)=x 0, o ultimo elemento é o tamaifio.
conx = { 1; 0; 2};

% Condiciéns finais , x(tf)=x f, o ultimo elemento é o tamafio.
conf={0};

% Funcions das restricions , o ultimo elemento é o tamafio.

c = {0};

% Limites das variables, o ultimo elemento é o tamarfo.
uboundsx = {Inf; Inf; 2}; uboundsz={0}; uboundsu = {5; 1};
uboundsp = {0};

lboundsx = {—Inf; —Inf; 2}; lboundsz = {0}; lboundsu = {0; 1};
lboundsp = {0};

% Numero de puntos iniciais da malla n_col + 1 = nv (tense en
% conta que Matlab comeza a contar en 1 e non en 0 como na
% formulacién teoérica). Namero de elementos da malla:

%mn_col = ncol.
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ncol = 5; nv = 6;

% Tipo de discretizacion: trapecios [1], Hermite [2].
discret = 1;

% Orde teoérica da discretizacion: trapecios [2], Hermite [4].
q = 2;

% Paso 3 do algoritmo: non [0], si [1].
paso3 = 1;

% Estratexia refinamento da malla: heuristica [0], programacioén
% enteira [1].
estratexia = 1;

% Tolerancia do erro.
tol = 1.e—4;

% Ntimero méaximo de iteracions.

maxit = 10;

% Ntimero méaximo de nodos

maxnv = 25;

% Datos que se toman, data(datos)
datos = 1;

Programa A.4: data2.m

% Datos programa OCP_Refinamento.
% Problema de Rayleigh.

% Intervalo temporal [t 0, t f].
t0 = 0; tf=2.5;

% Naumero de variables do sistema.
variab = struct('ndif', 3, 'nalx', 0, 'ncon', 1, 'npar', 0);

% Funcion obectivo, funcional a minimizar. Definida segundo a
% discretizacion .
Phi = @(xh,zh,uh,ph) xh(3,end);

% Funcions do sistema de DAEs
%dx = f(x,z,u,p); x{t0)=x_0;
%0 = g(x,z,u,p);

% Funcion f, o altimo elemento ¢ o tamafio.

f = {Q(x,z,u,p) x(2);..
Q(x,z,u,p) —x(1) + (1.4 — 0.14.%(x(2).72)).*x(2) + 4.xu(l);..
Q(x,z,u,p) x(1).72 + u(1)."72;...
3}

% Funcion g, o ultimo elemento é o tamaifio.

g = {0};
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% Condiciéns inicias, x(t0)=x 0, o ultimo elemento é o tamaifio.
conx = { —5; —5; 0; 3};

% Condicions finais , x(tf)=x f, o altimo elemento é o tamafo.
conf={0};

% Funcions das restricions , o ultimo elemento é o tamafio.

c = {0}

% Limites das variables, o ultimo elemento é o tamarfo.

uboundsx = {Inf; Inf; Inf; 3}; uboundsz={0}; uboundsu = {Inf; 1};
uboundsp = {0};

Ilboundsx = {—Inf; —Inf; —Inf; 3}; lboundsz = {0};

lboundsu = {—Inf; 1}; lboundsp = {0};

% Numero de puntos iniciais da malla n_col + 1 = nv (tense en
% conta que Matlab comeza a contar en 1 e non en 0 como na

% formulacién teérica). Namero de elementos da malla:

%mn_col = ncol.

ncol = 5; nv = 6;

% Tipo de discretizacion: trapecios [1], Hermite [2].
discret = 1;

% Orde teorica da discretizacion: trapecios [2], Hermite [4].
a=2;

% Paso 3 do algoritmo: non [0], si [1].
paso3 = 1;

% Estratexia refinamento da malla: heuristica [0], programacién
% enteira [1].
estratexia = 1;

% Tolerancia do erro.
tol = 1.e—4;

% Ntmero méaximo de iteracions.

maxit = 10;

% Ntmero méaximo de nodos

maxnv = 19;

% Datos que se toman, data(datos).
datos = 2;

Programa A.5: data3.m

% Datos programa OCP Refinamento.
% Problema do carro con péndulo.

% Intervalo temporal [t 0, t f].
t0 = 0; tf — 2;
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% Numero de variables do sistema.
variab = struct('ndif', 5, 'nalx', 0, 'ncon', 1, 'npar', 0);

% Funcion obectivo, funcional a minimizar. Definida segundo a
% discretizacion (desvantaxe do codigo).
Phi = @(xh,zh,uh,ph) xh(5,end);

% Funcions do sistema de DAEs
%dx = f(x,z,u,p); x{t0)=x_0;
%0 = g(x,z,u,p);

% Funcion f, o altimo elemento ¢ o tamafio.
f = {Q(x,z,u,p) x(3);

Q(x,z,u,p) ( 0.15xsin(x(2)).x(x(4).72) +
u(l) + 0.3%x9.81%cos(x(2)).xsin(x(2)) )./{( 1 +
0.3%(1—(cos(x(2)).72)) ) ;

Q(x,z,u,p) —( 0.15xcos(x(2)).xsin(x(2)).x(x(4).72) +
u(l).xcos(x(2)) + 1.3%9.81xsin(x(2)) )./{ 0.5 +
0.15%(1—(cos(x(2)).72)) );

@(x,z,u,p) u(l)."2;
5};

% Funcion g, o ultimo elemento é o tamaifio.

g = {0};

% Condiciéns inicias, x(t0)=x_0, o ultimo elemento é o tamaifio.
conx = { 0; 0; 0; 0; 0; 5};

% Condiciéns finais , x(tf)=x f, o ultimo elemento é o tamafo.
conf = {1; pi; 0; 0; 4};

% Funcions das restriciéons , o ultimo elemento é o tamafio.

c= {0}
% Limites das variables, o ultimo elemento é o tamarfo.

uboundsx = {2; Inf; Inf; Inf; 800; 5}; uboundsz={0};
uboundsu {20; 1}; uboundsp = {0};

Ilboundsx = {—2; —Inf; —Inf; —Inf; 0; 5}; lboundsz = {0};
lboundsu = {—20; 1}; lboundsp = {0};

% Numero de puntos iniciais da malla n_col + 1 = nv (tense en

% conta que Matlab comeza a contar en 1 e non en 0 como na
% formulacién teérica). Namero de elementos da malla:
%n_col = ncol.

ncol = 11; nv = 12;

% Tipo de discretizacion: trapecios [1], Hermite [2].
discret = 1;

% Orde teorica da discretizacion: trapecios [2], Hermite [4].
a=2;
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% Paso 3 do algoritmo: non [0], si [1].
paso3 = O0;

% Estratexia refinamento da malla: heuristica [0], programacién
% enteira [1].
estratexia = 0;

% Tolerancia do erro.
tol = 1.e—4;

% Ntmero méaximo de iteracions.

maxit = 10;

% Ntmero méaximo de nodos.

maxnv = 8§;

% datos que se toman, data(datos).
datos = 3;

A.3. Programas secundarios

Programa A.6: actualizacion.m

function [xh, zh, uh] = actualizacion(th, ppxh, ppzh, ppuh, variab)

% Actualizacion das variables nos nodos da malla mediante a

% avaliacion dos splines nos novos puntos.

%

% DATOS DE ENTRADA:

% th: vector cos puntos da malla actual.

% ppxh: celda de variab.ndif filas e 1 columna que na fila

% i—ésima contén o spline que interpola os datos da variable

% diferencial i—ésima.

% ppzh: celda de variab.nalx filas e 1 columna que na fila

% i—ésima contén o spline que interpola os datos da variable

% alxébrica i—ésima.

% ppuh: celda de variab.ncon filas e 1 columna que na fila

% i—ésima contén o spline que interpola os datos da variable de
% control i—ésima.

% variab: estrutura co n® de variables do problema orixinal.

%

%DATOS DE SAIDA:

%xh: matriz (variab.ndif x nv) onde o elemento (i,]) representa
% a variable diferencial i—ésima no nodo j—ésimo.

% zh: matriz (variab.nalx x nv) onde o elemento (i,]) representa
% a variable alxébrica i—ésima no nodo j—ésimo.

% uh: matriz (variab.ncon x nv) onde o elemento (i,]) representa

% a variable de control i—ésima no nodo j—ésimo.

% Namero de nodos da malla.
nv = length (th);
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% Variables de estado diferenciais.

xh = zeros(variab.ndif, nv);
for i = l:variab.ndif

xh(i,:) = ppval(ppxh{i,1},th);
end

% Variables de estado alxébricas.

zh = zeros(variab.nalx, nv);
for i = l:variab.nalx

zh(i,:) = ppval(ppzh{i,1},th);
end

% Variables de control.

uh = zeros(variab.ncon, nv);
for i = l:variab.ncon
uh(i,:) = ppval(ppuh{i,1},th);
end
end

Programa A.7: aproxsol.m

function |[ppxh, ppzh, ppuh, ppxhder] = aproxsol(th, xh, zh, uh)

% Funci6on que construe celdas dunha columna para almacenar as

% aproximaciéons por splines correspondentes a cada variable do

% sistema . A interpolacion realizase a partir dos datos nos puntos
% da malla mediante a funcion spline, que consegue unha estrutura
% capaz de ser avaliada.

% Opcion de mellora para traballo futuro: incorporar a informacion
% das derivadas de x no seu spline como se indica no traballo.

%

% DATOS DE ENTRADA:

% th: puntos da malla.

%xh: matriz (variab.ndif x nv) onde o elemento (i,]) representa
% a variable diferencial i—ésima no nodo j—ésimo.

% zh: matriz (variab.nalx x nv) onde o elemento (i,]) representa
% a variable alxébrica i—ésima no nodo j—ésimo.

% uh: matriz (variab.ncon x nv) onde o elemento (i,]) representa
% a variable de control i—ésima no nodo j—ésimo.

%

%DATOS DE SAIDA:

% ppxh: celda de variab.ndif filas e 1 columna que na fila i—ésima
% contén o spline que interpola os datos da variable diferencial
% i—ésima .

% ppzh: celda de variab.nalx filas e 1 columna que na fila i—ésima
% contén o spline que interpola os datos da variable alxébrica

% i—ésima .

% ppuh: celda de variab.ncon filas e 1 columna que na fila i—ésima
% contén o spline que interpola os datos da variable de control

% i—ésima .

% ppxhder : celda de variab.ndif filas e 1 columna que na fila

% i—ésima contén o spline derivada de ppxh{i,l}.

% Variables de estado diferenciais.
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n = size(xh,1);
ppxh = cell(n,1);
for i = 1:n
ppxh{i,1} = spline(th, xh(i,:));
end
% Calculo da derivada de ppxh
ppxhder = cell{(n,1);
for i = 1:n
ppxhder{i,1} = fnder(ppxh{i,1},1);
end

% Variables de estado alxébricas.
n = size(zh,1);
ppzh = cell(n,1);
for i = 1:n
ppzh{i,1} = spline(th, zh(i,:));
end

% Variables de control.
n = size(uh,1);
ppuh = cell(n,1);
for i = 1:n
ppuh{i,1} = spline(th, uh(i,:));

end
end

Programa A.8: barmat.m
function v = barmat(funcion, x, nodo)

% Funcion para construir o argumento da funcion \bar{f} " {k+1}:
% devolve un vector do tipo de variable avaliado no nodo.

%

% DATOS DE ENTRADA:

% funcion: celda con cada funcién a avaliar, por ex barx.

%x: argumento de entrada de funcion.

% nodo: nodo da malla no que se pretende avaliar.

%

%DATOS DE SAIDA:

% v: vector coa avaliacion correspondente.

% Numero de variables que se pasan como argumento.
n = size (funcion ,1);

% Asignacion .

v = zeros(n,1l);
for i = 1:n

v(i) = funcion{i,nodo}(x);
end

end
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Programa A.9: cambiodeorde.m

function discretnew = cambiodeorde(i, erroestimado, discret)

% Funci6én cambio de orde, decide se incrementar a orde do método de
% discretizacion .

%

% DATOS DE ENTRADA:

% i: iteracion do método.

% erroestimado: vector coas estimacions do erro por intervalos.

% discret: tipo de discretizacion , [1] trapecios, [2] Hermite.

%

%DATOS DE SAIDA:

% discretnew: novo tipo de discretizacion.

% \bar{\eps}: media do erro estimado
barerro = mean(erroestimado);
if ( all(erroestimado <= 2xbarerro))
% Auméntase a orde.
discretnew = 2;
return
elseif (i > 2)
% Auméntase orde.

discretnew = 2;

return
else
discretnew = discret;
end
end

Programa A.10: discr2xi.m

function xi = discr2xi(variab, nv, xh, zh, uh, ph)

% Funcion para converter o conxunto de variables orixinais

% avaliadas nos nodos temporais nun vector de variables \xi.

%

%DATOS DE ENTRADA:

% variab: estrutura co namero de variables do problema.

% nv: namero de nodos da malla considerada.

%xh: matriz (variab.ndif x nv) onde o elemento (i,]) representa
% a variable diferencial i—ésima no nodo j—ésimo.

% zh: matriz (variab.nalx x nv) onde o elemento (i,]) representa
% a variable alxébrica i—ésima no nodo j—ésimo.

%uh: matriz (variab.ncon x nv) onde o elemento (i,]) representa
% a variable de control i—ésima no nodo j—ésimo.

% ph: vector de parametros (variab.npar x 1).

%

%DATOS DE SAIDA:

% xi: vector de variables do problema discretizado , ordenadas por
% nodos e por tipo de variable, cos parametros ao comezo. E dicir:
% xi = (p x70 z70 u™0 x~1 z°1 u~l ...).

% Numero de variables continuas do problema.

nvar — variab.ndif + variab.nalx + variab.ncon;

% Creacion da matriz intermedia conxunta.
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prexi = [xh; zh; uh];

% Creacion do vector para almacenar todas as variables.
lonxi = nvsnvar 4+ variab.npar;

xi = zeros(lonxi, 1);

% Asignacion dos parametros.
i0 = variab.npar;
xi(1:10) = ph;

for i = 1l:nv
% Indices inicial e final.
in = i0 + (i—1)xnvar + 1;
fin = i0 + i*xnvar;

% Asignacién columna da matriz de variables continuas.

xi(in:fin) = prexi(:,1);
end
end
Programa A.11: discrfun2xifun.m
function [Fi, Gi, Hi, lbounds, ubounds| = discrfun2xifun (variab ,...

nv, th, Phi, f, g, ¢, conx, conf, discret, lboundsp,
Iboundsu, uboundsp, uboundsu, Iboundsx, uboundsx,
lboundsz , uboundsz)

% Funcion que constrte a funcién obxectivo e as restricions do

% problema de programacion non linear que hai que resolver en cada

% iteracion do proceso.

%

% DATOS DE ENTRADA:

% variab: estrutura co n? de variables do problema.

%nv: n? de puntos da malla.

% th: puntos da malla.

% Phi: funci6on obxectivo do problema orixinal.

% f: celda coas funcions das restricions de tipo x' = f.

%g: celda coas funciéns das restricions alxébricas 0 = g.

% c: celda coas restricions de inecuacion do problema orixinal.

% conx: celda coas condiciéns iniciais do sistema x' = f.

% conf: celda coas condiciéns finais das variables de estado.

% discret: tipo de método de discretizacion (trapecios [1],

% Hermite [2]) .

% lbounds , ubounds (celdas coas limitaciéns das distintas

% variables)

%

%DATOS DE SAIDA: (Funciéns Vectoriais)

% Fi: funcion obxectivo do NLP.

% Gi: restricions de igualdade do NLP, Gi(xi) = 0.

% Hi: restricions do NLP do tipo Hi(xi) <= 0.

% lbounds: limites inferiores de xi.

% ubounds: limites superiores de xi.

if discret =— 1
[Fi, Gi, Hi, lbounds, ubounds]| = TrapColl(variab, nv, th,
Phi, f, g, ¢, conx, conf, lboundsp, lboundsu, uboundsp,
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uboundsu, lboundsx, uboundsx, lboundsz, uboundsz);
elseif discret =— 2
[Fi, Gi, Hi, lbounds, ubounds| = HermiteColl(variab, nv, th,..
Phi, f, g, ¢, conx, conf, lboundsp, lboundsu, uboundsp,
uboundsu, lboundsx, uboundsx, lboundsz, uboundsz);
end
end

Programa A.12: engadir.m

function thi = engadir (I, th)

% Funci6on que constrtie a nova malla a partir da anterior e do n®
% de puntos que hai que engadir por intervalo. Engédense os
% puntos de xeito uniforme.

%

% DATOS DE ENTRADA:

% 1: puntos engadidos en cada intervalo.

% th: malla actual.

%

%DATOS DE SAIDA:

% thi: nova malla.

% Numero de elementos da malla previa.
n = length(I);

thi = [];
for i=1:n
if I(i)==0
% Escribese s6 o punto t_i.
thi — [thi th(i)];
end
if I(i)>=1
% Dividese equitativamente.
z = linspace(th(i), th(i+1), I[(i)+2);
% Non se engade o punto t i41.
thi = [thi z(l:end—1)];
end
end

% Engadese t_f.
thi = [thi th(end)];
end

Programa A.13: epsk.m

function erroestimado = epsk(etaerro, pesosw)

% Funcion que calcula definitivamente o erro estimado para

% comprobar a validez da soluciéon obtida.

%

% DATOS DE ENTRADA:

% etaerro: matriz con nv—1 filas e variab.ndif columnas. En {k,i}
% contén o erro integrado do intervalo k—ésimo para a compofiente
% i—esima .

% pesosw: vector de pesos cuxa coordenada i—ésima é o méaximo do

% valorabsoluto de x i nos nodos da malla e da sua derivada
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%

% DATOS DE SAIDA:

% erroestimado: vector que en cada componente contén o erro

% estimado no intervalo k—ésimo, que é o maximo do erro relativo

% por compofientes no intervalo k—ésimo.

% Numero de elementos da malla.
M = size(etaerro, 1);
% Numero de variables diferenciais.

n = size(etaerro, 2);
% Erro estimado util.
erroestimado = zeros(M,1);
for k = 1:M
cociente = zeros(n,1);
for i = 1:n

cociente (i) = etaerro(k,i)/(1 + pesosw(i));
end
erroestimado (k) = max(cociente);
end
end

Programa A.14: erroabs.m

function errointegrando = erroabs(variab, ppxh, ppzh, ppuh, ph,
f, ppxhder)
% Calculo da funcién de erro absoluto eps dentro da integral.
%
% DATOS DE ENTRADA:
% variab: estrutura co n® de variables do problema.
% ppxh: celda de variab.ndif filas e 1 columna que na fila i—ésima
% contén o spline que interpola os datos da variable diferencial
% i—ésima .
% ppzh: celda de variab.nalx filas e 1 columna que na fila i—ésima
% contén ospline que interpola os datos da variable alxébrica
% i—ésima .
% ppuh: celda de variab.ncon filas e 1 columna que na fila i—ésima
% contén o spline que interpola os datos da variable de control
% 1i—ésima .
% ph: vector de parametros
% f: celda coas funciéns das restricions x' = f.
% ppxhder: celda de variab.ndif filas e 1 columna que na fila
% i—ésima contén o spline derivada de ppxh{i,l}.
%
%DATOS DE SAIDA:
% errointegrando: celda con variab.ndif filas e 1 columna que

% contén a funcion de erro por compofientes.

% Calculo argumentos de fchapeu.
xchapeu = @Q(t) [];
for j = l:variab.ndif
xchapeu = @Q(t) [xchapeu(t) ppval(ppxh{j,1},t)];
end
zchapeu = Q(t) [];

for j = l:variab.nalx
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zchapeu = Q(t) [zchapeu(t) ppval(ppzh{j,1},t)];

end
uchapeu = Q(t) [];
for j = 1l:variab.ncon

uchapeu = @Q(t) [uchapeu(t) ppval(ppubh{j,1},t)];
end

% Definicion da funcion de erro no integrando: [dx — f].
errointegrando = cell(f{end,1},1);
for i =1:f{end,1}
errointegrando{i,1} = @Q(t) abs( ppval(ppxhder{i,1},t) — ...
f{i,1}(xchapeu(t),zchapeu(t),uchapeu(t),ph) );

end
end

Programa A.15: errointegrado.m
function etaerro = errointegrado(th, errointegraNdo)

% Funci6on que obtén o erro absoluto integrado por intervalos.

%

%DATOS DE ENTRADA:

% th: nodos da malla.

% errointegraNdo: celda con variab.ndif filas e 1 columna que

% contén a funcion de erro por compoifientes.

%

%DATOS DE SAIDA:

% etaerro: matriz con length(th)—1 filas e size(errointegraNdo ,1)
% columnas. En (k,i) contén o erro integrado do intervalo k—ésimo

% para a compofiente i—esima.

% Numero de nodos da malla.
nv = length (th);
% Numero de variables de estado diferenciais.
ndif = size(errointegraNdo, 1);
% Creacion da matriz de erro integrado
etaerro = zeros(nv—1, ndif);
for k = 1:(nv—1)
for i = 1:ndif
etaerro(k,i) = integral(errointegraNdo{i,1}, th(k),
th(k+1), 'RelTol', 1le—10, '"AbsTol', le—15);

end
end
end
Programa A.16: estimacionerro.m
function [errointegraNdo, etaerro, pesosw, erroestimado]| = estimacionerro(

variab, th, ppxh, ppzh, ppuh, ph, f, ppxhder)
% Funcion para calcular a estimacion do erro do algoritmo de
% refinamento da malla.
%
% DATOS DE ENTRADA:
% variab: estrutura co n? de variables do problema.

% th: vector cos nodos da malla temporal.
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% ppxh: celda de variab.ndif filas e 1 columna que na fila i—ésima
% contén o spline que interpola os datos da variable diferencial
% i—ésima .

% ppzh: celda de variab.nalx filas e 1 columna que na fila i—ésima
% contén o spline que interpola os datos da variable alxébrica

% i—ésima .

% ppuh: celda de variab.ncon filas e 1 columna que na fila i—ésima
% contén o spline que interpola os datos da variable de control

% i—ésima .

% ph: vector de parametros

% f: celda coas funcions das restricions x' = f.

% ppxhder: celda de variab.ndif filas e 1 columna que na fila

% i—ésima contén o spline derivada de ppxh{i,l}.

%

%DATOS DE SAIDA:

% errointegrando: celda con variab.ndif filas e 1 columna que

% contén a funcién de erro por componentes.

% Céalculo do integrando como funcion.
errointegraNdo = erroabs(variab, ppxh, ppzh, ppuh, ph, f, ppxhder);

% Céalculo da integral de dentro.
etaerro = errointegrado(th, errointegraNdo);

% Célculo dos pesos w.
pesosw = peso(th, ppxh, ppxhder);

% Céalculo erro aproximado epsilon.
erroestimado = epsk(etaerro, pesosw);
end

Programa A.17: HermiteColl.m

function [Fi, Gi, Hi, lbounds, ubounds| = HermiteColl(variab ,
nv, th, Phi, f, g, ¢, conx, conf, lboundsp, lboundsu,
uboundsp, uboundsu, lboundsx, uboundsx, lboundsz, uboundsz)

% Funcion para obter a funcion obxectivo e restricions do problema

% NLP mediante un esquema de discretizacién de Hermite—Simpson.

%

% DATOS DE ENTRADA:

% variab: estrutura co n? de variables do problema.

%nv: n? de nodos da malla.

% th: puntos da malla.

% Phi: funcion obxectivo do problema orixinal.

% f: celda coas funcions das restricions de tipo x' = f.

%g: celda coas funciéns das restricions alxébricas 0 = g.

% c: celda coas restricions de inecuacion do problema orixinal.

% conx: celda coas condiciéns iniciais do sistema x' = f.

% conf: celda coas condicioéns finais das variables de estado.

% lbounds , ubounds (celdas cos limites das distintas variables)

%

%DATOS DE SAIDA: (Funciéns Vectoriais)

% Fi: funcion obxectivo do NLP.

% Gi: restricions de igualdade do NLP, Gi(xi) = 0.
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% Hi: restricions do NLP do tipo Hi(xi) <= 0.
% lbounds: limites inferiores de xi.

% ubounds: limites superiores de xi.

% Naumero de variables continuas do sistema.
nvar = variab.ndif + variab.nalx + variab.ncon;
% Parametros

i0 = variab.npar;

indp = 1:i0;

P f(x(t_i—-1)), g(x(t_i-1)), c(x(t_1i-1))
fi = cell(f{end,1}, nv); gi = cell(g{end,1}, nv);
ci = cell(c{end,1}, nv);
for i = l:nv
% Indices respectivos no vector xi para conseguir as variables
% avaliadas en t i—1.
indx = (i0 + (i—1)*nvar + 1):(i0 + (i—1)xnvar + variab.ndif);
indz = (i0+ (i—1)*nvar + variab.ndif + 1):(i0 + ..
(i—1)xnvar + variab.ndif 4+ variab.nalx);
indu = (i0 + (i—1)*nvar + variab.ndif + ..
variab.nalx + 1):(i0 + isnvar);
% Funcions f nos nodos da malla.
for j = 1:f{end,1}
fi{j,i} = @(xi) f{j,1}(xi(indx), xi(indz), xi(indu),
xi (indp) ) ;
end
% Funcions g nos nodos da malla.
for j = 1l:g{end,1}
gi{j,i} = @(xi) g{j,1}(xi(indx), xi(indz), xi(indu),
xi (indp)) ;
end
% Funcions ¢ nos nodos da malla.
for j = 1:c{end,1}
ci{j,i} = @(xi) c{j,1}(xi(indx), xi(indz), xi(indu),
xi (indp) ) ;
end
end

% Lonxitude dos elementos da malla.
h = th(2:end) — th(l:end—1);

% \ bar{x}"~{k+1}
barx = cell(variab.ndif, nv);
for j = 1l:variab.ndif
barx{j,1} = @(xi) xi(i0 + j);
for i = 2:nv
indk = i0 + (i—2)s%nvar + j;
indkl = i0 + (i—1)xnvar + j;
barx{j,i} = @(xi) (1/2)=*(xi(indk) + xi(indkl)) + ...
(h(i—1)/8)% (Fifj,i—1}(xi) + Fi{j,i}(xi));
end
end

% \bar{z} {k+1/2};
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zmedio = cell (variab.nalx, nv);

for j = 1l:variab.ncon
zmedio{j,1} = @(xi) xi(i0 + j);
for i = 2:nv

indk = i0 + (i—2)*nvar 4+ variab.ndif + j;
indkl = i0 + (i—1)s*nvar + variab.ndif + j;
zmedio{j,i} = @(xi) (1/2)*(xi(indk) + xi(indkl));
end
end

% \bar{u}~{k+1/2}
sumar = variab.ndif 4+ variab.nalx;
umedio = cell(variab.ncon, nv);
for j = 1l:variab.ncon
umedio{j,1} = @(xi) xi(i0 + sumar + j);
for i = 2:nv
indk = i0 4+ (i—2)snvar + sumar + j;
indkl = i0 + (i—1)*nvar + sumar + j;
umedio{j,i} = @(xi) (1/2)=*(xi(indk) + xi(indkl));
end
end

% \bar{f} {k+1}
barf = cell(f{end,1}, nv);
for j = 1:f{end,1}

barf{j,1} = @(xi) 0;

for i = 2:nv

barf{j,i} = @Q(xi) f{j,1}(barmat(barx,xi,i),
barmat (zmedio ,xi,i), barmat(umedio,xi,i), xi(1:i0));

end

end

% Funcion obxectivo con argumento \xi.
Fi = @Q(xi) Phi{matrix(xi,variab,nv,1), matrix(xi,variab ,nv,2),

matrix (xi,variab ,nv,3), xi(indp) );

%FUNCIONS G(xi) = 0 e H(xi)<=0.
% Restricions en celdas.
preG = cell(variab.ndif ,nv);
for j = 1l:variab.ndif
% Condicions iniciais .
preG{j,1} = @(xi) xi(i0 + j) — conx{j,1};
% Esquema de tipo H-S.
for 1 = 2:nv
% Indices i, i—1.
indl = i0 + (i—1)*nvar 4+ j;
ind = i0+ (i—2)*nvar + j;
% Restricion correspondente.
preG{j,i} = @Q(xi) xi(indl) — xi(ind) — ..
h(i—1)«(fi{j,i—1}(xi) + 4.xbarf{j,i}(xi) + fi{j,i}(xi))/6;
end
end
% Condicions finais.
preGf = cell (conf{end,1}, 1);
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for j=1l:conf{end,1}
preGf{j,1}=@(xi) xi(end—nvar+j) — conf{j,1};
end

% Funcion vectorial G e H.
Gi = @(x)[]; Hi = @(x)[];
for i =1l:nv
for j = l:variab.ndif
Gi = @(x) [Gi(x); preG{j,i}(x)];
end
for j = 1l:g{end,1}
Gi = @(x) [Gi(x); gifj,i}(x)]s
end
for j = 1l:c{end,1}
Hi = @(x) [Hi(x); c¢ifj.i}(x)];

end
end
for j = l:conf{end,1}

Gi = Q(xi) [Gi(xi); preGf{j,1}(xi)];
end

% LIMITES DAS VARIABLES

% Limites inferiores e superiores de parametros

lboundspvec = zeros(variab.npar,1);
uboundspvec = zeros(variab.npar,1);
for i = l:variab.npar

lboundspvec(i) = lboundsp{i,l1};
uboundspvec (i) = uboundsp{i,1};
end
% Limites inferiores e superiores de variables continuas
lboundsvec=zeros (nvar,1);
uboundsvec=zeros (nvar,1);
for i = l:variab.ndif
lboundsvec(i) = lboundsx{i,1};
uboundsvec (i) = uboundsx{i,1};
end
for i = l:variab.nalx

lboundsvec(variab.ndif + i

~—

= lboundsz{i,1};
= uboundsz{i,1};

~—

uboundsvec(variab.ndif + i

end
for i = l:variab.ncon
Iboundsvec(variab.ndif + variab.nalx + i) = lboundsu{i,1};
uboundsvec(variab.ndif 4+ variab.nalx + i) = uboundsu{i,1};
end

% Limites inferiores e superiores totais.

lbounds = zeros(i0 + nvxnvar,l);

ubounds = zeros(i0 + nvsnvar,l);

lbounds(indp) = lboundspvec;

ubounds (indp) = uboundspvec;

for i = 1:nv
lbounds ((i0 + (i—1)*nvar + 1): (i0 + ixnvar)) = lboundsvec;
ubounds ((i0 + (i—1)xnvar + 1): (i0 4 ixnvar)) = uboundsvec;

end

end
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Programa A.18: inic.m

function [xh,
% Funci6n de

zh, uh, ph] = inic(variab, conx, conf, nv)

inicializacion das variables do sistema avaliadas na

% malla. Inicializanse todas a vector de uns, e engadense as

% diferenciais as condicions iniciais , e as finais se as hai.

% (Ollo: ter

coidado se as variables non poden tomar o valor 1,

% asignar outros valores manualmente)

%

% DATOS DE ENTRADA :
% variab: estrutura co n® de variables do sistema.

% conx: celda coas condicidéns iniciais do problema.

% conf: celda coas condiciéns finais do problema.

[¢]

% nv: n® de puntos da malla.

%

%DATOS DE SAIDA:

% xh: matriz
%a variable
% zh: matriz
%a variable
% uh: matriz
% a variable

(variab.ndif x nv) onde o elemento (i,j) representa
diferencial i—ésima no nodo j—ésimo.

(variab.nalx x nv) onde o elemento (i,j) representa
alxébrica i—ésima no nodo j—ésimo.

(variab.ncon x nv) onde o elemento (i,j) representa

de control i—ésima no nodo j—ésimo.

% ph: vector cos parametros do sistema (valores inciais): de
% lonxitude variab.npar.

% Variables de estado diferenciais.
xh = ones(variab.ndif, nv);
% Condicions iniciais .
for i = l:conx{end,1}
xh(i,1) = conx{i,1};
end
% Condicions finais.
for i = l:conf{end,1}
xh(i,nv) = conf{i,1};
end

% Variables de estado alxébricas.

zh = ones(variab .nalx, nv);

% Variables de control.

uh = ones(variab.ncon, nv);

% Parametros .

ph = ones(variab.npar, 1);
end

Programa A.19: intuitivo.m
function I = intuitivo (erroestimado, nel, q ,r, tol)

% Funcion para decidir o n® de puntos que se van engadir no
% proceso de refinamento da malla de xeito intuitivo: vaise
% engadindo ao intervalo que maior erro ten.

%

% DATOS DE ENTRADA:
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% erroestimado: vector coas estimaciéns do erro por intervalos
% da malla .

% nel: n® de elementos/intervalos da malla.

%q: orde do método.

% r: reducion da orde, vector por intervalos.

% tol: tolerancia do erro.

%

%DATOS DE SAIDA:

%1: vector co n® de puntos que se engaden a cada intervalo.

% Inicializacion vector de numero de puntos.

I = zeros(nel,1);

% Erro futuro.

erroestimadonovo = erroestimado;

% Bucle: como moito 5 puntos en total.
for k=1:5

% Erro maximo e indice correspondente.

[erroa, ind] = max(erroestimadonovo);
if I(ind) = 5 %Xa se engadiron 5 puntos a un intervalo.
return

elseif erroa <= tol %O erro maximo é pequeno.
return

else % Engadirase un punto ao elemento correspondente.
I[(ind) = I(ind) + 1;

end

% Estimacion do erro futuro.

erroestimadonovo (ind) = erroestimado (ind)*((1/(I(ind)
+1)) “(q—r(ind) +1));
end
end
Programa A.20: matrix.m
function A = matrix(xi, variab, nv, ind)

% Funcion para pasar como argumentos as matrices xh, zh ou uh no
% canto do vector xi.

%

% DATOS DE ENTRADA:

% xi: vector coas variables, avaliacion das funcidéns orixinais nos
% nodos da malla.

% variab: estrutura coas dimensiéns do problema orixinal.

% nv: n? de nodos da malla.

%ind: 1 xh, 2 zh, 3 uh.

%

%DATOS DE SAIDA:

%A: matriz a partir de xi segundo que variable se requira.

if ind == 1 % Variables x.

[A, 7, 7, 7] = xi2discr(variab, nv, xi);
elseif ind = 2 % Variables z.

[T, A, 7, 7] = xi2discr(variab, nv, xi);

elseif ind — 3 % Variables u.
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[T, 7, A, 7] = xi2discr(variab, nv, xi);
end
end
Programa A.21: novamalla.m
function [thi, I] = novamalla(th, erroestimado, r, q,

estratexia , tol)
% Calculo dos novos puntos da malla.
%
% DATOS DE ENTRADA:
% th: malla actual.
% erroestimado: vector de \eps k, que son os erros estimados na
% solucion actual e que se pretenden diminuir.
%r: vector de r_k's coas reducions estimadas da orde en cada
% intervalo .
% q: orde do método empregado para discretizar.
% estratexia: 0 calcula os puntos de xeito intuitivo mentres que 1
% calcula resolvendo un problema de programacién enteira.
% tol: tolerancia do erro.
%
%DATOS DE SAIDA:
% thi: nova malla.
% T1: puntos engadidos en cada intervalo.

% Numero de elementos da malla actual.
nel = length (th)—1;

if estratexia == 1
% ESTRATEXIA PROBLEMA DE PROGRAMACION ENTEIRA .
% Definicion da funcién obxectivo.
funk = @(x) erroestimado (1) «((1/(x(1)+1)) " (g—r(1)+1));
for k = 2:nel
funk = @Q(x) [funk(x);
erroestimado (k) *((1/(x(k)+1)) " (q—r(k)+1))];

end
fun = @(x) sum(funk(x));
% fun = @(x) max(funk(x)); Con esta opcién chega un momento no

% que non engade puntos mais todavia hai erro.

% Chamada para ga. Funcion de Matlab que resolve o problema.
M= 6, M 1= 5.
I = probint(fun, nel, 6, 5);

elseif estratexia — 0

% Calculo con algoritmo heuristico.

I = intuitivo (erroestimado, nel, g, r, tol);
end

% Construcion dos novos puntos da malla a partir do ntmero de
% puntos que se engaden.

thi = engadir(I, th);

end
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Programa A.22: peso.m

function pesosw = peso(th, ppxh, ppxhder)

% Céalculo dos pesos w que se empregan para obter un erro relativo.
%

% DATOS DE ENTRADA:

% th: nodos da malla.

% ppxh: celda de variab.ndif filas e 1 columna que na fila i—ésima
% contén o spline que interpola os datos da variable diferencial
% i—ésima .

% ppxhder: celda de variab.ndif filas e 1 columna que na fila

% i—ésima contén o spline derivada de ppxh{i,l}.

%

% DATOS DE SAIDA:

% pesosw: vector de pesos cuxa coordenada i—ésima é o méaximo do

% valor absoluto de x_i nos nodos da malla e da sua derivada.

% Numero de variables de estado diferenciais.
ndif = size(ppxh, 1);
% Vector de pesos.
pesosw = ones(ndif, 1);
for i = 1:ndif

pesosw (i) = max( [abs( ppval(ppxh{i,1},th) ),

abs( ppval(ppxhder{i,1},th) )| );

end
end

Programa A.23: probint.m

function I = probint (fun, nel, M, ML)

% Funcion para resolver o problema de programacion enteira que
% pretender atopar o n® de puntos que se engade a cada subintervalo
% co obxectivo de mellorar o erro estimado.

%

% DATOS DE ENTRADA:

% fun: funcién obxectivo (sum_k \eps k).

% nel: n? de elementos da malla, nv — 1.

%M—1: n® méaximo de puntos a engadir en total.

%Ml: n® méaximo de puntos a engadir nun intervalo.

%

%DATOS DE SAIDA:

%1: vector co n® de puntos a engadir en cada intervalo.

% Restricions do problema.
A ones(1l, nel);

b = M-1;

Aeq = []; beq = [];

% Limites .

Ilb = zeros(1, nel);

ub = Mlxones (1, nel);

nonlcon ={];

% Numero de variables enteiras.

intcon = 1l:nel;
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options = optimoptions('ga', 'Display', 'off"',

'"FunctionTolerance ', 1.e—30);

% Resolucion .
I = ga(fun, nel, A, b, Aeq, beq, lb, ub, nonlcon, intcon, options);
end

Programa A.24: reducion.m

function r = reducion(etaerro, thetaerro, q, I, errointegraNdo,
thprev)

% Funcion para o vector de r k's onde cada r k é a estimacion da

% reducion da orde sufrida no intervalo k—ésimo da malla actual.

% Tomarase como estimacién k—ésima a media das estimaciéons no

% intervalo k de cada compofiente dos estados.

%

%DATOS DE ENTRADA:

% etaerro: erro integrado estimado na malla actual.

% thetaerro: erro integrado estimado na malla previa.

%q: orde do método de discretizacion.

% 1: vector co n® de puntos engadidos & malla antiga .

% errointegraNdo: celda con f{end,1} (ou variab.ndif) filas e

%1 columna que contén a funcién de erro por componentes.

% thprev: nodos da malla previa.

%

%DATOS DE SAIDA:

% r: vector coa reduciéon de orde por intervalos.

% Numero de elementos da malla.

rtam = size(etaerro, 1);

% Numero de variables de estado diferenciais.
comp = size (etaerro, 2);

% Inicializacion vector r de reduciéns de orde.
r = zeros(rtam, 1);

% Numero de elementos da malla previa.

inter = size(thetaerro, 1);
% Vectores auxiliares intermedios.
prerhat = zeros(inter, 1);
prer = zeros(inter, 1);
for k = l:inter
%r k

% Argumento do logaritmo do denominador.
denom = 1 + I(k);
% Erro do elemento k para cada compofiente: vectores.

etavec = zeros (comp, 1);
thetavec = zeros{comp, 1);
for i = 1l:comp

etavec(i) = integral(errointegraNdo{i,1}, thprev(k),
thprev(k+1), 'RelTol', le—10, 'AbsTol', le—15);
thetavec(i) = thetaerro(k,i);
end
% Vector de reducion da orde nos elementos previos.




80 A. Cédigo de MATLAB

prerhat (k) = mean(q + 1 — log(thetavec./etavec)/log(denom));
prer (k) = max(0, min(round(prerhat(k)),q));
end

% Reparto da reducion da orde polos elementos que provefien do
% mesmo previo .
i=1
for k = l:inter
% Puntos engadidos ao elemento k.
numpuntos = I(k);
if numpuntos — 0
% Mantense un anico intervalo.
r(j) = prer(k);
i =1i+L
elseif numpuntos >= 1
% Quedan numpuntos + 1 intervalos.
r(j:(j+numpuntos)) = prer{(k);
j = j + numpuntos + 1;

end
end
end
Programa A.25: refinamento(.m
function [th, nv, I, xh, zh, uh, ref, thetaerro, thprev] = refinamentoO (

ref, etaerro, thetaerro, I, errointegraNdo, th, nv,..
erroestimado , q, estratexia , variab, ppxh, ppzh, ppuh,
thprev, tol)

% Funcion para refinar a malla coa que se estd a traballar e

% actualizar as variables no caso de que non se inclia o paso 3

%do algoritmo de refinamento (é dicir, non se muda a

% discretizacion).

%

% DATOS DE ENTRADA:

% ref: n? de refinamentos realizados da malla até o momento.

% etaerro: erro integrado estimado na malla actual.

% thetaerro: erro integrado estimado na malla previa.

% 1: vector co n® de puntos engadidos 4 malla antiga.

% errointegraNdo: celda con f{end,1} (ou variab.ndif) filas e 1

% columna que contén a funcion de erro por compofientes.

% th: malla actual.

%nv: n? de puntos da malla.

% erroestimado: vector de \eps k, que son os erros estimados na

% solucion actual e que se pretenden diminuir.

% q: orde do método empregado para discretizar.

% estratexia: 0 calcula os puntos de xeito intuitivo mentres que

%1 calcula resolvendo un problema de programacion enteira.

% variab: estrutura co n? de variables do problema orixinal.

% ppxh: celda de variab.ndif filas e 1 columna que na fila

% i—ésima contén o spline que interpola os datos da variable

% diferencial i—ésima.

% ppzh: celda de variab.nalx filas e 1 columna que na fila

% i—ésima contén o spline que interpola os datos da variable

% alxébrica i—ésima.
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% ppuh: celda de variab.ncon filas e 1 columna que na fila

% i—ésima contén o spline que interpola os datos da variable de
% control i—ésima.

% thprev: nodos da malla previa.

% tol: tolerancia do erro pedida.

%

%DATOS DE SAIDA: (actualizaci6n)

% th: malla temporal, con nv elementos.

%nv: n® de puntos da malla.

%1: vector co n® de puntos engadidos a cada intervalo da malla
% previa .

%xh: matriz (variab.ndif x nv) onde o elemento (i,]) representa
% a variable diferencial i—ésima no nodo j—ésimo.

% zh: matriz (variab.nalx x nv) onde o elemento (i,]) representa
% a variable alxébrica i—ésima no nodo j—ésimo.

% uh: matriz (variab.ncon x nv) onde o elemento (i,]) representa
% a variable de control i—ésima no nodo j—ésimo.

% ref: n® de refinamentos realizados da malla até o momento.

% thetaerro: erro integrado estimado na malla previa.

% thprev: nodos da malla previa.

% ESTIMACION DA REDUCION DA ORDE
if ref >=1

%Xa se conta con informacién dunha primeira malla (hai dous

% erros ).
r = reducion (etaerro, thetaerro, ¢q, I, errointegraNdo,
thprev);
else
%1 para o primeiro refinamento.
r = zeros(nv—1, 1);
end
% CONSTRUCION DA NOVA MALLA
[thi, T] = novamalla(th, erroestimado, r, q, estratexia, tol);

% ACTUALIZACION VARIABLES

% Almacenaxe malla previa .

thprev = th;

% Nova malla .

th = thi; nv = length(thi);

% Aumentou o n? de refinamentos realizados.

ref = ref + 1;

% Almacenaxe erro da malla previa.

thetaerro = etaerro;

% Actualizacion das variables mediante avaliacion dos splines.
[xh, zh, uh] = actualizacion (th, ppxh, ppzh, ppuh, variab);
end

Programa A.26: refinamentol.m

function [th, nv, I, xh, zh, uh, discret, ref, thetaerro,thprev] = refinamentol(
i, ref, discret, etaerro, thetaerro, I, errointegraNdo, th,
nv, erroestimado, g, estratexia, variab, ppxh, ppzh, ppuh,
thprev, tol)
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% Funcion para refinar a malla coa que se estd a traballar e

% actualizar as variables no caso de que se incliaa o paso 3 do
% algoritmo de refinamento (é dicir, decidese se mudar a

% discretizacion).

%

%DATOS DE ENTRADA:

% 1i: iteracion do algoritmo.

% ref: n® de refinamentos realizados da malla até o momento.

% discret : tipo de discretizacion empregada para os esquemas

% Runge—Kutta, trapecios [1], Hermite—Simpson [2].

% etaerro: erro integrado estimado na malla actual.

% thetaerro: erro integrado estimado na malla previa.

%1: vector co n® de puntos engadidos & malla antiga.

% errointegraNdo: celda con f{end,1} (ou variab.ndif) filas e
%1 columna que contén a funcién de erro por compohentes.

% th: malla actual.

% erroestimado: vector de \eps_k, que son os erros estimados na
% solucion actual e que se pretenden diminuir.

% q: orde do método empregado para discretizar.

% estratexia: 0 calcula os puntos de xeito intuitivo mentres que
%1 calcula resolvendo un problema de programacién enteira .

% variab: estrutura co n® de variables do problema orixinal.

% ppxh: celda de variab.ndif filas e 1 columna que na fila

% i—ésima contén o spline que interpola os datos da variable

% diferencial i—ésima.

% ppzh: celda de variab.nalx filas e 1 columna que na fila

% i—ésima contén o spline que interpola os datos da variable

% alxébrica i—ésima.

% ppuh: celda de variab.ncon filas e 1 columna que na fila

% i—ésima contén o spline que interpola os datos da variable de
% control i—ésima.

% thprev: nodos da malla previa.

% tol: tolerancia do erro.

%

%DATOS DE SAIDA: (actualizacion)

% th: malla temporal, con nv elementos.

%nv: n? de puntos da malla.

%1: vector co n® de puntos engadidos a cada intervalo da

% malla previa.

%xh: matriz (variab.ndif x nv) onde o elemento (i,]) representa
% a variable diferencial i—ésima no nodo j—ésimo.

% zh: matriz (variab.nalx x nv) onde o elemento (i,]) representa
% a variable alxébrica i—ésima no nodo j—ésimo.

%uh: matriz (variab.ncon x nv) onde o elemento (i,]) representa
% a variable de control i—ésima no nodo j—ésimo.

% discret : método de discretizacién que se vai empregar a partir
% de agora na construcion dos esquemas Runge—Kutta.

% ref: n? de refinamentos realizados da malla até o momento.

% thetaerro: erro integrado estimado na malla previa.

% thprev: nodos da malla previa .

% Eleccién da nova orde
if discret = 1
discretnew = cambiodeorde(i, erroestimado, discret);
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elseif discret — 2
discretnew = 2;
end
% Actualizacion da orde: orde correcta tebdrica coa que hai que
% traballar .
if discretnew == 2
q=4
end

% Se non se decidiu cambiar de método de discretizacion ,
% contintase co algoritmo de refinamento.
if discretnew == discret
% ESTIMACION DA REDUCION DA ORDE
if ref >=1
% Xa se conta con informacion dunha primeira malla
% (hai dous erros).
r = reducion(etaerro, thetaerro, q, I,
errointegraNdo , thprev);
else
% r para o primeiro refinamento.
r = zeros(nv—1, 1);

end

% CONSTRUCION DA NOVA MALLA

[thi, I] = novamalla(th, erroestimado, r, g, estratexia, tol);

% ACTUALIZACION VARIABLES

% Almacenaxe malla previa .

th;

% Nova malla .

th = thi; nv = length(thi);

% Aumentou o n°® de refinamentos realizados.
ref = ref + 1;

thprev

% Almacenaxe erro da malla previa.
thetaerro = etaerro;
end

% Actualizacion das variables mediante avaliacion dos splines.
[xh, zh, uh]| = actualizacion (th, ppxh, ppzh, ppuh, variab);

% Actualizase a discretizacion .

discret = discretnew;

end

Programa A.27: SQP.m

function xii = SQP(xi0, Fi, Gi, Hi, lbounds, ubounds)

% Funci6on para a resolucion dun NLP mediante Sequential Quadratic
% Programming . Constriese a estrutura problem e chamase a fmincon.
%

% DATOS DE ENTRADA:

% xi0: iterante inicial.

% Fi: funcion obxectivo.

% Gi: Gi(xi) = 0.

% Hi: Hi(xi) <= 0.
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% lbounds: limites inferiores.
% ubounds: limites superiores.
%

%DATOS DE SAIDA:

% xii: solucion do NLP.

problem.objective = Fi;

problem.x0 = xi0;

problem.Aineq = []; problem.bineq = [];
problem.Aeq = []; problem.beq = [];
problem.1lb = lbounds; problem.ub = ubounds;

problem.nonlcon = @nonlinear;

problem.solver = 'fmincon';

problem.options = optimoptions('fmincon', 'Algorithm', 'sqp',
"MaxIterations', 50, 'Display', 'off');

xii = fmincon(problem);

function [c¢ ceq| = nonlinear(x)

c = Hi(x);

ceq = Gi(x);

end

end

Programa A.28: TrapColl.m

function [Fi, Gi, Hi,lbounds, ubounds| = TrapColl(variab, nv,
th, Phi, f, g, ¢, conx, conf, lboundsp, lboundsu, uboundsp,
uboundsu, lboundsx, uboundsx, lboundsz, uboundsz)

% Funcion para obter a funcion obxectivo e restricions do problema

%NLP mediante un esquema de discretizacion de trapecios.

%

% DATOS DE ENTRADA:

% variab: estrutura co n® de variables do problema.

%nv: n? de puntos da malla.

% th: puntos da malla.

% Phi: funcion obxectivo do problema orixinal.

% f: celda coas funciéons das restricions de tipo x' = f.

%g: celda coas funciéns das restricions alxébricas 0 = g.

% c: celda coas restricions de inecuacion do problema orixinal.

% conx: celda coas condiciéns iniciais do sistema x' = f.

% conf: celda coas condicidéns finais das variables de estado.

% lbounds , ubounds (celdas cos limites das distintas variables)

%

%DATOS DE SAIDA: (Funciéns Vectoriais)

% Fi: funciéon obxectivo do NLP.

% Gi: restricions de igualdade do NLP, Gi(xi) = 0.

% Hi: restricions do NLP do tipo Hi(xi) <= 0.

% lbounds: limites inferiores de xi.

% ubounds: limites superiores de xi.

% Numero de variables continuas do sistema.
nvar — variab.ndif + variab.nalx + variab.ncon;
% Parametros

i0 = variab.npar;
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indp = 1:i0;

%r(x(t_i)), g(x(t_i)), c(x(t_i))
fi = cell(f{end,1}, nv); gi = cell(g{end,1}, nv);
ci = cell(c{end,1}, nv);
for i = l:nv
% Indices respectivos no vector xi para conseguir as
% variables avaliadas en t_ i—1.
indx = (i0 4+ (i—1)*nvar + 1):(i0 + (i—1)xnvar + variab.ndif);
indz = (i0+ (i—1)+nvar + variab.ndif + 1):(i0 + (i—1)*nvar +..
variab.ndif + variab.nalx);
indu = (i0 + (i—1)*nvar + variab.ndif 4+ variab.nalx
+ 1):(i0 + ixnvar);
% Funcions f nos nodos da malla.
for j = 1:f{end,1}
fi{j,i} = @(xi) £{j,1}(xi(indx), xi(indz), xi(indu),
xi (indp) ) ;
end
% Funcions g nos nodos da malla.
for j = 1l:g{end,1}
gi{j,i} = @Q(xi) g{j,1}(xi(indx), xi(indz), xi(indu),
xi (indp)) ;
end
% Funcions ¢ nos nodos da malla.
for j = 1l:c{end,1}
ci{j,i} = @(xi) c{j,1}(xi(indx), xi(indz), xi(indu),

xi (indp)) ;
end

end

% Lonxitude dos elementos da malla.

h = th(2:end) — th(l:end—1);

% Funcién obxectivo con argumento \xi.

Fi = @(xi) Phi(matrix(xi,variab,nv,1), matrix(xi,variab ,nv,2),

matrix (xi,variab ,nv,3), xi(indp));

%FUNCIONS G(xi) = 0 e H(xi) <= 0.
% Restricions en celdas.
preG = cell (variab.ndif ,nv);
for j = 1l:variab.ndif
% Condicions iniciais .
preG{j,1} = @(xi) xi(i0 + j) — conx{j,1};
% Esquema de tipo trapecios.
for 1 = 2:nv
% Indices i, i-—1.
indl = i0 + (i—1)snvar + j;
ind = i0+ (i—2)*nvar + j;
% Restricion correspondente .
preG{j,i} = Q(xi) xi(indl) — xi(ind) — ..
h{i—1)*(fi{j,1—1}(xi) + fi{j,i}(xi))/2 ;
end
end
% Condicions finais .
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preGf = cell(conf{end,1}, 1);
for j = l:conf{end,1}

preGf{j,1} = @(xi) xi(end—nvar+j) — conf{j,1};
end

% Funcion vectorial G e H.
Gi = @(x) []; Hi = @(x)[];
for i =l:nv
for j = l:variab.ndif
Gi = @(x) [Gi(x); preG{j,i}(x)];
end
for j = 1l:g{end,1}
Gi = @(x) [Gi(x); gifj,i}(x)];
end
for j = 1l:c{end,1}
i = @(x) [Hi(x); ci{j,i}(x)]:
end
end
for j = l:conf{end,1}
Gi = Q(xi) [Gi(xi); preGf{j,1}(xi)];
end

% LIMITES DAS VARIABLES.

% Limites inferiores e superiores de parametros.

lboundspvec = zeros(variab.npar,1);
uboundspvec = zeros(variab.npar,1l);
for i = l:variab.npar

lboundspvec(i) = lboundsp{i,1};
uboundspvec(i) = uboundsp{i,l};
end
% Limites inferiores e superiores de variables continuas.
lboundsvec = zeros(nvar,1);
uboundsvec = zeros(nvar,1);
for i = 1l:variab.ndif
lboundsvec (i) = lboundsx{i,1};
uboundsvec(i) = uboundsx{i,1};
end

for i = l:variab.nalx

N
\

lboundsvec(variab.ndif + i) = lboundsz{i,1};

uboundsvec(variab.ndif + i) = uboundsz{i,1};
end
for i = l:variab.ncon
Iboundsvec(variab.ndif + variab.nalx + i) = lboundsu{i,1};
uboundsvec{variab.ndif + variab.nalx + 1) = uboundsu{i,1};
end

% Limites inferiores e superiores totais.
lbounds = zeros(i0 + nvsnvar,l);

ubounds = zeros(i0 + nvsnvar,l);
Ibounds(indp) = lboundspvec;
ubounds(indp) = uboundspvec;

for i = 1l:nv

lbounds ({(i0 + (i—1)xnvar + 1): (i0 + ixnvar)) = lboundsvec;
ubounds ((i0 + (i—1)xnvar + 1): (i0 4 ixnvar)) = uboundsvec;

end
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end

Programa A.29: xi2discr.m
function [xh, zh, uh, ph] = xi2discr(variab, nv, xi)
% Funcion que pasa do vector xi as variables distinguidas xh, zh,
% uh, ph.
%

%DATOS DE ENTRADA:

% variab: estrutura co n® de variables do problema.
%nv: n® de nodos da malla.

% xi: vector de variables.

%

%DATOS DE SAIDA:

%xh: matriz (variab.ndif x nv) onde o elemento (i,]) representa

% a variable diferencial i—ésima no nodo j—ésimo.

% zh: matriz (variab.nalx x nv) onde o elemento (i,]) representa

% a variable alxébrica i—ésima no nodo j—ésimo.

% uh: matriz (variab.ncon x nv) onde o elemento (i,j) representa

% a variable de control i—ésima no nodo j—ésimo.
% ph: vector (variab.npar x 1) de parametros.

% Variables continuas do problema.
nvar = variab.ndif 4+ variab.nalx + variab.ncon;
% Numero de parametros.

i0 = variab .npar;

% Matriz intermedia, coas variables por filas, nodos por columnas.

prexi = zeros(nvar,nv);

for i = l:nv
in = i0 + (i—1)sxnvar + 1;
fin = i0 + ixnvar;
prexi(:,i) = xi(in:fin);

end

% Variables nos nodos

in = 1; fin = variab.ndif;

xh = prexi(in:fin, :);

in = in + variab.ndif; fin = fin + variab.nalx;
zh = prexi(in:fin, :);

in = in + variab.nalx; fin = fin + variab.ncon;
uh = prexi(in:fin, :);

ph = xi(1:i0);
end
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A.4. Representacion grafica

Programa A.30: graficos.m

% Codigo para obter as representacions graficas do traballo.

% Problema de freada dun bloque.
thnew =[];
for i = 1l:length(th)—1
v = linspace (th(i),th(i+1),4);
thnew = [thnew v(1l:end—1)];
end
thnew = [thnew th(end)];
subplot (1,2,1)
yy = spline (th,uh,thnew);
plot (thnew,yy)
ylim ([1,2])
xlabel ('t '); ylabel('u(t)');
title ('Forza exercida polo operario');
hold on
plot (th,uh, 'o", ' MarkerEdgeColor' ,[0 0.4470 0.7410],
"MarkerFaceColor' ,[0 0.4470 0.7410], 'MarkerSize',2)
hold off
subplot (1,2,2)
yy = spline (th,xh,thnew);
plot (thnew,yy)
plot (th,xh)
xlabel ('t'); ylabel('x(t)"');
title ('Velocidade do bloque co tempo');
hold on
plot (th,xh, 'o"', 'MarkerEdgeColor' ,[0 0.4470 0.7410],
"MarkerFaceColor',[0 0.4470 0.7410], 'MarkerSize',2)
hold off

% Problema do reactor descontinuo.
thnew =[];
for i = 1:length(th)—1
v = linspace (th(i),th(i+1),4);
thnew = [thnew v(l:end—1)];
end
thnew = [thnew th(end) ];
yy = spline (th,uh,thnew);
plot (thnew,yy)
ylim ([0 ,5.5])
xlabel ('t ');ylabel('u(t)"');
title ('Perfil de temperaturas na reacciéon');
hold on
plot (th,uh, 'o', ' MarkerEdgeColor' ,[0 0.4470 0.7410],
'MarkerFaceColor',[0 0.4470 0.7410], 'MarkerSize',2)
hold off

subplot (1,2,1)
yy = spline(th,xh(1,:) ,thnew);
plot (thnew,yy)
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xlabel ('t "); ylabel('x 1(t)'); title('Cantidade de reactivo A');

vlim ([0,1])

hold on

plot (th,xh(1,:),'0o", 'MarkerEdgeColor' [0 0.4470 0.7410], ..
"MarkerFaceColor' ,[0 0.4470 0.7410], 'MarkerSize',2)

hold off

subplot (1,2,2)

yy = spline(th,xh(2,:) ,thnew);

plot (thnew,yy)

xlabel('t'); ylabel('x 2(t)'); title('Cantidade de produto B')

ylim ([0 1])

hold on

plot (th,xh(2,:),'0o", 'MarkerEdgeColor' [0 0.4470 0.7410], ..

'"MarkerFaceColor' [0 0.4470 0.7410], 'MarkerSize ' ,2)
hold off

% Problema do carro con péndulo.
thnew =[];
for i = l:length(th)—1

v = linspace (th(i),th(i+1),4);

thnew = [thnew v(1l:end—1)];
end
thnew = |[thnew th(end) |;
subplot (1,2,1)
yy = spline(th,xh(1,:),thnew);
plot (thnew,yy)
xlabel('t"'); ylabel('x 1(t)'); title('Movemento do carro');
ylim ([0,1.5])
hold on
plot (th,xh(1,:),'o", 'MarkerEdgeColor' [0 0.4470 0.7410], ..

'"MarkerFaceColor' [0 0.4470 0.7410], 'MarkerSize ' ,2)
hold off
subplot (1,2,2)
yy = spline(th, xh(2,:), thnew);
plot (thnew,yy)
xlabel ('t "); ylabel('x 2(t)");
title ('Angulo do péndulo durante o movemento')
ylim ([ —2,4])
hold on
plot (th,xh(2,:),'0o", 'MarkerEdgeColor' [0 0.4470 0.7410], ..
'MarkerFaceColor' ,[0 0.4470 0.7410], 'MarkerSize ' ,2)

hold off

subplot (1,1,1)

yy = spline (th,uh,thnew);

plot (thnew,yy)

ylim ([ —20,10])

xlabel ('t'); ylabel('u(t)'); title('Forza aplicada ao carro');

hold on

plot (th,uh, 'o', 'MarkerEdgeColor',[0 0.4470 0.7410],
'MarkerFaceColor' ,[0 0.4470 0.7410], 'MarkerSize ' ,2)

hold off

% Problema de Rayleigh
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thnew =[];
for i = 1l:length(th)—1
v = linspace (th(i),th(i+1),4);
thnew = [thnew v(1l:end—1)];
end
thnew = |[thnew th(end) |;
yy = spline (th,uh,thnew);
plot (thnew,yy)
ylim ([~2,8])
xlabel ('t '); ylabel('u(t)'); title('Problema de Rayleigh');
hold on
plot (th,uh, 'o', 'MarkerEdgeColor',[0 0.4470 0.7410],
'MarkerFaceColor' [0 0.4470 0.7410], 'MarkerSize ' ,2)
hold off
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