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Traballo proposto

Area de Conecemento: Matemaética Aplicada

Titulo: Analise e resoluciéon de modelos de fluxo de persoas

Breve descriciéon do contido

A anilise do fluxo peonil vense estudando desde os anos 60 e nos
dltimos anos o movemento de multitudes presenta moitas aplicaciéns
desde o desefio de espazos ata as evacuaciéns, e na actualidade a
definicién da distancia social. Un dos obxectivos do TFG é a anélise
de algtins modelos continuos de fluxo de persoas nos que se realizan
hipéteses nas que os pedns son axentes activos e intelixentes e tefien
un comportamento anisétropo, é dicir, non estan igualmente afectados
por estimulos procedentes de todas as direcciéns do espazo. Entre
os modelos continuos analizados estan os que se corresponden a leis
de conservacién nos que a variable conservada é o fluxo de persoas,
proporase a resolucién numérica de un modelo coa metodoloxfa de
volumes finitos desenvolvendo un cédigo especifico a partir dun inicial
facilitado polas titoras en MATLAB.
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Resumo

Este traballo introduce un modelo para estudar o fluxo de persoas en 2D nun dominio
rectangular, suponiendo diferentes saidas segundo o caso. Dito modelo basease nas leis de
conservacién hiperbélicas. Describese ademais o método de volumes finito que se aplica as

ecuacions dos fluxo de persoas.

Abstract

This work introduces a model por studying the flux of pedestrians in a 2D rectangular or
square domain, assuming different exits in each case. This model is based on the hyperbolic
conservation laws. It is also described the finite volumes method, which is applied to the

pedestrian flow equations.
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Introducién

O crecemento demografico que tivo lugar na segunda metade do século XX, e que
continta a darse a dia de hoxe, asi coma o éxodo rural cara as cidades fan que cada vez
sexan mais frecuentes as grandes aglomeraciéns nos espazos publicos arredor de todo o
mundo. Faise fundamental polo tanto a andlise do comportamento das persoas neste eido,
que posibilitard por exemplo un deseno das cidades mais adaptado &s necesidades dos
pebns, asi coma unhas prediciéns que poidan previr certas catastrofes que poden xurdir
cando tefien lugar estes acontecementos multitudinarios.

E neste contexto no que xorden diversos modelos para o estudo dos fluxos de persoas,
baseados en ferramentas matematicas de diversa indole, que son analizados no seguinte
capitulo. Un dos motivos polos que eu escollin este Traballo de Fin de Grao foi poder
achegarme aos modelos que permiten aportar soluciéns matemaéticas a este tipo de proble-
mas, ademais do evidente caracter prictico que este ten, xa que as simulaciéns feitas na
memoria reproducen situaciéns que se poden identificar claramente na nosa vida cotia.

Hoxe en dia, coa pandemia mundial provocada polo COVID-19 na que estamos in-
mersos, vese a importancia dos fluxos de persoas dun xeito diferentes, posto que o termo
“distancia social” converteuse nunha medida mais de prevencion. E un exemplo actual que
pon de manifesto a importancia do tema que estamos a tratar.

Se fixamos a nosa atencién en Santiago de Compostela, o Xacobeo pode ser un evento
predilecto para poier en préctica o estudo do modelo de fluxo de persoas, facendo especial
fincapé nas grandes prazas da cidade, a do Obradoiro e a da Quintana, onde se rednen
tantos peregrinos ao longo de todo o ano.

Asi, decantdmonos por desenvolver un modelo macroscépico e abordar o problema
dende un punto de vista determinista, centrando a nosa atencién nos centros da vida
publica, coma as prazas que comentabamos no paragrafo anterior.

No primeiro capitulo introdtcese o modelo e as hipéteses nas que se fundamenta. O
segundo capftulo esta adicado ao estudo matematico das ecuaciéns en derivadas parciais
hiperbélicas e mais concretamente dos sistemas de leis de conservacién hiperbélicas, por

ser o marco hiperbdlico de dito modelo. No terceiro capitulo, desenvélvese a teoria sobre
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XII INTRODUCCION

o método de volumes finitos, e preséntanse diversos esquemas numeéricos. Finalmente, no
derradeiro capitulo compartense algtins dos resultados dalgunhas simulaciéns sinxelas en
2D, resolvendo o problema cando a direccién de movemento dos pedns é un dato mais do
problema, para axustar o tempo de desenvolvemento do traballo ao nimero de créditos

asignado. O apéndice contén o codigo MATLAB desenvolto para o TFG.



Capitulo 1

Un modelo do fluxo de persoas

Os fluxos de persoas estin moi presentes na nosa vida diaria, dende as grandes aglo-
meracions en eventos piblicos ou a stia importancia capital en certos contextos coma as
evacuacions en situaciéons de emerxencia, pasando pola distancia fisica nestes momentos de
pandemia mundial. Porén, o seu estudo pode ser de gran interese de cara a moitas aplica-
cions diferentes que permitan previr especialmente os acontecementos multitudinarios ou
os protocolos de emerxencia.

Con todo, o comportamento dos seres humanos pode semellar a priori algo moi dificil
de estudar matematicamente, debido sobre todo & cantidade de factores diferentes que nos
levan a tomar unha decisién nun momento axeitado.

O noso obxectivo neste traballo serd estudar os movementos de persoas en lugares
abarrotados como pode ser unha praza nun acontecemento importante ou as entradas e
safdas dalgiin lugar piblico moi transitado, como por exemplo unha boca de metro; asf
como baixo a chamada hipé6tese do continuo, supofiendo o fluxo de persoas coma un medio
continuo.

Principalmente, os modelos de fluxo de persoas adoitan dividirse en duaas correntes: a
macroscopica, méis centrada en caracteristicas dun conxunto de peéns como a velocidade ou
a densidade promedio nunha area concreta, e a microscépica, enfocada nas caracteristicas
individuais como o sexo, a idade ou 0 peso. Alguns exemplos de modelos macroscopicos, nos
cales basearemos parte do noso traballo son o de Hughes [5], o de Colombo e Rosini [I] ou o
de Piccoli e Tosin [9]; mentres que algins exemplos salientables de modelos microscopicos
son o de Helbing e Molnar [4] e o de Lohner [§].

Ambos enfoques, tanto 0 macroscopico coma o microscopico, adoitan dar por supostas

certas hipdteses sobre a forma de actuar dos peéns:

= Comportamento intelixente: Os pedns son axentes activos capaces de tomar de-
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cisiéns acorde co seu obxectivo, chegar a un punto determinado, e son capaces de

avaliar o seu entorno para decidir o camino 6ptimo ata dito obxectivo.

= Comportamento anisotropico: Os pedns non estan afectados por igual polos esti-
mulos externos procedentes de direcciéns distintas, e vense maiormente condicionados
por aqueles que se producen dentro do seu campo visual ou que ocorren na direccién

e sentido no que se moven.

= Comportamento non local: Os pedns reaccionan dun xeito non local as condiciéns
externas tanto en espazo, posto que reciben estimulos da rexién sensorial, coma en
tempo, xa que precisan dun tempo de percepcién para captar o estimulo e dun tempo

de reaccién para decidir como afrontar o mesmo.

Estas tres hipoteses, que semellan dunha clara intuicién l6xica, refirense a situacions
normais nas que os pebons adoitan realizar as stas actividades cunha certa planificaciéon e
dun xeito natural. Por outra banda, en situaciéns de pénico coma unha evacuacién, un

sismo ou un incendio aparece un comportamento competitivo guiado polo panico:

» E habitual que aparezan os nervios e as persoas traten de moverse o maéis rapido

posible.

= A interaccion entre os pedns é de natureza fisica, facendo desaparecer a distancia
minima habitual que normalmente mantefien os individuos entre eles ou coas paredes

e os obstaculos.

» As presions elevadas que se rexistran nos atascos de persoas (superiores nalgins casos

aos 4500N/m?) poden ser suficientes para derribar unha parede.

= Dimintie o fluxo nas saidas do espazo debido &s aglomeraciéns ou en ocasiéns as

persoas feridas ou que se atopan no chan.

» Xurde o efecto rabafo, que fai que as persoas deixen de pensar por si mesmas e
se limiten a seguir o comportamento da maioria e das que teflen mdis préximas.
Normalmente isto provoca que se centre a atencién nas saidas principais, deixando

de lado as saidas de emerxencia.

Ainda non se conta con modelos que reproduzan con exactitude os comportamentos
das persoas, ben porque os individuos poden actuar de xeito compulsivo, poden desconecer
a estratexia O6ptima debido por exemplo a que se distraen co entorno que os rodea, e

finalmente porque calquera modelo que busque reproducir o comportamento humano tera
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un pequeno grado de imperfeccion. Estas desviacions do comportamento éptimo tratanse
coma flutuaciéns da conduta. Porén, de cara a unha maior simplicidade, o noso estudo

basearase case na sua totalidade en situaciéns normais.

1.1. O modelo e as stias variables

De cara a estudar o modelo do fluxo de persoas debemos ter en conta, ademais do tempo,
t (en segundos), tres variables: a velocidade, v (en metros por segundo); o fluxo, ¢ (en peons
por segundo), que representa a cantidade de peons por unidade de tempo; e a densidade,
p (en peodns por metro cadrado), que indica a cantidade de peons por unidade de espazo.
Ademais, como veremos posteriormente, ditas variables estdn intimamente relacionadas
entre si.

Medir individualmente as magnitudes de cada un dos individuos pode resultar compli-
cado e ademais carece de interese préactico, polo que imos adoptar un enfoque macroscépico

e ter en conta a xa comentada hipotese do continuo, que clarificaremos cun exemplo:

Exemplo 1.1. Un transeiinte situado nun punto = decide contar o niimero de pebns que
pasan polo seu carén. Supofiamos que pasan 4 peéns nos instantes ¢, t +2, t +4.5e t + 7,
de feito que a cantidade de pedns por segundo que pasaron polo seu carén no intervalo
[t,t+7]¢é %. Asi, se lle preguntasen polo fluxo no instante ¢ + 3, o transetnte contestaria
%, a pesar de que nese instante non pasou ningin peén polo seu caron. A velocidade e a
densidade calcularianse de xeito similar, tendo en conta o acontecido en intervalos de tempo

pequenos, mais dun tamano suficiente para non ter conta de cada peén individualmente.

Asumindo isto, podemos definir as nosas variables como campos escalares, que adop-

taran un valor Gnico en cada punto = e en cada instante t: v(z,t), ¢(x,t) e p(x,t).

1.2. Conservaciéon do ntimero de pedns

A idea basica do noso modelo, asi como dos métodos numéricos que imos empregar, é a
conservacién do niimero de peéns, é dicir, que se partimos dun dominio pechado, as persoas
no interior do mesmo seran unha constante. Polo tanto, podemos asumir que o cambio no
numero de persoas por unidade de espazo dependerd unicamente do fluxo entrante e sainte
na fronteira do noso dominio.

Para explicar esta idea dun xeito méis matemético, basearémonos no traballo sobre o
fluxo de trafico [7], posto que as ideas neste punto son practicamente as mesmas se falamos

de coches coma se o facemos de peodns.
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Asi, desenvolveremos o razoamento matemaético nunha dimensioén espacial e sen ter
en conta inicialmente a regularidade das funciéns escalares ¢ e p, impofiendo logo certas
restricidéns sobre elas para chegar a leis de conservacién mais precisas.

Matematicamente, o feito de que o ntmero de pedns se conserva pode expresarse me-

diante a chamada lei de conservacién en forma integral:

b
% . p(x,t)dx = Q(avt) - Q(bvt)’ (1'1)
isto é, a variacion da cantidade total de pedns coincide coa variaciéon do fluxo entre a
entrada, q(a,t), e a saida, q(b,t).
Posto que non puxemos restriciéon sobre a funciéon fluxo ¢, supofiamos agora que esta é
derivable respecto da variable espacial x. Tense asi
" 9q

) am(ac,t)alac. (1.2)

q(a,t) —q(b,t) = —

Se ademais a funcion densidade p é derivable respecto do tempo t, pédese introducir o

operador diferencial na integral, obtendo

b b
% p(:v,t)dx:/ %(x,t)dx. (1.3)

Substituindo (1.2 e (1.3]) en (1.1)) chegamos a

b b b
op _ dq / ap dq B
5t (x,t)dx = /a p (z,t)dx = ’ [815 (x,t) + p (x,t)| dx = 0. (1.4)

a

Agora ben, posto que [a,b] é un intervalo arbitrario, verificase

op Jq B
a(m,t) + %(:E,t) = 0. (1.5)

Esta ultima expresion é o que se cofiece coma lei de conservacién en forma diferencial, valida
para todo = € [a,b], e como o seu nome nos indica, para chegar a ela é preciso suponer
que as funciéns q e p son diferenciables. No capitulo 2 veremos que estas condiciéns non
sempre se cumpren en xeral, pero para a dindmica de pedns si que podemos suponer que
q e p son funciéns de clase un a pedazos, e polo tanto poderemos establecer o modelo de
comportamento xeral do fluxo de pedns grazas 4 ecuacion unida & unha lei que nos

especifique o que acontece no conxunto de puntos onde se perde a diferenciabilidade.

1.3. A velocidade coma funcién da densidade

Resulta bastante intuitivo entender a relacion entre a velocidade dos peéns e a densida-

de do lugar onde se moven. Supofiamos que nos estamos movendo por unha praza baleira,
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de xeito que podemos adaptar a nosa velocidade atendendo exclusivamente a preferencias
individuais, e a medida que aumenta a densidade de pebns na praza teremos que ir reducin-
do a nosa velocidade por mor de evitar choques, ata chegar a unha situacién de densidade
méxima na cal non nos poderemos apenas mover, algo asi coma a densidade de saturaciéon
da praza, e que na vida real se alcanza en eventos moi multitudinarios coma por exemplo
o 25 de xullo &s 00:00 na praza do Obradoiro en Santiago de Compostela.

Asi, a intuicion fisica dinos que o modulo da velocidade é funcion da densidade, V(p),

que neste traballo definiremos baseandonos en [13]:

V[0, prmaz] — RT (16)

p V(p) = Umaxeia(p/pmaz)zv .

onde pmae € a densidade de saturacién comentada anteriormente, vy, é a velocidade libre

que un peétn pode acadar, suponendo a situacién inicial de ausencia doutros pedns que
imposibiliten o seu percorrido, e o é unha constante positiva.

Deste xeito, tense que o médulo da velocidade é decrecente con respecto & densidade,

e tomara valores entre o seu minimo vy,q.e~%, cando se alcance a densidade de saturacion,

e 0 seu MAaximo Ve, na situacién ideal na que a densidade sexa nula.

1.4. A ecuaciéon imaxe

Con vistas a seguir exponendo a forma que vai adoptar o noso modelo, cémpre explicar
a idea da ecuacion imaxe, a cal, basedndonos no feito en [13], vainos permitir definir o
campo de vectores que representa a direcciéon desexada.

Partimos dun dominio conexo bidimensional Q C R? que representa a area obxecto
do noso estudo, a cal conta ademais cunha ou varias saidas polas que poden entrar e sair
pedns, aumentando ou diminuindo o fluxo g. A fronteira do dominio, 92 = I'gUI'),, consiste
na unién de ditas saidas polas que entran e saen os peoéns, 'y, asi como do conxunto dos
demais limites do espazo en cuestion, I'y, é dicir, os lugares onde remata 2 polos que non
se produce intercambio de fluxo entre 2 e o exterior.

Nese dominio bidimensional, o modelo macroscopico derivase da ecuacién de conserva-
cion de masa

Op+div(g) =0, t>0, (z,y) €9, (1.7)

onde p = p(z,y,t) representa a densidade e ¢ = q(z,y,t) € R? o fluxo. Se a esta ecuacion
de conservacién de masa lle engadimos unha relacién pechada entre velocidade, fluxo e
densidade, xa teriamos o noso modelo de primeira orde, o cal soamente haberia que com-

plementar cunha ecuaciéon de momento adicional (que supon ter en conta a aceleracion)
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para chegar ao modelo de segunda orde. Ademais, a partir de agora escribiremos x para
referirnos a (x,y).

No que as relacions se refire, o campo de velocidades ven dado por v = V(p)u, sendo
V(p) o definido en e 1 o campo de vectores da direccién desexada polo pedn, froito do
proceso de avaliacion do entorno en busca da ruta 6ptima para alcanzar o seu obxectivo,
I'g, e que caracteriza o comportamento intelixente que comentamos na primeira secciéon.
Para definir x4 dun xeito adecuado, seguimos a caracterizacion adoptada por Hughes en [5]

definindoo coma a direccién unitaria oposta ao gradiente dun potencial escalar ¢

Vo

Tl (18)

,LL =
Pola sda parte, a funciéon ¢ é a solucion da chamada eikonal equation ou ecuacidén

imaxe, e que ven dada por

|IVo|| =c(t,x) parat>0, x€

1.9
p=0 para x € I['g. (1.9)

A funcién ¢ = c(t,x) € [1,400) é o coeficiente de custo, posto que fai referencia
ao traballo que debe facer o peén nun determinado instante de tempo ¢ para pasar por
un punto concreto x € ). A sta escolla caracteriza a solucion da ecuacion imaxe ¢, por
exemplo se tomamos ¢ = 1 a solucién de serd a distancia entre o punto x e o obxectivo
Ty, é dicir, ¢p(x) = dist(x,Ty). Esta eleccion precisa facer unha pequena restricién sobre
2, o cal debe ser un dominio convexo, xa que do contrario, o camino mais curto unindo x
e I'g pode non estar completamente contido en €2, de feito que a aplicacién distancia non
estaria ben definida.

Outras posibilidades 4 hora de escoller a funcién custo ¢ buscan expresar dun xeito
mais claro a intencién dos pebns de evitar as zonas mais transitadas, tomando a funcién
custo ¢ = ¢(p(t,x)) coma unha funcién crecente con respecto da densidade. Este é o caso
do modelo de Hughes, no cal se ten que ¢ = ¢(t,x) = 1/V(p(t,x)). A maior critica que se
lle pode facer & esa eleccién para c é que esta sup6n que os peéns son capaces de analizar de
anteman a rexién por onde caminan, obtendo un cofiecemento absoluto de todo o dominio
Q) en calquera instante de tempo, o cal resulta imposible, especialmente se consideramos
un dominio o suficientemente extenso.

Coa intencién de superar este suposto, en [15] introdicese o concepto de efecto de
memoria, segundo o cal os pedns seguen o camifio mais curto ata o seu destino grazas 4
informacién que a sta memoria recopilou de anteriores ocasiéns no mesmo lugar ou en

zonas e situaciéons con densidades similares. Isto leva & eleccién dun campo de direcciéns
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w1 algo mais complexo:

po VO wV[V(p)~ +g(p)]
| = Vo —wVIV(p)~t+ g(p)]l|’

onde ¢ resolve a ecuacion (1.9), w > 0 é o coeficiente de repulsién e g(p) unha funcion

(1.10)

que busca modelar do xeito mais adecuado posible a incomodidade do peén en situaciéns
de densidade elevada. Normalmente na expresiéon de g adoita aparecer un coeficiente [
positivo que dependera da persoa en cuestiéon e representa a sensibilidade individual fronte
a estes aspectos.

Sen embargo, nos problemas test que resolveremos numericamente imos suponer que a

direccién unitaria p é un dato do problema.

1.5. O modelo de segunda orde

Unha vez definido o campo de velocidades, é preciso establecer tamén a relacién entre
o fluxo, a velocidade e densidade. A eleccion que faremos neste traballo serd o produto
de ambas variables, de xeito que ¢(p,x) = pv, e tendo en conta (1.6)) e ([1.8), asi coma a

eleccion de ¢(t, z), chegamos ao seguinte:

V —2a _ P 2
a(p, ) = pv = pV(p)p = —pV(p)WjZH = —pV2(p)Vo = —pv?gpe M omar Vo, (1.11)

Ademais, tendo en conta esta relacion, podemos reescribir a ecuaciéon de conservacion de

masa ([1.7) como

Op + div(pv) =0, t >0, x € Q, (1.12)

e a resolucién da mesma é completamente factible se ven acompanada de condiciéns iniciais
e condiciéns de contorno.

Os modelos de segunda orde, empregados por moitos autores para problemas similares
a este, ou para a resolucién de problemas con caracteristicas comuns, como no problema do
fluxo de tréafico ou o das aguas someras, foron readaptados a modelos de fluxo de persoas
por Jiang et al [6]. Asi, a ecuacién de conservacion de masa compleméntase cunha
ecuacién de momento, na cal aparece un produto tensorial, ademais dun termo difusivo
no segundo membro que representa unha forza externa actuando sobre os pedns, e que
sup6n incluir os efectos do campo vectorial da aceleracién. No noso caso, dita ecuacién de

momento serd a seguinte:
. 1
Oe(pv) + div(pv @ v) + VP(p) = —p(V(p)p = v), (1.13)

con 7 un pardmetro de relaxacién que permite modelar a forma en que os pedéns adaptan

a sta velocidade v & velocidade desexada V (p)u. O termo do segundo membro representa
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unha forza repulsiva de xeito similar a como acontece coa lei de enerxia na dindmica de
gases, e denotarémolo por A debido as relacidéns obvias deste termo coa aceleracion dos
pedns. Pola sta parte, P(p) = ppp? é unha funciéon dependente da densidade onde pg e 7
son coeficientes de repulsién maiores que 0 e 1, respectivamente. Cémpre ademais observar
que se trata dunha ecuacién vectorial, con diias componentes, posto que o produto tensorial
supén unha matriz 2 X 2 e o Gltimo sumando do segundo membro representa o gradiente

da composicién da funcién P coa funcion p, e esta tltima depende de x e de y.



Capitulo 2

Noci6ns basicas e leis de conservacion

Nesta seccién introduciremos as nociéns principais acerca dos sistemas de ecuaciéns
hiperbélicos no cal se enmarca o modelo de fluxo de persoas. Conceptos importantes seran
o de solucién clasica, solucién feble e problema de Cauchy, que servirdn de base teérica

para os métodos numéricos que imos empregar.

Igualmente, desenvolveremos o concepto de lei de conservacion introducido no primeiro
capitulo, o cal resulta de vital importancia nos métodos numéricos, e as stas distintas

versions dependendo das restriciéns baixo as que teflamos as funciéns.

Case todos os conceptos aqui explicados foron extraidos do libro de Véazquez Cen-
don, [14].

2.1. Definicién e exemplos de leis de conservacién

Temos xa adquirida a intuicién fisica de que nunha dimensiéon unha magnitude se
conserva cando non se crea nin se destrue, é dicir, cando os cambios se deben unicamente
as entradas e saidas de dita magnitude nos extremos do intervalo a considerar. Se queremos
xeralizar isto a n variables, a intuicién serd parecida, posto que os cambios dependeran
do fluxo entrante e sainte na fronteira do dominio. Mostramos asi a definiciéon formal de
sistema de leis de conservacién en varias variables dada por E. Godlewski y P. A. Raviart
en [2].

Definicion 2.1. Sexa 2 un subconxunto de RP e sexan fj, con 1 < j < d, d funciéns

regulares de {2 en RP:

f]Q—>Rp,1§j§d

9
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A forma xeral xeral dun sistema de leis de conservacién é

d
8'11} 8 d
8t+;(,i,rj(fj(w)):o, v =(21,...,2q4) ERY, >0, (2.1)
onde w = (w1, ... ,wp), chamado vector das variables conservativas, ¢ a funcién vectorial

w:RY % [0,00] — Q
(2.2)
(371, ,xd,t) — (w, ... ,wp).
O conxunto §2 denominase conxunto dos estados, mentres que as funcions f; = (fij, ..., fpj)

reciben o nome de funciéns fluxo.

Deste xeito, temos que a ecuacion de conservacion de masa ((1.12)) entra claramente na

definicién de lei de conservacion, simplemente identificando o operador lineal diverxencia,
d

e 0

¢ dicir, div(f(w)) = ;%jfj(w).

O sistema ([2.1)) representa formalmente a idea de conservacion das cantidades wy, ... , wp.
Para velo dun xeito mais claro e similar 4 forma integral introducida en (1.1f), consideremos

un dominio arbitrario Q € R? e integremos a ecuacién (2.1)) sobre Q2. Teremos asi:

d
d
— [ w(x,t) de + /f~w-n*-ds:0,
7 Jyre et X [ s

onde 0S) representa a fronteira de Q e 7j = (n1,...14) é o vector normal unitario a 0§ que
apunta cara 0 exterior do dominio. Asi, a variacion de fQ w(zx,t) dr co tempo coincide co
fluxo que entra a través da sua fronteira, — 2?21 faQ fi(w) - 1; ds, onde o signo negativo
ven de considerar coma positivo o sentido que apunta cara o exterior de €2, en concordancia
coa eleccién de 7.

Facendo as restriciéns necesarias sobre o vector das variables conservativas w e sobre
as funcions fluxo f;, asi como tendo en conta que se poden eliminar as integrais posto que
o dominio  foi escollido de forma arbitraria, chegamos 4 lei de conservacion en forma
diferencial, ou simplemente lei de conservacion, (2.1).

Introducimos agora algiins exemplos de leis de conservacién:

Exemplo 2.2. A ecuacion do transporte ¢ un dos exemplos mais sinxelos que podemos
atopar (por exemplo, en Toro [12]), posto que 2 se considera un conxunto de R e s6 temos
unha ecuacion de fluxo, f(w) = Aw, con A € R unha constante que pode ser interpretada

como a velocidade de propagacion. Asi, p =d = 1 e a ecuacion ven dada por

&%%Q+A%?%ﬂ=0- (2.3)

ot
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Exemplo 2.3. O modelo do fluxo de trafico, tamén con d = p = 1, considera w = p
a densidade e o fluxo coma unha funciéon non linear da variable conservativa, f(p) =
pum (1 — pim), sendo vy, € pm a velocidade e densidade méaximas.

Exemplo 2.4. As ecuacidns das augas someras, ou shallow water equations, na literatura
inglesa, modelan o comportamento da auga en rios, canles e zonas pouco profundas en xeral,
e constitien un dos exemplos maéis importantes de leis de conservacién. Se traballamos
nunha dimension e suponemos a profundidade constante (este modelo introdicese en Stoker

[11]) podemos caracterizalo como segue:

2 ghQT
h 2 ’

d:17 p:27 w:(h7Q)T7 f(w): (Q7q+
onde h representa a altura da auga para cada punto x e cada instante t, g a gravidade,
a variable conservativa ¢ = hu é o caudal por unidade de lonxitude e u a velocidade
promediada en vertical. A ecuacién das primeiras componientes dos vectores correspondese

coa lei de conservacién de masa:

oh 4 dq
ot  Ox
mentres que a das segundas compoiientes, coa ecuacion de conservacién do momento:

oq 0 (¢*  gh*\ _
m*w(ﬁ*z-“

Obsérvense as similitudes entre estas ecuaciéns e as ecuaciéns de conservaciéon de masa
e de conservacion de momento do noso modelo, (1.12) e (1.13)), a pesar de que aqui non

aparecen termos fonte.

0,

Estendendo este problema a dtas dimensiéns chegamos as ecuaciéns das augas someras
bidimensionais:
T
d= 27 p= 37 w = (h7q17QQ)

Y

2 2 T 2 2\ T
_ @, 9 qee _ nee 9 |, gh
fl(w) - (Qh h + 9 ) h > ) fQ(w) — <q27 h ) h + 9 > ;

mantendo a notacién empregada para o caso unidimensional.

Exemplo 2.5. A ecuaciéon de Burgers,

ow ow 0

o Yo T
foi introducida por Burgers coma o modelo diferencial mais simple para un fluido, e pre-
senta certas peculiaridades dun sistema non linear nunha variable que nos serviran poste-
riormente para introducir algunhas ideas relacionadas co concepto de solucién e solucién

feble.



12 CAPITULO 2. NOCIONS BASICAS E LEIS DE CONSERVACION

Exemplo 2.6. O modelo de fluxo de persoas constitiie tamén un sistema de leis de con-
servacion, como imos mostrar recordando as ecuacions (1.12) e (1.13).

No caso unidimensional, temos o seguinte:

d=1, p=2, w=(p,q)", f(w)=(q.qu+P(p)",

xa que o produto tensorial que aparece no primeiro membro en ([1.13)) neste caso pode
resolverse simplemente coma un produto escalar. Polo tanto, recordando a relaciéon pechada
entre o fluxo, a velocidade e a densidade, ¢ = pv, reescribimos o vector de fluxos como

segue:
_ s !

Noétese que poderiamos ter problemas para definir a velocidade se a densidade é nula, polo
que a partir de aqui suponeremos que se p = 0, entén o valor do médulo da velocidade
serd v = 0, e traballaremos s6 con valores positivos da densidade, é dicir, con p > 0.

Algo que non sucedia nos outros exemplos e que si sucede neste é a apariciéon dun termo
T
: . 1
fonte no segundo membro. Nunha dimension, ese termo fonte & S(w) = (0, —p(V(p)p—v) ) .
T
No caso de duas dimensiéns, a densidade é unha variable escalar, mentres que a veloci-

dade pasa a ter dtias componentes, de xeito que v = (v1,v2) e asi q = (q1,q2) = (pv1, pv2).

Tendo isto en conta, o produto tensorial resélvese do seguinte modo:

ﬁ 142
v v
qOVv = q1 (vlvg): qiv1 4102 _ P pQ
q2 q2v1 202 N9 9
PP

Imos ter polo tanto dias funcidns de fluxo, f1 e fa, unha para cada fila do produto
tensorial, e substituindo a expresion da funcion P(p) = pop?, con v e py constantes reais
positivas, o modelo resulta:

d=2, p=3, w=(p,q,q)"

9

a7 7192 ’ 7192 g !
1 1
A = (o 22 ) o) = (a0 22 g 2 )
p P P P
Ademais, agora tanto p coma v tefien dués compornientes, e o termo fonte pasa a ser

T
) = (0. 200V (ol —w0). 2oV (2 —02))

Para rematar esta seccién, introduciremos os sistemas de leis de conservacién hiperbo-
licos, que constitiien un caso particular de sistemas de leis de conservacién, e trataremos
de mostrar que o modelo de fluxo de persoas ¢ un sistema hiperbélico. Todos os demais

exemplos introducidos na seccién anterior son sistemas hiperbélicos.
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Definicién 2.7. Sexa un sistema da forma (2.1)), para toda funcién fluxo fjconj =1, ..., d,

definimos a stia matriz xacobiana A; como:

[ 0fi;
Aj(w) = <8w]€(w)>1<i,k<p.

Asi, o sistema (2.1)) dise hiperbolico se V1 = (11, ...,14) € R? a matriz:
d
Aw,m) =D niAj(w) (2.4)
j=1

ten p autovalores reais Ai(w,n) < Aa(w,n) < ... A\,(w,n) e os p autovectores corresponden-
tes son linealmente independentes. Ademais, se todos os autovalores son distintos dise que

o sistema é estritamente hiperbélico.

Exemplo 2.8. O modelo de fluxo de persoas é un sistema hiperbolico. Para mostralo,

calcularemos os autovalores e os autovectores das matrices xacobianas.

Nunha soa dimension temos o vector das variables conservativas w = (p, q) e o vector
2

de fluxos f(w) = (q, 4 +p0p7>, polo que:
p

0 1
of 0 1
A w) = — = 2 2 = . 2.5
(w) ow —q—Q + ypop™ = ( —v? 4+ 2w ) (25)
p p
Na ultima igualdade introducimos a variable fisica v = % e denotamos como ¢ =

Vpop?~t 4 celeridade para calcular os autovalores dun xeito mais comodo e sinxelo, asi
como para simplificar a notacion. Notese que como os coeficientes 7y e pg son ambos maiores
que 0, non imos ter problemas coa raiz cadrada e ¢ serd un nimero real positivo.

Asi, resolvendo a ecuacion caracteristica |[A — M| = 0, sendo I a matriz identidade,

chegamos a que os autovalores de A e os seus autovectores asociados son
AM=v—c, X=v+4c,

i1=(1,v— c)T, io = (1,v + c)T,

e como ¢ > 0, os autovalores son reais e distintos. Ademais, os autovectores son linealmente

independentes, polo que se trata dun sistema estritamente hiperbélico. En efecto,

1 1

v—c v+c

=2c>0.
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Pasando agora 6 estudo do modelo en duas dimensions, se derivamos cada unha das

T T
~ q192 q1q2
compoiientes de fi(w) = <q1,p + pop’, , Tpop > e fa(w) = (qz, P + pop” ,; + pop )
con respecto &s variables conservativas w; = p, we = q1 € w3 = q2, obtemos as matrices

xacobianas A1 e A :

0 1 0
dfi @ 2q1
A = 2 — _ 1 St 2.6
1(w) = 5 2+ wor p 0 (2.6)
4192 @2 q
— 5 e’ = =
p? P
0 0 1
of, | _o® . .1 @ @
=72 = Ybop
Ag(w) m 2 o p (2.7)
2
2
2 fypoprt 0 22
P
Novamente, volvemos a introducir a velocidade, v = (vy,v2) = (Q1 QQ> e a celeridade,
p

c. Deste xeito, os autovalores da primeira matriz, A1, e 0s seus autovectores asociados son
)\1:U1—C7 )\2:1]1, A3:’U1+C,
= (1,111 — C,Vy — C)T, 19 = (0,0, 1)T, i3 = (1, V1 + ¢, U9 + C)T.
Pola stia parte, para a matriz As, tense
Al=v2—¢, ANy=uwy, ANj=uwvs+c,
it =i = (v —c,va — )b, i3 =(0,1,007, i} =iz = (1,01 + c,v9 +¢)7.

Tanto no caso de A; coma de As, os tres valores propios son reais e distintos, e os
autovectores asociados son linealmente independentes, posto que en ambos casos, o deter-
minante da matriz 3 X 3 que conforman os mesmos ten determinante distinto de 0. Os
autovalores de A e Ao serdn empregados no codigo co cal simularemos posteriormente os
fluxos de persoas.

Recordando agora o introducido en , temos que comprobar se calquera combinacion
lineal de Ay e A5 ten tamén valores propios reais e distintos e vectores propios linealmente

independentes. Sexa asi n = (n1,12) € R?, definimos a matriz A = Ay + Agne. Conecendo
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os autovalores e autovectores de A1 e Ao, un sinxelo calculo permite ver que os autovalores
de A son

AM=v-n—c M=v-1 A=v-n+c

todos reais e distintos, xa que o produto escalar de diias cantidades reais seguiré a ser real e
¢ > 0, e que os autovectores asociados son linealmente independentes igual que o eran para
cada unha das matrices anteriores. Polo tanto, o modelo de fluxo de persoas bidimensional

que tentamos resolver constittie un sistema de leis de conservacién estritamente hiperbélico.

2.2. O problema de Cauchy e o concepto de solucidén clasica

Definicion 2.9. Chamamos problema de Cauchy a aquel que consiste en atopar unha
funcion w : (x,t) € R? x [0,00) — w(x,t) € Q satisfacendo a ecuacion (2.1)) e a condicion
inicial

w(x,0) = wp(x) ¥x € RY, (2.8)

sendo wp unha funcion cofiecida de R% en Q. Temos asi o seguinte:

ow(x,t)  Of(w(x,t)) .
PCauchy ot + Ox =0, (X7 t) € R x [O, OO)

w(x,0) = wo(x), (x,t) € RY

(2.9)

Unha funcién w de clase C! verificando tales condiciéns en todo punto x € R dise que

¢ unha solucion clasica ou solucion do forte do problema de Cauchy (2.9).

A idea de hiperbolicidade esta relacionada co feito de que o problema de Cauchy aso-
ciado a dita lei de conservacién sexa un problema ben plantexado. Como veremos mais
adiante, unha caracteristica fundamental do problema de Cauchy é que non exis-
ten en xeral soluciéns no sentido clasico, incluso cando as condiciéns iniciais son funciéns

regulares.

Exemplo 2.10. Para mostrar isto, e comenzar a motivar o concepto de solucién feble do
problema de Cauchy, imos considerar de novo o exemplo da ecuacién de transporte, coa

stua lei de conservacion correspondente, (2.3]) e cunha condicién inicial dada por
w(z,0) = w(z), —oo <z < oo,
de xeito que a solucién ven dada por

w(x,t) =wo(x — At), —oo <z < o0, te|0,+00).
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O célculo de dita solucién atépase mediante o cotiecido coma método das caracteristicas,

que ilustraremos a continuacién. Asi, basta cofiecer o valor da solucién nun punto x e un

instante ¢, calcular a curva caracteristica que pasa por dito punto no plano zt e obter o

seu punto do corte co eixo ¢t = 0. A solucién en (z,t) serd constante ao longo da mesma, e

corresponderase co valor da condicién inicial en dito punto de corte.

O procedemento para obter a solucién, é o seguinte:

I Comnsideramos as curvas caracteristicas:

dX
t— X(t)v E(t) = A

as cales non son mais que curvas no plano xt con unha pendente dada por A.

II Vemos que a soluciéon é constante ao longo das mesmas:

dw ow dX ow ow ow
E(X(t)ﬂf) = %(X(t),t)ﬁ(t) + E(X(t),t) = %(X(t)vt)/\+ E(X(t)i) =0,
onde as igualdades débense & ecuacién que verifican as caracteristicas e a que w é

solucién da ecuacién do transporte.

111 Calculamos a solucién nun punto arbitrario do plano xt, que denotaremos por (z*,t*),

de modo que a caracteristica correspondente, X*(t), satisfai o problema de valor
inicial:

dX*

dt

Resolvendo dito problema de valor inicial chegamos a que a expresién da caracteris-
tica X*(t) vira dada por:

() =X, X*(t) =2,

X*(t) = X*(t%) + Mt —t7),
sendo t un punto xenérico. Polo tanto, o punto de corte de X*(t) co plano ¢t = 0, sera
X*(0) = x* — At*.

IV Como a solucion é constante ao longo das caracteristicas, debe ser a mesma en (z*,t*)
que en (X*(0),0). Asi, tendo en conta o valor da condicion inicial a solucién final é
a seguinte:

w(z*, t*) = w(X*(0),0) = wo(X*(0)) = wo(x* — At*).

Deste xeito, a funcién wy traslddase ao longo do tempo sen deformarse e cunha veloci-

dade igual a \.
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(X/

Baaiad

X"t

Figura 2.1: Diagrama das caracteristicas

Referirémonos a este tipo de rectas coma caracteristicas, ainda que dentro do eido
xeral das ecuacions en derivadas parciais hiperbélicas non sempre se verifica que a variable
indeterminada permaneza constante ¢ longo dunha caracteristica. Sen embargo, isto si que
ocorre no caso de 211

Chamemos agora £ 6 punto de corte co eixo OX da caracteristica que pasa por (x,t),

de forma que se cofiecemos a distribucién de w no instante inicial,
w(z,0) =wo(z) VreR,

o valor da solucién w nun punto (x,t) vira dada por w(£,0) = wp(§). Denotemos como
F(&) = Mwo(€)) as pendentes das rectas caracteristicas, de xeito que a ecuacion das
mesmas €

x =&+ F(Ot, (2.10)
mentres que o valor de w sobre elas serd w = wg(&).

Temos asi unha forma alternativa de dar a solucién da lei de conservacién hiperboélica

ow ow

— + Mw)=— =0,

ot (w) ox

posto que podemos calcular as derivadas parciais de w empregando sé estas expresions. En

efecto, tense que
ow _ % 0w _ 98
o~ w®g gy T wl®g,

e derivando a ecuacion (2.10) con respecto a t e con respecto a x obtemos:
%9

0=(1+F(©; +F(©),

23

L= (L+ F'(©)1) 5
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Despexando e substituindo adecuadamente, chegamos a

ow _ —F(§wp(§)
‘E‘1+péw (2.11)

ow  wy(§)

% = T (2.12)

E inmediato ver que estas expresiéns verifican a lei de conservacién hiperbdélica:

ow ow
— + F(&)— =0.
ot Oz

A importancia da ecuacion do transporte, asi coma do método das caracteristicas neste
exemplo, radica principalmente no feito de que moitos problemas asociados a sistemas de
leis de conservacion hiperbodlicos poden reducirse a este caso, ou a un numero finito dos

mesmos. Os sistemas de leis de conservacién lineais son un exemplo disto.

Definicion 2.11. Un sistema de leis de conservaciéon hiperbélico dise que é lineal se é da
forma 5 5
w w
—+A—=0 2.13
ot + Ox ’ (2.13)

sendo A unha matriz con coeficientes constantes de orde p x p e diagonalizable, de tal xeito

que o vector de fluxos é f(w) = Aw.

Conecendo a solucién da ecuacién do transporte, pédese calcular a solucién deste sis-
tema lineal sen mais que considerar a matriz diagonal B formada polos autovalores Ak,
k =1,...p, da matriz A e introducindo as variables caracteristicas u = (uy, ..., u,)T obti-
das a partir da matriz de cambio de base P formada polos autovectores de A, w = Pu.

Tendo en conta esta relacién entre w e u, e que B = P~ AP chegamos a que o sistema

(2.13)) é equivalente a
ou ou
—+B—=0.
ot Oz
Como ademais B é unha matriz diagonal, obtemos n ecuaciéns do transporte da forma
ou ou
AL Wi, R
ot ox
das cales conecemos a solucién exacta:

ug(z,t) = ug(a: —Met), E=1,....p.

Desfacendo finalmente o cambio de variable chegamos & solucién do sistema lineal en cada

instante ¢ e cada punto z, w(z,t) = Pu(x,t).
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Co exposto anteriormente na aplicacién do método das caracteristicas sabemos que a
solucién e constante ao longo das mesmas, pero ainda non sabemos se esa solucién esta
definida en calquera punto do plano xt. Veremos a continuacion un exemplo, sacado de [7]

que mostrard que a resposta a esa cuestion é negativa.

Exemplo 2.12. Consideremos a ecuacion de Burgers introducida anteriormente,

ow ow
o + Wos = 0,
coa condicién inicial dada por
1, se x <0,
wo(x) =¢ 1—z, se O0<x<1, (2.14)
0, se x>1,

O diagrama das caracteristicas para este problema pddese observar na figura [2.2

0,8 1

Figura 2.2: Diagrama das caracteristicas para a ecuacién de Burgers coa condicién inicial
(2.14]).

A vista da figura xa observamos que as caracteristicas se cortan entre si. Isto significa
que w toma tantos valores diferentes no mesmo punto (z,t) coma caracteristicas se cortan
nel, e obviamente isto non ten significado fisico, polo que vai supofier un problema. De feito,
obsérvase coma unhas caracteristicas son mais rapidas que as outras, é dicir, a pendente

da solucién aumenta a medida que pasa o tempo.

Este exemplo mostra o que non sempre é posible definir a solucién para calquera tempo
t, e pon de manifesto un problema de vital importancia: a “rotura” da solucién pasado un

certo periodo de tempo. Este fen6meno é o que se cofiece coma formaciéon de ondas de



20 CAPITULO 2. NOCIONS BASICAS E LEIS DE CONSERVACION

choque, e o que realmente sucede non é que a solucién tome distintos valores nun mesmo
punto, pois isto careceria de sentido fisico, senén que os valores elevados do gradiente
motivan a apariciéon dunha discontinuidade que se mantén no tempo e que se pode desprazar
ao longo do espazo.

Fisicamente, o que impide que a solucién “se rompa” é a influencia de certos factores
que poden desprezarse para valores pequenos do gradiente, polo que adoitan omitirse &
hora de modelizar o problema coma un sistema de leis de conservacién.

No caso da dinamica de gases, estes factores poden ser a viscosidade ou a conduciéon de
calor, mentres que se buscamos situaciéns méis ligadas ao noso modelo de fluxo de persoas,
como 4 formacion de atascos ou de situacions de grandes densidades de pedns en lugares
publicos, estes factores poderian ser, entre outros, a capacidade dos peéns de adiantarse
aos acontecementos ou o tempo de reaccion.

O momento no que a solucién deixa de estar definida conécese co nome de tempo de
rotura, e o seu célculo pode resultar de interese analitico. Unha condicién necesaria para
que w tome varios valores 4 vez nun mesmo punto é que a sta derivada respecto de x,
, deixe de estar definida, o cal vai ocorrer cando o denominador de dita expresién se
anule:

1+ F' (&)t =0.

Deste xeito, se unha caracteristica pasa por (£,0), a derivada parcial da solucion respecto

de x deixa de estar definida en

-1
G
Asi, 0 tempo critico ou de rotura alcanzarase na caracteristica que minimice dita expresion,
{5 = min —
PTER T

Exemplo 2.13. Para deixar isto algo maéis claro, imos amosar o tempo de rotura na
ecuacion de Burgers, substituindo a condicién inicial (2.14]) por unha mais regular, wo(x) =

—— Temos que

1+e c
—2e
Fl(¢) = ————.
O maximo desta funcién atépase en £ = 0, porén
t 1 1,
=min —— = —— = 2,
P er FI(E) T F(0)

de xeito que serd no instante ¢ = 2 no que as rectas caracteristicas comenzarin a cortarse.

Este problema suxire que vai ser necesario atopar outro tipo de soluciéns para o pro-
blema de Cauchy de modo que o tempo de rotura non suponia un impedimento. Vai ser o

caso das solucions febles, que pasamos a definir na seccién seguinte.
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2.3. Solucions febles

Acabamos de ver na seccion anterior que as solucions clasicas de leis de conservacion
poden deixar de estar definidas a partir dun certo tempo. Co obxectivo de enmarcar estas
situaciéns, entre as que se atopan as do modelo de fluxo de persoas, na nosa teorfa, é
preciso introducir unha nova formulacién para o que entendemos por solucién do problema
de Cauchy que poidamos idealizar cunha discontinuidade.

Nesta formulacién equivalente para a solucién non poden aparecer as derivadas parciais

da solucién, posto que se esta non vai ser continua, tampouco podera ser derivable.

Definicion 2.14. Sexa f unha funcién fluxo dada por unha lei de conservaciéon integral,

e consideremos o espazo das funcions test, que é o seguinte conxunto:
V = CHR? x [0,00)) = {gp :RY x [0,00) /¢ € C'e ten soporte compacto}

Dise que unha funcién w : R? x [0, 00) medible e localmente limitada é unha solucién

feble do problema de Cauchy asociado 4 lei de conservacién integral se satisfai a ecuacién

o0 dp d dp B
/Rd w(x,0) - ¢(x,0)dx —i—/o /Rd i + ;f](w)amj dxdt =0 VoeV (2.15)

asi coma a condicién inicial (2.8]), é dicir,
w(x,0) = wo(x) Vx € RY,

onde wg é unha funcién cofnecida.

E importante remarcar o feito de que toda solucién feble vai asociada a unha lei de
conservacion integral. Ademais, para a ecuacion (2.15)), non temos unicidade de solucion.
Introducimos agora esta proposicién que formaliza a relaciéon entre soluciéon clésica e
solucion feble, algo que semella bastante intuitivo a priori, coa stia demostracién con d = 1,
posto que resulta méis comprensible nunha dimensién e estendela logo a varias dimensiéns

resulta trivial.

Proposicion 2.15. Toda solucion cldsica do problema de Cauchy (2.9) ¢ tamén unha

solucion feble.

Demostracion. Suponiamos que w é unha solucién clasica do problema de Cauchy, ou o

que é o mesmo, unha funcién C1(R x [0,00)) verificando as condiciéns [2.1)) e (2.8)).
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Se multiplicamos a lei de conservacion diferencial (2.1)) por unha funcion test ¢ € V' e

integramos respecto de x e de t en R x [0, 00), chegamos 6 seguinte:

o0 ow  Jf(w) B
/0 /R<8t+ e )godxdt—o.

Como ¢ é unha funcién con soporte compacto, existe un 6 > 0 de forma que sop(y) C

U = (-9,6) x [0,9). Deste xeito, a funcion ¢ anilase foéra de dito conxunto U, polo que

podemos reescribir a integral anterior coma

ow  If(w) B
/U<8t+ 7 >g0dxdt—0.

Podemos empregar a regra da cadea sobre as funciéons w, f e ¢, posto que as tres son

funcions de clase C!, polo que escribimos

ow _Q( - ¢
ETRA VA A T

W) = (i) - 1) 22,

obtendo deste xeito

[ (o s g asa— [ (w24 s 3 )wmar=0. @ao

Aplicamos agora o teorema de Green 6 primeiro sumando, converténdose este en

[ twp) - ian,
ou

onde 77 denota 6 vector unitario normal a OU, que é a fronteira de U. Notese agora que
UNoU = (—4,9) x{0}, e coma sop(y) C U, concluimos que ¢ vale cero sobre U —(—9, §) X

0, polo que podemos simplificar ainda méis a expresién anterior:
|ty -,
(—6,8)x0

O valor do vector normal unitario nese anaco de fronteira ¢ 77 = (0, —1), e tendo iso en

conta chegamos finalmente a

0 0 b
[ (o) + gt ) dade = = [ wia 0ot 0)ds
Substituindo finalmente esa expresién en chegamos a
1)
dp Ip _
_/ w(z,0)p(x,0)dr — /U (wat + f(w)E?a;) dxdt =0,

-6
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e ampliamos agora estas integrais a todo espazo, razoando de xeito inverso a coma, fixemos

antes, xa que ¢ vale cero fora de U:

= Iy Ip _
/Oow(x,O)np(a:,O)da: /RX[O,OO) <w8t + f(w)(‘)x> dxdt = 0.

Esta Gltima expresion proba que w é unha solucién feble do problema de Cauchy.

Definiciéon 2.16. Un caso particular do problema de Cauchy é o problema de Riemann,
aquel no que a condicién inicial ven dada por unha funcién wyg, continua en todo R agés

nun punto arbitrario, xg:

<
woz) =4 b =T (2.17)

wy, SexT > xg,

onde w;, e w, son constantes arbitrarias que reciben o nome de estados a esquerda e a

dereita de xg, respectivamente.

Esta condicién inicial discontinua vai ser de gran importancia para o modelo de fluxo
de persoas, posto que serd asi coma suponiamos a densidade inicial, e no noso cédigo esta-
remos resolvendo problemas de Riemann. En particular, supofieremos a densidade inicial

do seguinte modo:

pi, sex < g
po = (2.18)
pr, S€ x> xo,

sendo xg o valor intermedio do intervalo do dominio no eixo das X. Se temos que p; > p, 0
estado da esquerda propagase a unha velocidade menor que o estado da dereita e estaremos
ante o que se conece coma unha onda de rarefaccién. No caso contrario, é dicir se p; < py,
serd o estado da esquerda o que se propague a unha maior velocidade, e diremos que se
forma unha onda de choque. Mostramos isto graficamente nas figuras e

Ademais, no noso caso as demais componentes do vector de variables conservativas
seran inicialmente 0, suponendo que os pedns inician o seu movemento dende o repouso.
Polo tanto teremos que w; = (p;,0,0)T e w, = (p;,0,0)T, de xeito que o valor inicial de w

serd un ou outro dependendo de se x é maior ou menor que xg.



24 CAPITULO 2. NOCIONS BASICAS E LEIS DE CONSERVACION

05,

Figura 2.3: Diagrama das caracteristicas para unha onda de enrarecemento.

x=st

Figura 2.4: Diagrama das caracteristicas para unha onda de choque.



Capitulo 3
O método de volumes finitos

Nesta seccion imos explicar o funcionamento dos métodos numeéricos que nos permitan
aproximar a solucién das ecuacion do modelo hiperbolico de fluxo de persoas, asi coma veri-
ficar a stia converxencia baixo certas condiciéns e repasar brevemente a stia implementacién
en Matlab.

3.1. Descriciéon do método

A idea principal do método de volumes finitos consiste en discretizar o dominio compu-
tacional §2 en pequenas celas, C; e aproximar a integral da variable conservativa sobre cada
unha delas no instante ¢t = t,,, w(-, ;) mediante a constante w}":

n 1
w;' ~ A0 /C w(x,t,)dA, (3.1)
;
para despois empregar ese valor aproximado no seguinte paso de tempo e calcular con eles
o fluxo na fronteira das celas, que nos permitird finalmente actualizar o valor da integral
de w.

Explicaremos primeiro o método nunha dimensiéon espacial por simplicidade, estenden-
do a continuacién a explicacion a ddas dimensiéns empregando un mallado estruturado.
Asemade teremos en conta que debemos definir dous fluxos numéricos en lugar de un.

No caso unidimensional, o dominio € consiste simplemente nun intervalo [a,b] con
a,b € R, e as celas quedan determinadas por unha malla de puntos {xz}f\il Cada cela C;

definese como

_ Ti—T4—1 Tit1—T4
conx; 1 =5 e, el

1=
2
Neste traballo, a pesar de que o métodos tamén ¢ aplicable para mallas arbitrarias,

limitarémonos a mallas uniformes, é dicir, particiéns do intervalo [a,b] nas que os puntos

25
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{xl}f\il son equidistantes e a distancia que separa dous puntos consecutivos denotamola
por Az. Porén, a expresiéon das celas pode simplificarse como segue:

Az Az
C; = (wz‘—2,$z’+2) .

Partimos da lei de conservacion (2.1]) con d =1,

ow n of (w)

ot or O

e comezamos integrando esta expresiéon sobre cada cela Cj

ow , Of (w)
T dt = /C 9 dx,

o cal é equivalente a

d Ii+%
dt J,, fwlr;1,1) = fw(z; 1) (3.2)

Nl

Introducimos agora o tempo, e consideramos dous instantes ¢, e t,41 distintos e tales

que t, < tp+1, integrando a ecuaciéon anterior entre eles. Deixamos no primeiro membro sé

o primeiro sumando, xa que estamos en busca dun método explicito:

/ w(z, tpe1)de = / w(z, ty)dx
xZ.

1 . 1
i—7 i—

e (3.3)
B U Fle(s g 0)dt - / flw(a,_s.1))dt| . b

Se recordamos a expresion (3.1)) aparece no denominador o termo A(C;) que neste caso
serd Az, polo que imos dividir por Az a expresion (3.3):

1 i+ 1 [%ird
Ax/l, fw(w, tpgr)de = Am/x S w(, ty)de

1

2

(3.4)
1 Int1 tn+1
- [/tn f(w(:vpr;,t))dt—ln f(w(xi_%,t))dt )

Agora necesitamos unha aproximacién dos valores medios do fluxo nos puntos ;1
2
durante o intervalo de tempo [t,, tpt1]:

. 1 tnt1
i+l = At/tn flw(zyy,t))dt. (3.5)
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Se temos en conta esta expresion, asi coma a aproximacion de w(-, t,) dada por (3.1)),
a ecuacion (3.3)) transformase en

At

n+tl _  n =Y o

wi = Wi = A (fz+% fl_%)
Nos problemas hiperbdlicos que imos resolver, dispofiemos sempre dunha condicién

+1

inicial, polo que podemos asegurar que no momento de calcular w; ™" coheceremos o valor

de w?, xa que basta con retroceder no algoritmo ata chegar a wy.
Por outra banda, pode non parecer claro a priori a forma de obter as aproximaciéns
n
E N
finitos: a informacién propigase a unha velocidade finita se traballamos con problemas

E aquf onde entra a idea principal sobre a que se sustenta o método de volumes

hiperbolicos (por ser os autovalores reais), polo que podemos obter a aproximacion do
fluxo na fronteira entre duas celas basedndonos en aproximaciéns dos valores promedio de
w en cada unha delas.
Se temos isto en conta, as aproximaciéns fl.”jE , faranse mediante a chamada funcién
fluxo numeérico: ’
fi+% = (I)(wznvwzn—i—l)v

fis =@y, wp)

i
A elecciéon desta funcién fluxo numérico serd o que caracterice cada un dos diferentes
esquemas do método de volumes finitos.
En resumo, mediante esta notacion chegamos 4 que se conece como forma conservativa

do meétodo:

At
Az

! [@(w]', wiyy) — P(wy,w)], =2, ,M—1. (3.6)

Teremos ademais M — 2 condiciéons iniciais, posto que os valores de w? son conecidos
para i =2,--- , M — 1. Sen embargo, imos ter que implementar algin tipo de condicién de
contorno para os extremos da malla, Cj e Cjs e describimos a continuaciéon as alternativas

mais habituais para facer isto:

= Suponendo que a condicién inicial é constante no tempo nas proximidades dos extre-

=l e wg‘jl = w}y. Isto pode non ser adecuado nalguns

mos, podese tomar wf
casos xa que o método deixard de ser consistente se chega algunha perturbaciéon 6s

extremos.

= Qutra posibilidade habitual consiste en dar condiciéns de contorno periédicas. Para
isto, suponse que o problema é ciclico, de tal xeito que as fronteiras Ty_Le Tyl
pasan a ser a mesma e se calcula o fluxo nesa fronteira mediante os valores de wf, e

n
wy'-
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= Podese optar tamén por condiciéns tipo Dirichlet, imponendo por medio de dudas
funciéns dependentes do tempo os valores que queremos que tomen w} e wf, en

calquera instante de tempo.

» Finalmente, temos o caso das condiciéns tipo Neumann, que seran as que empre-
garemos nos test resoltos numericamente, definindo uns “nodos pantasma’” antes e
despois das fronteiras do dominio nos que a funcién acada o mesmo valor que nos

nodos fronteira. Asi, temos que a derivada desas variables na fronteira seria nula.

Como imos resolver o modelo de fluxo de persoas en duas dimensiéns, debemos estender
estes conceptos ao caso bidimensional. Para facer isto, discretizaremos Q = [a,b] X [¢,d] €
R? separadamente no eixo horizontal e no eixo vertical, cada un deles de xeito idéntico a
como o fixemos nunha dimension.

Deste xeito, teremos unha particion do intervalo [a,b] dada por unha malla de pun-
tos {z;}}, e unha particién do intervalo [¢,d] dada por unha malla de puntos {yj}j»v:l, e
suponieremos ambas regulares. Polo tanto, Az seré a separacién entre dous puntos conse-
cutivos de malla no eixo horizontal e Ay a separacién entre dous puntos consecutivos no
eixo vertical. Tendo isto en conta, as celas seran rectangulos da forma

Ax Ax Ay Ay
Ci,j = (wi_%7xi+%) X (yj_%,yﬂ%) = <37z - 77%’ + 2) X (yj - 773/]’ + 2)

e a area de cada cela sera simplemente AxAy. Notese que neste caso cada cela terd catro
celas vecinias, dtias no eixo horizontal e duas no eixo vertical, coa excepcién das celas
situadas nos bordos (tres celas vecifias) ou nas esquinas do dominio (ddas celas vecinas).

Non existen grandes diferenzas no que as aproximacions das integrais se refire 4 hora de
estender o método a diias variables. Tal vez o maéis salientable sexa que debemos empregar
o teorema de Green e deste xeito na aproximacién do fluxo en cada cela aparecerd o
vector normal unitario apuntando cara 6 exterior de cada cela. No noso caso, como a malla
é regular, dito vector normal sera sempre (£1,0) na direccién horizontal ou (0,£1) na
direccién vertical.

Sen entrar en méis detalles polas stas similitudes co caso unidimensional, facendo as

simplificacidns pertinentes chegamos ao seguinte :

At At
wi =i - Az (ff,i+§,j B fln,i—%,j) T Ay <f2n,z‘,j+§ - fg,i,j—%) (3.7)
sendo f1 o fluxo numérico horizontal e fo o vertical, e teremos que aproximar cada un de
forma independente co método de volumes finitos. Ademais, compre ter en conta que tanto
o vector de variables conservativas coma os vectores fluxo teran unha componente maéis

que no caso anterior.
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Finalmente, se recordamos o modelo de fluxo de persoas aparece tamén un termo fonte

no segundo membro, polo que imos explicar como afecta iso 6 método. Se recordamos o
T

termo fonte, tinamos que S(w) = <0, %p(V(p)m — 1), %p(V(p)ug — v2)

Para poder discretizar isto en tempo e espazo coma fixemos cos vectores w, f, e g, basta
ter en conta que p ¢é a primeira compofiente de w, e as velocidades v; e v9 son cocientes das
componentes de w. Deste xeito, teremos a aproximacién da densidade e das velocidades en
cada cela e para cada instante de tempo de xeito puntual.

Polo tanto, discretizamos o vector do termo fonte como segue:

S5 = (0 2oLV G = o8, ) S (Vo = 03,))

de modo que a ecuacion (3.7) debemos engadirlle este termo, resultando

At At
+1 _
w;fj = wij — Ax (f{ii-l—%,j N fﬁi—%,j) Ay (f;i,j—i—% N f;i,j—%) + ALS, (3:8)

onde se ten

f{tz+%d = ®1(w;7;_]7w?+1,_])7 f;l,]+% = (PQ(wZ‘]’wZ]‘i’l)’ (39)

sendo @1 e &5 os fluxos numéricos asociados a fi e fa, respectivamente.

Chegamos finalmente asi a unha forma de aproximar o vector das variables conservativas

en cada instante de tempo dentro do noso dominio 2.

3.2. Converxencia

Un requerimento de vital importancia 4 hora de valorar un método numérico e as
aproximacions da lei de conservacion dadas polo mesmo é que a solucién numérica obtida
co mesmo sexa converxente 4 solucion exacta da ecuacion diferencial cando Az, At — 0.
Isto é o que se conece co nome de converxencia do método. Para que o método numérico
sexa converxente precisamos que sexa consistente coa ecuaciéon en derivadas parciais que

aproxima e que sexa estable.

Consistencia

A consistencia implica que os erros de truncamento locais son pequenos, é dicir, que
tenden a 0 se refinamos a malla. No caso do método de volumes finitos, isto tradtacese en

comprobar se o fluxo numérico aproxima ben a integral (3.5)). En particular, se w(z,t) = w*
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é constante en Tig1 enton a integral (3.5)) reducese 6 valor de f(w*) en Tigl- Asi, debe

cumprirse que

O(w*, w) = f(w) (3.10)

para calquera valor de w*.

Ademais desta condicién necesaria para a consistencia, debe pedirse tamén a conti-
nuidade en funcién da variacion de w}* ; e w}', de xeito que ®(w] ;,w}') — f(w*) cando
wi' wit — w*, ou en ocasions incluso a Lipschitz continuidade, é dicir, que exista unha

constante L tal que
|@(wi g, wy) = f(w")| < Lmdx [[w] —w”|, Jwi' ) —w*[].

No caso do fluxo de modelo de persoas obxecto do presente traballo, estamos en duas
dimensiéns, polo que temos que pedir que cumpran a propiedade tanto os fluxos
numéricos do vector de fluxo f; coma do vector de fluxo fs, € dicir, debe verificarse o
seguinte:

Py (w*,w*) = fi(w®), Po(w,w*) = fo(w*) Vur,

sendo ®; o fluxo numeérico no eixo horizontal e ®5 o fluxo numérico no eixo vertical.

Estabilidade

A estabilidade supén que a suma de todos os erros de truncamento locais non creza
de xeito descontrolado. Xeralmente, o seu estudo analitico simplificase mediante a anéalise
da estabilidade lineal, empregando a teorfa de Fourier, e &4 andlise da estabilidade de von
Neumman (para maior informacién véxase [10]).

A través desta analise chégase 4 condicion CFL (Courant, Friedrichs e Levy) ou con-
diciéon de Courant, a cal establece que unha condicién necesaria que se debe verificar para

garantir a estabilidade do método de volumes finitos é

AAL
— <1 A1

onde A é a velocidade de propagacién, ou o que é o mesmo, a derivada do fluxo. Para un
fluxo arbitrario, A definese empregando os autovalores do fluxo da stia matriz xacobiana.
Adoitamos chamar a ese cociente nimero de Courant e denotalo por u:
At
po=
O que nos di esta condicién é basicamente que o método numérico debe ser aplicado
de xeito que a informacién se propague a unha velocidade correcta, determinada polos

autovalores da matriz xacobiana do fluxo e a velocidade de propagaciéon da malla.
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En duas dimensions espaciais o numero de Courant exprésase coma,

AAL

L —— 12
Az + Ay’ (3.12)

I

e a condicién que se debe cumprir é a mesma: p < 1.
Mostranse a continuacion dous exemplos graficos para ilustrar a condicién de Courant.

No primeiro verificase a condicién (|3.11)) e no segundo non.

n+1
$n+1 w,

tn

n
W;_o wW;_1 w

(a) Valores dos pardmetros na figura:
Arx =4, At=24, A=12= Mt =288<4=Azr = AAtAz <1.
Satisfaise a condicién de Courant.

n+1
$n+1 w,

tn

n n
W;_o w;_q w

(b) Valores dos parametros na figura:
Ax =4, At=24, A=2= MNAt=4.8>4=Ax = \AtAzx > 1.
Non se satisfai a condicién de Courant.

Para finalizar enunciamos o seguinte teorema, coiiecido co nome de teorema de Lax-

Wendroff, que afirma que os métodos conservativos aproximan ben as leis de conservacion:
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Teorema 3.1. Consideremos unha sucesion de mallas, con pardmetros de discretizacion
Aty e Axy que tenden a cero cando k tende a infinito, e sexa wy a aprorimacidn obtida
empregando un método consistente e conservativo sobre a malla k-ésima. suporiamos que
eziste unha funcion w tal que

lim wi = w.
k—o0

Enton w € unha solucion feble da lei de conservacion.

3.3. Esquemas numéricos

Nesta seccion explicaremos algins dos fluxos numéricos e comentaremos brevemente
algunhas das stias cualidades de converxencia, tendo en conta que o que diferencia os
distintos métodos é a eleccidén da funcién fluxo numérico. Tomaremos coma referencia o

exposto en [I4], e por simplicidade faremos a presentacion para problemas unidimensionais.

Método de Godunov

A idea principal do método de Godunov consiste en considerar a solucién aproximada
no instante ¢,, w™ coma unha funcién constante en cada cela, de modo que a solucién é
discontinua na fronteira das celas C;, con i =1, | M.

Deste xeito, tomando como instante inicial ¢, existird un problema de Riemann para

cada intervalo [z;, x;+1] coa condicion inicial seguinte:

n

w;",

sex<x 1
wo(x) = —

n
Wik 1y sex>xi+%,

do cal sabemos que ten solucién exacta conecida.

O que propén Godunov é aproximar o valor da solucion w(x,t) en C; no instante t,41
como o valor promedio da solucién dos problemas de Riemann asociados a cada fronteira
da cela.

Unha propiedade dos problemas de Riemann é que a solucién non depende do tempo
no punto onde se atopa a descontinuidade inicial (neste caso é o punto x, n %), polo que
imos denotar o valor de w en x, 1 pOr w1 (0),Vt > t,. Facemos isto porque se considera
un sistema de coordenadas local situado no x; 1 identificando asi este punto como x = 0.

Basedndonos nisto podemos definir o fluxo numérico do método de Godunov como a

avaliacion fluxo fisico nese valor de w:
n n S
Q(w;', wi ) = flw;,

(I)(wzn—hwi) = f(w,

(0)),

1
2
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Estes valores representan o fluxo exacto que haberia se a solucion fose constante en cada

cela.

Esquema de Lax-Friedrichs

Dada unha funcion g o suficientemente regular, podese obter o valor de g(z) no punto

o + Az e no punto xg — Az mediante a formula de Taylor:

g"(z0)
2!

g(zo + Ar) = g(x0) + ¢ (w0)Ax + (Az)* + O(Azx)?

g(xg — Ax) = g(xo) — ¢'(wo) Az + g”(;!vo) (Az)? + O(Az)3.

Partindo destas expresions, p6dense dar as seguintes aproximacions:

» Diferenza descentrada & dereita

g(zo + Ax) — g(z0)
Ax ’

Dt g(xg) =
g'(z0) = D g(x0) + O(Ax).

= Diferenza descentrada & esquerda

g(wo) — g(wo — Ax)
Ax ’

D~ g(zo) =
g'(x0) = D™ g(x0) + O(Ax).

» Diferenza centrada

Az) — g(xg — Ax)
DO _ g(xo +
9(xo) 2Ax ’

g (o) = D°g(x0) + O(Az)>.

Esta idea é a base do conecido como método de diferenzas finitas, punto de partida do

método de Lax-Friedrichs, dado por:

n wi' ; +wy At n n
Z'+1 _ 1 5 +1 2Ax(f(wi+1) — f(wly)).

w,

Noétese que a aproximacién que se fai da derivada temporal de w é descentrada cara &

dereita:
n n
ow w'tt — Wit
K3
—_— Y

ot — At ’
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mentres que a derivada espacial de f aproximase de forma centrada:

Of(w) _ flwiy) - f(w?—l).

ox 2Azx

Ainda que a primeira vista pode non apreciarse que se trata dun método conservativo,

facendo algunhas manipulaciéns alxébricas chegamos & seguinte funciéon fluxo numérico:

S +Sw) Ao
2 2At '

O (u,v) =

Tratase dun método consistente, pois verifica a condiciéon (3.10), e condicionalmente

estable para o problema lineal.

Q-esquemas

Para poder caracterizar de xeito preciso estes esquemas, compre primeiro definir algins

conceptos, introducidos por Harten, Lax e van Leer en [3].

Definicion 3.2. Sexa x € R, chamamos parte positiva e parte negativa de = 4s seguintes

cantidades: ] ]
T+ |z _ T — |x
=Ty =T

Definicion 3.3. Un esquema conservativo dise descentrado se Yu, v estados proximos, a

funcién fluxo numérico ® verifica as seguintes propiedades:
a) Existe outro estado, u*, proximo tamén a u e a v de xeito que:
Du,v) = f(u) + fL(u)w—u) + ()0 — u*) + ofju — u*] + v — ),
onde f e f/ son as partes positiva e negativa da derivada da funcion fluxo.
b) Se f'(u) e f'(v) son ambas positivas, enton ®(u,v) = f(u).
c) Se f'(u) e f'(v) son ambas negativas, entéon ®(u,v) = f(v).
Unha vez explicados estes conceptos, podemos englobar os Q-esquemas coma, un sub-

conxunto dos esquemas descentrados nos que o fluxo numeérico ven determinado por unha

matriz Q:

fw)+flv) 1
T §|Q(u,v)|(v—u) (3.13)

Dita matriz @), que depende continuamente de u e v, serd o que diferencie os distintos

D(u,v) =

Q-esquemas. A matriz |@Q| obtense a partir de @) tendo os mesmos autovectores e os seus
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autovalores son os valores absolutos dos autovalores de (). Algins exemplos de Q-esquemas

son o de van Leer, que considera () coma a matriz xacobiana do fluxo avaliada no punto

Qu,v) = of <u+v> 7

medio de ambos estados,

ow \ 2

ou o Q-esquema de Roe, no cal ) ven definida como segue:

fw) = f(u) = Qu,v)(v —w).

Se analizamos a funcion fluxo (3.13) vemos que ten dous sumandos. O primeiro su-
f(u) + f(v)
2
representa a parte descentrada e recibe o nome de viscosidade numérica.

1
mando, é a parte centrada do fluxo, mentres que o termo —§|Q(u, v)|[(v —u)
Un problema que pode suceder cos Q-esquemas é que se algin dos autovalores da
matriz ) é nulo, entén o termo da viscosidade numeérica anilase e pérdese a converxencia
do método. Asi, para asegurar a existencia de viscosidade numérica, redefinese o valor
absoluto dos autovalores na parte correspondente do fluxo numérico.

Explicamos a continuacion algin exemplo desta situacion.

Fluxo de Rusanov

O modelo de Rusanov coincide con aplicar a regularizacion local de Lax-Friedrichs aos
Q-esquemas no caso escalar, de xeito que a correcciéon do valor absoluto dos autovalores
da matriz xacobiana do fluxo en cada fronteira das celas se leve a cabo tomando o maximo
dos valores dos mesmos a cada lado da cela. No caso de sistemas de leis de conservacion, o
fluxo de Rusanov emprega dito maximo no termo correspondente & viscosidade numérica
en lugar da matriz |Q).

Deste xeito, a funcién fluxo numérico para o método ven dada por:

f(u) + f(v)

O(u,v) = 5

—%|)\(u,v)|(v—u), (3.14)

sendo
M 0)] = max (Nl ()]},

para unha matriz @) cadrada de orde n.

Regularizacién paraboélica de Harten

A regularizacion parabdlica de Harten tamén ten como obxectivo garantir a existencia
dunha determinada viscosidade numeérica. Para iso, redefine o valor absoluto da matriz @

do modo seguinte:
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1 . A2 4 g2
[Ale = [Al + 5 (1 +sigle = [A]) | —5——[Al), (3.15)
2 2e
A idea ¢ introducir un pardmetro moi pequeno, € de xeito que se |A| < e, enton ||
2, .2
substitiiese por (;5> e o valor de |\|; é %
€

Un inconvinte desta regularizacién é que o termo € ten que ser axustado para cada

problema.

Existen outros fluxos numeéricos que se empregan no método de volumes finitos, coma
por exemplo as técnicas de descomposiciéon do fluxo, que non desenvolveremos aqui. Sen
embargo, os métodos aqui desenvoltos seran suficientes para o noso obxectivo e para unha
primeira aproximacion & idea xeral do método de volumes finitos.

Pasamos polo tanto a programar en Matlab un modelo xeral do método de volumes

finitos, empregando o fluxo numérico de Rusanov.

3.4. Programacion en Matlab

Para desenvolver o modelo de fluxos de persoas e atopar unha solucién do mesmo
faremos uso do método de Rusanov. O c6digo de volumes finitos desenvolto permitiria
implementar outros fluxos numeéricos dos mencionados na memoria ou dos existentes na
literatura. Ademais, o cdédigo do método de Rusanov en duas dimensiéns atopase no Apén-
dice A.

Argumentos de entrada Para comezar debemos introducir os datos que caracterizan
o noso problema. Denotamos por argumentos de entrada a todos estes valores, como os
extremos dos intervalo de definicion, xp, e xg no eixo horizontal e yr, e yr no eixo vertical,
as{ coma o tempo no que comenzamos, o tempo final 6 que queremos chegar e os coeficientes
propios do noso modelo, v, Umaqz € Po, definidos no capitulo 2. Ademais, tamén indicamos as
condiciéns iniciais das variables conservativas. Nos diferentes test considerados resolvemos
problemas de Riemann, nos que caracterizamos a densidade a ambos lados dunha curva

na que se define a discontinuidade e asumimos que o dato de entrada do fluxo é nulo.

Definicion das mallas A continuacién especificamos o nimero de nodos que teremos no
eixo horizontal, IMAX, e no eixo vertical, JMAX, obtendo os valores de Az e Ay, definindo
deste xeito a malla estruturada regular. Tamén introducimos o nimero de Courant para
calcular no codigo o valor de At a partir dos valores de Az ¢ Ay e 0 méximo dos autovalores

en todos os nodos.



3.4. PROGRAMACION EN MATLAB 37

Inicializacién das variables conservativas nas matrices Q e Qn A notacién empre-
gada no c6digo para as variables conservativas é (). Non entra en condicién coa detallada
na memoria por empregar o fluxo numérico de Rusanov que non precisa a matriz |Q|.
Inicializamos as variables en dous tempos asignandolle o valor cero e polo tanto introdu-
cindo dtias matrices de ceros de dimension 3 x IMAX x JMAX: @Q, que representa a
solucién no instante t,, e @y, que representa a soluciéon no instante 11, posto que debido
4 metodoloxia do método de volumes finitos serdn necesarias as dias.

Ademais, tamén introduciremos a densidade inicial na primeira columna da matriz @,
dependendo do test que desexemos realizar. As outras daas columnas seran 0, posto que,
como xa foi mencionado, supofieremos que o movemento comeza dende o repouso, de xeito

que a velocidade inicial vai ser nula, e polo tanto as dias compoifientes do fluxo tamén.

Paso temporal Feito isto, iniciaremos o bucle temporal e calcularemos At en cada
iteracion tendo en conta o namero de Courant, Az, Ay e os autovalores das matriz Q)
en cada instante de tempo, que calcularemos mediante unha funcion Matlab. Deste xeito,

teremos que
CFL

AMazy >

dt = amazy
dzx dy

onde CF'L denota o nimero de Courant e amax, e amax, os valores absolutos dos auto-
valores maximos da matriz () na direccion horizontal e vertical, respectivamente. Ademais,

asegurarémonos de que se alcanza o tempo final cunha condicién if.

Método de volumes finitos Dentro do bucle temporal iniciado no paso anterior, inicia-
remos bucles espaciais no eixo X e no eixo Y para o calculo dos fluxos en ambas direccions,
a partir dunha funcién Matlab. Calcularemos ademais o termo fonte en cada iteracién,
tamén mediante unha funcién externa, e finalmente actualizamos a solucién envorcando

@n en @ e o paso temporal.

Calculo de erros No caso de que se conieza a solucién exacta ou que exista unha solucién
de referencia pédense calcular os erros absoluto e relativo cometidos en cada paso de tempo,

imprimindo por pantalla os seus maximos en norma L2.

Representacion grafica Finalmente, represéntase a solucién aproximada obtida en tres
graficas diferentes, unha para cada componente da matriz de variables conservativas. Isto
consistira nunha animacién en duaas dimensiéns, para poder visualizar como evoluciona a

solucion en calquera instante de tempo e en calquera punto (z,y) do dominio de definicion.
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Capitulo 4

Resultados numéricos

Neste tltimo capitulo amosaremos os resultados obtidos nalgunhas simulaciéns feitas en
Matlab, empleando o fluxo numérico de Rusanov. Para iso, faremos distintos tests, onde
algiins coeficientes permanecerdn sempre fixos, e outros variardn para intentar simular
situacions diferentes.

Baseandonos nas simulacions feitas en [13] tomaremos os seguintes valores dos para-

metros, que serdn comuins a todos os tests que fagamos:
po =0.005, v=2, Upmer =2m/s, T=0.61, =75

Ademais, supofieremos inicialmente que a densidade maxima é ppq, = 10 persoas por
metro cadrado, e nun test en concreto variaremos este valor para simular unhas condiciéns
nas que os peéns deben manter unha distancia de seguridade entre elas.

Traballaremos cun dominio de 50 x 50, en metros, polo que serd un cadrado, e en xeral
consideraremos 100 nodos en ambas direcciéns, ainda que isto tamén variard dependendo
do test. Tamén pararemos as simulaciéns en ¢ = 100s.

Por outra banda, o nimero de Courant que tomaremos serd 0.7, tendo en conta que
para que haxa estabilidade este debe ser menor que 1. Non escollemos un niimero maéis
preto de 1, coma 0.9 ou 0.8 porque a condicién (3.11)) ven dada en situaciéns xerais, pero
neste caso a existencia do termo fonte pode afectar 4 condicion de estabilidade.

Para as condiciéns iniciais, suponeremos que a velocidade inicial é nula, como se non
houbese movemento no instante ¢y, e daremos as densidades, p; e p,, en dtas secciéns
distintas e complementarias do dominio. Deste xeito, pretendemos simular unha situacion
na que os peéns se atopan nunha seccién do dominio, e que non se lles permite o paso &
outra ata o instante tg, coma se houbese unha valla ou cinta de separacién.

Finalmente, as condiciéns de contorno seran de tipo Neumann, supofiendo por exemplo

que o fluxo a esquerda nas celas C1 ; ¢ o fluxo na propia fronteira, aplicando a consistencia

39
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dos fluxos numéricos cos correspondentes fluxos fisicos. Faremos isto nos catro bordos de
Q.

Test 1: Movemento horizontal

Neste primeiro caso, dividiremos o dominio pola secciéon z = 25m, e a direccion de
movemento dos peons serd completamente horizontal: y = (1,0). Ademais, partimos dunha
densidade inicial dada por p; = 4, p, = 0, polo que estamos a supoifier que non hai pebns
na parte dereita do dominio, e que os pedns da esquerda se desprazan cara ali. Mostramos

graficamente a densidade inicial na figura 4.1

Densidade inicial

N] w -~ o

densidade(persoas/mz)

-

Figura 4.1: Densidade inicial nos tests horizontais supofiendo p; =4 e p, = 0.

Os resultados obtidos, que vemos na figura|d.2|confirman con certa claridade a intuicién
que tiflamos antes de facela simulacion: a densidade vaise distribuindo cara a parte dereita
do dominio, coma se 0s pedns que se atopaban na parte esquerda se movesen cara ala.
Ademais, os peons poden sair pola parte dereita unha vez chegan 6 bordo dereito de €,
polo que pasado un tempo a densidade total dentro do dominio se reduce.

Co fluxo horizontal, g1, vese claramente coma o entorno de maior movemento é a
seccién x = 25, é dicir, o lugar onde estaria posta inicialmente a cinta que prohibe o paso.
Ademais, é maior conforme nos movemos cara z = 50 que cara x = 0. O fluxo vertical g9
é constantemente igual a 0, xa que o movemento € s6 horizontal.

A velocidade horizontal é maior canto mais nos acerquemos a x = 50, especialmente
para t preto de 0, xa que os pedns que pasaron 4 parte dereita non tenen restriciéns 4 hora
de moverse, mentres que os da parte esquerda deben esperar a que os pebns que tenen

diante deixen espazo.
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Fixando o valor de y = yg e un instante de tempo determinado, podemos ver mellor

como varian as soluciéns dependendo do punto x:

Tempot=25 Tempo t= 50

25 ) ) 251 i

X(m) X(m)

35

25 7

X(m)

Figura 4.2: Densidade (p), en azul; fluxo horizontal (¢ ), en vermello; e velocidade horizontal

(v1), en amarelo; nos instantes t =25 s, t =50 s et =75 s con y = yg fixo.

Podese extraer bastante informacién se analizamos as tres graficas da figura 4.2 en
profundidade, pero a modo de resumo diremos que a densidade se move claramente cara a
dereita conforme pasa o tempo, mentres que o fluxo estabilizase bastante en 3 pedns por
segundo e a velocidade parece ser sempre crecente con respecto a x, ainda que isto deixa

de suceder a partir de t = 75.

Con todo, cando nos acercamos ao tempo t = 100 aparecen pequenas flutuacions tanto
no fluxo coma na velocidade, tal vez debidas & escala empregada nos eixos, coma se pode

apreciar nas gréaficas da figura
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Densidade no tempo t = 100.000000 Fluxo horizontal no tempo = 100.000000

34
33
3.2

31

29
50

kS / 50
30 40
.
20 _— 30
10 — 0 20
0 o

Velocidade horizontal no tempo =100.000000

/ b0
40

40
30
—
2 < 30
il
10 10

0 0

Figura 4.3: Densidade, fluxo horizontal e velocidade horizontal no instante ¢ = 100.

Para mostrar agora como poden variar os resultados cunha malla mais ou menos refi-
nada, repetiremos o este test diias veces en idénticas condiciéns, salvo por unha pequena
variacién: na primeira imos considerar unha malla con 50 nodos en cada direcciéon, mentres

que na segunda consideraremos 200 nodos en cada direccién.
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Tempot=25 Tempo t= 50
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Figura 4.4: Densidade (p), en azul; fluxo horizontal (¢ ), en vermello; e velocidade horizontal

(v1), en amarelo; nos instantes t =25 s, t =50 s e t =75 s con y = yp fixo e 50 nodos en

cada eixo.
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Tempo t= 50

3.5

256

20

35

25

0.5

40

0.5
50 60 o 10

Tempot=75

X(m)

X(m)

60

Figura 4.5: Densidade (p), en azul; fluxo horizontal (¢ ), en vermello; e velocidade horizontal

(v1), en amarelo; nos instantes t = 258, t =50 s e t = 75 s con y = yp fixo e 200 nodos en

cada eixo.

Comparando as figuras [4.2] e observamos que o refinamento da malla non fai

variar practicamente nada a solucién entre os instantes ¢ = 0 e t = 50. Sen embargo, se

nos fixamos na terceira grafica, os resultados coa malla mais refinada carecen das flutua-

cidéns que aparecian no test anterior e son moito mais suaves. Vemos asi que o efecto do

refinamento nétase mais canto maior sexa o tempo.

Isto danos unha intuicién de que se pofiemos un maior tempo final e refinamos ainda

mais a malla, obteriamos resultados mais aproximados & solucién exacta, algo totalmente

coherente co explicado para o método de volumes finitos.

Test 2: Movemento vertical

Para os test sucesivos volveremos aos 100 nodos por un motivo de custo computacional.

Dividimos agora ) de xeito horizontal, pola seccion y = 25 m, e escollemos coma

vector de direccion p = (0, 1), para que o movemento se produza en horizontal. Como o

dominio nas nosas simulaciéns é cadrado, este test é completamente andlogo 6 anterior, e
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pode servirnos para comprobar se efectivamente temos ben programado o coédigo en ambas

direccions. Con todo, cambiaremos as condiciéns iniciais para simular algunhas situaciéns

diferentes.

Partimos asi das condiciéns iniciais p; = 6 € pr = pmag = 10. Denotamos igual as
densidades iniciais para non liar coa notacién, pero nétese que neste caso p; fai referencia 4
metade inferior de € e p, 4 sua metade superior. Ademais, 0 que queremos comprobar con

esta simulacién é o que acontece cando nun dos lados a densidade coincide coa densidade

maxima.

Densidade inicial

densidade(persoas/mQ)

n TC——
oo N -~ (=] -] (=] N
v /

Figura 4.6: Densidade inicial nos tests verticais suponiendo p; = 6 e p, = 10.

A figura ilustra a situacion inicial, e o que debe acontecer aqui: o0 movemento seré
lento debido a grande densidade na parte superior do dominio, e os peéns da parte inferior

deberan esperar a que os pedns da parte superior liberen espazo.

Os resultados deste test mostran como apenas hai movemento nos primeiros 100 se-
gundos, coincidindo novamente coa intuicién que tinamos: unha densidade alta impide o
movemento libre dos pedns. Isto queda reflectido na figura [£.7], na cal se ve coma a densi-
dade segue practicamente igual que no instante ¢ = 0, ainda que a diferenza inicial entre
ambos estados xa non é tan marcada, e o fluxo e a velocidade son moi reducidas. Non
mostramos aqui a velocidade e o fluxo horizontais posto que son nulos , coma sucedia no

test 1 co fluxo e a velocidade verticais.
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Densidade no tempo t = 100.000000 Fluxo vertical no tempo t = 100.000000

20 \\(
e
10 s 10

Velocidade vertical no tempo t = 100.000000

Figura 4.7: Densidade, fluxo vertical e velocidade vertical no instante ¢ = 100.

Outra forma de comprobar isto é verificando que non hai apenas cambios entre as
graficas en 2D dun instante de tempo a outro se fixamos o valor de x = xg, como se pode

ver na figura (4.8)). Notese o valor da velocidade vertical, que non crece en ningtin momento.
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Figura 4.8: Densidade (p), en azul; fluxo vertical (g2), en vermello; e velocidade vertical

(v2), en amarelo; nos instantes t =25 s, t =50s e t = 75 s con x = xg fixo.

Para seguir probando situaciéns diferentes, imos suponier que entre os pebns se de-

be manter unha distancia de seguridade de 1.5 m, coma sucede agora na vida real coas

restricions COVID. Asi, a densidade méaxima é pmqe, = 0.75, e suponeremos p; = 0.5 e

pr = 0.3.
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Figura 4.9: Densidade (p), en azul; fluxo vertical (g2), en vermello; e velocidade vertical
(va), en amarelo; nos instantes t = 25 s, t =50 s e t = 75 s con = x¢ fixo e suponiendo
Pmaz = 0.75.

Os resultados deste test, que podemos ver na figura [4.9] mostran como a densidade
se mantén sempre por debaixo do 0.5 e o fluxo e a velocidade horizontais son tamén moi
proximos a 0, debido 4s dificultades para levar un movemento normal mantendo a distancia
de seguridade entre os peéns. Ademais, non hai apenas diferenzas entre os tres instantes

de tempo.

Test 3: Movemento diagonal

Neste caso dividimos o dominio en diagonal, mediante a recta x 4+ y = 50, de xeito que
teremos novamente dias zona diferenciadas, e os peéns moveranse en diagonal dunha a
outra, de xeito que o vector de direccion sera p = g(l, 1).

Supoiiendo que a densidade inicial vefia dada coma p; = 7 e p, = 4, estamos na
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situacion que se mostra na figura .10}

Densidade inicial

densidade(persoas/mz)

Figura 4.10: Densidade inicial no test diagonal con p; =7 e p, =4

Os resultados aos 25 segundos poden verse graficamente na figura [4.11] que nos mostra
varias cousas. En primeiro lugar, as gréaficas para o fluxo horizontal e para o fluxo vertical,
asi coma para a velocidade horizontal e a velocidade vertical son as mesmas, posto que
a direccion de movemento verifica x = y. Ademais, vese claramente coma a densidade se
despraza en diagonal, o fluxo é maior na zona onde aparecia inicialmente a discontinuidade

e a velocidade é crecente conforme avanzamos en diagonal.

Debemos comentar aquf que para instantes de tempo maiores, coma t = 50, comezaban

a aparecer certas flutuacions preto das esquinas do dominio, tal vez debidas as condiciéns

de contorno.



50 CAPITULO 4. RESULTADOS NUMERICOS

Densidade no tempo t = 25.000000

Fluxo vertical no tempo t = 25.000000

Velocidade horizontal no tempo t = 25.000000

Figura 4.11: Densidade, fluxo vertical e velocidade horizontal para o test diagonal no ins-
tante t = 25.

Mostramos a continuacion na figura [£.12)a velocidade vertical, para dar unha evidencia

grafica de que é a mesma que a velocidade horizontal.

Velocidade vertical no tempo t = 25.000000

Figura 4.12: Velocidade vertical para o test diagonal no instante ¢t = 25.
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Variando parametros coma o vector de direccion ou as condicions iniciais poden facerse
outros tests que simulan situaciéns diferentes. Unha opcién que contemplamos pero que
finalmente non incluimos aqui é un test no que a condicién inicial vefia dada de xeito radial,

coma se a discontinuidade se atopase na circunferencia de radio 10.
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Conclusion

Antes de finalizar co traballo, compre resumir de xeito breve o feito nel: Comezamos
exponendo o modelo de fluxo de persoas unidimensional e bidimensional, explicando como
variar algn dos parametros podia permitir adaptarse mellor 6 comportamento humano,
tan variable e dificil de prever. Seguimos explicando a teoria matematica na que se atopaba
dito modelo, e desenvolvemos tamén a metodoloxia que nos {a permitir facer as simulaciéns
pertinentes. Finalmente, puidemos atopar certas soluciéns para o problema en situaciéns
sinxelas nas que a direccién de movemento é un dato do problema. Recordemos ademais que
a aplicacion deste modelo debe limitarse a situaciéns normais, posto que a modelizacién
do comportamento humano en situaciéns de panico é dunha grande complexidade.

Tamén é preciso destacar que o presente traballo serviu para afondar no estudo das
ecuaciéns en derivadas parciais hiperbdlicas, asi coma para desenvolver o método de volu-
mes finitos, metodoloxia con grandes aplicacions en diversos ambitos.

Finalmente, ainda que aqui non o chegamos a desenvolver, a idea da ecuacién imaxe
e a stia resolucién pode ser de grande interese e contar con moitas aplicaciéns, polo que
animamos a quen o desexe que continde este Traballo de Fin de Grado desenvolvendo
ese concepto e resolvendo dita ecuacion en busca da direcciéon da velocidade en cada paso

temporal.
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Apéndice A

Codigo en Matlab

Mostramos aqui o codigo Matlab do problema de fluxo de persoas empregando o fluxo

de Rusanov.

% Resolutor para o modelo de fluxo de persoas en 2D
clear all
close all

clc

global pO
global gamma
global vmax

global eps

% Definimos o problema fisico

p0 = 0.005; ¥ presién

gamma = 2; % expoiiente adiabatico
vmax = 2; / velocidade desexada

eps = 107-6;

tempo = 0; tf = 100;
rho_1

4; rho_r = 0; % densidades a esquerda e dereita

% Definimos o dominio computacional, que vai ser regular
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xL = 0; xR = 50; % bordos a esquerda e dereita
yL = 0; yR = B0; % bordos arriba e abaixo

IMAX = 100; JMAX
dx = (xR-xL)/IMAX; dy = (yR-yL)/JMAX; % incrementos espaciais
x = linspace(xL+dx/2,xR+dx/2,IMAX) ;

y = linspace(yL+dy/2,yR+dy/2,JMAX);

CFL = 0.7; % Condicidn de Courant

100; % nimero de celas en ambas direccidns

% Damos a densidade inicial (rho_1l ou rho_r) e a velocidade inicial (0,0)
Q = zeros(3,IMAX,JMAX); Qn = zeros(3,IMAX,JMAX);

for i = 1:IMAX

for j = 1:JMAX

hif x(i) < (xR-xL)/2 % test 1
hif y(3) < (yR-yL)/2 % test 2
hif x(1) + y(j) < 50 % test 3
Q(:,i,j) = [rho_1l; 0; 01;
else

Q(:,i,j) = [rho_r; 0; 01;

end

end

end

% Representacion gréfica da densidade inicial
surf (x,y,squeeze(Q(1,:,:))?)

axis([xL xR yL yR 0 5])

xlabel (°X(m)?)

ylabel (°Y(m)?)

zlabel (’densidade(persoas/m~2)’)

title (sprintf(’Densidade inicial’))

% Definimos os vectores para almacenar as velocidades

v_x = zeros(1,IMAX,JMAX); v_y = zeros(1,IMAX,JMAX);

% Método de volumes finitos
NMAX = 10000;



for n = 1:NMAX % iniciamos o bucle temporal
amax_x = 0; amax_y = 0;

for i = 1:IMAX

1:JMAX

for j

amax_x = max(amax_x,max(abs(lambdax(Q(:,1i,3)))));

amax_y = max(amax_y,max(abs(lambday(Q(:,1i,3)))));
end

end

dt = CFL/(amax_x/dx + amax_y/dy);

% Chegada 6 tempo final

if (tempo + dt > tf)

dt = tf - tempo;

end

% Criterio de parada

if (tempo >= tf)

break

end

for i = 1:IMAX % bucle no eixo X
for j = 1:JMAX 7% bucle no eixo Y

% fluxo na direccidn X

if (i==1) % fronteira da esquerda

QL = QC:,1,3);
fp = Rusanovx(Q(:,i,j),Q(:,i+1,3));
fm = Rusanovx(QL,Q(:,i,j));

elseif (i==IMAX) % fronteira da dereita

QR = QC:,1,3);
fp = Rusanovx(Q(:,i,j),QR);
fm = Rusanovx(Q(:,i-1,3),Q(:,i,3));

else % dentro do dominio

fp = Rusanovx(Q(:,i,j),Q(:,i+1,3));
fm = Rusanovx(Q(:,i-1,3),Q(:,i,3));
end

%fluxo na direccién Y
if (j==1) % fronteira de abaixo

QL = QC:,1,3);
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gp = Rusanovy(Q(:,i,j),Q(:,i,j+1));

gm = Rusanovy(QL,Q(:,i,3));

elseif (j==JMAX) 7, fronteira de arriba
QR = Q(:,i,3);

gp = Rusanovx(Q(:,i,j),QR);

gm = Rusanovx(Q(:,i,j-1),QC:,1i,3));

else % dentro do dominio
gp = Rusanovx(Q(:,i,j),QC:,1,j+1));
gm = Rusanovx(Q(:,i,j-1),Q(:,1,3));

end

% Definimos o termo fonte

s = 8(QC:,1,3));

% Solucién no instante n+1
Qn(:,1i,3) = Q(:,1,j)- dt/dx *(fp-fm) - dt/dy *(gp-gm) + dt*s;
end

end

% Actualizamos o tempo e a solucidn

Q = Qn; tempo = tempo + dt;

% Representacion grafica

figure(1)

surf (x,y,squeeze(Q(1,:,:))?) % densidade
axis([xL xR yL yR 0 5])

title(sprintf(’Densidade no tempo t = %f’,tempo))

drawnow

figure(2)

surf (x,y,squeeze(Q(2,:,:))?) % fluxo horizontal
axis([xL xR yL yRI])

title(sprintf(’Fluxo horizontal no tempo = %f’,tempo))

drawnow

figure(3)
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surf (x,y,squeeze(Q(3,:,:))?) % fluxo vertical
axis([xL xR yL yR])
title(sprintf(’Fluxo vertical no tempo = %f’,tempo))

drawnow

% Introducimos unha sentencia condicional para poder representar tamén
% as velocidades.

if (Q(1,:,:) <= eps)

v_x(1,:,:) = 0;

v_y(l,:,:) = 0;

else

v_x(l,:,:) = Q(2,:,:)./Q(1,:,:);
voy(d,:, ) = Q(@38,:,:)./Q(,:,0);
end

figure (4)

surf (x,y,squeeze(v_x)’) % velocidade horizontal
axis([xL xR yL yRI1)
title(sprintf(’Velocidade horizontal no tempo =%f’,tempo))

drawnow

figure(5)

surf (x,y,squeeze(v_y)’) ¥ velocidade vertical

axis([xL xR yL yR])

title(sprintf(’Velocidade vertical no tempo =%f’,tempo))

drawnow

end

Tl o lot6tots oo o ToToto 1o e oo o ToTo T 1o o o Fo To To o 1o oo o Jo T Fo 1o 1o oo o Jo T Fo 1o 1o oo o Jo T

% Fluxo numérico na direccidn x

function fluxo = Rusanovx(Qm,Qp)

s_max = max(max(abs(lambdax(Qm)),abs(lambdax(Qp))));
fluxo = 0.5%(£(Qm)+£(Qp))- 0.5*s_max*(Qp-Qm) ;
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end

Tl h 1o tototots oo o ToTo 1o 1o e oo o ToTo T 1o o ol Fo T To o 1o o o o Jo T Fo o 1o oo o Jo T Fo 1o 1o oo o Jo T

% Fluxo numérico na direccién y

function fluxo = Rusanovy(Qm,Qp)

s_max = max(max(abs(lambday(Qm)),abs(lambday(Qp))));
fluxo = 0.5%(g(Qm)+g(Qp))- 0.5*s_max*(Qp-Qm) ;

end

htototototoToToToTolota oo o o o o o 1o 1616 1o To To To T ol o o o oo oo oo 2o 1 T To T T Tl o o oo oo

% Fluxo fisico na direccidn x
function fluxo = f(Q)

global pO

global gamma

global eps

fluxo(1,1) = Q(2);
if (Q(1) <= eps)

fluxo(2,1) = pO0*Q(1)-gamma;
fluxo(3,1) = pO*Q(1)-gamma;

else

fluxo(2,1) = Q(2)~2/Q(1) + p0*Q(1) gamma;
fluxo(3,1) = Q(2)*Q(3)/Q(1) + p0o*Q(1) gamma;
end

end

Tl o tototots oo o ToToto 1o s o o o To To To 1o 1o o o o o To To T 1o o oo o Jo To T T o oo o To T Fo o o oo o Jo T

% Fluxo fisico na direccidn y
function fluxo = g(Q)

global pO

global gamma



global eps

fluxo(1,1) = Q(3);

if (Q(1) <= eps)
fluxo(2,1) = pO*Q(1)-gamma;

fluxo(3,1) = pO*Q(1)-gamma;

else

fluxo(2,1) = Q(3)*Q(2)/Q(1) + p0*Q(1) "gamma;
fluxo(3,1) = Q(3)°2/Q(1) + p0*Q(1)-gamma;
end

end

Tl ToTot6tots oo o ToToTo 1o o o o o To To To 1o 1o o o o o To To T 1o o o o T Jo To T o o oo o Jo T Fo o o oo o Jo T

% Calculo dos valores propios na direccidn de x: Al = df/dQ

function L = lambdax (Q)

global pO
global gamma
global eps

if (Q(1) <= eps)
vl = 0;

else

vl = Q(2)/Q(1);

end

c = sqrt(gamma * p0 * Q(1)~(gamma-1));
L(1) = vl - c;

L(2) = vi;

L(3)

vl + c;

end

61



62 APENDICE A. CODIGO EN MATLAB

Tl o tot6tots oo o ToTo 1o 1o o o o o To To To 1o o o o o To To T Fo o o o T Jo T Fo o o o o T Fo o o o o o o T To T o

% Calculo dos valores propios na direccidn de y: A2 = dg/dQ
function L = lambday (Q)

global pO

global gamma

global eps

if (Q(1) <= eps)

v2 = 0;

else

v2 = Q(3)/Q(1);
end

c = sqrt(gamma * p0 * Q(1)~(gamma-1));
L(1) = v2 - c;

L(2) = v2;
L(3) = v2 + c;
end

Tl ToTot6161s oo ToToTo 1616 1o o o To To To 1o 1o o o o o To To 1o T o o o o T Fo T o o o o o T Fo o o oo o o T Fo o 1o oo o

% Termo fonte
function fonte = S(Q)
global vmax

global eps

% Definicidn dos vectores unitarios para os distintos tests
Ymul = 1; mu2 = 0; % test 1

fmul = 0; mu2 = 1; % test 2

smul = sqrt(2)/2; mu2 = sqrt(2)/2; % test 3

rhomax = 10; % densidade maxima
alpha = 7.5; % coeficiente de densidade-velocidade

tau = 0.61; % parametro de relaxacidn



V = vmax*exp(-alpha*(Q(1)/rhomax)~2);

fonte(1,1) = 0;
if (Q(1) <= eps)

fonte(2,1) = Q(1)*V*mul/tau;

fonte(3,1) = Q(1)*V*mu2/tau;

else

fonte(2,1) = Q(L)*x(Vxmul - Q(2)/Q(1))/tau;
fonte(3,1) = Q(1)*(Vkmu2 - Q(3)/Q(1))/tau;
end

end
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