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Resumo

Os datos circulares son observacions que se identifican como puntos ou vectores na circunfe-
rencia do circulo unidade. Neste Traballo de Fin de Grao consideraremos ferramentas clasicas para
a analise descritiva de mostras de datos circulares, introduciremos algins modelos destacados de
distribucién e presentaremos algiins procedementos inferenciais para este tipo de observaciéns,
entre eles contrastes (uniformidade, bondade de axuste) e estimacions. Os distintos instrumentos
estatisticos seran ilustrados con datos simulados e reais, empregando o software “R.

O traballo organizase en tres capitulos diferenciados. No primeiro deles, exporemos medidas des-
critivas para mostras circulares (medidas de posicion, de dispersion e representacions graficas);
no segundo repararemos nas distribucién circulares méis prominentes e nos métodos dos que di-
manan; e no derradeiro capitulo, centrarémonos en cofiecer e manexar os ttiles que a estatistica

inferencial pon a nosa disposicion.

Abstract

Circular data is data that can be identified as points or vectors within the unit circle. In this
bachelor thesis we will consider classic statistical tools designed for this kind of data, as well
as introduce the most important distribution models and inference procedures, including tests
(about uniformity, or goodness-of-fit) and estimates of the parameters. This circular theory will
be exemplified using simulated and real data in “R software.

This work is structured in three differentiated chapters. In the first one, we will dive in the
definitions of descriptive statistics for circular data (measures of location, dispersion and graphical
representation); in the second one, we will study how to construct circular distributions and
expound the most significant ones; and in the last one, we will show basic inference instruments

and model fitting for a single sample.
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Introducion

Este traballo inscribese no que podemos considerar como substancia esencial da humanida-
de: a traslacion da realidade palpable 4 inmaterialidade das linguas (linguas entendidas no senso
maéis libre, como aparello inmaterial de comunicacién intrahumana). A estatistica, como discipli-
na descritiva, responde a esta arela de aprehender os acaecementos que ocorren ao noso redor e
que, s6 coas mans, non somos quen de abranguer.

Esta arela é a que, a comezos do pasado século, experimentaron as cientificas de diversos cam-
pos ao decatérense de que os modelos cos que estaban a traballar eran incapaces de bosquexar
de xeito atinado a realidade que procuraban describir: a nacenza de modelos direccionais foi a
resposta natural para suplir estas insuficiencias.

Estes modelos estan desenados para tratar datos circulares, que son observaciéns direccionais
no plano real R? que descansan sobre a circunferencia unidade S'. Dada a esencialidade da stia
natureza direccional, o médulo de cada observacién carece de relevancia descritiva, logo pode ser

normalizado sen caer en perda de informacion, e asi, ser rexistrado sobre S'.

Este tipo de datos xorden de xeito organico en multiples escenarios da existencia material na
que estamos inmersas: moitos animais expresan condutas fundamentalmente direccionais, coma
a disposicion de cabalifios do demo (Sympetrum) para tomar o Sol ([3], Capitulo 1), a orientacion
solar do Fundulus notii, un peixe comun en Norteamérica ([3], Capitulo 4), ou o desplazamen-
to de estrelas marinas (Astropecten jonstoni) durante a migracion primaveral (3], Capitulo 7);
eventos xeoloxicos satisfacen modelos circulares, como a distribuciéns das crebaduras naturais en
terreos [I5], o estudo das direccions tomadas por un tsunami acontecido en 2004 en Banda Aceh,
Indonesia [8]; mesmo hai aplicacions nas ciencias que estudan o corpo, por exemplo, dentro das
ramas da bioinforméatica das proteinas [13] ou na investigacion médica, onde se ten estudado o
momento 6ptimo do ciclo menstrual no que operar cancro de mama [5].

Reparemos que, neste ultimo caso, os datos circulares non son s6 un aparello ttil para representar
orientacidns, senén que tamén resultan eficaces para estudar as evoluciéns temporais dende a 6p-
tica circular que caracteriza os ciclos bioléxicos e horarios, en troques da linealidade cronoléxica

habitual en moitas investigacions estatisticas.

XI



Introducién

A descuberta dos datos direccionais fixo agromar unha nova galla na disciplina estatistica,
que fraguou ferramentas novas para o seu tratamento.
De xeito preliminar, reparemos na existencia de varios procederes para identificar os datos cir-
culares (que, recordemos, son esencialmente direccions bidimensionais): podemos pensalos ben
coma puntos sobre a circunferencia unidade, ben coma angulos ou ben coma vectores unitarios.
Porén, esta identificaciéon non ¢é tnica, cambia segundo a eleccion da orixe (de onde comezamos
a medir) e do sentido de rotaciéon (como medimos). Por mor disto, as conclusions que destilemos
a partir dos datos non deberfan depender da escolla que fagamos respecto & orixe e ao sentido

de rotacién.

Exemplo 0.1. Exemplo extraido de [9], Capitulo 1. Un angulo de 60° visto por unha matemaética
que toma a direcciéon Leste coma a direccién de orixe e sentido de rotacién antihorario é visto
por unha xebloga que toma a direccién Norte coma orixe e sentido de rotacién horario como un

angulo de 30°.

Para solventar esta contrariedade, empregaremos sistemas de coordenadas que nos permitan
determinar de xeito univoco a posicién direccional dos datos: o sistema de coordenadas rectangu-
lares, P = (z,y); e o sistema de coordenadas polares P = (r,6). Xa que o interés primordial é a
direccion, traballaremos sobre a circunferencia unidade r = 1, e, en xeral, mediremos 0 < 6 < 27
en sentido antiohorario dende o eixo horizontal positivo. E| Vainos ser de grande utilidade conecer

o cambio dunhas coordenadas a outras, que se fai mediante

T = cos b, y = send.

Outra posible representacion é identificando o dngulo ou vector cun ntimero no plano com-
plexo, z = cosf +isenf = x + iy € C, onde i é a unidade imaxinaria. Estas tres identidades

vannos ser de proveito en capitulos vindeiros.

Atendendo ao anterior, unha mostra de observaciéns circulares independentes vaise designar
coma 61, ...,0,, sendo 0; € [0,27) un angulo medido en radians en sentido antihorario.
Unha variable circular aleatoria © seguird unha distribucion circular, que reparte a probabilidade
total sobre a circunferencia. Neste caso, nomearemos as correspondentes funcions de distribuciéon
e densidade coma F'(6), f(0), respectivamente. No caso de ter necesidade de estimalas, o estima-
dor expresarase en termos de F (9), f (0). Asemade, os estimadores para os distintos parametros

que precisemos manexar tamén quedaran indicados con fi, g, 7, .... As funciéns de distribucion e

!Nos exemplos ¢ posible que traballemos con 4dngulos en grados [0,360) ou en outros intervalos en radians,

coma [—m,m); pero serd indicado no momento necesario.
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densidade para variables aleatorias lineares X denotamolas por G(z), g(x).

Ao longo deste traballo ilustraremos os conceptos definidos con datos reais, recollidos nos

paquetes de ‘R NPCirc [I8] e circular [2], a saber:

= cycle.changes: as observaciéns colectadas rexistran os cambios nos ciclos de temperatura
a nivel do chan en Monte Alvear (Arxentina), unha rexion periglaciar. O dataset inclie
350 observacions que se corresponden &s horas nas que a temperatura troca de positiva a
negativa e viceversa, abarcando os dias entre Febreiro de 2008 e Marzo de 2009.
Segundo [I7], estas observacions son de extrema utilidade para dar conta dos efectos do
cambio climético nas rexiéns glaciares; en tanto o retroceso dos mesmos é consecuencia

dun balance negativo na masa de xeo, isto é, na diferencia entre acumulacién e ablacién.

= sandhoppers: este dataset recolle a orientacion, medida baixo condiciéns naturais e outras
variables de interese para analizar a ductilidade da conduta de duas especies de pulgas de
praia, Talitrus saltator e Talorchestia brito. O experimento foi levado a cabo nunha zona
de area sen exposicién as ondas da praia de Zouara, na costa nordés de Ttunez.
O interese de analizar o comportamento destes anfipodos estriba na sta capacidade orien-
tativa, que é indicativa do estado do ecosistema litoral. En xeral, as pulgas de praia perma-
necen soterradas baixo area himida durante as mareas altas diarnas, e retornan a superficie
na nocturnidade. Se ao longo do dia sofren algin desplazamento ou a area na que se ago-
chan seca, estes artropodos tentaran tornar cara a ribeira, facéndose guiar polo acimut
do Sol ou outras sinais locais. Esta capacidade de adaptacion esta en estreita relaciéon co
estado da praia: nun ecosistema maéis protexido e estable, as pulgas de praia presentan
menos variaciéon na direccidon dos seus saltos ca nunha praia erosionada e exposta. Mais

informacion a este respecto pode atoparse en [I1].

» zebrafish: os datos son medicions extraidas dun experimento (mais detalles respecto ao
mesmo en [14]) sobre larvas de peixes cebra, axexadas por un robot predador camuflado
coma un peixe cebra adulto. Recolléronse os angulos de escape de cada peixe e os angulos
nos que a ameaza foi percibida.

A analise das estratexias 6ptimas de escape das presas é vital para o estudo das conductas
animais. Neste caso, a toma de datos como direcciéns é vital para poder conducir con

efectividade o estudo e inferir conclusions validas, tales como as que se destilan en [I].

= pigeons: as observaciéns identificanse coas direcciéons no horizonte nas que se deixou de
percibir o voo de pombas mensaxeiras que foron trasladadas e logo liberadas en duas
localizacions descofiecidas para elas. Os angulos foron medidos respecto & direccién da

residencia 4 que tinan que voltar (identificada coa posicién de 360°).
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O estudo da xeolocalizaciéon das pombas mensaxeiras ten un longo percorrido na literatura
da Bioloxia. A asuncién mais estendida respecto deste tema é que as pombas dependen dun
mapa magnético interno, que trazan experimentando cambios nos campos magnéticos dos
lugares polos que voan, para orientarse con éxito. Porén, Gagliardo e coautores apuntan nun
estudo [7] que é a anosmia (incapacidade olfativa) a que supon un verdadeiro impedimento

para a retorna ao fogar das pombas.

Estes casos précticos, baseados en datos reais, agromaran paulatinamente no traballo, que es-
ta dividido en tres capitulos: no primeiro deles, introduciremos ferramentas descritivas e graficas
que nos permitiran facer un estudo preliminar dalgin destes datos; no segundo, extenderémonos
nas distribuciéns poboacionais existentes para datos circulares; e no ulterior exporemos métodos
e artefactos estatisticos que hannos de posibilitar o facer inferencia nas devanditas distribuciéns.
Tanto o quefacer teérico como empirico estan cimentados no cofiecemento que temos adquirido
en diversas materias do grao de Matemaéticas da Universidade de Santiago de Compostela, es-
pecialmente en Elementos de Probabilidade e Estatistica, Probabilidade Estatistica e Inferencia

Estatistica.



Capitulo 1

Ferramentas descritivas

A estatistica descritiva é un instrumento esencial no tratamento preliminar dos datos, xa que
permite organizar e sintetizar as caracteristicas mais sobranceiras dunha mostra e bosquexar o
seu comportamento, asi como suxerir de que distribuciéns é verosimil que promane. Este sumario
alicérzase sobre medidas de posicién e dispersion, e sobre as posibles representacions da mostra.
Neste capitulo introduciremos estas ferramentas, cimentdndonos na labor de [6], Capitulo 1 e
[19], Capitulos 2 e 3.

1.1. Medidas descritivas

As medidas descritivas de localizacion e dispersion méais comuns para datos euclideos (en R ou
R9) son a media e a varianza (ou covarianza en dimensién superior) mostrais. De xeito intuitivo,
poderiamos pensar que as analogas aritméticas do caso real seran de utilidade no tratamento de
datos circulares. Non obstante, ningunha das daas son adecuadas para traballarmos con angulos.

Exemplo 1.1. Se tiveramos unha mostra de tres dngulos, ) = 0, 6o = 7 e 03 = ?jf, a sia media

aritmética seria

Porén, ao obsevarmos a figura decatarémonos da inadecuaciéon da media aritmética como
medida de localizacion para datos circulares. Ademais, se, en troques de traballar en [0, 27),
identificamos os dngulos en [—m,7), de xeito que a mostra se expresaria coma 61 = 0, 2 = 7
e 3 = —7, entén a media aritmética mudaria a 6 = 0, malia que a posicion dos datos sobre a

circunferencia seria a mesma.

Desta incompatibilidade é nada a necesidade de definir outras medidas resumo adaptadas a



2 1. Ferramentas descritivas

S~y

(a) A media arimética da mos-

. ) (b) Non sempre é posible definir (¢) A lonxitude do vector resul-
tra (obtida como se os angulos . . ) ) .
. a direccion media mostral. Isto tante non é a medida de disper-
foran valores reais) non é ade- ) .
. . acontece en mostras onde temos sion mais adecuada en presenza
cuada como direccion de refe- . ] ]
un adngulo e o seu oposto. de multimodalidade.

rencia.

Figura 1.1: Ilustraciéon das problematicas nas medidas de localizacién e dispersién para datos

ciruculares.

este tipo de mostras, que non dependan da elecciéon da orixe e do sentido de rotacién.

1.1.1. Medidas de localizacion

As medidas de localizacién serven para atopar datos cunha posiciéon destacada na mostra,

indicativos en moitas ocasiéns dunha tendencia no comportamento das observaciéns.

Direccion Media Mostral 6

A direccién media dun conxunto de observacidns circulares vai ser a direccién do seu vector
resultante. Asi, para unha mostra aleatoria independente dunha variable circular, 61, ..., 6,, que

podemos identificar coa coleccion de vectores unitarios {cos6;,sen6;}! , o vector resultante ¢

R = Zcos@i,Zsenei = (C,9). (1.1)
i=1 i=1

A stia norma denotarémola por R = |R|| = vVC? + S2.

Definicién 1.2. Definimos a direccién media mostral como o argumento do ntimero complexo

correspondente ao vector resultante, i.e.

n n
0 = arg Zcos@i + iZsenQi ,
i=1 i=1
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ou, equivalentemente, mediante as ecuacions

cos ) = i senH_:]S%. (1.2)
Podemos calcular o seu valor por medio da seguinte funcion:
arctan(S/C) se C>0, >0,
/2 se C=0 S§>0,
0 = atan2 (S,C) = ¢ arctan(S/C) +7 se C <0, (1.3)
arctan(S/C)+2r se C>0 S <0,
indefinido se C=0, S=0.

Asi definida, a direcciéon media mostral elude os problemas que xordian coa media aritmética,
xa que independentemente da escolla da orixe e do sentido rotacional que fagamos, 6 conservara
o seu valor. Ademais, de xeito simétrico ao caso linear, a direcciéon media é rotacionalmente

equivariante.

Proposicion 1.3. A direccion media mostral € rotacionalmente equivariante, € dicir, se xiramos

0s datos unha certa cantidade, o valor de 8 cambia nesa mesma cantidade.

Demostracion. Sexa 61, ...,60, unha mostra con direccién media §. Consideremos outra mostra
01 +c,...,0, + c e vexamos que ten direcciéon media 0 + c.

O vector resultante para esta segunda mostra sera

R = <Z cos(6; + ), Zsen(@- + c)) = (C", 9.
i=1 =1
Logo,

n n

(i)

C'= g cos(0; +¢) = E (cos 0; cosc — sen ; sen c) L ceose— Ssenc =
i=1 i=1

Rcosfcosc— Rsenfsenc = Rcos(f + c).

De xeito analogo, chegamos a que S’ = Rsen(f + c¢). Agora ben,

R = R = VO + 52 = \/[Reos(d + )] + [Rsen(d + ]2 = R.

Asi, podemos concluir que

= cos(f + ¢), = sen(f + ¢),

tal e como queriamos ver. O

'’ S’

Ao contrario ca no caso linear, esta medida non sempre existe para calquera conxunto de
datos. En casos extremos, cando na mostra atopamos un angulo e o seu oposto antipodal, xorde

unha ambigiiidade irresoluble, dada esta definicion, que causa que a media non estea definida.
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Exemplo 1.4. Se tiveramos unha mostra como a representada na figura [L.1b] con dous datos

en direcciéons opostas, non poderiamos achar de modo inapelable a direcciéon media.

Por este motivo, se o vector resultante ten lonxitude R positiva, a sta direccién 6 é tomada

como a direccién media circular. Doutra banda, se R = 0, non podemos definir a direcciéon media.

Direccién Mediana Mostral 6

Coma no caso linear, a mediana personificase coma unha alternativa robusta & media, espe-

cialmente se a mostra presenta asimetria.

Definicién 1.5. Unha direccién mediana é calquera angulo 6 para o que a metade dos datos da

mostra caian no arco [#,6 + ), e a maioria de puntos estean mais proximos a 6 que a 6 + 7.

Observacion 1.6. Denotamos por n o numero de datos da mostra. Se n é impar, a mediana
coincide con algtn dos datos tomados. Por contra, se n é par, usualmente a mediana vaise

corresponder co promedio dos puntos inmediatamente a sta esquerda e dereita.

De xeito formal, podemos defini-la mediana como o argumento que minimiza a medida de
dispersién seguinte
1 n
da(v) = EZ(W— | —10; — ). (1.4)

i=1
Direccion Modal Mostral 6

Definicion 1.7. A direccién modal mostral 6 é a direcciéon correspondente 4 méxima concen-

tracion dos datos da mostra.

Observacion 1.8. Notemos que as definiciéns de mediana e moda mostrais non garanten unici-
dade: é posible (e ocorrera en moitos casos practicos), que unha mostra sexa multimodal ou tena

varias medianas.

1.1.2. Medidas de dispersion

As medidas de dispersion son ferramentas estatisticas que serven para dar unha idea da di-
seminaciéon que tenen os datos respecto da media mostral. Para variables circulares, hai unha

variedade ampla de medidas desta categoria que se poden detallar.
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Figura 1.2: Medidas de localizacion para os estimulos en direccion media 6 (vermello),

direccion mediana 6 (verde) e direccién modal 6 (azul) mostrais.

Para comezar, o vector resultante da mostra non s6 d4 unha medida razoable para a
direccion media, senon que a sta lonxitude R = ||R|| € un aparello que da conta da concentracion
respecto de . Advirtamos que R € [0,n], de xeito que, baixo unimodalidade, se R ¢ préximo a
n os datos apuntaran cara a mesma direccidén; mentres que se é proximo a 0, habera moita maéis
dispersion, con datos disgregados de xeito equitativo. O analogo ocorre coa lonxitude normali-
zadaRzgz C2+82¢€0,1],onde C =<, § =2,
Porén, se a mostra é multimodal, estas diias medidas poden non ser boés indicadores para disper-
sién, como se pode ver na figura [1.1d, onde, malia que R = 0, atopamonos con que a dispersiéon

non é uniforme, senén que esta estruturada en dous grupos diferenciados.

Definicién 1.9. Denotamos por varianza circular mostral a V. =1— R € [0, 1].

E interesante observar tamén que, a diferenza do caso linear, a varianza circular toma valores
entre [0, 1]. Canto menor sexa o valor de V', mais concentrada respecto da direccion media estara
a nosa mostra; se ben, coma ocorria coa lonxitude do vector resultante, un valor de V' préximo a
un non ¢é indicativo necesariamente dun caso de dispersién méxima, polo menos en presenza de

multimodalidade.
Definiciéon 1.10. Definimos a desviacion tipica mostral coma ¢ = y/—2log(1 — V') € [0, 00).

Observacion 1.11. Para mostras concentradas, con valores de V miudos, podemos aproximar

o~V2V.

A maiores destas medidas, é produtivo definir outras baseadas en distancias entre angulos na

circunferencia. Se tomamos a distancia

d(,w) =1 — cos(v) — w), (1.5)



6 1. Ferramentas descritivas

e identificamos as observacions 61, ..., 6, cos vectores unitarios {u;}7; = {(cosf;,senb;)}" ,,
entén podemos calcular a dispersién mostral respecto dun vector v mediante a seguinte expresion,

sen mais ca computar ;, o angulo entre o vector u; e v,

Dy (uy,...,u,) = Zd(v, w;) =n— Zcoswi.
i=1 i=1

Se ponemos por caso que v = R é o vector resultante, entén a dispersiéon mostral é minima
e Dr(uy,...,u,) = n — R, de xeito que o valor n — R (e a stia normalizaciéon 1 — R) dan conta
da dispersion da mostra relativa & direccién media mostral, proporcionando asi motivaciéon para

a definicién da varianza circular mostral que detallamos con anterioridade.

Doutra banda, se nos fora dada a direccién media poboacional i, e tomamos o chamado

vector polar P = (cos p, sen p1), entén podemos medir a dispersion mostral respecto de p,
n
Dp(uy,...,u,) =n— Zcos(@i —p) =n—V,
i=1

onde
n

Vo= Zcos(@i —p) = Z(COS@Z' cos it + sen @ sen ) = C'cos pu + Ssenp =
i=1

i=1
= Rcosfcosp+ Rsenfsen = Rcos( — p).
Isto é, Vj representa a lonxitude da proxecciéon do vector resultante R cara a direccién polar P.
Coma queira que cos(f — p) < 1, entén Vy < R, e a igualdade entre ambos ocorre se e soamente

se 0 = p.

Teorema 1.12. Se 0 denota d direccion do vector resultante da mostra 01, ...,60,, enton
n n
Z sen(f; —0) =0 e Z cos(f; — 0) = R.
i=1 i=1

Demostracion. O resultado séguese de que

Zsen(@i —0) = Z(sen@i cosf — cosf;senf) = Scosf — Csenf =
i=1

=1

= Rcosfsenf — Rcosfsenf = 0,

Z cos(; — 0) = Z(COS 0; cosf + senf;senf) = Ccosf + Ssenf =
i=1 i=1

= Rcos?’0 + Rsen’d = R.
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Con esta mesma definicion de distancia, podemos definir unha medida de dispersion da mostra

01, ...,0, respecto dun angulo 1 sen mais ca tomar
1 n
di(¥) =~ > (1 = cos(8; — )] (1.6)

=1

(9’)1—1—? V.

Esta medida de dispersién é minima cando ¢ = 6, e nese punto toma valor d;

Usando (1.5]), a distancia media entre as observacions vén dada por

- _ 1 ¢ 52
dy = - 'Zl(l—cos[ﬁi—ej)] = 1-R~
i,j=

Outra distancia comunmente empregada na circunferencia é

dp,w) =min{yp —w, 2r — (Y —w)} =7 — |1 — Y — w||. (1.7)

A medida de dispersién da mostra respecto dun angulo 1 asociada a esta distancia xa a adian-
tabamos anteriormente, en , a saber:
R 1 o
@@0:EEJW—W—WW”W):W—EENW—W—¢W

i=1 =1

Esta medida é minima cando ¥ = 0, e o valor que toma neste caso noméase desviacion media:

n

- 1 -
do() _W—EZM— 16; — 4]].

=1

Empregando (|1.7)), a distancia media entre os datos da mostra exprésase coma segue:

_ 1 <&
d2 = —5 D (= |m = 16; — 05])).
Q=1

Por dltimo, outra medida de dispersién que paga a pena nomear é o rango mostral, que é a

lonxitude angular do menor arco que abarca todas as observaciéns.

Para ilustrar o significado practico deste compendio de medidas, imos fixarnos nos angulos
de estimulo e resposta de peixes cebra, representados na figura[I.3] Segundo o observable nestes
grafos, o que podemos esperar é que as medidas indiquen maior dispersiéon na resposta ca no
estimulo. En efecto, a lonxitude normalizada do vector resultante é mais proxima a un nos angulos
de estimulo, indicando unha maior concentracién das observacions cara a direccién media. Resulta
coherente, en consecuencia, que tanto a varianza circular coma a desviacién tipica mostrais
sexan maiores nos angulos de resposta. Consonte a isto, a distancia media entre as observacions
(empregando como medida ) serd maior no derradeiro grupo, asi coma tamén o sera o rango

mostral.
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(a) Angulos de estimulo. (b) Angulos de resposta.

Figura 1.3: Angulos de estimulo e resposta de peixes cebra, rexistrados no dataset ,

coas stias respectivas medias mostrais (identificadas cunha frecha) de lonxitude R.

Peixes Cebra H R ‘ V=1-R ‘ o =+/—2log(l-V) ‘ di=1-R? ‘ Rango (en radians) ‘
Estimulo 0.7775 0.2225 0.7094 0.3954 3.5838
Resposta 0.4232 0.5768 1.3114 0.8209 6.0777

Cadro 1.1: Medidas de dispersiéon para dngulos de estimulo e resposta de peixes cebra.

1.2. Representacions Graficas

Reproducir graficamente un conxunto de observacions circulares é valioso na analise inicial
dos datos, por mor da facilidade que as representaciéns visuais tefien para facernos ganar unha
idea preliminar das caracteristicas maéis sobresaintes da mostra, para suxerir posibles modelos
de distribuciéon subxacentes, ou para acentuar algunhas medidas descritivas de xeito intuitivo.
Deseguido imos afondar nos instrumentos de representaciéon para datos circulares mais habituais

no ambito cientifico.

1.2.1. Representacion de datos en cru

A representacion de datos orbiculares mais inmediata que podemos bosquexar baséase en
reproducir as observacions mostrais coma puntos sobre a circunferencia. Ademais, para dar conta
da densidade de datos que se pode acumular nunha direccién, é necesario amorear oblicuamente

as observaciéns nese sentido.
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I :k’é'..sg‘:?‘:f! :" ’;-r'i'»{.

5
1

00 9 o e eer o sge
Hotee

Direccién do salto (en radians)
3
Il

Namero de observacion

(a) A representacion habitual para datos linea- (b) Os grafos en forma orbicular son mais ade-

res resulta improdutiva no caso circular. cuados para mostras circulares.

Figura 1.4: Representacion linear e circular referida as direccions de salto de pulgas de area,

recollidas no dataset [sandhoppers|

Como podemos observar na figura se tentamos empregar unha representaciéon bidimen-
sional linear para representar datos circulares , é dificil extraer conclusiéns sobre a sta
tendencia xeral, a localizacién dunha posible direccién media, a presenza de pequenos grupos
modais ou a existencia dalgunha observacién discordante. No entanto, se optamos por unha re-
presentacion orbicular , podemos inferir os valores posibles que poden tomar algunhas das

medidas descriptivas que temos tratado anteriormente.

Conforme ao que acabamos de facer notar, cando forzamos a que os datos se acumulen uns
enriba doutros, é maéis sinxelo detectar detalles sobre a mostra. Non obstante, cando traballamos
con distintos grupos dunha mesma poboaciéon pode ser mais interesante comparar as direcciéns
observadas nuns e noutros que a densidade de datos que se pode chegar a acumular nunha

direcciéon dada.

Para ilustrar isto, imos tomar de exemplo os datos recollidos en [cycle. changes| que, relem-

bremos, rexistraban as horas nas que se producian cambios nos ciclos de temperatura (de xeada

a desxeo e viceversa) a nivel do chan na zona periglacial de Monte Alvear, en Arxentina.

Como ¢é de esperar, os cambios no ciclo de temperatura a xeada (1.5al) orixinanse maioritaria-
mente nas horas nas que o Sol dispensa pouca luz e calor ou nas horas nocturnas, mentres que os
cambios a desxeo (|1.5b]) ocorren principalmente en horario ditrno. Esta diferenza temporal entre

as variacidéns gana énfase ao representarmos as observacions de ambos grupos simultaneamente
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(a) Horas nas que se produce (b) Horas nas que se produce (c) Comparativa dos cambios

cambio de ciclo a xeada. cambio de ciclo a desxeo. de ciclo.

Figura 1.5: Distintas representacions para os cambios nos ciclos de temperatura en Monte Alvear

segundo a hora do dia.

(1.5c]), se ben perdemos informaciéon de en que momentos estas variacions danse de xeito méais

acusado.

1.2.2. Histogramas

Os histogramas son un artiluxio estatistico moi 1util para destilar instintivamente a distri-
bucién subxacente dunha mostra, polo que resulta ttil procurar o traslado do seu uso ao caso
circular. Veremos que deste transvase ao noso material de estudo son nados novos problemas res-
pecto das elecciéns que esixe a construciéon dun histograma, e que se herdan os conflitos usuais

no caso linear (eleccion de lonxitude e nimero de intervalos).

Histogramas lineares

A idea que subxace na elaboracién dun histograma linear con datos orbiculares é a de acernar
a circunferencia nun punto e asociar os dous extremos que xorden dese corte aos extremos do
histograma. Por causa disto, abrolla un dilema que no caso linear non se daba, a saber: a escolla
dun punto de corte adecuado. A toma dunha mala decisién a este respecto pode levar a unha
importante distorsién na representacién dos datos.

Por exemplo, se consideramos as direcciéns que tomaban as pombas no horizonte, recollidas en
unha intuicién inicial pode facer que nos decantemos por cortar a circunferencia no 0.
Se optamos por facer isto, o histograma que imos obter (figura vainos dar a idea (errada,
polo observable na figura de que a nosa mostra é bimodal. Por outro lado, se cambiamos

o punto de corte a 7 radians, a direccién na que menos concentraciéon de datos parece haber,
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Figura 1.6: Grafo circular da direccién de voo das pombas.

o consecuente histograma (figura [1.7b]) semella reflectir con maior fidelidade a distribucion das

observacions.
S :o2 a e 1 s s o 2 4 s 5w w
Direcciéns de voo (radidns) Direccions de voo (radidns) Direcciéns de voo (radidns)
(a) Histograma con punto de (b) Histograma con punto de (c) Histograma con corte en 0
corte en 0 radians. corte en 7 radians. radians, repetindo ciclo.

Figura 1.7: Histogramas lineares para as direcciéns de voo das pombas.

Outro xeito de solventar este problema é repetir no histograma un ciclo completo. Facendo
isto para o noso exemplo, a figura resultante tamén maniféstase coma unha representacion

adecuada da distribuciéon dos datos observable na figura [1.6

Histogramas angulares

Un modo diferente de solucionar o problema da elecciéon do punto de corte é enrolar o histo-
grama linear arredor da circunferencia. Deste xeito, as barras estaran centradas no punto medio
do intervalo do seu grupo, e, xa que dimanan do histograma linear, a stia altura vai ser propor-

cional 4 frecuencia relativa (isto é, a cantidade de datos) do grupo.
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36

27

16

(a) Histograma angular da direccion de  (b) Histograma angular, con menor ntime-

voo das pombas. ro de caixas.

Figura 1.8: Histogramas angulares da direcciéon de voo das pombas.

En xeral, os histogramas (tanto lineares como angulares) son aparellos de representacion
proveitosos, en tanto que son simples de construir e poden aportar moita informacién sobre o
comportamento da mostra. Porén, xa que exhiben formas moi dispares segundo a elecciéon que
fagamos da localizacién do punto de corte, ou dos extremos e o ancho dos intervalos, poden

levarnos a conclusions erradas.

1.2.3. Diagramas de rosa

Semellantes aos histogramas, os diagramas de rosa, en troques de barras, representan as
frecuencias relativas mediante areas de sectores circulares. A raiz disto, non hai relacién linear
entre o raio dunha seccién e a stia area, ao contrario ca no caso dos histogramas. Con vistas a
solucionar esta traba, fmonos servir dunha das seguintes convenciéns no uso dos diagramas: ou
ben tomamos o raio do sector como a raiz cadrada da frecuencia relativa, de xeito que o ratio
existente entre as areas dos sectores é o mesmo que entre as frecuencias; ou ben establecemos
unha relacién linear entre o raio e a frecuencia, de xeito que podemos comparar directamente
entre os raios dos sectores. O habitual é facer uso da primeira das dias convenciéns, que é a que

temos usado nas representacions das direccidons de voo das pombas na figura [1.9]

Malia que os diagramas de rosa semellan ser mais axeitados ca os histogramas para os datos
circulares, comparten cos ultimos unha contrariedade capital: a eleccion do niimero de secciéns.

En xeral, un criterio aconsellable é o de tomar a raiz cadrada do tamano mostral n como o tal



Introduciéon 13

(a) Diagrama de rosa con y/n (b) Diagrama de rosa con moi- (c) Diagrama de rosa con pou-

caixas. tas caixas. cas caixas.

Figura 1.9: Diagramas de rosa para as direcciéns de voo das pombas.

nimero, en pos de ter a mellor representacién posible do comportamento das observacions.

1.2.4. Estimadores non paramétricos da densidade

Outra ferramenta grafica importante 4 hora de poder sacar conclusions respecto da mostra é
a de obter un estimador non paramétrico da distribucién poboacional subxacente; artefacto que

decontado exporemos, alicerzandonos sobre o traballo de Oliveira et al. (2012) [16].

Se optamos por un estimador de densidade de tipo nucleo, o procedemento que se implementa
¢ o dunha media en movemento, é dicir, imos repartir a contribuciéon de cada dato (que é de
%, sendo 1 o tamano da mostra) nun arco relativamente exiguo que contefia & tal observacion.
Deste xeito, a estimacion da densidade nunha direccion 6 é a suma das contribucions dos puntos
esparexidos preto dela, de xeito que a sta influencia queda distribuida nunha vecinanza. Formal-

mente, esta idea a podemos expresar como atopar un estimador da densidade circular subxacente

7(0), }
f6) =S K (660, (1)
=1

En resumo, o método baséase en facer copias idénticas do niicleo ou kernel elixido centra-
das sobre cada observaciéon da mostra, deseguido sumar os valores que toman neses puntos, e

promedialos por n, tendo tamén en conta un pardmetro de concentraciéon v > 0.

Na expresion (1.8)), K, ¢ a funcién de nicleo circular, unha funcién de densidade El, evéo

parametro de concentracién ou suavizado.

'En xeral, utilizamos a distribucién von Mises, seccién , como funcién nucleo.
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(a) Repartimos a contribuciéon de cada dato nunha (b) Sumamos as contribuciéns anteriores

VeCindade usando unha diStrlbUCIOH para Obter le) estimador da densidade'

Figura 1.10: Estimaciéon non paramétrica da densidade usando un estimador de tipo kernel.
Imaxes extraidas de Fisher, (2003), Capitulo 2 [6].

Unha boa eleccién do parametro de concentracién ha de ter en conta tanto o tamafio da mostra
como a sta dispersion. Asi, se hai moitos datos, imos poder ser quen de representar con maior
miudeza; en troques, se a mostra fora mais pequena, teriamos que traballar inferindo de xeito
mais xeral. Doutra banda, temos que reparar en que se os datos estan concentrados nun arco
estamos traballar en distinta escala ca se estan repartidos en toda a circunferencia. Por exemplo,
se consideramos a distribucién vonMises como nicleo circular, o estimador resultante pddese

expresar coma

1 n
f(e) — § :el/cos(afﬁi)
2rly(v)n “
=1
Aqui, como xa adiantabamos, a eleccién do parametro de concentracion ou suavizado v ten-

se que facer con sumo receo: valores grandes de v dan lugar a estimadores con moita variacién

(infrasuavizados), pero valores mitdos carrexan estimadores demasiado suaves (sobresuavizados).

Para poder elixir o pardmetro de suavizado que produza a mellor estimaciéon da densidade
subxacente ténense elaborado distintos métodos, se ben neste traballo limitAmonos a facer probas

con distintos valores do parametro ata atopar o méis adecuado.

Se voltamos ao exemplo dos cambios nos ciclos de temperatura (en particular, os cambios
a desxeo) a nivel do chan na zona periglacial de Monte Alvear, podemos procurar representar

unha estimacion non paramétrica da sua densidade. Se eliximos un parametro de suavizado v
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(a) Estimacion con parametro ) ) i ) ) i
- N (b) Estimacion con parametro (¢) Estimacion con parametro v
de concentraciéon v mais ade- ) ] )

d v grande, infrasuavizado. pequeno, sobresuavizado.
cuado.

Figura 1.11: Estimaciéon non paramétrica da densidade do cambio de ciclo a desxeo en

cycle.changes
cy ges

grande en demasia, atoparémonos (figura con que a estimacién obtida é moi variable e
se achega moito as observacions, de xeito que non é frutifera para colixir que comportamento
ten a mostra. Pola contra, se seleccionamos un v mitado, podemos chegar a suavizar tanto a
estimacion (figura que a representacion que acadamos non achega ningunha informacion
sobre os datos (de feito, achégase a una Uniforme Circular, secci()n. Asi, probar con valores
medios de p permitenos colixir (ﬁgura que os cambios de ciclo a desxeo estan concentrados
principalmente nas horas de maior claridade (preto do mediodia) nunha mostra que semella ter

un comportamento esencialmente unimodal.
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1. Ferramentas descritivas




Capitulo 2

Principais modelos de distribucions

circulares

Neste capitulo introduciremos as distribuciéns maéis clasicas para variables circulares, susten-

tandonos nas publicacions de [6], Capitulo 3, [19], Capitulo 4 e [9], Capitulo 2.

2.1. Conceptos basicos

Unha distribucién circular é unha distribucién de probabilidade cuxa probabilidade total
estd condensada na circunferencia unidade; e que serve para asignar probabilidades &s distintas
direcciéns. Para tales distribuciéns, podemos definir a sitia funcién de distribucién acumulativa

coma segue:

Definicion 2.1. Unha funcion de distribucién acumulativa dunha variable circular 6 é unha

funcion F(0) = P(0 < © < 0) verificando:

1. F(f) é non decrecente e continua pola dereita.
2. F(0)=0e F(2r) = 1.

3. F(0+27)=F(0)+ 1 para —00 < 6 < 0.
Coma no caso linear, as distribuciéns circulares son, esencialmente, de dias clases:

= Discretas: asignanse masas de probabilidade a un ntimero contable de direccidns.

» Absolutamente continuas (con respecto & medida de Lebesgue na circunferencia). Para

estas ultimas, existe funcion de densidade, que denotamos por f(0).

17
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Definicion 2.2. Unha funcién de densidade dunha variable circular 6 verifica:

1. f(6) > o0.
2. [27 f(B)d6 = 1.
3. f(0) = f(0+2rk), k € Z (f ¢ periodica).

De modo anélogo ao caso real linear, unha distribucién circular pédese determinar univocamente

mediante a sta funcion caracteristica.

2.1.1. Funcién Caracteristica
Definicién 2.3. Para unha variable circular 6, definimos a stia funcién caracteristica coma

po(t) = E[e"], teR.

Notemos que, como queira que 6 é unha variable aleatoria periodica, esta funcioén caracteris-

tica presenta a seguinte propiedade:

wp(t) =0
wo(t) =E [eiw] =E {eitw”“)] = 27 o (t) = ou & tel.
6it27r =1

Logo a funcién caracteristica sd pode ser definida en valores enteiros.

Definicion 2.4. O valor da funcién caracteristca en p € Z é o momento trigonométrico p—ésimo

da variable aleatoria circular continua O,

2m 2m 2m
©o(p) == E[e???] = /0 e dF(9) = /0 el £(0)do = /0 cos(pb) f(0)do+
(2.1)

27
+ i/ sen(ph) f(0)dO = Elcos(pd)] + iE[sen(pb)],
0

onde F'(0), f(0) son as funcions de distribucion e densidade, respectivamente. A partires deste

punto, e dada esta definicion, denotaremos y(p) = @p.

Estes mometos trigonométricos podemos expresalos en termos de

ap = E[cos(pf)], Bp = Elsen(pd)];
S pE L.
Iop = Oép + Bp = |(70P|7 /-LP = atan2 (ﬁpa ap) ’
Deste xeito, ¢, = o, +i83, = ppei“p.

Observacion 2.5. Advirtamos que 0 < p, < 1, xa que p, = |op| = [|E[e][| < E [||le"?|]] = 1.
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O primeiro momento trigonémetrico, 1 = a1 + if; = p1e xoga un papel destacado, xa
que a lonxitude p; e a direccion py (que denotaremos por p e p, respectivamente) empréganse
como medidas teéricas ou poboacionais da concentraciéon e da direccion media de 6, xogando
o papel anélogo das medidas empiricas R = % e . Asi, canto mais proximo p sexa de 1, ma-

ior seréd a concentracién cara a direccién media u, e se e p = 0 entén non imos poder determinar p.

De xeito parello ao caso real linear, tamén podemos definir os momentos trigonométricos
centrados. Definimos o momento trigonométrico p—ésimo respecto da direccién media g coma

@p = p + 1By, onde
Gy = E{coslp(8 — )]}, By = E {sen[p(6 — )]} . (2.2)
Observacion 2.6. Os momentos trigonométricos ¢, son momentos respecto da direccién nula.

Para os momentos trigonométricos (respecto da direccién nula ou da media) existen parellos

mostrais,
1 1
ap = ; cos(pb;), by, = . Zsen(p&i), e
1< 1
ap = - Z cos[p(0; — 0)], by =— Zsen[p(ﬁi —0)],
i=1 ;
respectivamente. Manexar estes conceptos serd produtivo en vindeiros capitulos.
Doutra banda, estes momentos trigonométricos de 6 coinciden cos coeficientes da expansién
en serie de Fourier da funcion de densidade de f(6), de modo que se a derradeira é de cadrado

integrable en [0,27), podemos recuperar a funcién de densidade a partir dos coeficientes de

Fourier, mediante a expansiéon

£(O) = 3 e = % 142 [a, cos(ph) + B, sen(pf)] b . (2.3)

p=—00 p:l

2.1.2. Medidas poboacionais basicas

Ao longo deste capitulo faremos uso das medidas poboacionais, parellas 4s medidas mostrais

que temos exposto con anterioridade.

Definiciéon 2.7 (Medidas de localizacion teoricas). Manexaremos tres medidas de localizacion:

» Como xa adiantabamos anteriormente, a direccién media poboacional é = pu; = atan2 (51, o).
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» A direccién mediana teorica definese coma i = arg m(gn]E[W — T =10 — ¢l].

= A direccion modal poboacional, i, identificase coma a direccién de méxima probabilidade
no caso discreto, e como a direccion tal que a representacion polar de f(#) ¢ maxima no

caso continuo.
Observacion 2.8. Fagamos notar que, tanto i coma fi non tenen por que ser tnicas.
Definicion 2.9 (Medidas de dispersion teoricas.). Os analogos teoricos para as medidas de
dispersion expostas no Capitulo 1 son
» Lonxitude resultante media poboacional p = p; € [0, 1].
» Varianza circular poboacional v =1 — p € [0, 1].

» Desviacion Tipica poboacional o = y/—2log(1l — v) € [0, 00).

Outro concepto que vainos a ser de extrema utilidade é o de distribucions simétricas.

Definiciéon 2.10. Diremos que unha distribucion é simétrica (por reflexion) se existe un tinico

eixo tal que a reflexién da distribucién respecto del é idéntica & orixinal.

Observacion 2.11. O segundo momento trigonométrico respecto da media mostral, by (2.2)), da
conta da asimetria dunha mostra unimodal: para valores préximos a cero, a mostra ha de pre-

sentar un comportamento simétrico respecto de 6.

Proposicion 2.12. Se unha distribucion é simétrica respecto de v, tamén o serd respecto de
¥+ 7. A maiores, ocorre que f(6 — ) = f(v—0), 0<6 < 27.

Proposicién 2.13. Se unha distribucion € simétrica e unimodal, enton p = i = [i.
Pode ocorrer que unha distribucion multimodal sexa simétrica respecto de varios (ponamos

1) eixos, de xeito que a rotacion en 25 da distribucién sexa igual ca orixinal. Neste caso, diremos
) l )

que ¢é simétrica en [ pregos. No caso en que [ = 2, diremos que a simetria é antipodal.

2.1.3. Obtencion de distribuciéns circulares

Para poder obter distribuciéns circulares, os métodos méis xeneralizados son:

» Construir a distribucion especificamente para variables circulares (distribucions circulares

propias).
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= Enrolar unha distribuciéon lineal arredor da circunferencia unidade: se X é unha variable
aleatoria linear, podese transformar nunha circular sen mais ca considerar © = X (mod 27).
Daquela, se g(x) designa a densidade linear e f(6) a circular, a posterior podese construir
acumulando probabilidade sobre os puntos superpostos:

(e o]

fO)= > g0+2mm), 0<6<2m

m=—0oQ

O seguinte resultado vainos permitir, a partir da funcién caracteristica de X, representar

a funcion de densidade dunha distribucion enrolada.

Proposicion 2.14. Se ¢, é o momento trigonométrico de orden p dunha variable aleatoria

circular ©, e ¢x(t) a funcion caracteristica da variable linear X, enton ¢, = ¢x(p).

Demostracion. Sexan F(0),G as funcions de distribucion de © e X. Entén

o0

2m(k+1) | 0o
3 / MG (6) = / PTG (2) = D (p).

2rk —00

27T
Pp = / P dFe(0) =
0

k=—o00

O

» Transformar un vector aleatorio bidimensional nas stias compofientes direccionais (resultan-
do nas chamadas distribucions offset). A transformacion do vector (X,Y) en (R, O) faise
mediante o cambio por coordenadas polares, e deseguida obtemos a densidade circular f(6)

a partir da densidade conxunta g(z,y), facendo:
f(o) = / rg(rcosf,rsenf)dr .
0

= Empregar a proxeccion estereogréfica, identificando os puntos « € R cos da circunferencia

de xeito inxectivo agas por +00, —00, que se fan corresponder con 7.

Trataremos a continuacion as distribuciéns mais importantes nadas da aplicaciéon destes métodos.

2.2. Distribuciéns Circulares Propias

2.2.1. Distribucion Uniforme CU

Diremos que unha variable aleatoria circular discreta © promana dunha distribuciéon uniforme
circular de m puntos, © € CU(m, &) cando a distribucion da sta probabilidade toma a seguinte
expresion

m

2 1
p(@:§+ ”q>:m, g=0,1,..m—1. (2.4)
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Se m = 1, (2.4)) define unha distribucion dexenerada nun punto, onde toda a masa de probabilida-
de queda amoreada nunha direccion, &; de modo que pu = i = ji = £. No caso de que m > 1, ([2.4))
asigna probabilidades idénticas de % a m puntos equivariantes sobre a circunferencia. Consonte a

isto, a direccién media neste caso non estara definida, e a mediana fi e a moda [ non seran tnicas.

No caso continuo, a probabilidade total queda repartida de xeito uniforme na circunferencia

unidade, de xeito que ningunha direcciéon é méis probable que calquera outra. As funciéns de

densidade e distribucién correspondentes materializanse coma

1
= — < 2 2.
f(6) 5 0 <6< 2m, (2.5)
0
F)=—, 0<0<2m. (2.6)
2T

Observemos que esta distribuciéon non ten unha direcciéon media ben definida, por causa de
p1 = pe* =0, logo p = 0 e conforme a isto, p esta indefinida. De xeito similar, non é posible
precisarmos unha (ou varias) direcciéns modais ou medianas baixo a distribuciéon uniforme,

daquela, quedan tamén indefinidas.

(a) Distribucién uniforme continua circular pa- (b) Distribucion cardioide de pardmetros p = %

2

ra unha mostra aleatoria de 100 datos. . ., . .
e direccion media p = Z.

Figura 2.1: Representacion das funciéons de densidade das distribuciéns circulares uniforme e

cardioide, respectivamente.
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2.2.2. Distribuciéon Cardioide C(u, p)

A partir da curva cardioide derivamos a devandita distribuciéon, que ten por funcién de

densidade

1
fﬂvﬂ(e) = ﬁ [1 + 2pCOS(9 - lu’)] ) 0 S 9 < 27T7
11

onde o parametro p € [—5, 5] denota a concentracion e p, 0 < p < 27, a direccién media, de
xeito que esta distribucién é unimodal (hai unha tnica direccién media ou moda) e simétrica

respecto de L.

2.2.3. Distribucion de von Mises v M (u, k)

Unha variable aleatoria circular © segue unha distribuciéon de von Mises de parametos 0 <

1< 2mer >0 se a sia funcién de densidade toma a formulacion

e cos(0—p)

—_— < 2. 2.
Slo(n) 0<6<2rm (2.7)

fun(0) =

Na expresion anterior, Iy(k) é a funcion de Bessel modificada de primeira especie e orde cero,

2 o0 . 2
Iy(k) = 217T/0 mets0qh = Z (g)Q (:')
r=0 ’

Esta distribucion é unha das mais relevantes entre as fraguadas para variables circulares, por mor

de entranar un compendio de propiedades de sumo interese, que introduciremos seguidamente.

O primeiro que imos facer notar é a simetria desta distribucion respecto de p, e, como
consecuencia da simetria do coseno, de u + m. Ademais de xogar o papel de direccién media, a
moda para esta distribucién materializase na direccién p: posto que o coseno acada un maximo
en cero, a densidade dunha normal circular é maxima en 6 = u, ou o que é o mesmo, u é unha
direccién modal con valor maximo

elﬁ?

S () = 2 To(r)’ (2.8)

Seguindo este fio de razoamento respecto das funciéns trigonométricas, é claro que, como queira

que o coseno abrangue un minimo en 7, se # = p + 7 obtemos o valor minimo da densidade,

e—ﬁl

fuﬁ(ﬂ t7)= Wa

(2.9)

logo i + 7 ha de ser a direcciéon antimodal.
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Reparemos arestora no papel do pardmetro x, xa que logo, a partir das propiedades anteriores

(12.8), (2.9), inferimos que
fu,n(ﬂ) 2k

fu(p 1)
Por conseguinte, k é un pardmetro que da conta da concentracién cara a direccién media p: en
efecto, canto maior sexa o valor de s, maior é a proporcion entre f, (@) e fux(p=£7), indicando
unha maior concentracién cara .

Proposicion 2.15 (Aproximacion por unha distribucion normal linear estandar). Cando face-

mos tender k a infinito, podemos asegurar a converzencia en distribucion \/k(0— ) H?O N(0,1).

Demostracion. Lembremos que a distribucion de von Mises ten densidade (2.7)),
ek cos(60—pu)

—, 060 <27,
271'[()(/43)7 sU<em

fun(0) =

Denotaremos ¢ = /k(6 — p). Seranos util facer uso da expansion en serie de Taylor da funcion

coseno,
oo
(71)n ) 02 94 96
cosf = 2 =1 - 4 ..
7;)(271)! TR TR
de xeito que podemos aproximar cosf ~ 1 — % e asi, para k suficientemente grande
2
€ €
cos(0 —pu)=cos| — | @1 — —.
0 p) ( f) =

Amais disto, contamos coa aproximacion Iy(k) ~ \/% Logo facendo uso da férmula de cambio
de variable, podemos finalmente inferir que a funcién de densidade de €, g, é semellante & dunha

normal estandar:

3

encos(%) 1 eﬁcos(%) 1 6.@(17%) e_%

T T I v N FN

O

Proposicion 2.16. Se © € vM(u,k) e k = 0 enton © € CU. Doutra banda, cando k — oo,

vM (p, k) tende a unha distribucion dexenerada nun punto na direccion p.

Vimos no capitulo anterior como § = atan2 (S, C) fornécenos de xeito axuizado dunha di-
reccion media mostral. Vexamos que @ é un estimador de méaxima verosimilitude da direccion
media poboacional u, propiedade que a von Mises comparte coa distribuciéon Normal linear, que
é a Unica distribucién para datos reais na que a media mostral tamén é o estimador de maxima
verosimilitude para a media poboacional. Consonte a isto, é comiin atopar na literatura sobre

estatistica circular que a von Mises é designada indistintamente por Normal Circular.
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Proposicion 2.17. A media mostral 8 € o estimador de mdxima verosimilitude da direccion

media p dunha distribucion von Mises vM (u, k).

Demostracion. Sexan 61,0, ...,0, un conxunto de observaciéns procedentes dunha densidade

f(0 — p). A verosimilitude vén dada por

e a log-verosimilitude

n n
log L = log [H F0; — u)] = log[f(0; — p)].
i=1 i=1
Derivando e igualando a cero, obtemos a ecuacién de verosimilitude,
9 =~ f'(6; — )
—logL=Y 1ty 2.10
o ; (0 — ) (2.10)
Doutra banda, se 6 estima p, temos que
Zsen(&i — ) =0. (2.11)
i=1

Visto que (2.11)), (2.10) hanse de cumprir para 6; e n arbitrarios, a igualdade debe manterse

termo a termo e, por conseguinte, para algunha constante cq,

J;((g__;j)) =cysen(f — p).

Coliximos que f(6 — u) = ¢z - 1301 ¢ dicir, f(0 — p) é a densidade de von Mises ([2.7). O

2.3. Distribuciéns Circulares Enroladas

2.3.1. Distribucion Normal Enrolada W N (u, p)

Esta distribucién é nada de enrolar a distribucién normal linear N (u, 0?) arredor da circunfe-
rencia unidade, aplicando o exposto en seccions pretéritas deste capitulo, de modo

que a expresion da sua funcién de densidade é

oo

FO) = > g(0+27m) =

m=—0o0

1 > _ (0—p—27m)?

e 202 . 2.12
oV 2T ( )

m=—0o0
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(a) k=5 (b) k=10 (¢) k=0.1

Figura 2.2: Representacion das funcions de densidade dunha von Mises con paraetros p =
k € {0.1, 5, 10}.

s
§e

Outra expresion para (2.12)) é posible, a partir da funcién caracteristica de X € N(u, 0?):

2,2

dx(p) = P = P — o =, + 0B,

o2

onde p = e~ 2 e a penultima igualdade é consecuencia da Proposicion [2.14] deste capitulo. Asi,

ap = p?’2 cos(up) e By = pr sen(up), resultando en que, consonte a expansion en serie de Fourier

©3),
F0) =5 Q142307 coslp(6 — )

Podemos usar esta expresion para aproximar a densidade mediante os primeiros termos da serie.

Proposicion 2.18. A distribucion normal enrolada posie a propiedade aditiva, i.e., se ©1 €
W N (u1,p1), O2 € WN (2, p2) son independentes, enton ©1 + Oy € WN (u1 + pa, p1p2)-

Demostracion. Visto que 0; = X;( mod 27), con X; € N(u;,02),i=1,2,
01 + 02 = X1(mod 2m) + Xa(mod 27) = (X1 + X2)(mod 27).

Amais, por mor da independencia, X1 + X2 € N(u1 + p2, 0% + 03), co seu pertinente parametro

de concentracion
_oftod of o3
e 2 = e 2 = plp2

O

Observacion 2.19. A idea que subxace a construccion desta distribucion é a que motiva a de-
finicion da desviacion tipica poboacional o = y/—2log(1 — v), por mor de que o parametro de
2

. _a2 . _d2
concentraciéon para a Normal Enrolada é p=¢™ 2, de xeitoque 1 —v =¢€" 2.
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2.3.2. Distribucién de Cauchy Enrolada WC'(u, p)

A distribucién de Cauchy no caso linear ten densidade

g

1
e, —00< & < 00
T o2+ (x—p) s Es e

g(x) =

Obtemos a andloga para o circular enrolando esta tltima arredor da circunferencia unidade, de

xeito que a funcién de densidade dunha Cauchy Enrolada é

[e.9]

1 o
= — < 2.
1) Z 7 o2+ (0+2mm—p)’ 0<b<2m

m=—00

Como queira que a funcién caracteristica da distribucion de Cauchy é ¢ x (p) = e~ 7PTPH = pPelPH

—0

con p = e~ %, os momentos trigonométricos da distribuciéon toman corpo coma

oy = pP cos(up)

— i8,. = PelPt

En consecuencia, podemos expresar (2.3.2]) mediante a sia expansion en serie de Fourier,

F(8) = 5= 1423117 coslom) cos(ph) + 7 senpp)sem(pf)] ¢ = 5 3 142 P coslp(6 — o)
p=1

2
p=1

Observemos deseguido que

A0 el(0=1) cos(0 —
o0 -] = e 3= 0" e (£ ) - ot

= 1—pcos(0—p)

Atendendo enton a estas derradeiras expresions, a funcion de densidade para esta distribucion

podese escribir de xeito parello coma

1 pcos(f — p) 1 1—p?
= or (112 = <0 <o
76) 27T< " 1 — pcos(f — ) 21 1+ p2 —2pcos(f — )’ 0<6<2m

Observacion 2.20. E de proveito notar que a distribucion de Cauchy enrolada é unimodal e

simétrica, e ademais, posie a propiedade aditiva

2.3.3. Distribuciéon Normal Asimétrica Enrolada WSN (u, p, \)

Ata o de agora, temos exposto unha trama de distribuciéns, que, malia procederen de orixes

dispares (algunhas son propias da circunferencia, outras agroman da recta real), comparten unha

Na ﬁgura non incluimos a distribucién Cardioide, xa que p > 0.5.
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(a) p,k =0.25 (b) p,k=0.5 (¢c) p,k=0.75

Figura 2.3: Comparativa entre as distribucions von Mises (lifia solida), Cardioide (lifia discon-
tinua), Normal enrolada (lina a puntos) e Cauchy enrolada (lifa discontinua con puntos). Os

parametros toman valores = % e p,x € {0.25, 0.5, 0.75}|ﬂ

particularidade: a simetria. Non obstante, na practica é frutuoso poder contar con modelos asimé-
tricos. En [20], Pewsey introduce o modelo de distribucién normal asimétrica enrolada, partindo
dunha variable aleatoria linear provida dunha distribucién normal asimétrica con pardmetro de

asimetria A € (—o0,00), X € SN(A), de xeito que a stia funcion de densidade é
gr(z) =2¢ () P(A\x), —o0 <z < 0.

Onde ¢(x), ®(x) designan as funcions de densidade e distribucion dunha normal estandar N (0, 1).
Se transformamos a variable anterior en Y = p + px, sendo p un parametro de localizacion e p

un de escala, entén a densidade correspondente sera

2 _ _
gu,p,)\(y) =—0 <H> P (Ay,u) , —oo <y < o0.
p p p

Esta parametrizacion é a que nomearemos como parametrizacion directa, expresando Y € SNp(u, p, A).
Alicerzandonos sobre o anterior, podemos enrolar a distribucion g, , »(y) arredor da circunferen-

cia, sen mais que tomar © =Y (mod2 7), obtendo a densidade

A(0) = i S o <9+2”pm_’“‘> o (A%) L 0<d<om  (213)

m=—00

Consonte a isto, diremos que unha variable aleatoria circular con densidade (2.13]) ten distribucion

normal enrolada antisimétrica, ©@ € WSN (u, p, A).

Proposicion 2.21. A distribucidn normal enrolada antisimétrica verifica:

1. Se o pardmetro de escala tende a cero, p — 0, WSN(u, p, \) converze a unha distribucion

dexenerada nun punto.
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2. Se o pardmetro de escala tende a infinito, p — oo, WSN (u, p, \) converze a unha distri-

bucion circular uniforme.

3. Se o pardmetro de asimetria € nulo, A\ = 0, entén a expresion (2.13|) é a da funcion de

densidade da normal enrolada.

2.4. Mesturas

Consideremos f, ,(f) unha funcion de densidade para unha variable aleatoria circular ©
unimodal con direccién media p e p un parametro de dispersion respecto de p. Sexan pq, ..., pi
unha serie de proporciéns, é dicir, p; > 0, k =1, ... K, e tales que Zle pr = 1. Entén, a mestura

de distribucions é a funcion de densidade

K
F50) = prtugp (0). (2.14)
k=1
Observemos que, se 3 = pio = ... = g, enton f*(0) é unimodal. Pola contra, se ux # 1 para

algun k, [ enton, en xeral, f*(0) ha de ser multimodal.

(a) 0.50M(0,5) + 0.5vM (Z,5) (b) 0.3vM (Z,5) +0.7TWC (42,0.5) () 0.4C(3F,0.25) + 0.6W SN (x, 1.5)

Figura 2.4: Mixturas de distribuciéns circulares.
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Capitulo 3

Inferencia en distribucidns circulares

Entre outros conceptos, ao longo deste capitulo imonos ocupar dos estimadores de pardmetros
7, calculados a partires dunha mostra, aos que denotaremos por 4. As mostras circulares sobre
as que faremos inferencia esiximoslles que cada observacién que as compone promane dunha
mesma poboacién, e que todas elas sexan mutuamente independentes. A unha mostra de tamano
n que verifique estas caracteristicas nomearémola como mostra aleatoria de variables circulares,
01, ...,0,. Se os datos na mesma son independentes e estan idénticamente distribuidos denotaré-
molos de igual modo, agas a inclusiéon das siglas i.i.d ao seu carén.
As veces, sobre unha mostra circular, precisaremos ordear as observacions de algin modo. A fin
de establecer unha orde, primeiramente fixaremos a orixe e o sentido de rotacién para a mos-
tra, e decontado disporemos os datos seguindo unha ordeaciéon que respecte a elecciéon previa,
Outros conceptos clave que é recomendable manexar previo a exposicién dos métodos inferencias
para variables circulares serédn os de nivel de significacion e valor critico, asi coma o de estatistico
de contraste. Denotamos por a € [0,1] o nivel de significacion dun contraste, isto é, a probabi-
lidade de rexeitar a hipotese nula condicionado a que a devandita sexa certa. O nivel critico P
representa o minimo nivel de significaciéon baixo o que podemos rexeitar Hy, ou equivalentemen-
te, o maior « para o que non podemos rexeitala. Intuitivamente, este é un valor que da conta
do moito que os datos contradin a hip6tese nula. Por dltimo, o estatistico de contraste é unha
operacion que facemos sobre a mostra de xeito que retrate a compatibilidade das observacions

con Hy.

Os contidos deste Capitulo estriban sobre diversas fontes, se ben primordialmente basedmonos

nos traballos de Fisher [0], Jammalamadaka e Sen Gupta [9], Pewsey [19] e Mardia e Jupp [12].

31
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3.1. Tests para uniformidade e simetria

Unha das probas preliminares mais importantes sobre a que alicerzar o estudo dunha mostra
de datos circulares é a da comprobacién de uniformidade. Para este tipo de contrastes, entre as
posibles familias de tests, érguense sobranceiramente duas: as dos test Omnibus e as dos test
de Rayleigh. Os primeiros son de extrema utilidade cando o noso interese primordial é detectar
calqueira outro modelo alternativo; e os segundos, cando queremos contrastar uniformidade fron-
te a un modelo unimodal. Basedandonos na labor de Batschelet, [3], Capitulo 4, introduciremos

algins modelos de ambos tipos de test.

Comezamos primeiramente por expor algtuns tests Omnibus, en particular, o test de Hodge-
Ajne e o test de espazado de Rao. Neles, contrastaremos a hipotese nula de uniformidade contra
a alternativa de non uniformidade.

O test de Hodge-Ajne erixese sobre a asuncién de que ou ben os datos non estan agrupados
ou ben que o nimero de grupos é grande (respecto do tamanio mostral). A idea sobre a que se
fundamenta é a de dividir o circulo en dous semicirculos mediante un didmetro [, que imos ir
rotando ata que sexa quen de deixar a un lado o niimero méximo de observaciéns posible, e ao
outro, o nimero minimo, que denotaremos por A, e que xogaréd o papel do noso estatistico para
este test. O esperado se a mostra promana dunha distribucién uniforme circular sera que A,, sexa
relativamente grande. Asi, un criterio de decision valido é rexeitar a hipotese nula se o P-valor
asociado ao tamano de mostra e ao valor do estatistico A,, é menor que o nivel de significacién

prefixado.

O test de espazado de Rao considera que, baixo suposicion de uniformidade, as observacions

circulares deberian corporizarse equidistantemente sobre a circunferencia, de modo que o arco
21

entre dias observacions vecinas haberia de ter lonxitude proxima a <
De cara ao entallado do estatistico, temos que arranxar as observaciéns en orden ascendente,

01) < ... <0, e calcular a lonxitude dos arcos entre dias observacions colindantes coma
7}:0(2-“)—9@), t1=1,...,n—1; Tn:277+9(1)_0(n)-

Asi, a desviacion de T; do valor esperado toma corpo en |T; — %’T| O estatistico para este test

construimolo do seguinte modo,

1 n
— 2
V=52 I\Ti—f
1=

Reparemos en que o feito de que a desviacion de T; do valor esperado sexa grande é indicativo
de ausencia de comportamento uniforme dos datos, logo se U fose maior que U(a), o valor criti-

co recollido nunha taboa para un nivel de significaciéon «, non poderiamos aceptar a hipotese nula.
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Con respecto ao Test de Rayleigh, que contrap6n uniformidade fronte unha alternativa uni-
modal, paga a pena reparar en que o contraste da hipétese cambia de xeito dicotémico segundo
a direccion media p sexa coniecida ou non.

No caso de que o seu valor poboacional fésenos ignoto, é razoable tomar como estatistico de
contraste R = % € [0,1], sendo R a lonxitude do vector resultante da mostra , que reflicte a
concentracion dos datos respecto de 6. Asi, se a mostra presentara un comportamento uniforme,
caberfa esperar que R fose pequeno.

Doutra banda, se o valor da direccién media tedrica énos conecido, u = pg, acharemos unha

medida que da conta da concentraciéon dos datos respecto dese valor no estatistico
Vo = Rcos(f — o). (3.1)

Un razoamento analogo ao exposto levarianos a rexeitar a hipotese nula de uniformidade se o
valor de V| fose grande. Este test, con estatistico V e direcciéon media poboacional consabida,
noméase test V. Observemos que, malia que é 1til para contrastar uniformidade, este non é un

test adecuado para o contraste dun valor especifico para a direcciéon media poboacional.

Observacion 3.1. Cando facemos referencia a valores de estatisticos grandes ou pequenos, fala-
mos dun tamafo relativo ao nivel de confianza que estemos a esixirlle ao test, «, respecto da

distribucién do estatistico en cuestion.

Se, tras facer un test referido & uniformidade dunha mostra, comprobasemos que esta non
o é, unha boa ferramenta supletoria de cara & identificaciéon da distribuciéon poboacional seria o
contraste de simetria sobre a mostra. Daquela, o rexeitamento de uniformidade e aceptaciéon de
simetria para unha colecciéon de datos circulares comportaria que un test de bondade de axuste,
que introduciremos en secciéns seguintes, dunha von Mises é razoable.
En [2I], Pewsey plantexou un test non paramétrico de simetria (por reflexion) respecto dunha
direccién media desconecida, ciméntandose sobre o segundo momento dos senos respecto da

direccién media mostral by (2.2), que atopa distribucién asintética nunha Normal linear de media

e varianza
_ _ 1 _ B 2
E [bs] = B2 + e (-53 — ;2 + S 2ﬁ2> ; (3.2)
Var(by) = % {1_20‘4 —2m - B4 25@ [ag + 20— az)] } . (3.3)

Baixo a hipotese nula de simetrfa nunha distribuciéon con p € (0,1), a direccion media po-
boacional existe e ademais os momentos dos senos respecto desta, ﬁ_p son nulos, de modo que
E [52] = 0. Consonte a isto, no seu artigo, Pewsey prop6n a utilizaciéon do seguinte estatisti-

co estudentizado para o contraste de simetria nunha mostra de direccién media poboacional
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desconecida, -

b2

z=——=¢€ N(0,1),
Var(bg)

onde por Var(by) denotamos o estimador puntual de Var(by) baixo asuncion de simetria, isto é,
substituindo en (3.3]) os momentos dos cosenos poboacionais, &, polos mostrais, @,, e tendo en
consideracion que, como apuntamos fai un intre, 8, = 0.
Por conseguinte, valores grandes (positivos ou negativos) do estatistico respecto dos cuantis
da normal estandar referidos ao nivel de significaciéon escollido comprenden o rexeitamento da

hipétese de simetria.

3.2. Inferencia preliminar para mostras unimodais

Comezaremos por afondar na estimacion das medidas descriptivas méis relevantes en datos
circulares: as direcciéns media, mediana e lonxitude normalizada do vector resultante, aputalan-

donos sobre o descrito por Fisher en [6], Capitulo 4.

Para un conxunto de observaciéns 61, ... 6,,, podemos dar cun estimador da mediana poboa-
cional sen maéis ca tomar a mediana mostral, 5, que se pode calcular coma o argumento que
minimiza a distancia .

Se quixeramos facer un test directo sobre o posible valor da mediana, isto é, se quixeramos con-
trastar Hg : i = fip fronte Hy : i # fig, haberiamos de construir un estatistico de contraste.
Con ese obxectivo, imos dar conta do niimero de datos distintos do valor proposto que caen en

(fio, fip + ), e do nimero de datos iguais ca el, que denotaremos respectivamente coma:

m = [{0; € (fio, fio + ) / i # fio}|, k= {0:i/0i = fio}|-

O esperado, se a mediana poboacional coincidise con [ig, seria que m se achegara a "T_k Consonte
2m—(n—Fk)]?
n—k
aceptariamos Hy se o devandito estatistico fose grande respecto do cuantil de x? asociado a un

a isto, o estatistico de contraste para este test seria S X% e, en consecuencia, non

nivel de significaciéon prefixado.

De xeito parello, un estimador puntual da direccién media poboacional toma corpo no seu
analogo mostral, i = § = atan2($, C). Para esta medida tamén & posible plantexar un contraste
Hy : = pg fronte Hy : u # uo, atendendo ao feito de que \//;“(é) = 12;7}%2, decontado podemos
bosquexar o estatistico ~

sen(f — o) e N(

— 07 ]-)7
Var(6)
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consonte ao cal podemos rexeitar a hipétese nula comparando o seu valor empirico en valor ab-

soluto cos cuantis % dunha distribucion normal estandar.

Por ultimo, tamén recordarmos (brevemente) que un estimador puntual da lonxitude do vec-

tor resultante normalizada poboacional p, corporizase no seu analogo mostral, R = %\/ C? + 52,

3.3. Inferencia sobre a distribucion v M (u, k)

Entre as distribuciéns presentadas no Capitulo 2 deste traballo, unha das méis relevantes
na estatistica de datos circulares ¢ a distribucion de von Mises, v M (u, k). Podérmonos fornecer
de ferramentas inferenciais respecto destes modelos é capital no desenvolvemento dos estudos
practicos de observaciéns circulares.

As seguintes seccions ciméntanse sobre o publicado por Fisher en [6], Capitulo 4 e Mardia e Jupp
en [12], Capitulos 5 e 7.

3.3.1. Estimacion dos parametros

Os estimadores dos parametros dunha distribuciéon von Mises con parametro de localizaciéon
1 e de concentracién k poden ser colectados mediante o método de maxima verosimilitude.
No Capitulo 2, na proposicién xa comprobamos que, para unha mostra de observacions
circulares 01, ..., 0, i.i.d, fim, = 0 era o estimador de maxima verosimilitude da direccién media
para este modelo. De feito, vimos que esta distribucién era a tnica cuxo estimador de maxima
verosimilitude para a direccién media coincidia coa media mostral. De xeito completamente
analogo procedemos a deducir o estimador para o parametro de concentraciéon.

A funcién de verosimilitude é

n N kcos(0;—pu) K> cos(0;—p)
e er 2
L=]] fur(6:) = = .
i} palie} 271'[0(/43) [27‘(’]0(%)]
Consecuentemente, a log-verosimilitude vén dada por:
log L =Y {-nlog[2mIo(k)] + r cos(0; — 11)}. (3.4)
i=1

Derivando esta funcion respecto do parametro de interese, e tendo en conta que 8%[0(&) = I(k),

obtemos

0  Li(k) | '
o log L = nlo(m) + ;cos(«% 1).

Igualando a expresion anterior a cero acadamos a chamada ecuacién de verosimilitude, da que

podemos despexar o estimador buscado. Con este fin, habemos de substituir nela p por fiy, = 0,
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n

e deseguido observar que Zcos(@i — fimy) = Rcos(0; — fimy) = R, para asi expresar o anterior
i=1

de xeito equivalente coma

9 logL =0« & A(k) = R, (3.5)

ok

Q)
Io(x)

especie permitennos colixir que a funcion A(k) é estritamente mondtona crecente, asi que Ay

Il (H) _ E
Iy(k) n

onde por A(k) denotamos . As propiedades das funcions de Bessel modificadas de primeira

agroma como a unica solucion da ecuacion (3.5)).

Observemos que, mentres que o estimador da direcciéon media fi,,, non depende do pardmetro
de concentracion, R, si depende de u. Por iso, se o valor poboacional p nos fose conecido,

computariamos o valor Vj (3.1)), e como consecuencia da monotonia de A(k), poderiamos despexar

X ATH(R), se Vg >0,
Rmy =
0 se V) <0.

3.3.2. Distribucién, nesgo e consistencia dos estimadores

Denotemos por v un parametro dunha familia de distribucions circulares e por 4 un estimador
do mesmo. Por paralelismo co caso real, poderiamos pensar en definir o nesgo para o tal estimador
coma E[(cos¥,sen?)| — (cosvy,sen~y). Porén, a convexidade do disco unitario comportaria que a
distribucién do estimador estivese centrada en . Consonte a isto, é mais adecuado tomar unha

definicién méis débil do nesgo dun estimador circular.

Definicion 3.2. O nesgo dun estimador circular definese coma

E[(cos ¥, sen4)]

Nesgo(§) =

= - —— — (cos~y,sen~y).
[E[(cos 4, sen F)]|

Diremos que un estimador circular 4 dun pardmetro v é inesgado ou non ten nesgo se a

direccién media de 4 é o propio parametro que se esté a estimar, isto é, se o seu nesgo é nulo.

Co obxectivo de achar a distribucién dos estimadores dunha von Mises, serd importante

recordar, que para mostras grandes,
\/ﬁ(ﬂmv - K ’%mv - H) ~ N(O, 171)7
onde I é a matriz de informacién de Fisher, a saber:

2 2
B (glﬂlogL a%ﬁlogL)] _ <I€A(I€) 0 >
2 2 - Ak .
o log L s logL 01— A%(k) - AW

I=E
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Asi, para un tamafio mostral n considerable, podemos aproximar

) 1 - - 1
R o (e )
n(l—A4%k) - =7

nkA(k)’ (3.6)

Daquela, fiyy, kme son aproximadamente independentes e seguen unha distribuciéon normal con
medias u, k, respectivamente, e as varianzas explicitadas con anterioridade.

.. . k— k—0 . ‘s
Observacion 3.3. Como queira que A(k) —> 1, A(k) “—= 0, se 0 pardametro de concentracion s

é pequeno, u estimarase con menos precision.

Observacion 3.4. Dado que A(k) é unha funciéon non linear, &, = A~}(R) é un estimador con

nesgo de x. Unha aproximacion para este nesgo é posible,

n n—oo 3K N
R I R N

n—oo 3K
~ (3.7)
da cal podemos deducir que, para un mesmo tamano mostral, a estimaciéon de x ser& peor canto

maior sexa o seu valor poboacional.

Unha proposta para un estimador de x que non presente tanto nesgo foi feita por Best e
Fisher en [4]. Eles foron quen de probar, simulacion mediante, que a seguinte alternativa a este

estimador aproximabase a ter nesgo nulo, agis no caso de que ambos n, x fosen pequenos.

N

/ /%mv -2 ~
max s ———,0 se Ry < 2,
NRmo
(n — 1)3Rme .
— se Rmy > 2.

n° +n
Outras alternativas a &, poden acadarse, cofiecendo as seguintes expansiéns da funcion

A(k),

11
AR) el — -~ - -3

(%) 2k  8k? 8&3+0(H ): 38
Ay~ (1o Ly Ll 1 (3:8)
R0y 8" T T30 T )

Ao realizarmos a inversion das expresions anteriores, podemos obter outras opciéns para o esti-

mador do parametro de concentracién tanto nos casos nos que R é grande,

. 1 1
k=~ — — —— ——:

20-R)—(1-R?2-(1-R)?® 2(1-R)’

coma na eventualidade de que R sexa pequeno,

_ 5 _
kz2R+R3+éR5.
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—1
A maiores, a primeira das aproximacions en (3.8]) permitenos denotar por v = (%O + %) , de
xeito que, para k > 2, é razoable aproximar 2v(n — R) = 2nv(1 — R) ~ x2_,. Segundo o que

precede, tamén temos a descomposicion

2nv(l —C) = 2nv(1 - R) + 2nv(R—-C0O)
=Xn =Xn-—1 =X1

Estas expresions serannos de utilidade nas vindeiras paxinas.

Remataremos esta seccidén estudando a consistencia dos estimadores de méaxima verosimili-

tude; para o cal serd presciso conecer as seguintes deficinions.

Definicion 3.5. O erro cadratico medio para un estimador 4 dun parametro « materializase en
ECM; = E[(§ — v)?] = Nesgo*(§) + Var(¥).

Definicién 3.6. Nomearemos como estimador consistente a todo aquel estimador que, ao au-
mentar o tamano da mostra, aproxime o seu valor ao do pardmetro que esta a estimar, i.e.
lim ECM4 = 0.
n—oo
Atendendo ao que se expuxo de modo pretérito respecto das aproximacions da varianza (3.6))
dos estimadores e do nesgo de Ay (3.7)), podemos colixir que ambolos dous estimadores de
méxima verosimilitude son consistentes.

Todo este compendio de propiedades sera observado de xeito empirico, por medio de simulacién,

en futuras secciéns deste capitulo.

3.3.3. Tests sobre os parametros e intervalos de confianza

Un artiluxio capital para poder elaborar tests sobre os parametros dunha distribucion v M (u, k)
é o test da razon de verosimilitudes. Na estatistica clasica, sendo X unha variable aleatoria real
linear con distribucion pertencente a unha familia {F},cr, o estatistico da razon de verosimili-

tudes para o contraste de Hy : v € Iy fronte a Hy : v € I' \ I'y definimolo coma

SUP,er, L(X)

Alx) = sup,er L(x) '

Co obxecto de elaborar os nosos propios tests da razoén de verosimilitudes para os parametros

da distribucion von Mises, habemos de reescribir a funciéon de log-verosimilitude (3.4)),

log L = n [—log2m + kR cos(d — p) — log In(k)] .
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A partires desta expresion seranos confortable obter os estatisticos pertinentes para os tests sobre

0s parametros.

Supofiamos que queremos comprobar que a direcciéon media dunha mostra toma un valor
especifico, isto é, queremos contrastar Hy : p = g, fronte a hipotese alternativa Hy : u #
1o Se o pardmetro de concentracion é conecido, o estatistico de razén de verosimilitudes é
T = 2nk(R — V), e poderemos aproximar a sia distribucion coma T =~ x?. Pola contra, se
ignorasemos o valor poboacional do parametro de concentraciéon, o devandito estatistico toma
COrpo en

Y = 2n[fimy(R — Vo) — log Io(Rmy) +log Io(R)], &= A""(Vo).

De querermos simplificalo, bastaria substituir & por &, de xeito que, baixo Hy, T = 2n&m, (R—
Vo) =~ x?2. Conforme a isto, rexeitaremos a hipétese nula se o valor do estatistico é maior ca o
cuantil correspondente ao nivel de significacién « dunha distribuciéon khi cadrado dun grao de
liberdade.

Outro xeito de contrastar esta hipotese é elaborando intervalos de confianza para o parametro
de localizacién e comprobando se o valor pg cae dentro deles ou non. Un modo de facelo é

alicerzandonos no estatistico 2n/%mv(R — ‘70), de xeito que o intervalo tera extremos
_ 11—
6 + arccos <2A1’a> , (3.9)

onde por X% o denotamos o cuantil « superior da antedita distribucion.
Asemade, é posible elaborar outro intervalo, utilizando o feito de que \/nRfm, send ~ N(0,1),

e asi

_ z
0 + arcsen afﬁ ,
vV NnREmw
con z4/7 0 cuantil dunha normal estandar que acumula & stia dereita probabilidade « /2.

Observacion 3.7. Esta aproximacién é apropiada sempre que Ry = 2 0U Ay < 0.4, n > 10.

En ausencia de comprobacién tedrica na nosa bibiliografia para o afirmado, procedemos a fa-
cer unha ilustracién empirica mediante simulacién en “R: imos xerar 500 mostras de tamano
100 dunha vM (0, ko) con kg € {0.2,3}, conforme as hipoteses do enunciado. Para cada mostra,
determinaremos R, Ry, 0 € almacenaremos o estatistico \/nR&m, sen d nun vector de xeito ite-
rativo. A este lle podemos aplicar un test de Shapiro-Wilk para contraste de normalidade, do
que obtemos valores criticos de 0.7 para kg = 0.2, e de 0.8 para kg = 3, isto é: podemos aceptar a
hip6tese de normalidade a todos os niveis habituais de significacién. Na figura observamos os
histogramas da simulacion resultante en cada caso, acompanados da funciéon de densidade dunha

Normal estdndar, indicada con lifia vermella. Coliximos que o resultado presentado é factible.
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@ |
s L
“
=
= =
@ o @
g8 < 8 o
o
S =
=}
o | o |
o =1
T T T T T T 1 T T T T T T 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 2 -1 0 1 2 3
mu0=0, kappa0=0.2 mu0=0, kappa0=3
(a) vM(0,0.2) (b) vM(0,3)

Figura 3.1: Simulaciéon de v/nRkmy, send e aproximaciéon & distribucién normal.

Atendendo & aproximacién asintotica anterior, e sempre que esta sexa realizable, podemos

elaborar un test paramétrico para a direccién media sen mais ca tomar ¢, = L_ ¢ 0 estatistico
K

_ vnR
sen(6— A . . ~ .
E, = sen(O=po) (0,1), que variara segundo o pardmetro de concentraciéon nos sexa cofniecido
T
ou non. No primeiro caso, substituiriamos en F,, kK por kg, o valor poboacional; e no ulterior, por

Fmu- Asi, poderemos rexeitar Hy : u = o fronte a

Hy:p# po, se|En|> zq0,
Hy:p > po, se pg—7 < fimy < po, En < —2aq,
Hysp < po, 8€ fimy < o+ 7, En > —24.

Se tornamos agora a nosa atencion aos tests referidos ao pardmetro de concentracion, en
particular aos baseados no estatistico da razén de verosimilitudes, decatdremonos de que esta

ultima, cando a direccién media non nos é consabida e a aproximamos por ji,,, toma a expresiéon

N = IO("%mv)
T =2n|(Rmy — ko) R — log———=1 ,
( 0) & To(ro)

e logo o test depende monotonamente de R = v/C? + 52, de xeito que rexeitaremos Hy : k > kg

se R toma valores grandes; e Hy : k < kg se R toma valores pequenos.

Observacion 3.8. Baixo a hipdtese nula, a distribuciéon do pardmetro R non nos é ignota.

A elaboracion doutros tests aproximados é posible: tomando a expansion da funcion A(k),

(3.8]), é razoable aproximar 2v(n — R) ~ Xﬁfl, para k > 2. Asi, poderemos non aceptar Hy :
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Kk = kg fronte a

Hi:k 75 Ko, Se 21)(71 — R) < Xi—l,a/2 ou 21}(71 - R) > X?],—l,l—@c/?
Hy : k> Ko, se2v(n—R)> X%—Ll—a
Hy:k <k, se2v(n—R)< X%—l,a’

no caso de que a direccién media nos sexa ignota. Na eventualidade na que p = pg fose consabida,
n

se k > 2, repetiriamos o test anterior, pero substituindo R por Ry = Zcos(&i — po). Asi, non
i=1
aceptariamos Hy : k = K¢ fronte a

Hi : Kk # ko, se2v(n— Ry) < ng,a/2 ou 2v(n — Ry) > X?L,l—a/Z

Hiy: k> Ko, se2v(n— Rg)> X?%,l—oz
Hiy : k < Kp, se22v(n— Ry < X%,of

Podemos tamén aproveitar este método para fabricar os intervalos de confianza de nivel 1 —«

para o parametro de concentracién, sen mais ca tomar
n—R n—R
6= —5—"—, b=——"—,
2 2
Xn—1,1-a/2 Xn—1,a/2

e asi obter

(1+\/1+3a 1+\/1+3b>

1
4q 4b (3.10)

3.4. Bondade de axuste

Chegados a este punto, é importante retornar a unha das ideas primordiais que subxace neste
traballo: a de atopar artiluxios inscritos na linguaxe matematica que nos permitan aprehender
a realidade. Sabemos, porén, que calquera acaecemento produto da estocéastica incisa no mundo
natural non pode ser encaixado con absoluta precisiéon nos nosos modelos tebricos. Porén, pode-
mos esixir certos requerimentos razoables que os nosos modelos (neste caso, as nosas distribucions
circulares) tefien que respectar para podelos utilizar coma ferramentas de comprension da reali-
dade: que presenten afinidade coas caracteristicas definitorias dos datos que estamos tratar (con
datos circulares, precisamos que as distribucions sexan periddcas), e que non contravenan o com-
portamento dos datos observados. Este tltimo requisito é o que motiva a creaciéon de métodos
que analicen a bondade do axuste dunha distribucién sobre unha mostra.

Nesta seccion centrarémonos en tres tests de bondade de axuste para mostras circulares, nos que
a hipotese nula formiilase coma Hy : F(6) = Fy(6): o test x2, o test de Kuiper e o test de Watson.
A informacion a este respecto foi extraida de Batschlet 3], Capitulo 4, e os artigos respectivos

que citaremos no debido momento.
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O test x? neste caso ciméntase sobre ideas parecidas as do analogo que atopamos na estatistica
real linear. O procedemento de cara a sta construcion comeza por subdividir a circunferencia
en k arcos (que poden ser de lonxitude variable, pero aos que pedimos, en xeral, que contefian
sempre 4 ou mais observacions mostrai{b; e en cada un deles computar a frecuencia observada,
que denotaremos coma nj, e a frecuencia esperada baixo a hipétese nula, e;, j = 1,...,k. O

estatistico para o contraste eriximolo coma

2
N — e
M €Xi_. (3.11)
- €;
7j=1
Asi pois, non aceptaremos a hipdtese nula de que a nosa mostra dimana dunha distribuciéon dada

Fy(0) para un nivel de significacién « se o nivel critico é menor ca éste.

Observacion 3.9. Este test comporta duas eleccions (o ntimero de arcos k, e candaseus puntos
extremos), que, como comprobaremos mais adiante, ocasinan que o antedito non sexa consistente

para comprobar bondade de axuste.

De cara & confeccién do test de Kuiper, supofiamos que temos unha mostra 61, ..., 8,, i.i.d con
funcion de distribucion baixo a hipotese nula Fy(#). Para esta mostra, imos definir a stia funcion

de distribucién empirica.

Definicion 3.10. Dada uha mostra 61, ..., 0,, ordeada de xeito que 6(1) < ... < (), definimos

a funcion de distribucién empirica coma

0, sef< 9(1)
Fn(0) = %, se Q(i) §0<0(i+1)7 1=1,..n—1
1, se 0 > H(n)

Observacion 3.11. A funcién de distribuciéon empirica depende da eleccion da orixe e do sentido

de rotacion.

A partires deste concepto, imos construir o estatistico de Kolmogorov-Smirnov, xa conecido
por nos na asignatura de Inferencia Estatistica, para mostras de datos circulares. Definimos as
seguintes cantidades:

DY = VasuplFu(0) = F(O)). Dy = aswplF(0) = Fy(0)]. Dy = méx{Dn*, Dn"}.

Decontado bosquexamos o estatistico para o test de Kuiper, V,, = D" + D, ; daquela, un valor
pequeno do estatistico é indicativo dun b6 axuste & mostra. Seguindo este fio de razoamento,
non aceptaremos a hipétese nula se o valor do estatistico na mostra supera o valor critico teérico

para o nivel de significacién prefixado.

10O motivo tras este requerimento é que o erro de test x2 é considerable cando hai frecuencias miadas.
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Observacion 3.12. Notemos que, asi definido, este estatistico é invariante por cambio na orixe.

Outra alternativa ao test de Kolmogorov-Smirnov no caso real linear é a do test de Cramer-

von Mises, baseado no estatistico
oo
Cc? = n/ (G, — G)*dF,
—0o0
con G(z), Gp(z) as funcions de distribucion e distribucién empirica dunha variable real linear

X. Watson [24] plantexou un test parello a este, adaptado a observacions circulares, cimentado

no estatistico )

W2 = /0 7 [(Fn —F) - /0 QW(Fn — F)dF] dF.

Observacion 3.13. O estatistico de test de Watson é invariante por rotacion.

Rexeitaremos a hipotese nula se o valor do estatistico é maior ca o cuantil correspondente ao

nivel de significacién desexado para o test.

Observacion 3.14. Reparemos en que facer un test de bondade de axuste para unha certa dis-
tribucion F'(f) sobre as observacions 61, ..., 60, i.i.d. é equivalente a estudar a uniformidade da

mostra transformada {27 F (6;)}7 .

3.5. Tlustracién dos resultados por simulaciéon

E de grande interés poder ilustrar os resultados inferenciais respecto dos parametros p, s
dunha von Mises expostos preteritamente. O software ‘R, e en particular o conglomerado de
funciéns anidadas no paquete circular, permitenos poder facer un gran ntimero de simulaciéns
da von Mises e tamén inferencia sobre os seus parametros para poder comprobar empiricamente

as propiedades expostas en seccidéns anteriores.

Un posible esquema para poder levar a cabo este obxectivo consta dos seguintes pasos:

1. Xeramos unha mostra dunha distribucion vM (ug, ko), fixando de antemén os valores de

Lo, Ko € tamén o tamano mostral n € {50, 100,500}, facendo uso da funcién rvonmises.

2. Para a devandita coleccién de observaciéns simuladas, determinamos os estimadores de
maxima verosimilitude dos parametros de interés, mediante mle.vonmises, que, en cada

iteracion, iremos acumulando nos vectores fi , K .

3. Repetimos os dous pasos anteriores B = 500 veces, de xeito que podamos completar i’ =

(Ia}nv? H&ELv)ﬂ R = (’%}nvv 7l%ﬁv)'
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4. Calculamos o nesgo e o erro cadratico medio dos estimadores de u, k, atendendo a sia

natureza circular ou numérica (linear),

Nesgo(fimy) = atan2 (Sﬂ, Cﬂ) — po, ECMg,, = Nesg02(ﬂmv) + (1 —Rp);

B
" 1 j " N
Nesgo(fmy) = B Z Rl — KOs ECM,,,, = Nesgo®(Rmy) + Var(fme),
=1
B B
onde estamos a denotar C = Z COS I Sp = Z sen fi,,,, as compofientes do coseno e

j:l j:l
. . . . 5 1
seno do vector resultante asociado &s observacions abeiradas en ft, e Ry = — /C/% + S‘%, a
n

sta lonxitude normalizada.

Con todo isto, poderiamos elaborar un cadro analogo a onde temos recollido os resultados
de distintas simulaciéns da von Mises con diversos tamanos mostrais e valores dos parametros

iniciais. Este compendio de resultados simulados permitenos observar en casos empiricos moitas

Modelo Nesgo ‘ Erro Cadratico Medio
w=0 k=1 o Rmw Jre R
n =50 0.01511  0.03923 | 0.02306 0.05752
n = 100 0.01159  0.02769 | 0.01098 0.02894
n = 500 -0.00641 0.00368 | 0.00241 0.00531
p=m/2 k=5 flmw R flmw R
n =50 0.00201  0.25382 | 0.00247 1.11550
n = 100 -0.00130  0.09635 | 0.00108 0.45922
n = 500 0.00062  0.01417 | 0.00024 0.08801
p=r  K£=101 fm R flmw R
n =50 -0.00065 0.44506 | 0.00115 4.37187
n = 100 -0.00091  0.19999 | 0.00054 2.17563
n = 500 -0.00011 0.11246 | 0.00010 0.42878

Cadro 3.1: Simulacion dos resultados inferenciais dunha von Mises con “‘R.

das propiedades que comentabamos na seccién deste capitulo.

De modo primixenio, convén reparar en que o patrén dos tres modelos estudados en é moi
similar: a maior tamano da mostra, menor é o nesgo (en valor absoluto) e o erro cadratico
medio dos estimadores de maxima verosimilitude de ambos os dous parametros, dando conta da
consistencia dos mesmos que xa se expuxo con anterioridade. A maiores, é frutifero comparar os

modelos entre si segundo o tamano do pardmetro de concentracién poboacional: para un mesmo
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tamano mostral, un valor grande de kg comporta, como xa apuntabamos, un nesgo menor para
o estimador do parametro de localizacién; e un valor magno supén unha peor estimacion de si,

xa que o nesgo de Ky, ¢ ECM van en aumento.

Kmu

3.6. Ilustracion das técnicas inferenciais con datos reais

Os instrumentos inferenciais que temos presentado permitirdnnos exudar conclusions dos

datos que xa introducidos e tratados preliminarmente en anteriores capitulos.

3.6.1. Cambios nos ciclos de temperatura en Monte Alvear

Como xa explicamos ao principio deste traballo, os cambios no ciclo de temperatura desta
rexion periglaciar arxentina dan unha idea da afectacion que sofre a rexién glaciar a causa do
quentamento do noso planeta.

Posto que estamos medindo os momentos temporais ao longo dun dia nos que cambian os ciclos,
as observacions recollidas estdn medidas en radians no intervalo [0, 27), respecto dunha orixe
situada en § (a hora cero do reloxo) en sentido horario.

Ao longo desta seccion, nas distintas figuras, estamos a indicar # como un punto vermello e

(a) Cambios de ciclo a xeada. (b) Cambios de ciclo a desxeo.

Figura 3.2: Inferencia sobre as mostras de cambios de ciclo de temperatura

tamén como una flecha da mesma cor e lonxitude R; # como un punto verde, e # en cor azul.
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Comezaremos por estudar con detemento os datos recollidos nos cambios do ciclo de tempe-
ratura a xeada. Se esbozamos un grafo preliminar das observacions acompanadas dun estimador
non paramétrico da densidade (figura , pode agromar unha intuicién de que a mostra seme-
lla ter un comportamento unimodal, non uniforme, concentrado nas horas de nocturnidade total
(dez, once e doce da noite), se ben é perceptible un pico arredor das sete da tarde.

Do calculo dos estimadores puntuais para direcciéon media, mediana, moda e lonxitude normaliza-
da do vector resultante, empregando mean.circular, median.circular, rho.circular paquete
circular, e mode_est_circ do paquete bnpreg, agroman os valores 6 = 5.88 (en horas, 22:27
aproximadamente), 6 = 5.85, (22:20), # = 5.03 (19:12) ¢ R = 0.35. Reparemos en que estes
valores semellan ratificar as intuiciéns iniciais que esbozamos no paragrafo anterior, por mor da
semellanza entre media e mediana, a localizacion da moda no luscofusco, e un parametro de
concentracion significativamente alonxado do cero (caso uniforme).

Os valores criticos correspondentes aos tests de uniformidade, calculados en “R mediante os co-
mandos rayleight.test, rao.spacing.test, kuiper.test, son infimos (menores de 0.001, de
feito), co cal rexeitamos uniformidade para esta mostra. Conforme estes resultados, semella opor-
tuno contrastar a posible simetria da mostra. Levando a cabo o test desenado por Pewsey para es-
te proposito, que programamos de xeito manual, facendo uso das funcions trigonometric.moment
para mostras circulares, acadamos un p-valor segundo o que deducimos que non hai evidencias
para rexeitar simetria aos niveis de significacién do 0.1, 0.05, 0.01.

E razoable, a vista destes resultados, comprobar se a mostra poderfa promanar dunha distri-
bucién von Mises. De cara a implementar este contraste, podemos elixir entre dias opciéns:
introducir os nosos datos na funciéon watson.test ou ben executar as referidas aos tests de
uniformidade cos datos transformados {27 F(0;)}" ;, con F(#) a distribucién von Mises con pa-
rametros estimados por maxima verosimilitude a partir da mostra. En calqueira caso, os valores
criticos correspondentes a estes tests permitennos colixir que esta distribucién axtstase ben ao
comportamento da mostra.

Visto isto, aproveitaremos os artiluxios inferenciais que temos & nosa disposicién desenados
para a antedita distribucién. O célculo dos estimadores por méaxima verosimilitude, mediante

mle.vonmises devolve fin, = 5.88, Kpy = 0.75.

Para os cambios de ciclo a desxeo, podemos seguir un esquema semellante: comezamos por
observar, sobre un grafo parello ao do caso anterior (figura , que os datos parecen agromar
dun modelo unimodal, simétrico e non uniforme; e estan concentrados nas horas preto do me-
diodia. En efecto, computando os anélogos mostrais de media, mediana, moda e p, colectamos
os valores # = 2.80 (en horas, 10:40 aproximadamente), § = 2.85, (10:53), § = 2.92 (11:09) e

R = 0.53. Paga a pena apercibirse de que a concentracién respecto da direccion media é mais

acusada no caso do desxeo ca no caso da xeada.
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Respecto da uniformidade, os tests que temos dispoiiibles corroboran as nosas sospeitas: os va-
lores criticos que devolven son irrisorios. Non é asi no caso da simetria, onde o p-valor é de
0.07, puidendo, en consencuencia, non rexeitala para niveis de significacion menores ao 5 %. Por
conseguinte, é axuizado realizar un test de bondade de axuste para a distribucién von Mises. O
test de Watson achega un valor critico entre 0.5 e 0.01, e o resto, valores superiores ao 0.10: a
un nivel de significacion do 1%, non rexeitamos a hipotese de simetria e tamén que a devandita
distribucién axustase ben 4 nosa mostra. Asemade, podemos achegar os valores de fi,,, = 2.80 e
Fmy = 1.25, asi como elaborar intervalos de confianza do 95 % para ambos os dous parametros,

compuntando directamente en ‘R as expresions (3.9)), (3.10). Deste modo, os intervalos
(1.223, 4.389), (1.131, 1.599)

contenen aos parametros poboacionais p, k (respectivamente) cun 95 % de probabilidade.

As conclusions que podemos extraer a partir destes resultados respecto ao comportamento
nos cambios de ciclo a xeada e a desxeo é que ambas tenen un comportamento unimodal, cos
cambios, como era de esperar, para xeada concentrados na nocturnidade, e para desxeo nas horas

de mais luz; se ben os primeiros estdn mais espallados no circo ca os tltimos.

3.6.2. Conduta das pulgas de praia

De acordo co que se comentou con anterioridade, a orientaciéon das pulgas da praia ao voltar
cara a ribeira reflicte o estado de conservacién do ecosistema litoral. Neste caso, estamos a estu-
dar a conduta destes anfipodos na praia de Zouara, na costa nordés de Tunez.

Cara o nordés ¢ precisamente a orientacion que toman maioritariamente os saltos, segundo o ob-
servable na figura[3:3al Asi o reflicte tamén a estimacion non paramétrica da densidade, indicada
con lina descontinua, ademais de achegar a idea de que o comportamento é unimodal, simétri-
co e non uniforme. Comprobemos se estas afirmaciéns correspoéndense realmente coa poboacién

subxacente dos datos recollidos.

En efecto, o cédlculo das medidas descritivas mostrais fainos ver que media, mediana e moda
son coincidentes, # = 5.41 (direccién nordeste), e que o pardmetro de concentracion R = 0.44
esta bastante alonxado do caso uniforme.

Podémonos cerciorar da veracidade desta tltima afirmaciéon sen méis ca executar os mesmos tests
ca en casos anteriores. Como queira que todos os valores criticos son extremadamente mitdos
(menores ca 0.001), poderiamos rexeitar uniformidade. Procedemos inmediatamente co contraste
de simetria: con un P-valor de 0.09, poderemos aceptar a hipdtese nula aos niveis de significacion

habituais de 5%, 1 %.
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Logo que temos constatado, a eses niveis, que a mostra é simétrica e non uniforme, convén
comprobar a bondade de axuste dunha von Mises: os tests devolven valores criticos insignifican-
tes, polo que rexeitamos que a distribucién subxacente se poida identificar coa antedita. Porén,
podemos probar con outra das distribuciéns simétricas e unimodais que temos visto, por exemplo,
a Normal Enrolada W N (u, p): aplicaremos contraste de uniformidade sobre a mostra transforma-
da {27 F(6;)}}_,, con F(#) a funcion de distribucion de W N (u, p) (pwrappednormal). Decontado
comprobamos que a Normal Enrolada tampouco se adapta ben 4s nosas observacions, en tanto
todos os valores criticos dos tests (Kuiper, Rayleigh, Rao e Watson) son infimos ou directamente

nulos.

(a) Pulgas de praia. (b) Voo das pombas mensaxeiras.

Figura 3.3: Inferencia preliminar sobre as mostras sandhoppers, pigeons do paquete NPCirc .

3.6.3. Xeolocalizacion das pombas mensaxeiras

Tal como adiantamos ao encomezo do traballo, a literatura bioloxica centrada na investi-
gacion dos mecanismos de xeolocalizaciéon en animais, en particular, nas pombas domésticas é
ampla e conta con varias hipoteses para dar explicacién ao seu funcionamento. Nas observacions
recollidas en pigeons, e que trataremos deseguido, a direcciéon de residencia & que deberfan voltar

as pombas correspondese co dngulo 27 na circunferencia.

Un céalculo preliminar dos valores mostrais das medidas descritivas mais importantes revela
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que 6 = 0.17, e que hai dous posibles direccions medianas, 6; = 0.1, 6y = 0.07. Isto estanos a
advertir de que a mostra non ten por que ser unimodal; se ben a estimacién non paramétrica da
densidade semella contravir esa idea (figura[3.3b]). Doutra banda, a lonxitude do vector resultante
normalizada R = 0.57 deixa entrever unha dispersién considerable.

Parellamente aos outros casos, podemos comezar por analizar un posible comportamento uni-
forme: os valores criticos dos test correspondentes a este contraste permitennnos colixir que a
mostra non ¢é uniforme. Tampouco é simétrica: o P-valor do test correspondente, 0.002, ¢ infimo

e, en consencuencia, rexeitariamos simetria para esta mostra.

Xa que non podemos aceptar simetria, non contamos con evidencias estatisticamente signi-
ficativas de que a mostra promane dunha distribucién von Mises, polo cal este é un exemplo
suxestivo no que pararse a estudar a fiabilidade do test khi cadrado, sinalado en secciéns anterio-
res. O principal problema que agroma da utilizaciéon deste test de bondade de axuste é nado da
eleccién implicita que supén cortar a circunferencia en arcos: tanto da escolla dos puntos inicial
e final de cada arco como a sia lonxitude poden levar a resultados contraditorios.

Para comprobar a veracidade do test x2, imos realizar unha colecciéon deles en ‘R: bastara xerar

algiins ntumeros aleatorios ay, ..., ax11 no intervalo [0,27) e contar cantas observacions da nosa
mostra caen en cada arco [aj, a;41], ntimero que denotamos por n;, j =1, ..., k.

Observacion 3.15. Consideramos que unha coleccién de puntos aq,...,ar+1 é satisfactoria para
levar a cabo o test cando n; >4, j =1,..., k.

Unha vez fixados os arcos, procedemos a calcular os valores esperados en cada un coma
ej = n[F(ai41) — F(a)], 7 = 1,...,k, con F(#) a funcién de distribuciéon da von Mises cos
parametros estimados por méxima verosimilitude a partires da mostra.

Decontado computamos o estatistico de contraste (3.11]) e o valor critico asociado calciilase como

P(Xi_l_2 > D).

Observacion 3.16. Notemos que, xa que para este test estimamos dous pardmetros, os graos de

liberdade da distribucién seran k& — 1 — 2.

Implementando este compendio de ideas no c6digo, é sinxelo iterar o test para distintas co-
leccidns de puntos, obtendo en cada caso valores criticos moi dispares para a nosa mostra: nun
caso acadamos un valor critico de 0.29, que permitiria aceptar a hipotese nula de que a von
Mises axustase ben ao comportamento das pombas aos niveis de significacion habituais; mentres

que noutro caso obtivemos 0.004, un valor critico infimo atendendo ao cal rexeitariamos o axuste.
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Capitulo 4

Conclusions

Nas paxinas que constittien o noso traballo esperamos ser quen de imbuir na lectora con ideas
introductorias de cara ao tratamento de datos de natureza circular, e da stia utilidade para tratar

moitos dos fenémenos que acaecen derredor noso.

No capitulo co que abrimos o texto xenou a importancia de definir unhas medidas descriti-
vas que non dependesen da eleccién da orixe e do sentido de xiro dos datos e asemade tamén
agromou unha das diferenzas capitais entre a estatistica clasica e a circular: a imposibilidade de
poder definir sempre unha direccion media. E esta a problematica que fai ganar relevancia como
medida de dispersién 4 lonxitude do vector resultante R (ou 4 normalizada, R) fronte & varianza
ou desviacién tipicas, xa que R toma o papel de indicador da existencia da media: ao tomares
un valor nulo, a media é imposible de determinar.

Asemade, as representacions graficas clasicas (histogramas, represetacion no plano) das observa-
cions resultan ineficaces para retratar adecuadamente a conduta dos datos circulares, polo que
xorde a necesidade de buscar outras ou adaptar as existentes co obxecto de lograr unha efixie
mais fiel. Neste texto, resaltamos algunhas destas ferramentas: os grafos de datos en cri, os

histogramas, os diagramas de rosa e os estimadores non paramétricos da densidade.

No segundo capitulo, reparamos nas funciéns de distribucion e densidade para este tipo de
datos, que, de xeito parello ao caso linear real, quedan univocamente determinadas mediante a
funcion caracteristica. Porén, a indole periddica dos datos obliganos a procurar novos modelos,
que quer definimos atendendo a esa natureza (distribuciéon uniforme, cardioide, von Mises), quer
enrolando distribucions lineares conecidas na circunferencia (distribuciéon normal enrolada, cau-
chy enrolada, normal asimétrica enrolada), quer mesturando as devanditas.

Entre todas estas, dias distribuciéns adoptan unha importancia capital no estudo dos datos cir-

o1
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culares, a saber: a distribucion circular uniforme e a distribuciéon von Mises. Para as observacions
que subseguen un comportamento uniforme non é realizable a estipulacién da direccién media,
en tanto ningunha direccién acumula mais probabilidade ca outra. Doutra banda, a von Mises
xoga un papel parello 4 distribucién normal na estatistica clésica; tanto é asi que a primeira é
a Unica para a cal o estimador de maxima verosimilitude do parametro de localizacién coincide

coa media mostral (analogamente ao que ocorre coa distribucién normal).

A inferencia é precisamente a que ocupa o derradeiro dos capitulos que compdn o corpus
principal do traballo, e nos que afondamos en estimacién puntual para mostras unimodais e de
méxima verosimilitude para a von Mises (nas que non s6 profundamos de modo teodrico, senoén
que a maiores, ilustramos mediante simulacion), e tamén nos contrastes de uniformidade, sime-
tria e bondade de axuste, que hannos de posibilitar a identificaciéon do comportamento dos datos
circulares. Exemplificamos estes dispositivos inferenciais mediante a sta aplicacion a datos reais,

recollidos nos paquetes NPcirc e circular de ‘R, puidendo asi destilar conclusions respecto deles.

Secasi, os resultados que puidemos extraer destes datos tenen unha postura case preliminar,
pois o exposto nestas paxinas toma un caracter meramente introdutorio, xa que na actualidade,
malia ser un campo en constante expansion e desenvolvemento, contamos con conceptos e ferra-
mentas s6lidos para datos circulares que non temos recollidos aqui, pero que posibilitan analises
moito méais complexas e ricas a través dun compendio de ferramentas estatisticas, entre elas, a
comparativa entre dias ou mais mostras que promanen dunha mesma poboacién, correlacion e

regresion, inferencia preditiva, ou deteccion de datos atipicos.

Por ultimo, quixeramos aproveitar estas derradeiras linas para salientar non s6 a utilidade
dos datos circulares como espello (matemético, estatistico) idéneo para moitas das condutas ins-
critas na nosa realidade material; senén tamén o aspecto intrinsecamente humano de intentar
bosquexar con verbas o que non abrangue coas mans, que rebule, e sustenta co seu rebulir, as
achegas teoricas e practicas que integran este traballo; e que é a corporizacion exacta da arela

descrita na siia nacenza: a traslacién da substantividade ao tecido lingiiistico.
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