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Resumo

As variedades alxébricas son os subconxuntos do espazo afin determinados por un sistema de
ecuacions polinémicas. A falta dun analogo do teorema da funcion inversa provoca que a nocion
de dimensién neste tipo de conxuntos requira a introduciéon de nociéns de dimensiéon no contexto

dos aneis conmutativos.

O obxectivo deste traballo é analizar as propiedades que debe verificar unha definicion de
dimensién neste ambito e estudar a dimensiéon de Krull como definicion apropiada. Veremos
varios resultados que nos brinda, como se aplica ao caso das variedades alxébricas e distintas

caracterizaciéns que a relacionan con outros aspectos xeométricos.

Abstract

Algebraic varieties are defined as the set of points satisfying a system of polynomial equations.
The lack of a result akin to the inverse function theorem implies that the notion of dimension
concerning this kind of sets demands the introduction of notions of dimension within the context

of commutative rings.

The aim of this dissertation is to analyze the conditions that a dimension definition must
satisfy in this field and to study the Krull dimension as an appropriate definition. We will see
several results about it, how we may apply it to algebraic varieties and some characterizations

that connect it with other geometric aspects.

IX






Introducion

Un concepto fundamental en xeometria é o de dimensiéon. En moitos casos, xorde de xeito
intuitivo e asi afirmamos que unha recta ten unha dimensién, un plano ten ddas dimensiéns e o

mundo que nos rodea é (polo menos dende un punto de vista espacial) tridimensional.

Xeralizando a nocién de puntos, rectas e planos, podemos considerar variedades lineares.
Unha variedade linear é un subconxunto do espazo afin que é solucién dun sistema de ecuacions
lineares. Xeometricamente, é unha traslacion dun subespazo vectorial, polo que é sinxelo definir
a sta dimensiéon empregando esta natureza. Podemos xeralizar a construciéon e considerar un
sistema de ecuacions polinémicas non necesariamente lineares. A solucién dun sistema deste tipo
é un subconxunto do espazo afin e recibe o nome de variedade alxébrica afin. Porén, non se pode
estender a nocién de dimensiéon como dimensién dun subespazo vectorial, polo que o camino a

seguir debe ser distinto.

A alxebra conmutativa é unha ferramenta moi 1til para explicar moitas cuestions relativas 4
xeometria. En certo modo, poédese pensar que alxebra conmutativa e xeometria alxébrica son en
moitos casos diias caras da mesma moeda. E por isto que para estudar o concepto de dimension
de variedades alxébricas, podemos tratar de enmarcalo no d&mbito dos aneis conmutativos, e
chegar asi a unha definicion apropiada, de gran valor teoérico, e que nos brinde a posibilidade de

entender o seu significado xeométrico.

Ao longo da historia das matematicas, o concepto de dimensién empregouse fundamentalmen-
te de xeito intuitivo. Asi, na Antiga Grecia entendian unha curva como algo limitado por puntos,
unha superficie como algo limitado por curvas e un volume como algo limitado por superficies.
Posteriormente, comezou a verse a dimensién dun obxecto como o nimero minimo de parametros
necesarios para describilo dalgunha maneira. Porén, Cantor, en 1875, deu unha correspondencia
bixectiva entre os puntos dunha curva e un plano, facendo evidente a necesidade de especificar

que se entende por dimension.

No eido topoldxico, a comezos do século XX deuse unha primeira definicién concisa: a di-
mension dun espazo nun punto definese de xeito inductivo como o menor nimero n tal que

toda vecinanza do punto arbitrariamente pequena ten fronteira de dimensién menor que n. Esta

XI



XI11 INTRODUCION

definicion implicaba que a dimensién debia ser unha propiedade local.

En canto ao caso alxébrico, unha das primeiras definiciéns de dimensién chegou no século
XIX a raiz do traballo coas superficies de Riemann e a esixencia de que o n-espazo afin debia
ter dimensién n. Asi, falabase da dimensién dunha variedade alxébrica sobre o corpo K como o
grao de trascendencia sobre K do corpo de funcions racionais na variedade. Esta definicion foi de
feito aceptada ata ben entrado o século XX, pero deixou de ser funcional para novas construciéns
xurdidas neses anos (hai aneis que non contenen corpos, polo que a definicion carecia de utilidade
neses casos). De feito, xa se tina a idea de que a dimension debia ser unha propiedade local dun
punto, polo que esa definicién non parecia ser a apropiada. Foi entén cando Krull propuxo o que
hoxe conecemos como dimensién dun anel: o supremo das lonxitudes de cadeas de ideais primos

distintos.

Ao longo deste traballo, estudaremos esta definiciéon e veremos resultados interesantes que
verifica. Asi mesmo, intentaremos xustificar por que se considera que é unha definicién apropiada.
No Capitulo 1 introducimos ferramentas necesarias de alxebra conmutativa que precisaremos
mais adiante; son resultados elementais de teoria de aneis conmutativos e médulos. No Capitulo
2 presentamos as variedades alxébricas e vemos as stias propiedades. O Teorema dos Ceros de
Hilbert permitiranos pasar ao eido alxébrico para traballar con estes obxectos xeométricos. No
Capitulo 3, facemos un analise dende un punto de vista xeométrico das propiedades que deberia
verificar unha definicién “correcta”’ de dimensién. Estas propiedades, como veremos despois, son
verificadas pola definicion de Krull. No Capitulo 4 entramos de cheo nesta definicién e vemos
as stuas propiedades, asi como resultados interesantes entre os que se atopan algiins dos axiomas
do capitulo previo. No Capitulo 5, estudamos a relacion existente entre a dimensién dunha
variedade e o niimero de ecuaciéns necesario para describila, introducindo para iso o Teorema do
Ideal Principal de Krull. Por ultimo, vemos duas caracterizacions: no Capitulo 6, vemos que a
definicién coincide precisamente co grao de trascendencia no caso de dominios afins empregando
o célebre Teorema de Normalizacion de Noether; no Capitulo 7, damos unha caracterizacion
mediante as funciéns de Hilbert-Samuel cuxo principal interese reside en que permite o calculo

explicito da dimensién de moitos aneis.

Todos os aneis considerados seran aneis conmutativos e unitarios.



Capitulo 1

Preliminares

Ao longo deste capitulo veremos diversas definiciéns e resultados de dlxebra conmutativa que
nos seran utiles e necesarios para o resto do traballo. Salvo mencién expresa, A designard un
anel conmutativo unitario, M un A-mo6dulo e K un corpo. As demostraciéns que non se aportan
poden consultarse nos libros de Atiyah e Macdonald [3], Eisenbud [6] ou Fulton [7].

1.1. Aneis noetherianos

O contexto do noso estudo serd maiormente o dos aneis noetherianos, os cales cumpren

propiedades moi interesantes como a dada polo conecido Teorema da base de Hilbert.

Proposicion 1.1. Dado un anel A, son equivalentes as sequintes condicions:

1. Todo ideal en A € finitamente zerado.
2. Toda cadea ascendente de zeito estrito de ideais en A € estacionaria.
3. Cada conzunto non vacio de ideais en A ten un elemento mazximal.

Definicién 1.2. Un anel que cumpre unha das condiciéns equivalentes anteriores dise noethe-

1aN0.

Observacion 1.3. Os tnicos ideais dun corpo son 0 e o propio corpo polo que todo corpo é

noetheriano.

Proposicion 1.4. Se A é noetheriano e I é un ideal en A, A/I é noetheriano.

Demostracion. Dado un ideal J en A/I, a sta preimaxe é un ideal finitamente xerado, e as

imaxes dos seus xeradores xeran J. O



2 1. Preliminares

Proposicion 1.5. Sexa A noetheriano e I un ideal en A. Enton o conzunto de ideais primos de

A minimais sobre I € finito.

Teorema 1.6 (Teorema da base de Hilbert). Se A € noetheriano, enton o anel de polinomios

Alzx] € noetheriano.

Corolario 1.7. Se A ¢ noetheriano, tamén o € Az, ..., Ty].
Demostracion. Inmediato por induciéon en n usando o isomorfismo de aneis Alx1, ..., Tpt1] =
Alzq, oy zp][Tnta]- O

O resultado é tamén certo para alxebras finitamente xeradas sobre un anel noetheriano.

Corolario 1.8. Se B € unha dlzebra finitamente xerada sobre un anel noetheriano A, entén B

€ noetheriano.

Demostracion. Por ser B finitamente xerada sobre A, B = Az, ..., x,]/I para algtin ideal I en
A. Por[L4le B ¢é noetheriano. O

1.2. Localizacion

O seguinte proceso de localizacidon recibe o seu nome pola posibilidade que nos brinda de

estudar as variedades alxébricas “preto” dun punto, como veremos no seguinte capitulo.

Definicion 1.9. Sexan A un anel, M un A-moédulo e U C A un conxunto mulitplicativamente
pechado. Definimos a localizacion de M en U, denotado U~ M ou M[U~!], como o conxunto de
clases de equivalencia (m,u) € M x U/ ~ dado pola relacion (m,u) ~ (m/,u’) se existe v € U

tal que v(u'm —um’) = 0. A clase de equivalencia (m,u) denotase m/u.

E inmediato dotar a M[U~!] de estrutura de A-mo6dulo coa suma e produto por escalar

analogos ao caso de fracciéns habituais.

Da definicién de ideal primo dediicese que se P C A é primo, A — P é un conxunto multipli-
cativamente pechado (se f,g ¢ P enton fg non pode estar en P). A localizacion de A sobre tal
conxunto denotase por Ap. O conxunto de elementos I = {a/u € Ap | a € P} forman un ideal

maximal de Ap, e este é o tinico ideal maximal de Ap, é dicir, Ap é un anel local.

A seguinte proposicion describenos como son os ideais da localizacion A[U~!] con respecto
ao anel A. Isto daranos unha ferramenta 1til para traballar mais adiante no eido xeométrico. A

aplicacion i : A — A[U™!] denota a inclusién natural a — a/1.
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Proposicién 1.10. 1. Todo ideal I C A[U~] verifica I =i~ *(I)A[U™Y]. Polo tanto, a apli-
cacion I — i~1(I) do conzunto de ideais de A[lU~1] no conzunto de ideais de A € inzectiva.

Preserva as inclusions, interseccions e a primalidade.

2. Unideal J C A é da formai=1(I) para algin ideal I de AJlU ] se e sése J =i H(JAUY]),
caso que se dd se e so se cada elemento u € U é un non-divisor de cero modulo J. En par-

ticular, I + i~Y(I) € unha bizeccion entre os primos de A[U~!] e os primos de A con

ANU = 0.

Observacion 1.11. No caso da localizaciéon de A sobre un ideal primo P, o segundo apartado da
proposicién anterior danos unha correspondencia bixectiva entre os primos de Ap e os primos
de A tales que QN (A — P) = 0, é dicir, os primos de A contidos en P. Dado un ideal Q C P,
denotaremos por Qp := QAp ao ideal primo de Ap correspondente. En xeral, dado un ideal
I C P non necesariamente primo, ¢ inmediato que Ip := [ Ap é un ideal en Ap e empregaremos

a mesma notacion.

Dado un anel A # 0, sexa S C A o subconxunto (multiplicativamente pechado) de elementos
non-divisores de cero de A. A localizacién de A sobre S, A[S™!], recibe o nome de anel total de

fraccions de A e denotarémolo por Q(A).

1.3. Aneis artinianos

Existe unha condicién dual 4 de ser noetheriano: que toda cadea descendente de ideais sexa

estacionaria. Isto d& lugar aos aneis artinianos:

Definicién 1.12. Un anel A dise artiniano se toda cadea descendente de ideais en A é estacio-

naria.

Os aneis artinianos, pese a ter unha definicién anéloga aos noetherianos, non verifican as
mesmas propiedades. De feito, son un tipo moi particular de aneis noetherianos. Pero antes de

enunciar o teorema que o amosa céompre introducir varias definiciéns sobre médulos.

Definicién 1.13. Dado un médulo M, chamase cadea de submoédulos de M a unha sucesién de

submoédulos
M =My 2 My 2 - 2 M,.

Unha cadea deste tipo dise que ten lonxitude r.

Definicién 1.14. Unha cadea de submodulos de M dise que é unha serie de composicion de M
se é unha cadea maximal, no sentido de que non se pode insertar de xeito estrito outro submodulo

na cadea.
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O seguinte resultado afirmanos que toda serie de composiciéon ten a mesma lonxitude.

Teorema 1.15 (Jordan-Holder). Se un mddulo M ten unha serie de composicion de lonzitude

r, enton toda serie de composicion de M ten lonzitude r.
Definicién 1.16. Definese a lonzitude dun médulo M como a lonxitude dunha serie de compo-
sicibn de M. Se non ten ningunha serie de composiciéon dise que M ten lonxitude oo.

A lonxitude dun moédulo é unha xeralizaciéon da dimensién dun espazo vectorial. Estamos

agora en condicions de enunciar o seguinte teorema. A demostracion pode verse en [I, pp. 32-34].

Teorema 1.17. Sexa A un anel. As sequintes condicions son equivalentes:

1. A é noetheriano e todo ideal primo en A é maximal.
2. A € de lonzitude finita como R-maddulo.

3. A € artiniano.
Se se verifican estas condicions, enton A ten un nidmero finito de ideais mazimais.

Os aneis artinianos, como veremos no Capitulo 3, xogaran un papel fundamental nas condi-
ciéns de finitude de variedades alxébricas. Rematamos esta seccién con duas consecuencias do

anterior teorema que nos seran utiles na demostracién do Teorema do Ideal Principal de Krull.

Corolario 1.18. Sexa A un anel noetheriano e M un A-mddulo finitamente zerado. As sequintes

condicions son equivalentes:

1. M € de lonxitude finita.

2. Euisten Pi, ..., P, ideais mazimais en A tales que [[;_, P; aniquila M.
3. Todos os ideais primos que contenen a ann(M) son mazimais.

4. AJann(M) é un anel artiniano.

Corolario 1.19. Sexa I un ideal dun anel noetheriano A. Se P é un ideal primo que contén a

I, son equivalentes:

1. P € minimal entre os ideais primos que contenen a I.
2. Rp/Ip € artiniano.

3. Na localizacion Rp wverificase Py, C Ip para r suficientemente grande.
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1.4. Elementos nilpotentes

Un elemento a dun anel A dise nilpotente se existe r > 0 tal que a” = 0.

Proposicion 1.20. O conzunto N de elementos nilpotentes dun anel A é un ideal, e A/N non

ten elementos nilpotentes distintos de 0.

O ideal N recibe o nome de nilradical de A. Un anel dise reducido se non ten elementos

nilpotentes distintos de 0, polo que A;eq := A/N é un anel reducido para calquera anel A.
Proposicion 1.21. O nilradical de A € a interseccion de todos os ideais primos de A.

Corolario 1.22. Sexa A # 0 un anel cun ndmero finito de ideais primos minimais, Py, ..., Ps.
Enton o nilradical de A é(\;_, P;. Ademais, \J;_, P; so contén divisores de cero e se A é reducido,

Ui_, P € o conzunto de todos os divisores de cero de A.

Sexa agora I un ideal de A. Definese o radical de I como
rad I ={a € A|a" € I para algin r > 0}.

Se m: A — A/I é o homomorfismo canénico, temos que rad I = 7—(N), onde N é o nilradical

de A/I, e polo tanto rad I é un ideal.

Proposicion 1.23. O radical dun ideal I C A € a interseccion de todos os ideais primos de A

que contenen a I.

Demostracion. Aplicar a proposicion anterior a A/I. O
Proposicion 1.24. Se M € un A-mddulo finitamente xerado e I € un ideal de A, enton
rad(ann(M/IM)) = rad(I 4+ ann M).

En particular, se A € un anel local con ideal mazimal m, entén M /IM ten lonzitude finita se e

so se (I +ann M) D m” para un n suficientemente grande.

1.5. Dependencia enteira

Lembremos que se B é unha A-alxebra, un elemento b € B dise enteiro sobre A se é raiz dun

polinomio ménico con coeficientes en A.

Proposicion 1.25. Sexan A C B aneis. Son equivalentes:
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1. b € B € enteiro sobre A.
2. A[b] € un A-mddulo finitamente xerado.

3. A[b] estd contido nun subanel C' de B tal que C € un A-mddulo finitamente zerado.

Demostracion. Véxase [3, p. 66]. O

Proposicion 1.26. Sexa A un anel e J un ideal do anel de polinomios Alz]. Sexa B := Alz]/J.

Enton B é un A-mddulo finitamente zerado se e sé se J contén un polinomio mdénico.

Definiciéon 1.27. O radical de Jacobson dun anel A, denotado J(A), é a interseccion de todos

os ideais maximais de A.

Proposicion 1.28 (Lema de Nakayama). Sexa A un anel, I C J(A) un ideal contido no radical

de Jacobson e M un A-mddulo finitamente zerado. Verificase:

1. SeIM = M, enton M = 0.

2. Se asimaxes de my,...,m, € M en M/IM xeran M/IM como A-mddulo, enton my, ..., m,

zeran M como A-mddulo.

Os seguintes dous resultados son esencialmente consecuencia do lema de Nakayama.

Proposicion 1.29 (Teorema do ascenso). Suponamos que A C B € unha extension enteira de
aneis —€ dicir, todos os elementos de B son enteiros sobre A—. Enton, dado un ideal primo P
en A, existe un primo @ en B tal que P = Q N A. Ademais, se I € un ideal en B verificando

INAC P, o anterior ideal Q) pode tomarse de zeito que contena a I.

Proposicion 1.30 (Incomparabilidade). Se A C B € unha extension enteira de aneis, calquera

dous ideais primos de B distintos coa mesma interseccion con A son incomparables.



Capitulo 2

Variedades alxébricas

Neste capitulo introducimos o obxecto xeométrico central do noso estudo: as variedades alxé-
bricas. Veremos a sta definicion, algunhas propiedades, e a relaciéon que tefien con certos ideais
do anel de polinomios. Esta relacion entre variedades e ideais, dada polo Teorema dos Ceros de
Hilbert (Nullstellensatz, polo seu nome en aleman) permitiranos traballar no marco da alxebra
conmutativa para acadar resultados con aplicaciéns xeométricas. Ademais, construiremos o anel

de coordenadas dunha variedade, o cal garda unha intima relacién coa variedade en si.

Dado un polinomio f € Klzy,...,2,] podemos considerar unha funcion f : K" — K do
n-espazo afin K™ no corpo K; a imaxe de cada punto (ay,...,a,) vén dada substituindo en
f os x; polos a;. As funciéns deste tipo reciben o nome de funcions polinomicas e se K &
infinito, polinomios distintos definen funciéns distintas (s6 o polinomio identicamente nulo se
pode anular para todo K™). Polo tanto, podemos ver o anel de polinomios K|z1, ..., Z,| como o
anel de funciéns polinémicas en K™. As variedades alxébricas seran subconxuntos do espazo afin

que anulan un certo conxunto de funciéns polinémicas.

Definicién 2.1. Dado un subconxunto S C Klz1,...,z,] de funcions polindmicas, podemos

asociarlle un subconxunto do espazo afin
V(S):={(a1,...,an) € K" | f(a1,...,a,) =0 VfeS},
que recibe o nome de variedade alzébrica (afin).

Observacion 2.2. Dise afin para diferencialo do caso proxectivo. Ao longo deste traballo, se non

se especifica o contrario, referirémonos sempre a variedades alxébricas afins.

Observacion 2.3. Se I é o ideal xerado por S en K|x1, ..., zy,], tense que V(S) = V(I). En efecto,
os polinomios de I son da forma Y g;f; con g; € K[x1,...,z,] e f; € S, polo que os puntos

que anulan os polinomios de S anulan os polinomios de I. A inclusién reciproca é trivial. Polo

7



8 2. Variedades alxébricas

tanto na definicion de V' (S) podemos intercambiar S polo ideal que xera. Como K[z, ..., %]
é noetheriano, o ideal I é finitamente xerado, é dicir, existen polinomios fi, ..., f;, tales que
I = (f1,..., fm) e asi podemos ver V(I) como o conxunto de soluciéns do sistema de ecuacions
polinémicas

fi(z1,...,xn) =0 (i=1,...,m)

Exemplos 2.4. Se K = R:

Figura 2.1: Ctibica nodal, V (y? — 23 —2?) C R? Figura 2.2: V(z2,yz) C R3

As variedades alxébricas cumpren as seguintes propiedades inmediatas:

1. V(0) = K" e V(K|[x1,...,25]) = 0, polo que § e K™ son variedades alxébricas.

2. Se {I,} é unha familia arbitraria de ideais tense que (|, V(la) =V (U, La), € asi a inter-

seccion arbitraria de variedades é unha variedade.

3. Se {I;}?, ¢ unha familia finita de ideais e [[;", I; ¢ o seu produto, tense que |J;, V(I;) =

V (I, L), polo que a unién finita de variedades ¢ unha variedade.

Polo tanto, as variedades alxébricas son os pechados dunha topoloxia sobre K™, a cal recibe o
nome de topoloxia de Zariski. Nos casos K = R ou C tense que esta topoloxia é moito menos

fina que a topoloxia usual.

Definicion 2.5. Se V é unha variedade alxébrica, unha subvariedade de V é unha variedade
alxébrica contida en V. Se V non se pode expresar como unién de subvariedades non vacias e

contidas estritamente en V', dise que V' é unha variedade alxébrica irreducible.

Observacion 2.6. Alguns autores reservan o termo variedade para o caso irreducible e denominan

conxunto alxébrico ao que nés definimos como variedade alxébrica.



Unha subvariedade de V' dise comporiente irreducible de V' se € maximal entre as subvariedades
irreducibles. Empregando o lema de Zorn e o Teorema da Base de Hilbert é inmediato probar o

seguinte feito:

Proposicion 2.7. Toda variedade alzébrica é union finita de componientes irreducibles. Se ade-

mais esizimos que ningunha componente esté contida noutra, esta descomposicion € unica.

Do xeito “reciproco” ao feito previamente, a cada subconxunto do espazo afin podemos aso-

ciarlle un ideal do anel de polinomios: dado X C K", definimos
I(X):={fe€K[z1,...,zn) | fla1,...,an) =0 V(ai,...,a,) € X},

que certamente é un ideal en K[z, ..., z,]. Podemos asi construir para cada X C K™ a K-alxebra

finitamente xerada

A(X) = K[z, ..., z,)/1(X),

que recibe o nome de anel de coordenadas de X. Pode identificarse co anel de funciéns polinomicas
en X, pois dous polinomios f, g € K|z, ..., x,] definen a mesma funcién en X se toman o mesmo

valor para cada punto de X, é dicir, se f — g € I(X).

O teorema fundamental da alxebra vincula alxebra e xeometria ao afirmar que todo polinomio
nunha variable sobre C (un obxecto alxébrico) estd univocamente determinado, salvo produto
por unha constante, polo conxunto das stas raices (un obxecto xeométrico). O seguinte teorema,

debido a Hilbert, xeraliza esta idea a ideais radicais de polinomios en varias variables.

Teorema 2.8 (Teorema dos Ceros de Hilbert). Sexa K un corpo alzebricamente pechado. Se
I C K[z1,...,x,) € un ideal, enton
I(V(I)) =rad I.

Como consecuencia, existe unha correspondencia biunivoca entre as variedades alrébricas do n-

espazo afin e os ideais radicais de K[xy, ..., zy].

Demostracion. 1. Forma débil: se V/(I) = () enton I = (1).

Suponamos que I # (1) e tomemos m un ideal maximal contendo a I. Temos entéon que
K := K[z1,...,z5]/m & un corpo e polo tanto (lema de Zariski, [3]) £ é unha extension
alxébrica de K. Por ser K alxebricamente pechado, X = K. Enton, para cada z; existe un
a; € K tal que x; — a; € m, logo (x1 — ay,...,Tn — ap) C m e por ser (r] — ay, ..., Ty — ay)
maximal (como veremos mais adiante) tense m = (x1 — ay, ..., &, — ay) € asi (a1,...,a,) €

V(m) C V(I) polo que V(I) # 0.

2. Teorema dos Ceros.
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Suponamos g € IV(I) e tomemos J := I + (zp419 — 1) C Klz1, ..., Tpn, Tnt1]. Dado
PeV(J)=V({I)NV(zpt19 — 1), temos por un lado que P € V(I) polo que g(P) =0
e asi x,419 — 1 evaluado en P é —1. Por outro lado, P € V(z,4+19 — 1) e polo tanto
ZTnt19 — 1 evaluado en P ¢é 0, chegando asi a unha contradicion. Temos enton que V(J)
ten que ser vacio e aplicando a forma débil sabemos que J = (1). Tomemos fi1,..., f, €
K(xy,...,x,] xeradores de I. Enton, como 1 € J = (f1,..., fr) + (xn419 — 1), temos que
1 =50 ai(z1,...,znt1)fi + b(x1, ..., Znt1)(Tnt19 — 1), onde os a; e b son polinomios
en K[xi,...,2n41]. Facendo o cambio de variable y = 1/z,41 e multiplicando por unha

potencia o suficientementa grande de y para quitar denominadores obtemos

r

yN = ch'(mlv axnay)fl + d(mla 7xnay)(g - y)
i=1

e substituindo ¢ por y temos que ¢V = Yoi_ici(@, ..., xn, g9)fi € I polo que g € rad I.

Reciprocamente, se 0 # g € rad I enton existe N tal que gV € I. Dado P € V(I), temos
que gV (P) = 0 polo que g(P) =0 e asi g € [(V(I)).

Podemos ir mais alé nesta correspondencia: os ideais primos correspéndense con variedades

irreducibles. Este feito é consecuencia directa do teorema anterior e do seguinte resultado:

Proposicion 2.9. Unha variedade alzébrica V' € irreducible se e sé se I(V') € un ideal primo.

Demostracion. Procederemos en ambas implicaciéns por reducién ao absurdo. Supofiamos que
existen polinomios fi, fo ¢ I(V) tales que f1fa € I(V). Enton V- C V(f1, f2) = V(f1) UV (f2),
polo que V.= (VNV(f1) UV NV(fz) ecomo f; ¢ I(V), VNV(f;) TV eV non seria

irreducible.

Reciprocamente, supofiamos que V =V, UV, con V; C V. Entén I(V') C I(V;) e se tomamos
fi € I(V;) — I(V) temos que f1f2 € I(V'), polo que I(V') non seria primo. O

En particular, se K é alxebricamente pechado, temos unha correspondencia biunivoca entre
os ideais primos (en particular radicais) de K[z, ..., x,] e as variedades irreducibles do n-espazo

afin. Ademais podemos determinar cales son os ideais maximais. Notemos primeiro que dado un

punto p = (ai,...,a,) € K" temos que I(p) = m, := (z1 — ai,...,Tn — ay). En efecto, é obvio
que my, C I(p), e como pasar ao cociente K[z, ...,z,]/m, consiste en identificar as variables z;
cos escalares a; temos Klx1,...,2,]/m, = K e asi m, ¢ maximal, de onde m, = I(p). S6 nos

falta ver que todos os ideais maximais son desta forma. Tomemos entén un ideal maximal m en

K|z, ..., 2y]. En particular é un ideal radical, e polo teorema [2.8| temos I(V(m)) = m. Pero se
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p € V(m), entén
m = I(V(m)) C I(p) = m,

e pola maximalidade de m temos que m = m,. Rematamos de demostrar entén o seguinte

resultado:

Proposicion 2.10. Se K ¢ alzebricamente pechado, existe unha correspondencia biunivoca entre
as variedades alxébricas do n-espazo afin e os ideais radicais de K[x1, ...,y na que as variedades

wrreducibles se corresponden con ideais primos e os puntos con ideais mazximais.

Esta correspondencia tamén se pode particularizar para corresponder as subvariedades dunha
variedade dada V' cos ideais radicais do seu anel de coordenadas A(V) = Klz1,...,z,]/I(V).
Unha vez mais, as subvariedades irreducibles de V' correspondense con ideais primos de A(V) e

os puntos con ideais maximais.

Ao longo deste traballo, ainda que moitos dos resultados se poden xeralizar para corpos

arbitrarios, K fara referencia a un corpo alxebricamente pechado salvo mencién expresa.

2.1. Anel local

Un dos obxectos fundamentais da topoloxia son as vecinanzas locais dun punto. Moitos re-
sultados que atinxen a espazos topoloxicos poden reducirse ao caso local para facilitar a sda
resolucién. No eido alxébrico, habera certos casos nos que nos interesara averiguar as propieda-

des dunha variedade alxébrica V' “preto” dun punto p € V.

Se consideramos a topoloxia de Zariski, as veciianzas abertas de p en V' seran conxuntos da
forma V — W, sendo W unha subvariedade de V' que non contén ao punto p. Como nos intere-
san veciianzas arbitrariamente “pequenas”, precisamos que W sexa “grande”, polo que podemos
suponer que W esta formado polos puntos que anulan unha tnica funcién polinémica f que non
se anula en p, é dicir, que W = V(f) con f(p) # 0.

A cuestion radica en que V — W pode verse como unha variedade alxébrica de K™*! contida
en V por proxeccion (ver [6], pp. 58,59), e o seu anel de coordenadas A(V — W) obtense enga-
dindo a A(X) unha inversa multiplicativa de f. Polo tanto, se a A(X) lle engadimos inversos
multiplicativos de todas as funciéns polinémicas que non se anulan en p, obtemos un novo ob-
xecto alxébrico que retine en certo modo as caracteristicas locais de V en p. E o que se denomina

anel local da variedade V' en p.

Este feito xeométrico motiva a definicion do proceso de localizaciéon que viamos no capitulo
anterior. De feito, podemos xustificar a definicién dada de anel local dunha variedade nun punto:

se A(V) ¢ o anel de coordenadas de V e P C A(V) ¢é o ideal de funcions polindmicas que se
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anulan nun punto p € V', o anel local da variedade V' en p coincide coa localizacion de A(V') en
A(V') — P, é dicir, con A(V)p.

2.2. Morfismos entre variedades

Rematamos este capitulo estudando unha cuestién presente na maioria de areas das mate-
maticas. Tras construir un obxecto matemético —por exemplo, un espazo vectorial— aparece de
xeito inmediato a necesidade de construir aplicacions entre estes obxectos que conserven a sta es-
trutura —nese caso serian as aplicacions lineares, que preservan a suma e o produto por escalar—.
Nesta secciéon construiremos os morfismos entre variedades alxébricas —os cales son aplicaciéons
continuas na topoloxia de Zariski— e veremos cando podemos dicir que dias variedades son

esencialmente a mesma, é dicir, son “isomorfas”.

Definicién 2.11. Sexan V C K", W C K" variedades alxébricas. Unha aplicacion ¢ : V. — W
dise morfismo entre as variedades V' e W se existen polinomios fi, ..., fm € K[z1,...,x,] tales

que

olat,...,an) = (fi(ar, ..., an), ..., fm(ai, ..., an))

para todo (ay,...,a,) € V. Nese caso, as funcions polinémicas f; : V' — K determinadas por

cada polinomio f; denominanse comporientes de .

Definiciéon 2.12. Duas variedades alxébricas V. C K" e W C K™ dinse isomorfas se existen

morfismos entre variedades ¢ : V — W e ¢ : W — V tales que p o) = idy e ¢ o p = idy.

Seguindo coa filosofia de comparar o camino xeométrico co alxébrico, vexamos que ocorre cos
aneis de coordenadas. Sexa ¢ : V' — W un morfismo de variedades. Lembremos que se W é unha
variedade alxébrica, A(W') é o anel de funciéns polinémicas en W. Dado un elemento g : W — K
de A(W), podemos compotier co morfismo ¢ para obter unha aplicacion gop : V' — K. A seguinte
proposicion dinos que go ¢ é unha funcion polinémica (e polo tanto un elemento de A(V')) e que

a aplicacién g — f o ¢ é un morfismo de K-alxebras.

Proposicion 2.13. Sexan V C K™, W C K™ wvariedades alxébricas e ¢ : V — W un morfismo
de variedades. Enton para toda funcion polindmica g € A(W) tense que go o € A(V) e a
aplicacion @ : A(W) — A(V) inducida por ¢ € un homomorfismo de aneis que deiza firo K C
A(W).

Demostracion. Para non causar ambigiiidade denotaremos os polinomios con letras maitsculas
e as funciéns polinémicas por letras minusculas. Sexa G(y1, ..., Ym) € K[y1, ..., Ym| un polinomio

que determina a funcién polinémica g : W — K. Como ¢ é un morfismo de variedades, esta
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determinado por polinomios H;(z1,...,zy,), i =1,...,m. Componendo, temos o polinomio
G(Hi(z1, .o s Tn)y oo s Hp(21, .oy 20)) € K[x1, ..o, T4

o cal determina trivialmente a g o ¢ polo que esta tltima é unha funcién polindémica en V. Para
a segunda parte, que @ : A(W) — A(V) é un homomorfismo de aneis dedicese directamente
como consecuencia da suma e produto de polinomios. Consideremos enton k € K C A(W) unha
funcion constante con valor k. Tense enton que @(k) = k o ¢ volve ser unha funciéon constante

con valor k polo que ¢ deixa fixo K. O

O seguinte resultado dinos que o reciproco tamén é certo, establecendo entén a correspon-
dencia (con frechas opostas) entre morfismos de variedades e morfismos (como K-alxebras) de

aneis de coordenadas.

Proposicion 2.14. Sexan V. C K", W C K™ wvariedades alzébricas e ¢ : A(W) — A(V) un

morfismo de K-dlzebras. Enton existe un dnico morfismo de variedades ¢ : V — W que induce

o.

Demostracion. Para cada funcion coordenada y; € A(W) = Klyi, ..., ym|/I(W), tense ¢(y;) €
A(V), polo que existe un polinomio F; € K|[z1, ..., x,] que determina a funcién polindmica ¢(y;).

Podemos construir enton o morfismo de variedades

0= (F1(T1, e Tn)y ooy Fp (21, ., 0)).

Pola suma e produto definidos en A(V') e a hipotese de que ¢ é un morfismo de K-alxebras,
dedtcese directamente que dado calquera polinomio G € K[y, ..., Ym], a funcion polindémica que

determina, g € A(W), verifica:
gop=9¢(g) (2.1)

Vexamos agora que ¢ leva V en W. Sexa (ay,...,a,) € V. Dado un polinomio G € I(W), tense
que determina a funcion identicamente nula g € A(W), logo ¢(g) = 0 e por (2.1) goa € A(V)

¢ a funcién identicamente nula, polo tanto

G(plar, ..., an)) = goplar, ..., an) = 0.

Temos entén que todo polinomio de I(W) se anula en ¢(ay, ..., a,), € asi p(a, ..., a,) € W. Que
@ induce ¢ é inmediato por . Faltanos ver que ¢ estid univocamente determinado. Sexa 1 :
V' — W outro morfismo de variedades tal que 1Z = ¢. Tense que 12 leva cada funcién coordenada
y; € A(W) na i-ésima componente de 1. Analogamente, $ leva cada funciéon coordenada y; €
A(W) na i-ésima compotiente de ¢. Como 1; = ¢ = {, tense que P e  teflen as mesmas

componentes e polo tanto son o mesmo morfismo de variedades. O
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Lema 2.15. Sexan V,W e Z wvariedades alzébricas e ¢ : V. — W e : W — Z morfismos de

variedades. Verificase:

Demostracion. 1. Dada f € A(V), tense Ei;(f) = foidy = f.

2. Dada f € A(Z), entén dop(f) = fo (o) = (fov)op = (f) op = BW(f) =
Bou(f). =

O seguinte é o resultado central desta seccién, xa que nos permite afirmar que a condicién de
que duas variedades sexan isomorfas é equivalente ao isomorfismo (como K-alxebras) dos seus

aneis de coordenadas.

Teorema 2.16. Dias variedades alzébricas V e W son isomorfas se e so se existe un isomorfismo
de K -dlzebras A(V) = A(W).

Demostracion. Sexan ¢ : V. — W e : W — V morfismos de variedades de xeito que awo S = idyy
e Boa = idy. Enton, pola proposicion|2.13) ¢ : A(W) — A(V) e o A(V) — A(W) son morfismos
de K-alxebras. Ademais polo lema anterior, @ o {b\ =idgwy e {b\ o = idamwy.

Reciprocamente, suponamos que ¢ : A(W) — A(V) é un isomorfismo de K-alxebras. Por
existen morfismos de variedades ¢ : V — W ety : W — V tales que p = ¢ e z/p\ = ¢~!. Polo
lema anterior temos

bop=0goh=¢od " =idyw)
e pola unicidade vista en [2.14] e o primeiro apartado do lema anterior temos que ¥ o ¢ = idy.

Analogamente veise que ¢ o 1) = idyy. O



Capitulo 3

Unha “boa” definicion de dimension

O obxectivo deste traballo é desenvolver o concepto de dimensiéon no ambito dos aneis con-
mutativos. Este marco é tan abstracto, que a nocién de dimensién non é tan intuitiva como
noutros casos e poden xurdir distintas posibles definiciéns. Porén, non podemos olvidarnos de
que partimos do eido xeométrico das variedades alxébricas, polo que parece razonable esixir que
a definicién dada verifique certas propiedades xeométricas que a priori sabemos que se deberian

cumprir.

Neste capitulo presentamos catro tales propiedades en forma de axiomas, explicando o seu
contido xeométrico e por que se deberian verificar. Esta versiéon é unha adaptacion do sistema
completo de axiomas presentado por Eisenbud [6], a cal vai ser suficiente para xustificar que a

dimensién de Krull é en efecto unha “boa” definiciéon de dimension.

Nos préximos capitulos, probaremos que esta definiciéon verifica os catro axiomas.

Primeiro axioma

Qe Re

15
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Como se pode observar na figura, a cal representa unha variedade alxébrica reducible, a
dimensién en P, () e R parece, intuitivamente, que non deberia ser a mesma. Veise asi que a
dimensioén deberia ser un concepto local. Como vimos no capitulo anterior, o anel local dunha
variedade nun punto, que recolle a informacién da variedade “preto” do punto, coincide coa
localizaciéon do seu anel de coordenadas no ideal asociado ao punto. Xeralizando a un anel

calquera, obtemos o primeiro axioma.

Axioma 1. dim A = suppegpec(4)dim Ap.

Segundo axioma

Lembremos que dada unha variedade alxébrica V', o seu anel de coordenadas A(V') é o anel
de funciéns polinémicas en V. Se f : V' — K ¢ unha funcion de A(V) e existe n tal que f™ é a
funcion identicamente nula, tense entén que f é a funcion identicamente nula. Vemos asi que as
funciéns nilpotentes non tenen relevancia dende un punto de vista xeométrico, polo que parece

razonable esixir que as nilpotencias non afecten & dimension.

Axioma 2. Se I C A é un ideal nilpotente, entén dim A = dim A/I.

Terceiro axioma

Polo teorema do valor regular, sabemos que dadas duas variedades diferenciables M e N
e unha aplicacion regular sobrexectiva f : M — N, a fibra de calquera punto ¢ € N é unha
variedade diferenciable de dimensiéon dim M — dim N. No noso caso, dado un morfismo entre
variedades ¢ : V' — W e o correspondente homomorfismo de aneis ¢ : A(W) — A(V), tense que
©(X) é denso en Y se e s6 se 1 ¢ un homomorfismo inxectivo. Se considermos A(V') como A(W)-
modulo mediante o monomorfismo ¥, veremos mais adiante neste traballo que se tal moédulo
é finitamente xerado enton as fibras de ¢ son finitas, e polo tanto 0-dimensionais, polo que se
conseguimos que se verifique un resultado analogo ao das variedades diferenciables, teriamos

dim V = dim W. Xeralizando a calquera anel, postulamos o terceiro axioma.

Axioma 3. Se A C B son aneis tales que B é un A-moédulo finitamente xerado, entén dim A =
dim B.

Cuarto axioma

Vexamos por ultimo un caso particular de variedade alxébrica da cal conecemos cal deberia
ser a sta dimension. O n-espazo afin, pensado como variedade K-linear, ten dimension n. Como
Klzy,...,x,] € 0 anel de coordenadas de K™, a sta dimension deberia ser tamén n. Polo tanto,

temos o cuarto e ultimo axioma.
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Axioma 4. Se K é un corpo, dim K[z1, ..., z,] = n.
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Capitulo 4

Dimension de Krull

Neste capitulo presentamos a definicion moderna de dimensiéon dun anel: a dimensién de
Krull, proposta polo matematico aleman Wolfgang Krull coa motivaciéon xeométrica de definir
a dimensién dunha variedade alxébrica. Desenvolveremos varios resultados que nos brinda esta
definicién e xustificaremos a stia correcta eleccién como definicién de dimensién probando xa

algins dos axiomas enunciados no capitulo anterior.

Definicion 4.1. A dimension de Krull dun anel A é o supremo das lonxitudes r de cadeas de
ideais primos
L ¢ ClI,

en A. Denotarase por dim A.
Definicion 4.2. Se I ¢ un ideal en A, definese a dimension de I como a dimension de A/I.

Observacion 4.3. Definir deste xeito a dimension dun ideal ten a seguinte explicacion xeométrica:
o anélogo da dimension de Krull para variedades alxébricas seria definila como o supremo das
lonxitudes de cadeas de subvariedades (non baleiras) irreducibles. De feito, isto xa nos é familiar
no caso dos espazos vectoriais, os cales tenen como dimension (vectorial) a lonxitude da cadea
maéis longa posible de subespazos propios. Como ademais, no caso de traballar sobre un corpo
alxebraicamente pechado, as subvariedades irreducibles dunha variedade V' se corresponden cos
ideais primos do seu anel de coordenadas A(V), tense que a dimension (como variedade) de
V & igual & dimension (como anel) de A(V). Polo tanto, se I(V) C K[zy,...,x,] ¢ o ideal
correspondente a V' parece natural definir a sda dimensiéon como a dimension de V', é dicir, a
dimension como anel de A(V) = Klz1, ..., z,]/I(V).

A anterior observacién 1évanos 4 seguinte definicion.
Definicion 4.4. Se V é unha variedade alxébrica afin, definese a dimension de V' como

dim V :=dim A(V)

19
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Exemplos 4.5. 1. Os tnicos ideais dun corpo K son 0 e K, polo que dim K = 0.

2. Se A # 0 é un dominio de ideais principais que non é corpo entéon dim A = 1. En efecto,
existe un elemento irreducible a € A logo 0 C (a) # A é unha cadea de ideais primos de
lonxitude 1. Ademais, se (¢) C (p) son ideais primos non nulos, tense que ¢ é irreducible e
que p divide a g, logo p e ¢ son asociados e (p) = (¢). E dicir, non hai cadeas méis longas

de ideais primos ca as de lonxitude 1.

3. Klz]| e Z son dominios de ideais principais e non son corpos, polo que dim K[z] = 1 =
dim Z.

Definicién 4.6. Dado un ideal primo I en A, definese a codimension de I (ou altura ou rango)

como a dimension do anel local Ay. Denotarase como codim 1.

Observacion 4.7. Se I non é primo, definese codim I como o minimo das codimensions dos ideais

primos que contenien a I.
Proposicion 4.8. Se I é un ideal primo en A, codim I coincide co supremo das lonzitudes das

cadeas de ideais primos descendendo dende I.

Demostracion. Por sabemos que as cadeas de ideais primos de Aj se corresponden con

cadeas de ideais primos de A que non intersecan a A — I, é dicir, que estan contidos en 1. O
Este feito permitenos probar xa que a dimensiéon de Krull satisface o Axioma 1.

Corolario 4.9 (Axioma 1). Dado un anel A, dim A = supjcgpec(a)dim Aj.

Demostracion. Pola proposicion anterior sabemos que dim Aj é o supremo das lonxitudes das

cadeas de ideais primos en A descendendo dende I, logo dim A > dim Aj para todo ideal primo

1. Se dim A = oo existen cadeas de lonxitude arbitraria. Polo tanto, calquera que sexa k € N

existe un ideal primo J e unha cadea de ideais primos
IhwChC-—-Cly=J

con k < s < dim Ay, e asf supsegpec(a)dim Ay = oo. Se dim A = r ¢ finito, tense que existe unha
cadea de ideais primos

LChG-Cl

polo que dim A = r < dim Ay, e asf dim A = méx;cgpec(a)dim Aj. O

Aproveitamos este momento para demostrar tamén o segundo dos axiomas, o cal é conse-

cuencia inmediata da definicion.



21

Proposicion 4.10 (Axioma 2). Se I é un ideal nilpotente dun anel A, entén dim A = dim A/I.

Demostracion. Como I é un ideal nilpotente, en particular cada elemento de I é nilpotente. Sexa
P un ideal primo de A. Se f € I, existe n tal que f* =0 € P e por ser P primo temos que f € P.
Polo tanto, todo ideal primo de A contén a I e asi temos unha correspondencia bixectiva que

conserva a orde entre os ideais primos de A e os ideais primos de A/I, obtendo o resultado. [

Existe unha relacion moi proxima entre os aneis artinianos e os aneis de dimensién nula. De
feito, os aneis noetherianos de dimension cero son precisamente aqueles que son artinianos (xa
viramos que todo anel artiniano é noetheriano). Isto ten unha aplicacién xeométrica directa pois
vainos permitir caracterizar as variedades alxébricas finitas. Os seguintes dous resultados son

consecuencia do teorema [L.1Tt

Corolario 4.11. Sexa V unha variedade alzébrica sobre K. Son equivalentes:

1. V € un conzunto finito.
2. A(V) € un espazo vectorial sobre K de dimension (vectorial) o nimero de puntos de V.

3. A(V) € artiniano.

Demostracion. 1 = 2: Sexa V = {vy,...,vs}. Como A(V) é o anel de funcions polinémicas en V,
temos que A(V) = A(vy) X --- X A(vs). Agora ben, cada funcion polindmica con dominio unitario
correspondese cun unico elemento de K e viceversa, polo que A(v;) = K e asi A(V) = K® é un

espazo vectorial sobre K de dimensién s, o nimero de puntos de V.

2 = 3: Un ideal de A(V') é en particular un K-subespazo vectorial de A(V). Como A(V') ten
dimensioén finita como K-espazo vectorial, toda cadea descendente de subespazos estaciona, polo

que toda cadea descendente de ideais tamén estaciona.

3 = 1: Se A(V) é artiniano, o teorema aseglranos que ten un namero finito de ideais

maximais. Como os maximais de A(V') se corresponden cos puntos de V', temos que V' é finito. [

Corolario 4.12. Se A € noetheriano, dim A =0 se e s se A € artiniano.

Demostracion. Un anel de dimensién 0 é un anel no que toda cadea de ideais primos ten lonxitude
0, é dicir, un anel no que todo ideal primo é maximal. Neste caso, como A é noetheriano, o teorema

[[.17) asegiranos que esa condicion é equivalente a ser artiniano. O

Polo tanto, como o anel de coordenadas dunha variedade ¢ noetheriano (¢ unha alxebra
finitamente xerada sobre un corpo) estes dous ultimos resultados permitennos caracterizar as

variedades alxébricas finitas:
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Proposicion 4.13. Unha variedade alzébrica é finita se e so se ten dimension 0.

Rematamos este capitulo probando o Axioma 3 presentado no capitulo anterior.

Proposicion 4.14. Sexa ¢ : A — B un homomorfismo de aneis que fai de B unha extension
enteira sobre A. Enton calquera ideal primo de A contendo ao nicleo de ¢ € a imaxe reciproca

dun ideal primo de B. Ademais, se I é un ideal de B, enton

dim I = dim (1)

Demostracion. Sexa P un ideal primo en A contendo a ker 1. Pola correspondencia natural entre
ideais de A contendo a ker 1) e ideais de A/ker 1, e polo isomorfismo A/ker 1) = ¢)(A), podemos
facer abuso de linguaxe e denotar por A a stia imaxe por ¥ en B. Como A C B é unha extension
enteira, podemos aplicar a proposicion [I[.29 para deducir que existe un ideal primo @ en B tal que
P=QNAdeonde P=QnN A, édicir, P =1 !(A). Para ver a igualdade das dimensiéns, dado
un ideal I en B, supofiamos que temos unha cadea de ideais primos en A ascendendo dende 1~ '1.
Polo argumento anterior e a segunda parte da proposicion [1.29] podemos construir unha cadea
de ideais primos en B ascendendo dende I de xeito que cada un deles tena como imaxe reciproca
un dos ideais da cadea en A. Polo tanto dim (I) > dim ¢~'(I). Por outro lado, dada unha
cadea de ideais primos distintos en B contendo a [, as stias imaxes reciprocas dan unha cadea de
ideais primos en A contendo a ¥ ~1(A4) que tamén son distintos por m (se p~H(J) = v~ 1(J2)
por incomparabilidade temos que J; € Jo e Jo € Ji, o cal é unha contradicion). Polo tanto,
dim (I) < dim ¢~1(I). O

Corolario 4.15 (Axioma 3). Se A C B son aneis tales que B € un A-mddulo finitamente zerado,
enton dim A = dim B.

Demostracion. Por ser B un A-moédulo finitamente xerado € en particular unha extension enteira
sobre A. Basta tomar C = B en apartado 3, para ver que todo elemento de B é enteiro.
Tomando na proposicion anterior I = 0 e tendo en conta que A C B (polo que v é a inclusion e

o nicleo é nulo) tense o resultado. O

A version xeomeétrica da proposicion anterior vai na lina da explicacién que dabamos no

capitulo anterior sobre o Axioma 3:

Corolario 4.16. Se ¢ : V. — W € un morfismo de variedades alzébricas tal que A(V) € un

A(W)-mddulo finitamente zerado, enton:

1. As fibras de ¢ son finitas.
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2. Dada unha subvariedade Vi de V', enton o(V1) é unha subvariedade de W con dim Vj =
dim ¢(V1). En particular, se A(W) C A(V), enton ¢ € sobrexectiva.

Demostracion. O primeiro apartado é consecuencia do segundo. En efecto, dado ¢ € W, como ¢
& Zariski-continua tense que ¢~ 1(q) é unha subvariedade de V. Polo apartado 2 e se o~ 1(q) # 0,
enton

dim ¢~ (g) = dim ¢(¢~'(¢)) = dim ¢ =0
e pola proposicion 0 1(q) é finito.

Para o apartado 2, podemos substituir V' por V; e W pola Zariski-clausura de ¢(V}) e asumir
A(W) C A(V). A proba redicese asi a ver que V e W tefien a mesma dimension e que ¢ é

sobrexectiva, pois nese caso ¢(V) = ¢(V) seria unha subvariedade. Pero ambos resultados son

consecuencia inmediata dos dous resultados anteriores. O
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Capitulo 5

Numero de ecuacidons e dimension

E ben cofiecido o feito de que o ntimero minimo necesario de ecuaciéns para describir unha
variedade linear m-dimensional do n-espazo afin é n — m. Reciprocamente, un sistema de ecua-
cions lineares con n incognitas e r ecuacions independentes determina unha variedade linear de
dimensiéon n — r. Porén, no caso das variedades alxébricas a situacién non é tan simple e s6
podemos conseguir certas acotacions destos valores. Ao longo deste capitulo encargarémonos de
estudar estas acotaciéns, para o cal introduciremos o Teorema do Ideal Principal de Krull; un
resultado fundamental en xeometria alxébrica cuxas consecuencias non s nos serén ttiles neste

capitulo, senén tamén para establecer caracterizaciéons da dimensiéon de Krull nos posteriores.

Neste traballo xa existe de xeito implicito unha acotacién superior do ntmero de ecuaciéons
necesarias para describir unha variedade alxébrica, e é que este ntimero ¢é finito. En efecto, o
Teorema da Base de Hilbert demostra que o anel de polinomios é noetheriano, e asi todo ideal é
finitamente xerado e toda variedade é a soluciéon dun sistema cun ntimero finito de ecuaciéns. Isto
quere dicir que toda variedade é a interseccion dun ntmero finito de hipersuperficies. En 1882
Kronecker precisou esta informacion ao darse conta de que toda variedade de K™ é a interseccion
de n + 1 superficies. De feito tras esta publicacion, algins matematicos chegaron a afirmar que
este nimero era minimo ao atopar algin exemplo de variedade que, ao parecer, non era posible
expresala como interseccion de n hipersuperficies. Porén, estaban errados, e non foi ata finais do

século pasado que se puido probar que toda variedade de K™ € a interseccion de n hipersuperficies.

Damos aqui o seguinte teorema demostrado por Eisenbud e Evans:

Teorema 5.1 ([5]). Se A é un anel noetheriano de dimension d < oo e I C Alzx] € un ideal,

existen elementos f1, ..., far1 € I tales que

rad I = rad (fl, ceey fd+1)-

Como veremos méis adiante neste capitulo, o Teorema do Ideal Principal de Krull permitenos

25
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probar a natural igualdade dim K{z1,...,2,] = n. Temos asi unha cota superior para o ntimero

de ecuacioéns necesarias para describir unha variedade alxébrica.

Corolario 5.2. Se V' ¢é unha variedade alzébrica do n-espazo afin, precisanse como moito n

ecuacions para describila.

Demostracion. Tomemos A = K[x1, ..., Zp—1], de xeito que dim A =n—1e Alz] = K|z, ..., zy].
Polo teorema anterior, existen fi,..., f, € I(V) C Alz] tales que rad I(V) = rad (f1,..., fa) €
como rad I(V') = I(V) temos

V=V{I(V))=V(ad (fi,-., fn)) = V(f1,- fn).

5.1. Teorema do Ideal Principal de Krull

O Teorema do Ideal Principal (TIP) de Krull permitenos dar un nimero minimo de ecuacions
necesarias para describir unha variedade alxébrica. Ao longo desta seccién todos os aneis fan

referencia a aneis noetherianos.

Comezamos presentando a version orixinal do teorema. Para demostralo precisamos introducir
un concepto relativo a descomposiciéon primaria: se () é un ideal primo de A, a n-ésima potencia
simbolica Q™ & a imaxe reciproca pola inclusiéon natural i : 4 — Ag de (Qg)". Polo visto en
(Qo)™ = Q" Ag, polo que QM = i (Q"Ag) = {a € A| ab € Q" para algin b € A — Q}.
Polo tanto, os elementos que non pertencen a @ son non-divisores de cero médulo Q™| e por

Mtemos que (QM™)g = (Qg)"-

Teorema 5.3 (Teorema do Ideal Principal). Se x € A e P € un ideal minimal entre os ideais

primos de A que contenen a x, entén codim P < 1.

Demostracion. Sexa Q C P un ideal primo. Intercambiando A pola localizacion Ap podemos

suponer que P é maximal. Tomemos a cadea descendente
AD>Q>QW > B o ..

a cal induce unha cadea descendente Q™ + (z) en A/(x). Como P é minimal sobre (z), temos
por que A/(x) & artiniano, polo que tal cadea se estabiliza e existe n tal que Q™ 4 (z) =
QM) 4 (). Polo tanto, dado f € Q™ podemos porier

f=g+azx
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cona € Aege QY deonde ar € Q. Como P é minimal sobre (z) temos que = ¢ Q e

pola definicion de Q™ tense que a € Q™ e asi deducimos que

QM = (z)Q™ 4 Q+1)

e cocientando obtemos Q™ /Q 1) = (£)Q™ /Q(+1). Como (z) C P e P é maximal podemos
aplicar o lema de Nakayama 1D e asi Q(")/Q("H) = 0, de onde obtemos Q™ = Q1)
Localizando esta vez en (), e tendo en conta que (Q(T))Q = (Qq)", a anterior igualdade convértese

en

(QQ)" = (QQ)"™ = Q0o (Qy)"

e aplicando unha vez mais o lema de Nakayama obtemos (Qg)" = 0 e por Ag ¢ artiniano.
O corolario [.12] permitenos concluir que dim Ag = 0, polo que codim @ = 0 e asf codim P < 1,

como queriamos demostrar. O

Podemos pensar que o TIP é un primeiro paso nun proceso inductivo e podemos xeralizalo a

un numero finito de xeradores:

Teorema 5.4 (Teorema do Ideal Principal xeralizado). Sexan x1,...,x. € A e P minimal entre

0s ideais primos que contenen a xi,...,x.. Enton codim P < c.

Demostracion. O caso ¢ =1 é o TIP e xa esta probado. Suponiamos o resultado certo para ¢ — 1
xeradores. De xeito analogo ao TIP, podemos localizar en P e considerar que P é o tnico ideal
maximal de A. Polo corolario , existe r tal que P" C (x1,...,x.) —¢é dicir, P é nilpotente
modulo (z1,...,2.)—. Sexa P; un ideal primo tal que P D Pj sen ideais primos entre ambos.
Como P é minimal sobre (x1,...,z.), Pi non pode conter a todos os z;. Suponamos sen perda
de xeralidade que z1 ¢ P;. Temos entén que P é minimal sobre P; + (x1) e outra vez como
consecuencia do corolario temos que P é nilpotente modulo P; + (z1) e en particular existen

a; € A e y; € P) tales que, para un n suficientemente grande,
=y +ar; i=2,..,c

Consideremos agora A := A/(ya, ..., y.) e denotemos tamén cunha barra encima as imaxes en A
dos elementos e ideais de A. Como P é nilpotente modulo (z1, ..., x.), pola ecuacion anterior dos
x; temos que tamén é nilpotente modulo (x1,y2,...,y), € asi P é minimal sobre (x1,y2,...,Yc)
e asi P ¢ un primo minimal sobre #;. Polo TIP, temos que codim P < 1 e como P C P
deducimos que P; é un primo minimal en A. Volvendo a A, temos que P; é un primo minimal

sobre (y2, ..., yc). Pola hipotese de inducion, temos que codim P} < ¢ — 1 e asi codim P < c.



28 5. Numero de ecuaciéons e dimensién

O teorema que acabamos de probar constitiie un pilar fundamental en xeometria alxébrica e
ten moitas consecuencias. A primeira que imos ver é a que nos proporciona unha cota inferior
para o nimero de ecuaciéons necesario para describir unha variedade alxébrica. Para tal obxectivo
precisaremos suportier certo que neste caso, dado un ideal I C A, se verifica a féormula dim A =
dim I + codim I. Tal identidade, pese a parecer natural, non se verifica en xeral pero si no
contexto que nos ocupa, como probaremos mais adiante empregando o Teorema de Normalizacion
de Noether.

Cabe mencionar que polo Axioma 1 a dimensién dunha variedade é o méximo das dimensiéns

das stias compoiientes irreducibles.

Corolario 5.5. Sexa V := V(I) unha variedade alzébrica non vacia dada por un ideal I =

(fis-y fm). Enton, se W € unha componente irreducible de V', tense

dim W > n —m.

Demostracion. Suponiamos que W C V' é unha componiente irreducible de V. Entén I(WW) é un

ideal primo minimal sobre (fi, ..., fi,). Polo TIP xeralizado temos que codim I(W) < m e asi
dim W =n/I(W) =n— codim I(W) > n —m.
O

Corolario 5.6. Para describir unha variedades alrébrica V' do n-espazo afin precisanse como
minimo n — m(V') ecuacions, onde m(V) denota o minimo das dimensions das componentes

irreducibles de V.

Demostracion. Polo corolario anterior, m polinomios definen unha variedade ou ben vacia ou ben
cuxas componientes irreducibles tenien dimension > n — m. Enton, m < n — m(V) ecuacions sd
poden determinar unha variedade cuxas componentes irreducibles tenan dimensiéon > n —m >

n—(n—m(V)) =m(V) polo que non poden determinar V' e teriamos o resultado. O

5.2. Aplicaciéns do TIP

Para rematar este capitulo veremos algunhas consecuencias que ten o Teorema do Ideal
Principal. Comezamos vendo que o reciproco tamén se verifica, pero primeiro precisamos un
resultado previo, cofiecido como de lema de evitacién de primos. Recibe o seu nome do feito de
que como consecuencia tense que se un ideal J non esta contido en ningin dun ntmero finito de
primos Pj, entén existe un elemento en J que “evita” a todos os P; no sentido de que non esté

contido en ningtn deles.
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Lema 5.7 (Lema de evitacion de primos). Sexan Iy, ..., I, J ideais en A tales que J C U§:1 I;.

Se os I son todos primos agds ao sumo 2, enton J estd contido nalgun dos I;.

Demostracion. Procederemos por induciéon en r. O caso r = 1 é obvio. Suponamos r > 1 e, por
reducién ao absurdo, que J non esta contido en ningtn dos I;. Pola hipétese de inducion, J
non esta contido en uniéns mais pequenas dos I;. Polo tanto, para cada ¢ € {1,...,7}, podemos
tomar z; € J tal que x; ¢ Uj#Ij. Como J C U§:1 I;, temos que z; € I;. Se r = 2, entén
21 + x2 non esté en I1 nin en I, contradicindo a hipétese de que J C I; Uls. Se r > 2, podemos
supoiier pola hipétese que I; é primo, e temos que x1 + xox3 -+ T, non pertence a ningin dos
I;, volvendo contradicir a hipétese. En efecto, se x1 + xox3--- 2, € I, entoén xoxz -, € I1 €
por ser primo algtn dos x;, con ¢ > 1 pertenceria a I, o cal non pode ser. Pola outra banda, se

x1 + x9x3 - € I, con j > 1, teriamos que x1 € I;. O

Estamos en condiciéns xa de demostrar o reciproco do TIP.

Corolario 5.8. Se P ¢ un ideal de A de codimensidn c, entén € un primo minimal sobre un

ideal zerado por ¢ elementos.

Demostracion. O caso ¢ = 0 é inmediato. Por inducién, suponiamos o resultado certo para ¢ — 1.
Como P ten codimension ¢, existe un ideal primo P; C P de codimension ¢ — 1. Pola hipotese
de inducioén, existen z1,...,x.—1 € P tales que P; é minimal sobre (z1,...,2Z.—1). Suponamos
enton que codim (x1,...,2.—1) = ¢— 1. P non esta contido en ningin dos primos minimais sobre
(1, ...,2c—1) (0s cales son un namero finito por ser A noetheriano) xa que estes tenen, polo TIP
xeralizado, codimensién < ¢ — 1. Polo tanto, polo lema de evitaciéon de primos, existe z. € P
que non pertence a ningn dos primos minimais sobre (x1,...,2.—1). Enton, P é minimal sobre
(1, ..., Tc—1, ). En efecto, suponamos que existe un primo  C P minimal sobre (z1, ..., z).
Teriamos enton polo TIP que codim @ < c¢. Pero ademais @) contén a algtin dos primos minimais
sobre (x1, ..., Tc1), sen ser ningtn deles xa que z,. € Q) e x. non pertencia a ningin dos minimais.
Polo tanto, codim @ > ¢ — 1 e asi codim @) = ¢, de onde deducimos que @ = P xa que Q C P e
codim P =c. O

Outra aplicacion do TIP é a seguinte caracterizacion da dimensién dun anel local. Lembremos
que un anel é local se s6 ten un ideal maximal. Escribiremos (A, m) para referirnos a un anel

local A cuxo Gnico ideal maximal é m.

Corolario 5.9. Sezxa (A,m) un anel local. Enton a dimension de A é o minimo nimero d tal

que existen d elementos x1, ..., xq € m tales que m" C (x1,...,xq) para n suficientemente grande.
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Demostracion. Por ser A local, temos que dim A = codim m =: d. Polo corolario anterior, existen
Z1,...,xq € m tales que m é minimal sobre (z1,...,24), € por tense que rad (z1,...,T,) =m

e asi m" C (x1,...,x4) para un n suficientemente grande por m

Vexamos que este ntumero é minimo. En efecto, supoiamos que existen r < d elementos

x1,...,x, tales que m" C (z1,...,x,) para un n suficientemente grande. Tense entén que m é
minimal entre os primos sobre (1, ..., 2,) e polo TIP temos que codim m < r < d = codim m, o
cal é unha contradicion. O

Este ultimo corolario vainos permitir probar un teorema moi tutil, do cal deduciremos o

Axioma 4, é dicir, que o n-espazo afin ten dimensién n como variedade alxébrica.

Teorema 5.10. Se ¢ : (A,m) — (B,n) é un homomorfismo de aneis que leva m en n, enton

dim B < dim A+ dim B/mB.

Demostracion. Sexan d := dim A e e := dim B/mB. Polo corolario existen d elementos
Z1,...,xqg € m tales que m* C (x1,...,24) para s suficientemente grande. Como ¢ leva m en
n, temos que mB C n e polo tanto B/mB é un anel local con ideal maximal n. Volvendo
aplicar temos que existen e elementos yi,...,y. € B/mB tales que n' C (y1,...,%) para
t suficientemente grande. Tomando representantes, podemos supoier que existen yi, ...,y € B

tales que n' C mB+(y1, ..., ye) para t suficientemente grande. Xuntando ambas condiciéns temos

0 C (mB+ (Y1, %)) Cm* B+ (y1...,¥e) C (21,00, Zd, Y1, -, Ye) B

Polo tanto, n é un primo minimal sobre un ideal xerado por d + e elementos, e polo teorema do

ideal principal podemos concluir que dim B = codim n < d 4 e = dim A + dim B/mB. OJ

Corolario 5.11. Se P ¢é un ideal primo dun anel A, enton existen ideais primos Q en Alx]| que

se contraen a P, e para un ideal maximal dese tipo tense que

dim Afz]g =1+ dim Ap.

Demostracion. Vexamos primeiro o resultado no caso no que A é un corpo, e polo tanto P = (0).
Como a contracién dun ideal primo segue sendo primo, neste caso temos que todo ideal ) de
Alz] se contrae ao (0). Ademais, se tomamos ) maximal, @ # (0) e polo tanto codim @ > 0
por ser A[z] un dominio (o cal implica que (0) é primo e temos a cadea (0) C Q). Ademais,
por ser A corpo temos que A[x] é un dominio de ideais principais, polo que @ é principal e polo
TIP temos que codim @ < 1, deducindo entén que codim () = 1. Localizando, obtemos que

dim Afr]g = codim Q =1 =1+ dim Ap xa que dim A = 0.
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No caso xeral, temos que PA[z| é un ideal primo de A[z] (A[z]/PAlz] = (A/P)[z] que
por ser P primo é un dominio) e PA[z] N A = P, probando asi a primeira parte do enunciado.
Reemplacemos A pola localizacién Ap e suponamos entén que A é un anel local con ideal maximal
P. Sexa @ un ideal maximal de A[z] contendo a P, de xeito que P C QN A e por ser P maximal
QN A= P. O obxectivo é demostrar que codim ) = 1 + codim P.

Dada Py € -+ C P; = P unha cadea de primos en A, temos que PyA[x] C -+ C PjA[x] =
PA[x] é unha cadea de primos en A[z] da mesma lonxitude. Como Alx]/PA[x] = (A/P)[z] e
A/P & un corpo, e () é un ideal maximal en A[x]/PA[z], tense que @ (visto en Alx]/PA|x]) ten
codimension 1 e polo tanto @ (visto en A[x]) ten codimension > 1+ codim P. Ademais, podemos

aplicar o teorema anterior aos aneis locais A e A[z]g para obter
dim Afz]g < dim A + dim Afz]g/PAlz]g < dim A+ dim (A/P)[z] < dim A+1,

polo que codim @ = dim Afz]g < dim A+ 1 = codim P + 1. O

Chegamos asi a un resultado basico na teoria da dimensién de aneis noetherianos:

Corolario 5.12. dim A[z] = 1+ dim A.

Demostracion. Dada Py C -+ C P; unha cadea de primos en A, temos que PyAlzx] € - C
P;A[z] C PyA[z]+ (z) ¢ unha cadea de primos en A[x] de maior lonxitude, polo tanto dim Alx] >
dim A + 1. Reciprocamente, sexa ) un ideal maximal de A[z] e P := @ N A. En particular, Q ¢
maximal entre os primos @’ tales que Q"N A = P, polo que podemos aplicar o corolario anterior
para obter

codim Q = dim Afz]g =1+ dim Ap <1+ dim A.
Como @ ¢ un ideal maximal arbitrario de A[X], dim A[z] <1+ dim A. O
Este resultado ten unha explicacion xeométrica clara: se A e un anel de funciéns nunha

variedade, enton A[z] é o anel de funciéons no produto desa variedade e unha recta afin, polo que

a férmula dada parece natural. Porén, no caso non noetheriano non sempre se verifica.

Por inducién no ntiimero de variables, e dado que dim K = 0, o anterior corolario danos o

Axioma 4:

Corolario 5.13 (Axioma 4). Se K € un corpo,

dim Kfz1,...,2,) = n.

En particular, toda variedade alxébrica ten dimensién finita.
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Capitulo 6

Primeira caracterizacion.

Normalizacion de Noether

O obxectivo deste capitulo e do seguinte serd ver daas caracterizacions da dimension de
Krull, para outorgarlle ainda méis validez como definicién apropiada de dimension e obter novas
propiedades que verifica. Neste primeiro, veremos unha caracterizacion nun caso particular: a

dos dominios afins.

Un anel afin é unha K-dlxebra finitamente xerada. Esta denominaciéon vén do seguinte feito:
estd claro que se V' ¢ unha variedade alxébrica, A(V) = KJz1,...,z,]/I(V) é unha K-alxebra
finitamente xerada por z1, ..., 2, (e reducida por ser I(V) un ideal radical). Reciprocamente, se
B é unha K-alxebra finitamente xerada temos que é a imaxe dun homomorfismo avaliaciéon polo
que B = K|[x1,...,x,]/I para algtin ideal I. Se ademais esiximos que sexa reducida, temos que
é radical e polo Teorema dos Ceros de Hilbert temos que I(V(I)) = I e asi B = A(V(I)). Temos

demostrado entén o seguinte resultado que explica o nome dos aneis afins:

Proposicion 6.1. Se K ¢é alxebricamente pechado e B € unha K -dlzebra, enton B = A(V) para

algunha variedade alxébrica V se e s se B é reducida e finitamente zerada como K -dlzebra.

Proponiémonos entén probar neste capitulo o seguinte teoremas:

Teorema 6.2. Se A € un dominio afin sobre K, enton
dim A = tr. deg. A,

e este numero € a lonzitude de calquera cadea maximal de ideais primos en A.

Con tr. deg. A facemos referencia ao grao de transcendencia de corpo de fraccions Q(A)

sobre K. Para demostralo precisaremos un dos resultados fundamentais da teoria de aneis afins:
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o Teorema de Normalizacién de Noether. Pero antes, imos ver unha aplicacién directa do anterior

teorema: dimensién e codimensién son complementarios en aneis afins.

Dado un ideal primo I dun dominio afin A, temos polo teorema anterior que a dimension
de A coincide coa lonxitude de calquera cadea maximal de ideais primos de A. Tomando cadeas
maximais que contefian a I temos o seguinte resultado, o cal xeralizamos a aneis afins pola

finitude dos ideais primos minimais dun anel noetheriano:

Corolario 6.3. Dado un ideal I dun anel afin A, temos que

dim I + codim I = dim A.

Pasemos entén 4 demostracion do teorema, para o cal, empregaremos o célebre Teorema de
Normalizacién de Noether. A versién que damos aqui deste tltimo é un refinamento debido a
Nagata que adaptamos ao noso contexto (ainda que orixinalmente o formulou cun s6 ideal, nos
expofiémolo para unha cadea de ideais). Basicamente describe a estrutura dun anel afin: dada
unha cadea de ideais, existe un anel de polinomios sobre o cal o anel afin é un médulo finitamente

xerado, e os ideais da cadea contraense a ideais xerados por segmentos das variables.

Lema 6.4. Seza f € A = K|x1,..., ;] un polinomio non constante. Enton existen elementos

!
r—1

/ /
9., 2,1 e f.

..z € A tales que A é un mddulo finitamente zerado sobre a K-subdlzebra zerada por

Demostracion. Basta probar que f se pode escribir en funcion de variables z, ..., 2. _; e z, de

xeito que sexa monico en x,.. Nese caso, por teriamos que A é un modulo finitamente xerado
sobre K[x),...,z._, f]. Sexa enton d o grao de f e denotemos por f; a suma de todos os termos

de f de grao d. Facendo os cambios de variable w; = x; — a;x,, sendo os a; elementos de K,

temos que o termo contendo z& ¢ fy(a1, ..., ar_1,1)z?. Como podemos conseguir a1, ..., a,_1 € K
tales que fy(ai,...,a,—1,1) # 0, dividindo temos que f é monico en z, en funciéon das variables
/ /
XYy, T, Ty
O

Teorema 6.5 (Teorema de Normalizacion de Noether). Seza A un anel afin de dimension d sobre
un corpo K. Enton A contén un anel de polinomios B = K|z, ..., z4] tal que A é un B-mddulo
finitamente zerado. Ademais, se Iy C -+ C I, € unha cadea de ideais de A con dim I; = d; e

di > dg > - > dp, >0, enton B pddese escoller de zeito que

I;N B = (24,41, --,%q) paraj=1,...,m.

Demostracion. Por ser A unha K-alxebra finitamente xerada é da forma T'/I con T = Ky, ... , yy]

un anel de polinomios. Pola correspondencia entre os ideais de T' e os ideais de T'/I, tomando as
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imaxes reciprocas dos I; en T' e engadindo & cadea o ideal Iy = I, é suficiente con demostrar o
resultado para o caso no que A é un anel de polinomios d-dimensional A = K[y, ..., y4|. Faremos

a demostracién en distintas etapas:

= Paso 1. Para demostrar o resultado, basta atopar x1,...,xq € A verificando

(i) A é un modulo finitamente xerado sobre a k-subéalxebra B xerada por z1, ..., x4.

(ii) I; N B D (zd;+1,--,%q) para cada j =1,...,m.

En efecto, vexamos primeiramente que nese caso B é un anel de polinomios, é dicir, que os
x; son alxebricamente independentes sobre K. Suponiamos pola contra que son dependentes;
enton, por (i), o grao de trascendencia de A sobre K seria o mesmo que o de B sobre K,
que por ser os x; dependentes é estritamente menor que d. Pero isto contradice a hipotese

de que os y1, ..., yq son alxebricamente independentes.

Por outra banda, vexamos que nese caso o contido en (ii) se converte en igualdade. En
efecto, por@temos que dim I;NB = dim I; = dj, e polo Axioma 4, dim (24,41, ..., ¥q) =
dim B/(24;+1, -, %q) = dim K[z1,...,74;] = d;. Como o segundo ideal é primo, ambos os

dous son o mesmo e temos a igualdade.

Polo tanto, para probar o teorema ¢é suficiente con atopar i, ..., 4 cumprindo (i) e (ii).

» Paso 2. Construiremos os z; a partir dos y;. Tomemos z; = y; para i = 1, ..., d. Supofiamos
agora que nalgin momento xa temos escollidos elementos x¢41, ..., x4 € elementos auxiliares
x}, ...,z de xeito que verifiquen:

(i’) A é un modulo finitamente xerado sobre B, := K[2'1, ..., 2L, Tet1, ..., 24].

(ii") I; N Be D (xp,...,xq) para j =1,...,m sendo h = max(d; + 1,e+1).

Se conseguimos atopar un novo elemento x. (o cal veremos no seguinte paso) e substituir
os 4, ..., x,_, por novos elementos de xeito que (i) e (ii’) ainda se verifiquen cambiando e
por e — 1, podemos repetir o proceso ata chegar a e = d,;,, momento no cal podemos tomar

x; = x para i = 1,...,d,, e ter o resultado.

» Paso 3. Suponamos entén que i, ..., 2L, Tet1, ..., 24 con dpy, < e < d verifican (1") e (it’).
Sexa j o menor indice tal que e > d;. Asumamos (e probarémolo no seguinte e tltimo paso)

que ;NK[z'1,...,2.] # 0 e escollamos z. calquera polinomio non nulo de I;NK|[z'1, ..., z.].

Polo lema anterior, existen elementos «/, ...,z _, € K[z}, ... 2] tales que K[z],...z.] é un

modulo finitamente xerado sobre K[zf,...z”_,z.]. Concluimos entén que os elementos

@, x| XeyTett, ..., xq verifican (i) e (ii’) cambiando e por e — 1.
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» Paso 4. Para rematar a proba, demostremos o que nos faltaba no paso anterior: I; N

K|z, ..., 2.] # 0. Noutro caso, como por (ii’) temos que

(Tet1,-sza) CLNK[T, o 2l Do, oy 24,
enton I; N B, = (Ze41, ..., Tq), Pero polo mesmo argumento empregado no paso 1, o ideal
da esquerda ten dimensién d; e o da dereita e, pero isto contradice e > d;.

O

Este teorema ten por si mesmo significado xeométrico: dada unha variedade afin V d-
dimensional e unha cadea de subvariedades de V', existe un morfismo de variedades finito —o cal
quere dicir que verifica as hipoteses de entre V e un d-espazo afin, que leva a cadea de

subvariedades de V nunha cadea de variedades coordenadas.

Figura 6.1: Morfismo de variedades que leva a circunferencia nunha recta coordenada e o punto

na orixe.

Veremos agora un tltimo resultado necesario para demostrar o teorema Non incluimos
a stla demostraciéon porque fai uso de teoria de Galois demasiado avanzada para este traballo.
Pode verse en [0, pp. 294-295] Lembremos que un dominio normal é un dominio que coincide coa
stia normalizacion, é dicir, un dominio cuxa clausura enteira no seu corpo de fracciéns é todo o

corpo de fraccions.

Teorema 6.6 (Teorema do descenso para extensions enteiras de dominios normais). Sezxa B un
dominio normal e A un dominio contendo B. Se A é enteiro sobre B, entoén, dados ideais primos
Q C Q1 de B e un primo Py de A tal que Q1 = Py N B, enton existe un primo P de A tal que
PCcPrePNB=Q.

Estamos xa preparados para demostrar o teorema [6.2] o cal volvemos enunciar:

Teorema. Se A é un dominio afin sobre K, enton

dim A = tr. deg. A,
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e este numero € a lonzitude de calquera cadea mazimal de ideais primos en A.

Demostracion. Sexa B = K[x1,...,x4] o anel de polinomios sobre o que A é un modulo finita-

mente xerado que nos proporciona o Teorema de Normalizacién. Entoén,
tr.degy B = tr.degg K (21, ..., 24) = d.

Como A ¢ finitamente xerado sobre B, a extension Q(A) | Q(B) é finita, polo tanto alxébrica e
asi tr.deggp)@(A) = 0, polo que tr.degg A =d+0=d.

Sexa agora Py C -+ C P, unha cadea de ideais primos de A. Temos entén que m < d.
Vexamos que se m < d, entén podemos engadir un primo distinto 4 cadea. Tomemos de novo B
como no Teorema de Normalizacién, agora con I; = P;. Como m < d, haberd dous primos da
cadea entre os que o salto de dimension sexa 2, é dicir, existe un j tal que dim P;_1—1 > dim P;.
Ponamos dj_1 := dim Pj_1 e d; := dim P;. Enton, tomando @ := (a:d]._l, ey Xq), 0 cal é un ideal

primo en B, temos a seguinte cadea estrita de primos
P,1NB= (de]._l_H, ey g) T Q C (xdj+1, ey Tg) = P;NB.

Vexamos que isto implica que existe un primo P de A contido de xeito estrito entre P;_; e P;.
Reemplazando A por A/P;_1 e B por B/(Pj-1NB) (= K[x1,...,24]/(¥4;_,+1, -, Ta) 0 cal segue
sendo un anel de polinomios) podemos suponer que tanto Pj_; coma Pj_1 N B son o ideal nulo.
Basta entoén con probar que existe un ideal P en A contido en P; de xeito que PN B = ;. Pero
como B é un dominio de factorizacién tnica, en particular é normal e polo tanto polo teorema

do descenso temos o resultado. O
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Capitulo 7

Segunda caracterizacion. Polinomio de
Hilbert

Neste tltimo capitulo imos ver unha segunda caracterizacién da dimensiéon dun anel, neste
caso no ambito dos aneis locais. De feito, traballaremos no eido mais xeral dos modulos finita-
mente xerados sobre un anel local. O obxectivo principal seréd ver que a dimensién dun anel local
se pode expresar en funcién do grao dun polinomio: o polinomio de Hilbert-Samuel. Esta tultima
caracterizacién ten unha aplicacién computacional moi importante, xa que mediante o uso das
bases de Grdbner e grazas ao seu recente desenvolvemento podemos calcular de xeito explicito

as dimensiéns de moitos aneis.

Comezamos o capitulo cunha seccion adicada principalmente a probar o lema de Artin-Rees,

o cal precisaremos para demostrar o resultado que buscamos.

Ao longo deste capitulo, todos os aneis serdn noetherianos e os médulos finitamente xerados.

7.1. Aneis graduados e filtraciéons

. Un anel graduado é un anel A acompanado dunha familia de subgrupos aditivos { Ay, }nen

de A tales que
A=A DAL DA D -

como grupos abelianos, verificando A;A; C A;4; para todo 4,7 € N. Notemos que entén AgAy C
Ay, polo que Ag é un subanel de A, e que AgA; C A;, polo que A; é un Ag-moddulo para calquera
i € N.

Exemplo 7.1. O primeiro exemplo de anel graduado é o anel de polinomios K[z, ..., %],
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graduado polo propio grao dos polinomios: cada A; é o subgrupo das formas (polinomios homo-

xéneos) de grao i.
Un elemento de A que pertence a un dos A; dise homoxzéneo, mentres que un ideal dise ideal
homoxéneo se esté xerado por elementos homoxéneos.

En xeral, dado un anel graduado A = Ag & A1 & ---, un mddulo graduado sobre A €& un

A-moédulo xunto cunha descomposicién como grupos abelianos

o0
M =P M,
—00

de xeito que A;M; C M;,; para cada i, .

Pasemos agora ao concepto de filtracion. Dado un A-modulo M, unha filtracion de M é unha
cadea de submodulos
M:MoDMlDMQD"'

e dado un ideal I de A, a anterior filtraciéon dise unha I-filtracion se IM; C M;+; para todo
i € N. Neste caso, unha [-filtracion de M dise I-estable se IM; = M;,1 para i suficientemente

grande.

Exemplo 7.2. A [-filtracién estable de M dada por
M>IM>I’M > -

recibe o nome de filtracion I-adica de M.

Podemos construir aneis e médulos graduados para calquera anel e calquera médulo. Sexa [
un ideal de A, entén podemos considerar o anel graduado

gr A=Al I/ IPD - .

Para definir a multiplicacion, basta facelo para elementos homoxéneos. Asi, definimos a multi-
plicacién entre a + "1 € " /I"L e b+ [™F! € [™/T™F! como

(a+ In+1)(b—|—fm+1) — (ab) _|_In+m+1 c In—l—m/In-‘rm—l—l

e é inmediato ver que esta ben definida. Polo tanto, (I"™/I"T1)(I™/I™+Y) ¢ [ntm/[rtmtl ¢
vemos que en efecto é un anel graduado. Podemos xeralizar a construcién e considerar un A-

moédulo M cunha I-filtracion M = My D My D -+, para construir
gr M := M/M; & My /My & -,

o cal é un (gr I)-modulo graduado considerando outra vez a operacién natural (a + I"T1) (b +

Myy41) = (ab) + My, 4m+1, a cal volve estar ben definida por ser M D M; O --- unha [-filtracion.
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Proposicion 7.3. Sexa I un ideal dun anel A e M un A-mddulo finitamente xerado. Se M =
My D My D -+ € unha I-filtracion estable na que os submaodulos son finitamente xerados, enton

gr M é un mddulo finitamente xerado sobre gr A.

Demostracion. Por ser a filtracion I-estable, temos que existe n tal que IM; = M;,1 para i > n.

Entoén

(I/IZ)(MZ‘/MZ'_H) = MZ‘+1/MZ‘+2 para 7 >n.

En efecto, a inclusién “C” é inmediata pola definicion da operacion, e dado b € M;41/M;42
podemos tomar un representante b’ € M; 1 = IM;, polo que V' = ac para algins a € [ e ¢ € M;
e tomando o produto das imaxes nos cocientes vemos que coincide con b. Polo tanto, tomando
unha uniéon de xeradores dos M;/M;1 con 0 < j < n podemos xerar todos os demais. Como

cada M; é finitamente xerado, tamén o é cada M;/M; 1 e esa unién podese tomar finita. O

O obxectivo final desta seccion sera probar o lema de Artin-Rees. Pero antes, precisamos facer
unha nova construcion: se A é un anel e I un ideal de A, denotaremos por A* ao anel graduado
A®I@I?® . Ademais, se M é un A-médulo e M = Mg D My D --- é unha I-filtracién de
M, denotaremos por M™* & suma directa M & M; & -, o cal é un A*-mo6dulo graduado de forma

natural.

Podemos ver agora un resultado analogo 4 proposiciéon anterior pero que neste caso se converte

en equivalencia:

Proposicion 7.4. Sexa I un ideal dun anel A e M un A-mddulo finitamente xerado. Se M =
My D My D - € unha I-filtracién na que os submddulos son finitamente zerados, entén a

filtracion € estable se e sé se M* € finitamente xzerado como mddulo sobre A*.

Demostracion. Se a filtracion é estable, temos que I M; = M; para ¢ suficientemente grande polo
que bastara con tomar xeradores dun ntmero finito de submoédulos M, para xerar todo M*.

Como cada un dos M; ¢é finitamente xerado, concluimos que M* ¢ finitamente xerado.

Reciprocamente, se M* ¢é finitamente xerado, entén podemos tomar un conxunto finito de
xeradores de M* de xeito que estén contidos en ;" ; M;. Ademais, expresando cada elemento
como suma de componentes homoxéneas, podemos suponer que ese conxunto finito de xeradores
estd formado por elementos homoxéneos. Polo tanto, cada xerador pertence a un M; con i < n.
Como estamos ante unha [-filtracion, @kzo M,y estd xerado como A* moédulo por M, polo

que My = I¥M,, e a filtracion é estable. O

Temos xa as ferramentas suficientes para demostrar o lema de Artin-Rees.
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Proposicion 7.5 (Lema de Artin-Rees). Sexa A un anel noetheriano, I un ideal de A e M' C M
modulos finitamente xzerados sobre A. Dada unha I-filtracion estable M = Mgy D My D -+, entdn
a filtracion inducida M' = M' 0\ My D M' N\ My D - € unha I-filtracion estable de M'.

Demostracion. Como estamos ante unha I-filtracion de M, temos que I(M'NM;) C IM'NIM; C
M’ 0 M;y1 polo que a filtracion de M’ tamén ¢ unha I-filtracion. Por ser M’ un A-submo6dulo
de M, tense que (M')* é naturalmente un A*-submodulo graduado de M*. Agora, como A é
noetheriano, o ideal I é finitamente xerado e polo tanto A* = A@® I & I? @ --- é unha alxebra
sobre A finitamente xerada, o cal implica por [L.8 que A* & noetheriano. Pola proposicién anterior,
como a filtracién de M é estable temos que M™* é un moédulo finitamente xerado sobre A* e polo
tanto noetheriano, concluindo asi que o submodulo (M')* é finitamente xerado e de novo pola

proposicion anterior a filtracion de M’ é estable. O

7.2. Funcions de Hilbert-Samuel

O noso obxectivo vai ser dar unha nova caracterizaciéon de dimensién no caso dos aneis locais.
A partir de agora, A denotard un anel local con ideal maximal m. Por cuestions técnicas é
apropiado traballar no contexto méis xeral dos modulos finitamente xerados. Por iso, precisamos

introducir algunhas novas definiciéns.

Dado un A-moédulo M finitamente xerado, definimos a stia dimensidn como a dimension

(como ideal) de ann M, é dicir, a dimensiéon (como anel) de A/ann M.

Por outra banda, se ¢ C m é un ideal de A, dicimos que q ten colonzitude finita en M se
M /qM ten lonxitude finita. Equivalentemente por se m" aniquila M/qM para algin n.

Introducimos agora as funciéns de Hilbert-Samuel:

Definicion 7.6. Sexa M un A-mddulo finitamente xerado e ¢ C m un ideal de colonxitude finita

en M. Enton a funcion

Hqn(n) :=lonx q"M/q" ™' M

recibe o nome de funcion de Hilbert-Samuel de M respecto de q.

Unha das interesantes propiedades que verifica esta funcién é que para valores suficientemente
grandes de n coincide cun polinomio con coeficientes racionais, e ese polinomio seré clave 4 hora
de ver a dimensiéon de M. No seguinte resultado empregamos a ben sabida propiedade seguinte:
se unha funcién f sobre os naturais verifica que f(n + 1) — f(n) define un polinomio de grao d,

entén f(n) é un polinomio de grao d + 1.
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Proposicion 7.7. Sexa A un anel noetheriano, M un A-mddulo finitamente zerado e q un
ideal de colonzitude finita en M. Enton, para n suficientemente grande, Hqar(n) coincide cun

polinomio Py pr(n) de grao estritamente menor que o nimero de zeradores de q.

Antes de levar a cabo a demostracion, introducimos unha notacién: se M é un modulo
graduado, denotamos por M (s) ao médulo graduado isomorfo a M resultante de “desprazar

o grao” d veces. E dicir, M (s) esta graduado por M(s), = M.

Demostracion. Reemplazando A por A/ann M e tomando gr A e gr M (respecto de ¢), podemos
suponer que A é un anel graduado. Procederemos por inducién no nimero r de xeradores de (.
Se r = 0 é inmediato; suponamos entéon que q esta xerado por x1, ..., z, € Ri. Podemos construir

a sucesion exacta de homomorfismos de grao 0
0—={meM|zym=0} =M= M(1)— (M/x;M)(1) =0
de onde obtemos
Hyn(n+1) — Hypr(n) = Hyar/e,m(n+ 1) = Hy fmem]eim=o} (1)

Tanto M /x1M como {m € M | zym = 0} se poden ver como modulos sobre A/(z1), de xeito que

o ideal g ten r — 1 xeradores. Asi, o membro da dereita na anterior igualdade é a diferencia de

dias funciéns de Hilbert-Samuel que, pola hipétese de inducién, coinciden para n suficientemente

grande cun polinomio de grao < r—1. Polo tanto, pola observacion previa & proposicién, a funcion

Hgy av(n) coincide para n suficientemente grande cun polinomio de grao < r. O
Denotando Lq ar(n) := lonx M/q"M, temos a seguinte consecuencia:

Corolario 7.8. Nas mesmas condicions que a proposicion anterior, Lq p(n) coincide para n

suficientemente grande cun polinomio de grao 1+ deg Py .

Demostracion. Da sucesion exacta
0— q"M/q" ™M — M/q" ™M — M/q"M — 0

obtemos que Lqg ar(n+1)—Lq a(n) = Hgp(n). Polo mesmo argumento empregado na proposicion

anterior temos o resultado. O

Lema 7.9. Se 0 - M’ — M — M" — 0 € unha sucesion exacta de A-mddulos finitamente

xerados, e se q € un ideal de colonzitude finita en M, entdn o polinomio
Py + Poyr — Pom

ten coeficiente principal positivo e grao < deg Py .
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Demostracion. Polo corolario anterior basta probar o resultado para a funciéon L. Unha vez mais,

a sucesién exacta
0— (M ng"M)/q"M — M'/q"M' — M/q"M — M"/q"M" — 0
obtemos
Lq,M’ (n) + Lq7MN (n) — Lq,M(n) = lonx (MI N an)/an,.

O lema de Artin-Rees danos informacion sobre este polinomio. En efecto, como a g-filtracion
M D qM D g>M D - ¢é estable, o lema dinos que a filtracién inducida sobre M’ tamén sera

estable, polo que existe un m tal que para todo n > m se ten

de onde obtemos
lonx(M' N q"M)/q"M' < Lqpr(n) — Lo pr (n —m)

obtendo o resultado. O

Xa estamos case en condiciéns de demostrar o teorema central deste capitulo. Porén, é nece-

sario un ultimo resultado previo, consecuencia do Teorema do Ideal Principal.

Proposicion 7.10. Sexan A un anel local con ideal mazimal m e M un A-mdédulo finitamente

xerado. Enton, para cada © € m temos que

dim M/xM > dim M — 1.

Demostracion. Sexa d := dim M/xM = dim A/ann (M/zM). Polo corolario[5.9)e a proposicién
1.24] existe un ideal (x1,...,24) de colonxitude finita en M /xM, polo que (M/xM)/(x1,...,xq)
ten lonxitude finita, ¢ dicir, M/(z, x1, ..., xq) M ten lonxitude finita, e asi (x, z1, ..., x4) ten colon-
xitude finita en M. Volvendo aplicarm, m” C (z,21,...,x4)+ann M para un n suficientemente
grande, e polo corolario temos

dim M =dim A/ann M <d+1=dim M/xM + 1.

Podemos xa probar o resultado buscado.

Teorema 7.11. Se (A,m) é un anel local, M un A-mddulo finitamente xerado e q un ideal de
colonzitude finita en M, enton

dim M =1+ deg Py .
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Demostracion. Vexamos primeiro que o grao do polinomio non depende de ¢. Podemos reem-
plazar A por A/ann M e suponer que ann M = 0. Por ser q de colonxitude finita en M, existe
unha potencia de m que aniquila M /qM; polo tanto, existe un d tal que m¢ C q C m. Asi, para

calquera n temos que m% C q" C m”, o cal induce
L (n) < L (n) < L (dn).

de xeito que Lq p(n) esta acotado por polinomios que tefien o mesmo grao en n, polo que ten

€se mesmo grao.

Agora, polo reciproco do Teorema do Ideal Principal , podemos atopar un ideal q’ de
colonxitude finita en M xerado por dim M elementos. Pola proposicion @, Py ten grao
estritamente menor que dim M e como o grao do polinomio é independente do ideal, temos que
dim M > deg Py + 1.

Para ver a outra desigualdade, farémolo por inducién na dimensién de M. O caso de dimension
nula é trivial. Sexa entén dim M > 0 e P un ideal primo asociado a M —é dicir, un ideal primo
que ¢é o aniquilador dun elemento de M— de dimension dim M. Neste caso, A/P é isomorfo
a un submodulo de M, e polo lema ¢ suficiente ver o resultado para M = A/P. Como a
dimensién de M non é nula, temos que M non é un corpo e polo tanto P non é o ideal maximal
de Aeq ¢ P. Por ser P primo é obvio que todo € q que non esté en P é un non-divisor
de cero. Asi, dim M/zM < dim M, e como x € q¢ C m temos pola proposicion anterior
que dim M/xM = dim M — 1. Aplicando a hipotese de inducion, temos que dim M/xM =

1+ deg Py ar/pnm- Por tltimo, aplicando o lema @ 4 sucesion exacta
0= M5 M— M/cM — 0

obtemos que o polinomio

Ponr + Py vjens — Povt = Py vijem

ten grao estritamente menor que deg Py ps. Concluimos entén que
dim M — 1 =dim M/xM = 1+deg Py r/an < 1+ deg Py,

polo que dim M <1+ deg P as, rematando a demostracion. O

Notemos que se no anterior teorema tomamos M = A temos o caso particular dun anel local

que mencionabamos ao comezo do capitulo:

Corolario 7.12. Se A é un anel local, enton dim A =1+ deg Pg.
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