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No contexto das taxas de interese negativas, as opcidns financeiras
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de opciéns. Neste TFG, partindo dos modelos mais clésicos de opciéns
americanas, revisaranse os resultados existentes no caso de taxas ne-
gativas e aplicarase a resolucién numérica dos modelos. Por outra
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Resumo

As opcions americanas con tipo de interese negativo baixo certas condicions dan lugar &
aparicion dunha dobre rexién de continuacién non estandar e, debido a esto, estudiamos as
propiedades da dobre fronteira libre que separa a dobre rexién de continuacién e a rexién
de exercicio. A sta vez, estudamos os métodos numéricos necesarios para a resolucion de
problemas de valoracién de opcidns e vemos algunhas aplicaciéns reais que estes problemas

poden ter.

Abstract

American options with negative interest rate under certain conditions determine the
presence of a nonstandar double continuation region and, because of this, we study the pro-
perties of the double free boundary that separates the double continuation region and the
exercise region. Moreover, we study the numerical methods necessary for solving american

option valuation problems and we also see some real aplications for this type of problems.
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Introducién

Un ntimero relevante de problemas de toma de decisiéns en finanzas poden ser reformu-
lados como problemas de opciéns americanas cun tipo de interese negativo endéxeno. Dous
exemplos son as opcidns de prepago garantido como os préstamos de ouro e as opcions de
investimento de capital. Un tipo de interese negativo enddéxeno para derivadas america-
nas incorporado en préstamos garantidos por activos traspasables aparece cando o tipo de
préstamo estd por encima da taxa de interese libre de risco. Un tipo de interese negativo
endéxeno en opciéns reais de espera de investimento aparece cando a taxa de crecemento
esperada axustada ao risco do valor do proxecto estd por riba da taxa usada pola empresa
para descontala.

Agora ben, estes problemas de decision poden implicar unha dobre rexion de continua-
cién non estédndar: o exercicio da opcion é posposto optimamente non s6 cando o dineiro
non é suficiente (a parte estandar da rexiéon de continuacion) senén tamén cando o dineiro
¢ demasiado (a parte non estandar da rexion de continuacion). Para opciéns americanas
call e put con madurez finita e perpetua con tipos de interese negativo nun entorno difu-
so faremos unha analise das condiciéns que permiten a dobre rexiéon de continuacién e a
caracterizacion da dobre fronteira libre & cal conleva dita rexiéon de continuacion.

Neste traballo estudiaremos a existencia, a monotonia,a continuidade, os limites e o
comportamento asintético na madurez para a fronteira libre superior e a fronteira libre
inferior para os problemas put americanos mediante a aproximaciéon da desigualdade va-
riacional. Despois trasladaremos eses resultados aos enunciados de dobre fronteira libre
para o problema call americano utilizando a simetria put-call americana.

Nun préstamo de ouro, este é a garantia, a cal o prestatario ten dereito de amortizar en
calquera momento anterior a madurez do préstamo ou nesta mesma. Veremos que como o
ouro é un activo de inversion traspasable con custos de almacenamento (e aseguramento)
e sen ganancias, a rexiéon de dobre continuacién pode resultar: o exercicio da opcién de
redencién cando hai demasiado dineiro debe ser posposto optimamente polo prestatario.
Os problemas de préstamo de acciéns tenien unha tnica fronteira libre estdndar porque a

desviacién porcentual ao risco do prezo das acciéns subxacentes iguala a taxa libre de risco

IX



X INTRODUCION

menos a rentabilidade por dividendo non negativa.

Nos seguintes capitulos veremos a rexiéon de dobre continuacién para put e calls ame-
ricanas, resolveremos mediante métodos numéricos o problema de valoracién das opcions
americanas con taxa de interese negativa e discutiremos a rexiéon de dobre continuaciéon
para as opcions de redencién incorporadas no préstamo de ouro e para outras opcions reais

Interesantes.



Capitulo 1

Os Productos Financeiros

Neste primeiro capitulo veremos unha serie de definiciéns e resultados que seran de

utilidade para adentrarnos no tema e comprender mellor os préoximos capitulos.

Definiciéon 1.1. (Derivado Financeiro).

Os derivados son productos financeiros que cubren o risco(normalmente causado polos cam-
bios nos prezos) dun activo principal (denominado activo subzacente), que poden ser ac-
cions cotizadas, tipos de interese, tipos de cambios de divisa, indices bursdtiles, bonos e

obligacidons cotizados en renta fixa...

O valor do derivado estard en consonancia co prezo do activo subxacente, .S, pero non
serd necesario comprar ou vender este no mesmo momento, co que non se tendra que
desembolsar o prezo do mesmo. Tampouco se transferird a propiedade do activo, pero na
practica os efectos seran os mesmos. E dicir, cunha pequena cantidade de difieiro consé-
guense uns efectos similares & compra ou venda do ben, pero pospoiiendo a accién a un
momento futuro.

Existen diferentes tipos de derivados financeiros, algins dos cales definiremos a conti-

nuacion.

Definicion 1.2. (Opcion Put Europea ou Opciéon Europea de Venda).
A opcion put europea é un contrato entre o vendedor e o comprador que lle otorga a este
dltimo o dereito, pero non a obriga de vender un activo a un prezo determinado K, nunha

data de vencemento concreta T no futuro.

Definicién 1.3. (Opcion Call Europea ou Opcion Europea de Compra).
A opcion call europea é un contrato entre o vendedor e o comprador que lle otorga a este
dltimo o dereito, pero non a obriga de comprar un activo a un prezo determinado K, nunha

data de vencemento concreta T no futuro.
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ESQUEMA RESUMEN
PAGA RECIBE

RECIBE O DEREITO DE ASUME A OBRIGA DE
COMPRA VENDER
(COMPRA) (VENDE)

Figura 1.1: Esquema do funcionamento das opciéns call.

RECIBE O DEREITO DE ASUME A OBRIGA DE
VENDA COMPRAR
(VENDE) (COMPRA)

Figura 1.2: Esquema do funcionamento das opciéns put.

O valor dunha opcién put aumenta si o prezo de mercado do activo se deprecia. Ao
contrario ocorre para a opcién call, cuxo valor aumenta si o prezo de mercado do activo se

Incrementa.

O vendedor da opcién ten a obriga de comprar o activo subxacente, ao prezo que se
acordou, conecido como prezo de exercicio, si a opcién se executa por parte do posuidor.
Ao vendedor pégaselle unha prima por asumir os riscos asociados 4 obriga de comprar.
Igual pasa para a opcion call, pero neste caso o autor da opcién ten a obriga de vender o

activo subxacente e a prima pagaselle por aceptar os riscos asociados & obriga de vender.
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1.1. Opciéns Americanas

Agora falaremos das opciéns americanas, &s cales esta dedicado este traballo.

Definiciéon 1.4. (Opcion Put Americana ou Opcion Americana de Venda).
A opcidn put americana é un contrato entre o vendedor e o comprador dunha opcidon. Repre-
senta o dereito, pero non a obriga de vender un activo subzacente a un prezo determinado

K, en calquera momento do intervalo [0,T] cunha data de vencemento futura T

Definicién 1.5. (Opcion Call Americana ou Opcion Americana de Compra).

A opcion call americana é un contrato entre o vendedor e o comprador dunha opcion.
Representa o dereito, pero non o obriga de comprar un activo subzacente a un prezo de-
terminado K, en calquera momento do intervalo [0,T] cunha data de vencemento futura

T.

As opcions americanas son as opcions maéis utilizadas (méais do 95 % dos contratos
opcion son opciéns americanas.)

A diferenza entre as opcions europeas e as opcions americanas reside na posibilidade de
exercer na opcion americana o contrato en calquera momento do intervalo [0, 7], onde T é
a data de vencemento do contrato, en lugar de s6 ter a posibilidade de exercer na opciéon
europea o contrato no tempo 7.

Polo tanto, esta opcién dalle ao posuidor méis flexibilidade & hora de exercer o contrato.
Asi, é 16xico que unha opcién americana tefia un maior valor en comparaciéon cunha opcién

europea

Uac($at) > Uec(xat)> Uap(xat) > Uep($7t)

Unha opcién americana no tempo t < T sempre debe ter un valor maior ao valor de

exercicio, que coincide co valor a vencemento, é dicir,

Vac(z,t) > vge(x, T) = méx (z — K, 0),

Vap(x,t) > Vgp(z,T) = méx (K — z,0),

1.2. Préstamos de Ouro

Definicién 1.6. (Préstamo de Ouro).
Un préstamo de ouro consiste na entrega dunha cantidade de difieiro que debe ser dewvolta

e cura garantia é o ouro.
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Nun préstamo de ouro, o prestatario recibe na data da firma do contrato a cantidade do
préstamo, usando unha unidade de masa de ouro como garantia, que debera ser entregada
ao prestador. Esta cantidade crece debido a taxa do préstamo estipulada no contrato.
Polo tanto, a cantidade a reembolsar o préstamo no futuro usualmente é maior. Cando o

prestatario devolve o préstamo, o prestador recibe o ouro de volta e o contrato remata.



Capitulo 2

Analise dos Modelos Matematicos

Neste capitulo abarcaremos as analises dos modelos matematicos das opciéns de compra
e venda con tipos de interese negativos, tanto para as opciéns con madurez finita como

para as opcions perpétuas. Ademdéis, analizaremos unha opcién real, o préstamo de ouro.

2.1. Presenza de Tipos Negativos

Nesta seccion explicanse diferentes conceptos matematicos relacionados coas finanzas
con especial énfasis nos tipos de interese negativos.

Proceso estocastico

Un proceso estocastico, W, é unha coleccion de variables aleatorias, Wy, ¢t € I definidas

sobre o espazo da mostra 2.

» Se [ éfinito, W chamase proceso estocastico nun tempo discreto. Se I é un intervalo,

W chamase proceso estocéstico en tempo continuo.
» Para cada t € I, Wy = {Wi(w),w € Q} & unha variable aleatoria.

» Para cada suceso w € Q, W, = {W;(w),t € I} denominase traxectoria do proceso
w.

Movemento Browniano

Un movemento browniano é un proceso estocdstico en tempo continuo que verifica as

seguintes propiedades:

= Wo=0
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= Ten incrementos independentes, é dicir:
Wiy = Wi, Wiy = Wiy oo, Wy, — W,
, son variables aleatorias independentes para todo 0 <t <t < ... <ty t; €1

» Paracadat>s>0,W;— W€ N(0,t—s).

Movemento Browniano Xeométrico

Un dos principais modelos empregados para representar os movementos dos prezos dun
activo suxacente, X¢, é o browniano xeométrico, que verifica a seguinte ecuacién diferencial
estocastica:

dXt == /.LXtdt + O'Xtth, (21)

donde dW; é o incremento dun movemento browniano estandar, i é a tendencia e o denota
a volatilidade.

Para resolver a ecuacion diferencial estocastica anterior definimos o novo proceso

(). o

Aplicando o Lema de It6 para a funcion F(t,y) = In(y) obtemos a ecuacion diferencial

estocastica para Y;:

1

e integrando:
1
YVi=(n— 502)15 + oW, (2.3)

Agora tendo en conta as expresions (2.2) e (2.3) tense que a soluciéon da ecuacion
diferencial estocéastica é:
X, = Xoeln=309)t+oWs (2.4)
Lema de Ito

A continuacién recordamos o Lema de Ito. [3]

Lema 2.1. Lema de Ité.
Sexa f(z,t) unha funcion C? infinitamente diferenciable das variables x e t. Se suporiemos

que o proceso {x¢,t > 0} salisfai a ecuacion diferencial estocdstica:

d.’l?t = ,U,(.I't, t)dt + O'(.I't, t)th,
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onde Wy é un movemento browniano.

Entonces a ecuacion diferencial estocdstica para o proceso fi = f(x,t) vén dada por

_of of 1 232f
ou equivalentemente
0f |1 ,0°f  Of of
df; = (875 + = 8372 + M(‘)x (.%'t, t)dt + U%(xt, t)th, (26)

Este lema é unha identidade utilizada no calculo de Ité para encontrar a diferencial
dunha funcién dependente dun proceso estocastico. Esta férmula é unha versiéon estocéstica
da regla da cadena do calculo diferencial usual.

Este lema utilizase para obter a ecuaciéon de Black-Scholes.

Figura 2.1: Kiyoshi Ito (1915-2008)

Denotando X; é o proceso de prezos do activo subxacente de tipo browniano xeomé-
trico, V; € o proceso de prezos dunha opcion europea e T a data de vencemento (tempo
de madurez) da opcion. Suponemos que V; = v(Xy,t), donde v é unha funcién de duas
variables suficientemente derivable nas condiciéns do Lema de It6 entén aplicando técnicas
de cobertura dindmica a funcién v verifica a ecuacién de Black-Scholes que indicamos a

continuacion.

Definiciéon 2.2. (Ecuacion de Black-Scholes).
A ecuacion de Black-Scholes é a seguinte ecuacidn diferencial parcial parabdlica para o
valor da opcion v = v(x,t) definida para x > 0, t € [0,T].
81}4_1 9 28 v —|—px(%
ot 2 Ox

Esta ecuaciéon de Black-Scholes é utilizada en matemética financeira para determinar

—pv=0 (2.7)

o valor dunha opcién europea de compra ou venda.
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2.2. Opcion Americana de Venda con Tipos Negativos

Nesta seccién centrarémonos na opcién put americana con tipo de interese negativo
e veremos as condiciéns que levan a aparicién dunha dobre rexién de continuaciéon non
estandar e estudaremos as propiedades de existencia, monotonia, continuidade, limites e o
comportamento cerca da madurez da dobre fronteira libre que separa a rexién de exercicio
da dobre rexién de continuacién. As ideas deste capitulo seguen as lifias principais do
estudo realizado en |2].

Consideramos a opcién put americana sobre un activo X; que segue o browniano xeo-
meétrico, cuxa tendencia baixo medida de probabilidade real denotamos con u. Denotamos
a volatilidade con o, o prezo do exercicio con K e a taxa de interese con p. O valor da

opcién put no momento ¢ esta dado por

ve =v(t, X;) = esssup Ele "7 (K — X;)T|F,
T€E[t,T]

ou equivalentemente

ve=v(t, X;) = sup Ele (K —xq-exp((p— 0—2)6 + oWp)) ], (2.8)

0€[0,T—t] 2
donde W, segue unha distribucién browniana baixo a medida de probabilidade real. As
esperanzas e as distribucions de procesos estocasticos fan referencia a medida de probabi-
lidade real e, por cuestions de simplicidade, omitiremos a dependencia sobre a medida de
probabilidade. Se a opcién é perpetua (unha opciéon con tempo de vencemento infinito), o

seu valor non depende do tempo e ven dado por:
2

Voo (1) = sup Ele (K — x4 - exp((p — %)9 +aWp)) "]
0<6

Sen ter en conta o signo de p, a funcién v en (2.8) domina a funciéon de pago, é convexa
e decrece con respecto a x, é decrecente con respecto a ¢t e € dominada pola put perpetua

Voo, Polo tanto,

(K —z)" <o(t,z) <v(t,0) < ve(x) para todo t € [0,T] e z > 0. (2.9)
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-
w

-k

Valor Put v (t,x)

0.

W

Figura 2.2: Valor da Opcion Put Americana v(¢,-) (linea grosa) e o pago de exercicio

inmediato (linea fina) con prezo de exercicio k = 1, p > 0 e madurez finita.

Valor Put v (t,x)

o
n

0 0.5 1 1.5

3

Figura 2.3: Valor da Opcion Put Americana v(¢,-) (linea grosa) e o pago de exercicio

inmediato (linea fina) con prezo de exercicio k = 1, p < 0 e madurez finita.

Estas propiedades interacttian co signo de p para determinar a forma da fronteira libre
e a “estructura xeométrica” da rexién de exercicio. Mais precisamente, se p > 0, para
calquera t < T, temos que v(t,0) = supg<g<r_; Ele (K — 0)T] = (K — 0)*. Desde que

v(t,x) coincide para = 0 co exercicio inmediato do pago, a convexidade e (2.9) implican
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que v(t,x) > (K — x)* para todo # > 0 (véxase a linea grosa e continua da Figura 2.2)
ou v(t,z) = (K — x)" para calquera z pertencente aos intervalos cuxos extremos son 0 e
z*(t) =sup(x > 0:v(t,x) = K —x) < K (véxase a linea grosa da Figura 2.2). O valor de
x*(t) é o tnico prezo critico da opciéon put con taxa de interese non negativa. Isto é certo
para unha gran cantidade de procesos de difusién con taxas de interese non negativas.

Pola contra, se p < 0, entén o valor da opcién americana para = 0 domina estric-
tamente ao exercicio inmediato do pago, xa que, v(t,0) = supg<pcr_; E[e (K — 0)F] =
e (Tt . K > K. Polo tanto, ou ben o exercicio temperan nunca é 6ptimo na data t, é
dicir,v(t,z) > (K — )" para todo x > 0 (véxase na lifia grosa e continua da figura 2.3), ou
ben o exercicio é 6ptimo no tempo t para algunhas 2’ € (0, K), é dicir, (K —2/)" = v(t, 2')
(véxase na lina grosa da figura 2.3). Se z’ fose tnica, entoén a rexion de exercicio colapsa
nun 6 punto (a fronteira libre no tempo ¢). Si 2’ non é tnica, entéon por convexidade e
(2.9) a rexion de exercicio no tempo ¢ esté constituida por un segmento conectado definido
polos extremos I(t) < u(t) € [0, K] donde

I(t) =f(z >0:v(t,x) = (K —2)"), (2.10)

u(t) =sup(z > 0:v(t,z) = (K —2)") A K, (2.11)

tales que v(t,x) = (K — )" para [(t) < z < u(t), e v(t,z) > (K — )T para z < I(t)
e x > u(t). Isto implica que a rexién de continuacién no tempo ¢ se separa en dous
segmentos. O exercicio posponse optimamente non sé cando a opcién é insuficiente no
dineiro (z > w(t)), senén que tamén cando a opcion é excesiva no dineiro (z < I(t)).
Na rexion onde o dineiro é excesivo o valor da opciéon put americana decrece con maior
pendente que o pago inmediato da put, ¢é dicir, (g—g)(t, x) < —1 (véxase a figura 2.3). Pola
contra, se p > 0, a derivada (g—;’;)(t, x) > —1 para todo z. Polo tanto, se a rexion de exercicio
é non vacia na data ¢, é a negatividade da taxa de interese a que modifica a “estructura
xeométrica” usual.

Os supostos (2.14) e (2.15) na Proposicion 2.4 son condicions suficientes para que a
rexién de exercicio sexa non vacia no caso perpetuo e, en consecuencia, no caso de madurez
finita para calquera data ¢. En particular o suposto (2.14) implica que a rendabilidade por
dividendo d = p — i é negativa. Polo tanto, a negatividade tanto de p como de p € crucial
para determinar a presencia da rexién de dobre continuacién. Certamente, a rexion de
continuacién non pode ser constituida por mais de dous segmentos non conectados, porque
a convexidade da funcién v(t,-) debe descansar encima da funcion de pago (K —-)*.

Denotemos con ER = {(t,z) € [0,T] x [0,+00] : v(t,x) = (K — )T} a rexion de
exercicio tempera, e con CR = {(t,z) € [0,T] x [0,400] : v(t,z) > (K — z)T} a rexion

de continuacion. A funcion v en (2.8) pode ser expresada como a solucion dun sistema de
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desigualdades diferenciais:

%U—I—E’U—pv <0en (0,T) x R,
o(t,z) > 7(x), x>0,te](0,T], (2.12)
(%v + Lv—pv) - (v(t,z) —7w(z)) =0 x>0,¢€0,T]

coa condiciéon final

o(T,z) =n(x), x>0 (2.13)
donde 7(x) = (K — x)*, e o operador diferencial ven dado por

t,x) + ux@(t, x)

(Lv)(t,z) = 1(72:152 9

o]
2 z?
. Cando a taxa de interese é non negativa, sibese que (2.12) admite unha solucién infini-

tamente diferenciable. Se a taxa de interese é negativa podese chegar 4 mesma conclusion,

como se demostras incluida no artigo [2] na seguinte proposicion.

Proposicion 2.3. /2] (Diferenciabilidade Infinita do Valor da Opcion Put, v, con
Taza de Interese Negativa).

v v 9%

A solucion de (2.12) admite derivadas parciales g, 57, 55 que estdn localmente acotada

en [0,T) x RT. Ademais para v cimprese que % é continua en [0,T) x RT.

No caso da opcién perpetua, a dobre fronteira libre pode ser explicitamente calculada
resolvendo a ecuacion diferencial implicada por (2.12) na rexiéon de continuacion e aplican-
do o importante principio "smooth-pasting"na fronteira libre. O resultado require unha
verificacién ad hoc directa, porque vo, contravén os requerimentos usuais de acotamento.
Por suposto, cando p < 0 e z = 0, o tempo de exercicio éptimo é 6* = 400, e 0 valor da

opcion americana é v, = E[e ™ (K — 0)] = +oo0.

Proposicion 2.4. [2] (Opcion Put Perpetua con Taza de Interese Negativa).

St T = +oo,
2

p <0, M—%>o, (2.14)
e
o’ 2 2
(1 — 7) + 2po” > 0, (2.15)

entdn o valor da opcion put americana perpetua €

Ap- .13&7 xr € (O,ZOO),
Voo =4 K —x, € [loo,Usols (2.16)
Au : -Tgu) MRS (UOO,+OO),
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donde &, < & son as solucidns negativas da ecuacion
2

€+ (- T)e—p=0. (217)

Os prezos criticos dos activos (fronteiras libres) son

gl fu
e =g 1 M=l (2:18)
e as constantes A; e Ay venien dadas por
1*5l lfgu
IR () S ) iy (2.19)
El gu

Dada unha taxa de interese negativa p < 0, a condicion da derivada positiva (2.14) e
a condicion do discriminante positivo (2.15) garanten a existencia de solucions (negativas)
da ecuacién (2.17) e descartan o efecto explosivo potencial dunha taxa de interese negativa
na funcién do valor da opcién put. Se a taxa de interese é negativa, o titular da opcién
pode obter unhas ganancias esperadas infinitas posponendo indefinidamente o exercicio da
opcién.Este incentivo de demora infinita pode ser contrarrestado por unha oportunidade
significante de que a opcién se vaia quedando sen difieiro a medida que o tempo transcorre.
Este é o caso en que a taxa de crecemento do activo subxacente X; é suficientemente grande

comparada co valor absoluto da taxa de interese negativo, como se indica na condicién

_o2y2
(215): o] < “GE-

A funcién ve, definida en (2.16) ten as seguintes propiedades na rexion de continuacion:
v & decrecente, domina a funcién de pago inmediato, e o proceso {veo(X¢)e ?}; é unha
martingala local. A condicion (2.15) tamén potencia a supermartingalidade do proceso
{voo(X¢)e P}y na rexion de exercicio temperé.

A continuacion, na Figura 2.4, mostrase a grafica dunha opcién put perpetua. A lina
descontinua representa & funcién de pago mentres que a lina sélida representa o valor da

opcién. Ademais podemos apreciar a dobre fronteira libre marcada con rombos.
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m

Valor da Opcidn Put Perpetua

02 s 05 03 1 12
Figura 2.4: O Valor da Opcién Put Perpetua con p= —1%, K =1,0 = 15%,u = 4%

Se temos unha madurez finita e unha taxa de interese negativa, o Teorema 2.5 pro-
porciona unha descripcién precisa da rexién de dobre continuacién, que estd separada da
rexion de exercicio tempera por unha dobre fronteira libre. A fronteira libre superior dis-
fruta de todas as propiedades que ten no caso estandar de taxa de interese non negativa:
é crecente e continua, e tende ao prezo de exercicio na data de vencemento. A fronteira
libre inferior é decrecente en todas partes e continua en todas partes excepto na data de

vencemento, onde presenta unha descontinuidade.

Teorema 2.5. [2] (Rexion de Continuacion e Caracterizacion da Fronteira Libre
con Madurez Finita e Tazxa de Interese Negativa).
Si se satisfan as condicions (2.14) e (2.15), entdn para calquera t € [0,T), existe u(t) e
I(t) tales que
PR <I(t) <u(t) <K, (2.20)
p—p
donde (K — z)* = v(t,z) para calquera x € [I(t),u(t)] e (K —x)" < v(t,x) para calquera
z & [1(t), u(t)].
A fronteira libre inferior | : [0,T] — [0,lo) € decrecente, continua para calquera
te0,7), (T7) =25 >UT)=0.
A fronteira libre superior u : [0,T] — (ueo, K| € crecente, continua para calquera
tel[0, 7], euw(T)=u(T")=K.
A rezion de exercicio temperd é ER = {(t,z) € [0,T] x [0, 400] : [(t) <z < wu(t)}, e a
rexion de dobre continuacion é CR = {(t,z) € [0,T] x [0,+00] : 0 <z < I(t) ou
x> u(t)}, donde {(t,1(t)); (t,u(t)):t € [0,T]} é a dobre fronteira libre.
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Describir a fronteira libre cerca do vencemento é moi importante para o titular da opciéon
americana. O comportamento asint6tico da fronteira libre dunha opcién put americana no
caso estandar de taxa de interese positiva e dun activo subxacente difusivo xa é bastante
conocido.

No Teorema 2.6 veremos o comportamento asintotico da dobre fronteira libre na data
de vencemento e no caso de ter unha taxa de interese negativa. Cando a taxa de interese
domina a rentabilidade por dividendo non negativa do activo subxacente, a fronteira libre
dunha opcién put americana tende na data de vencemento ao prezo de exercicio de forma
parabdlica-logaritmica. No caso dunha taxa de interese negativa, a fronteira libre superior
ten 0 mesmo comportamento asintético na data de vencemento. Mentres que a fronteira
libre inferior non estandar converxe monétona e decrecentemente na data de vencemento

ao limite pola esquerda I(T7) = i /f i ) de forma parabdlica.

Teorema 2.6. [2/ (O Comportamento Asintético das Fronteiras Libres na Ma-
durez para Opcions Put con Tazxa de Interese Negativa).

Se se satisfan as condicions (2.14) e (2.15), enton se t— T, a fronteira libre superior satisfai

2
o
t)— K ~—-K T—t)n——.
u(t) U¢< il
Se t— T, a fronteira libre inferior satisfai
pK pK "
(t) - —— ~ ——(—y o /(T — 1)),
(t) = p—u( V(T —1))

donde y* € (—1,0),y* ~ —0,638, € un nimero tal que:

0
¢(y) = sup E[/ (y + B(s))ds] = 0 para todo y < y* e ¢(y) > 0 para todo y > y*
0<0<1 0

As condiciéns (2.14) e (2.15) son suficientes pero non necesarias para a existencia da
dobre fonteira libre. Na préxima proposicién obsérvase a condicién necesaria dependente
do tempo para a optimalidade do exercicio temperan da opcién put durante a vida da
opcién cando as taxas de interese son negativas. Como consecuencia, esta condicién tamen

é necesaria para a existencia da dobre fronteira libre con taxa de interese negativa.

Proposicion 2.7. [2] (Condicion Necesaria para o Ezxercicio Temperdn con Tara
de Interese Negativa).
Sip<0enp>0,acondicion necesaria para o exercicio optimo da opcion put americana

con madurez finita en t € [0,T) é

Nfl(ep(Tft)) _Nfl(e(pfu)(T*t)) > oT —t, (2.21)
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cando N~Y(-) denota a inversa da funcion de distribucion estandar normal acumulativa.

A condiciéon (2.21) require que u, a taxa de crecemento do activo subxacente z, sexa
relativamente alta comparada coa taxa de interese (negativa) p no sentido de que a distancia
entre os cuantiles N1 (eP(T=1)) e N1 (elP=#(T=1) ¢ polo menos tan grande como o/T — .
Ainda que axuda a limitar a forza relativa de p en comparacion con u, a condicion (2.21)

é un requerimento mais feble que as condiciéns suficientes (2.14) e (2.15).

A intuicion da Proposicion 2.7: Se o valor da opciéon put Europea no tempo ¢, ve(t, )
domina estrictamente a funcién de pago inmediato para todo x > 0, entén non hai exercicio
temperan 6ptimo en t, e dado que o valor da opcién put americana no tempo ¢ domina a
ve(t,x), enton, v(t,r) > ve(t,x) > (K — x)T. Se as taxas de interese son non negativas, ¢
dicir, p > 0, isto non pode pasar nunca, xa que, en z = 0 temos que v(t,0) = KePT—1) <
(K —0)" = K, e por continuidade v.(t, z) quedara por debaixo de (K —z)* nun segmento
de valores subxacentes non negativos. Pola contra, cando as taxas de interese son negativas,
p < 0, o valor da opcién put Europea no tempo t cando o activo subxacente é 0 domina
a funcién de pago inmediato, porque v(t,0) = Ke P71 > (K — 0)* = K. Por eso,
daas alternativas son posibles: ou ben, ve(t,x) domina a funcién de pago inmediato para
todo x > 0, e consecuentemente, o exercicio temperdn nunca é 6ptimo en ¢, ou ben,
ve(t, ) < (K — z)T para algtin > 0, ent6n, o exercicio temperan deberia ser 6ptimo en
t. Cando p < 0 a ecuacion (2.21) é equivalente a existencia de algins z > 0 de forma que
ve(t, ) < (K —x)T. A ecuacion (2.21) é polo tanto unha condicién minima necesaria para
a posibilidade do exercicio temperan 6ptimo en ¢t no caso de taxas de interese negativas

que & stia vez implica a posibilidade de existencia da dobre rexién de continuacion.

2.3. Opcién Americana de Compra con Tipos Negativos

No seccién 2.2 centramonos na opcién put americana con tipos de interese negativos,
nesta realizaremos unha anéalise similar mais para a opciéon call americana. Ao igual que
na secciéon 2.2, séguense as ideas extraidas de [2].

Consideramos a opcién call americana sobre un activo X; que segue un movemento
browniano xeomeétrico, cuxa tendencia baixo medida de probabilidade real denotamos con
. Denotamos a volatilidade con o, o prezo do exercicio con K e a taxa de interese con p.

O valor da opcién call no momento ¢ estd dado por

o = oft, X)) = esssup Efe #0(X, — K)*|F],
T€E[t,T]
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ou equivalentemente

2
=0, X)) = sup Ele P (zg-exp((u— )0 + oWy) — K)*], (2.22)
9€[0,T—] 2

donde W; segue unha distribucion browniana baixo a medida de probabilidade real. Cen-
trarémonos no caso p < 0. Se u > 0 o valor da opcién perpetua

2
Voo(y) = sup Ele " (24 - exp((p — %)9 +oWy) — K)T].
0<6

non esta acotado pola desigualdade de Jensen. De xeito contrario, para p, p < 0,a funcién
v en (2.22) pode ser acotada incluso no caso perpetuo, como mostra na Proposicion 2.9. No
caso de madurez finita, v en (2.22) pode ser caracterizada como a soluciéon da desigualdade
variacional (2.12) con m(x) = (x — K)™. Sen ter en conta o signo de p a funcién v en (2.22)
domina o pago da opcion call (0 < (z — K)T < v(t,z) para calquera t € [0,T] e x > 0),
e é convexa e crecente con respecto a x para calquera ¢t € [0,7]. Estas propiedades son
herdadas pola convexidade e monotonia do pago da opcién call. Pola definiciéon de v en
(2.22) como un supremo no conxunto de tempos de parada dende 0 hasta o tempo de
vencemento, podemos deducir que, para calquera z > 0, a funcion v(t,z) é decrecente
con respecto de t. Obviamente, a opcién con madurez finita estd dominada pola opcién
perpetua: v(t,x) < voo(z) para calquera t € [0,7] x > 0. Tamén se pode ver que o signo
negativo de p e pu e as condicions adicionais de (2.23) e (2.24) prevenen que a funcion
identidade domine a funcion v, é dicir, a desigualdade esténdar v (x) < z non é certa.

As propiedades mencionadas de v implican que a rexién de exercicio tempera no tempo
t esta constituida por un segmento conectado definido polos extremos [(t) < u(t) € [0, K|,
donde

I(t) =inf (x> 0:v(t,z) = (z — K)T)V

u(t) =sup (z > 0:v(t,z) = (x — K)T)

tal que v(t,x) = (x — K)* para [(t) < o < u(t) e v(t,x) > (x — K)T para z < [(t) e
x > u(t). Isto implica que a rexion de continuacion no tempo t se separa en dous segmentos.
Caracterizamos a rexion de continuacion, a rexion de exercico temperda e a dobre fronteira
libre no Teorema 2.10. Nas Proposiciéns 2.8 e 2.9 damos as restricciéns para os valores dos
pardmetros baixo os cales a opcién call perpetua americana € finita ainda cando a taxa de
interese é negativa. Tamén damos as expresions explicitas para a dobre fronteira libre.
No caso de madurez finita, a fronteira libre inferior ten todas as mesmas propiedades
que no caso estandar, onde as taxas de interese son positivas: é decrecente e continua, e
tende ao prezo de exercicio na data de vencemento. A fronteira libre superior é crecente e

continua en todas partes excepto na data de vencemento, onde ¢é finita.
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A Proposicion 2.9 e o Teorema 2.10 son probados construindo respectivamente a Pro-
posicion 2.4 e o Teorema 2.5 e aplicando a simetria put-call americana. A simetria put-call
americana relaciona o prezo da opcién call americana co prezo da opcidén put americana,
cambiando s6 o prezo subxacente inicial polo prezo de exercicio e a rendabilidade por di-
videndo pola taxa de interese. Esta simetria compréndese pola simetria da distribucion
normal logaritmica do activo X e da simetria entre os pagos das opciéns call e put. O cam-
bio permitenos derivar dita propiedade tamén no noso caso, onde tanto a taxa de interese

p como a rendabilidade por dividendo § = p — p son negativas.

Proposicion 2.8. [2] (Simetria Put-Call Americana).
Considerando a opcion call americana con prezo de exercicio K, taxa de interese p, deri-
vada subzacente u, volatilidade subzacente o, e valor inicial subzacente x, cuxo valor no

tempo t € [0,T] vén denotado por v(t,x) = vequ(t, x; K, p, u, o) en (2.22).

Considerando a opcion put americana simétrica con prezo de exercicio Ky, = x, taza
de interese ppyr = p — |1, deriwada subzacente pipys = —p, volatilidade subzacente opy = o,

e valor inicial subzacente Ty = K, cuzo valor no tempo t € [0,T] vén denotado por

Uput (t, Tput; Kput, Pput; Mput, Uput) = Uput (t» K;x,p—p,—p, U)'

1. As condicions

0.2
p<,u<—?<0, (2.23)
2
(1 — %)2 +2p0% >0 (2.24)

para p, b, o no problema call americano son equivalentes as condicions (2.14) e (2.15) para

08 pardmetros Pput, fput, Oput MO problema put americano simétrico.

2. O wvalor da opcion call americana coincide co valor da put simétrica americana
U(ta x) = Ucall(ta €T3 Ka Py My G) = UpUt(tv K; Z,p— M, —H, G) (225)

para calquera t € [0, 7).

3. Para calquera t € [0,T], sel(t) (respectivamente u(t)) denota a fronteira libre inferior
(respectivamente superior) no tempo t para a opcion call americana con prezo de exercicio
K e pardmetros p, ju e 0. E Ly (t) (respectivamente upy(t)) denota a fronteira libre inferior
(respectivamente superior) no tempo t para a put simétrica americana con prezo de exercicio
Kput =1 e pardmetros pput, fiput € Oput- St se cumpren (2.23) e (2.24), entdn para calquera
t €10,T), temos que
(2.26)
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A continuacién mostraremos unha taboa na que se vera como o valor dunha opcién call

americana (con pardmetros peu; = —0,05, pean = —0,04, oeay = 0,15 ¢ T = 2) coincide
co valor da put simétrica americana (con pardmetros ppye = —0,01, pipye = 0,04, opyr =
0,15 e T = 2).
Parametros Call Parametros Put Veall Uput
Ken=1, xequ =1 Tput = 1, Kpyr =1 0.0420 0.0416
Kean = 0,8, Tequy = 1 | @pur = 0,8, Kpyr = 1 0.2 0.2003
Kooy = 1,6, Teay =1 | 2pu = 1,6, Kpye = 1 | 0.000451 | 0.000017

Cadro 2.1: Proba da proposiciéon 2.8

Utilizamos a Proposicién 2.8 para estudar a dobre fronteira libre para a opciéon call
americana. A Proposiciéon 2.9 analiza o caso perpetuo. No Teorema 2.10 vemos o caso de
madurez finita, e Teorema 2.11 explica o comportamento asintético das fronteiras libre

superior e inferior na data de vencemento.

Proposicion 2.9. [2] (Perpetual Call con Taza de Interese Negativa).
Se T = +o0, e se satisfan as condicions (2.23) e (2.24), entdn o wvalor da opcion call

perpetua americana €

Ay - 2% para x € (0,ls),
Voo = & — K para z € [loo, Uoo],

Ay - 2% para © € (Use, +00),

onde § > &, > 1 son as solucions positivas da ecuacion (2.17). A dobre fronteira libre vén

dada por lso, Uso definidas en (2.18), con A; = % e Ay, = w“’g%gu

Na Figura 2.5, mostrase a grafica dunha opcion call perpetua. A lina descontinua
representa & funcion de pago mentres que a lifia s6lida representa o valor da opciéon. Ademais

podemos apreciar a dobre fronteira libre marcada con rombos.

Teorema 2.10. [2/ (Rexion de Continuacion e Caracterizacion da Fronteira Li-
bre con Madurez Finita e Taxa de Interese Negativa).

Se se satisfan as condicions (2.23) e (2.24), para calquera t € [0,T), existen 1(t) e u(t)
tales que

I(t) <loo < Uso < u(t)

tal que (x — K)* = v(t, x) para calquera x € [I(t),u(t)] e (x — K)* < v(t,z) para calquera

z & [1(t), u(t)].
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A fronteira libre inferior | : [0,T] — [K,lx) € decrecente, continua para calquera
te 0,7, e (T)=U(T") =K.

A fronteira libre superior u : [0,T) — (too, %] é crecente, continua para colquera
te€[0,T), conu(T™) = ((5_]2) > K e u(T) = +o0.

A rezion de exercicio temperd é ER = {(t,z) € [0,T] x [0, 400] : I(t) <z < wu(t)}, e a
rexion de dobre continuacion é CR = {(t,x) € [0,T] x [0,4+00] : 0 < x < I(t) ou

x> u(t)}, donde {(t,1(t)); (t,u(t)) : t € [0,T]} é a dobre fronteira libre.

qE
W
3
= o
=
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B oA
T -
e
a
= 2
=]
=
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=
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= 1
=
0.5
0

Figura 2.5: O Valor da Opcién Call Perpetua con p= 7%, K =1,0 =15%,u = -5%
Teorema 2.11. [2] (O Comportamento Asintético das Fronteiras Libres na Ma-

durez para Opcions Call con Taza de Interese Negativa).

Baizo as condicions (2.23) e (2.24), para t— T, a fronteira libre superior satisfai

Si t— T, a fronteira libre inferior satisfas

0-2
It) — K ~ Ko\/(T - t)znm.

donde y* =~ —0,638 estd definido no Teorema 2.6.

As condiciéns (2.23) e (2.24) son suficientes pero non necesarias para a existencia da

dobre fronteira libre para a opcién call. A condicién necesaria para o exercicio éptimo en ¢
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e N~ e=w=n)T=0)) _ N1 (eP(T=1)) > 5/T — ¢, que pode ser obtida aplicando a simetria
put-call 4 condicién necesaria para o exercicio temperan das opciéns put da Proposicién
2.7.

2.4. Préstamos de Ouro

Os préstamos garantizados experimentaron un gran crecemento dende a crise financei-
ra. Os bonos do tesouro e as accidéns son as garantias mais aceptadas polas institucions
financeiras, pero nos ultimos anos o uso do ouro como garantia estd crecendo en todo o
mundo. As principais empresas financeiras non bancarias de India como Muthoot Finance
e Manappuram Finance foron bastante activos en préstamos con garantias de ouro. Os
préstamos de ouro tenden a ter tempos de madurez curtos e diferenciais bastante altos
(taxa de préstamo menos taxa libre de risco), ainda que sexan significativamente inferior
aos préstamos sen garantia. A opcion de prepago é comun, permitindo a redencién do ou-
ro en calquera momento antes da data de vencemento. Destacamos que os préstamos de
ouro difiren notablemente dos préstamos de bolsa, porque o ouro é un activo de investi-
mento negociable con custos de almacenamento / seguros e sen ganancias. Esto poédenos
levar a politicas de redencién particulares que constituirdn unha aplicacién interesante dos
resultados dados na Proposicion 2.9 e nos Teoremas 2.10 e 2.11.

Nun préstamo de ouro, o prestatario recibe no tempo ¢t = 0 (data da firma do contrato)
a cantidade do préstamo ¢ > 0, usando unha unidade de masa de ouro como garantia, que
deberé ser entregada ao prestador. Esta cantidade crece a unha velocidade ~, donde ~ é
a taxa do préstamo (maior a taxa libre de risco r) estipulada no contrato. Polo tanto, o
custo de reembolsar o préstamo no tempo t vén dado por ¢ge?'. Cando o prestatario devolve
o préstamo, recibe o ouro de volta e o contrato remata. Podemos asumir que os custos de
almacenamento e seguros das reservas de ouro son Gyc > 0 por unidade de tempo, onde
G é o proceso do prezo do ouro ao contado no tempo ¢. Suporemos dindmicas de tipo
browniano xeométrico para o proceso GGy baixo a medida de probabilidade de risco neutro

Q de modo que se verifica a ecuacién diferencial estacéstica

4Gy

t

= (r + ¢)dt + odW,,

onde r é a taxa sin risco constante, o a volatilidade das devoluciéons do ouro e W un
movemento browniano baixo a medida de risco neutral Q. Dada unha data de vencemento
T, o valor da opcién de redencién no tempo t =0 é

C(0,Go) = sup E9[e™ (G, —qe’) ] = sup E9[e (X, —¢)F],
0<r<T 0<r<T
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onde X; = Gye 7" é o prezo do ouro descontado pola taxa 7. Entonces, o valor inicial da
opcién de redencién do préstamos de ouro é o valor inicial dunha opcién call americana en
(2.22) sobre o valor subxacente Xy, o cal segue unha distribucién normal logaritmica, con
pardmetros p=7r—7 <0, py=r+c—ve K =q.

Consecuentemente, o valor da opcion de redencién en calquera data ¢t € [0,7T] pode
ser calculado como C(t,Gy) = v(t, X}), con v definida en (2.22). A porcentaxe de almace-
namento e os custos de seguro c¢ son positivos e normalmente por debaixo do diferencial

v —r > 0. Asi, fixamos p < pu < 0. Agora, se as condicions (2.23) e (2.24) se cumpren, é

dicir,
o2
T‘—’}/<T‘—’7+C<—?<06 (2.27)
o2
(r—’y+c—7)2+202(r—7) > 0, (2.28)

para o caso perpetuo aparece unha dobre rexiéon de non redencién, como vimos na Pro-
posicion 2.9. Gracias a esta mesma proposicién podemos calcular as fronteiras libres cons-
tantes perpetuas lo € Uso en termos do proceso do prezo do ouro descontado X; = Gye .
A sta vez mediante o Teorema 2.11, para os contratos con madurez finita, podemos obter
unha aproximacién asintética das dobres fronteiras libres cerca da data de vencemento.
Usualmente para os préstamos de ouro, as datas de vencemento T estdn cerca dos 36
meses. As taxas de préstamo normalmente oscilan entre o 12% e o 16 % para os ban-
cos e entre 0 12% e o 24 % para as institucions financeiras especializadas, mentres que
o rendemento dos titulos do goberno indio a curto prazo estivo rondando o 8 %. A vo-
latilidade historica, expresada en rupias indias, do cambio diario no rexistro do prezo
do ouro foi do 21,4 %, segundo datos do Consello Mundial do Ouro. Os custos medios
de almacenamento e seguro do ouro son aproximadamente do 2%. Polo tanto, fixando
r=8%,c=2% ~v=17T%eoc = 21,4%, camprense as condicions (6.1) e (6.2). Se
supofiemos agora que ¢ = 1, na seguinte figura veremos a opcién perpetua para este caso
real, o préstamo de ouro. Na figura tamén podremos apreciar a dobre rexién de non reden-
cién, a fronteira libre constante inferior [, = 1,70 e a fronteira libre constante superior
Uso = 2,64.
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Valor da Opcidn de Redencién
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Figura 2.6: O Valor da Opcién de Redencién Perpetua do Préstamo de Ouro con
q=1,71=8%, c=2%, y=1T% e o =21,4%

Como podemos ver, as opciéns put e call americanas con tipo de interese negativo tefien
aplicaciéns no mundo real 4 hora de valorar diferentes tipos de opciéns, como por exemplo,
a opcién de redencion do préstamo de ouro, ou tamén, distintas opciéns de inversion de
capital (inversion en plantas nucleares). Parte dos exemplos explicados neste capitulo foron

extraidos de [2].



Capitulo 3

Métodos Numéricos para Opcions

Americanas

Ao longo deste capitulo expoénense os métodos numéricos utilizados para a resolucion

dos problemas de valoraciéon de opciéns americanas.

3.1. Discretizaciéon de Tempo e Subxacente: Euler Implicito

Para resolver ditos problemas utilizaremos o método de diferenzas finitas. Empezamos
por describir a resolucién numeérica da ecuacién de Black-Scholes con condiciéns de contorno

para opciéns europeas.

Discretizaciéon do Problema Put Europeo

O primeiro paso para a utilizacion deste método consiste en establecer un dominio
acotado.Agora, para un valor suficientemente grande z,, temos a funcion v.(t, x), definida

nun dominio D = [0,7] x [0, 2], tal que:

%Ute ;0’2.%'288 U; +(p— u)xaaq;e —pve =0en D, (3.1)
0e(T, ) = méx(K — x,0), x> 0, (3.2)

Ve(t, o) = 0, t € [0, (3.3)

ve(t,0) = Ke P71 t €[0,T] (3.4)

23
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Unha vez fixado o dominio acotado, consideraremos un enreixado con diferenzas finitas
uniformes, cunha metodoloxia que extenderemos aos pasos das variables tempo e espazo.
Por isto, para os ntimeros naturais N > 1 e M > 1, os pasos constantes do tempo e espazo

venen definidos por

T Too
= X7 . 1 ACL‘ = 5 . 4
N+1 M+1
polo tanto, o enreixado de diferenzas finitas est& definido por unha serie de nodos

At

(tj,xi) = (jJAt,iAx), j=0,...,N+1; 1 =0,...,M + 1.

No esquema, Euler implicito de diferenzas finitas, as derivadas que aparecen na ecuacion

(3.1) son aproximadas nos nodos do enreixado de diferenzas finitas asi:

821)6 (t‘ ) N Ue(t]’,xzqu) — QUe(tj,l‘i) + ve(tj,$i71)
g2 VTV Ax? ’
%(t l‘) ~ ve(t]"xiJrl) — ’Ue(tj,CCZ') (35)
oz T Az ’
%(t ) ~ Ve(tj41, %i) — ve(t), i)
ot T At '
Polo tanto, reescribindo a ecuaciéon (3.1) no punto (¢j,z;) para j = 1,...,N; i =

1,..., M, obtemos

Ve(tjt1, i) — ve(ty, z;) 1021‘2 Ve(tj, igy1) — 2ve(ty, ) + Ue(tj,$i71)+
At 2 " Ax?

(2
Ve(li, Tit1) — Veltsi, T;
+ (p— 1)z ells Z+ix ells )—pve(tjaxi)’“o-

Despois agrupando a esquerda os termos no tempo ¢;, conseguimos

Ato?x?  At(p — p)z; Ato2?
(L+ Adp+ Ax? + Az Jve(ts, i) — mve(tj, Ti-1)+
Ato?z?  At(p — p)x;
+= 2Az2 Ax Wel(tj, Tiv1) = ve(tjs, xi).

Despois, definimos as aproximacions v, ;) ~ ve(t;, ;) como os valores que verifican
exactamente as identidades aproximadas anteriores. Asi, para cada j obtemos o sistema

lineal de ecuacions

~ SAg2 Velii1) + (14 Atp+ A + -
(_Atg%? B At(p — u)xi)v D
2Az2 Azx e(j,i+1) e(j+1,)

We(j,i) T
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Agora, no esquema de marcha atras no tempo, o sistema de ecuaciéns obtido para
1=1,..., M éresolto recurrentemente para j = N, N —1,..., 1,0 empezando pola condicién
final.

Ve(N+1,i) = Ve(T, ;) para todo i =1,..., M + 1.

Ademais, para cada j, temos as seguintes condicions de fronteira dadas por (3.3) e
(3.4):

Ve(j,M+1) = Ve(tjs Too)s Ve(j,0) = Ve(t;, 0).

Por tanto a cada paso j = N, N —1,...,1,0 deberemos resolver o sistema lineal tridia-

gonal

Avej =Sj (36)

donde os coeficientes que non son cero da matriz tridiagonal A venen dados por

Am’ =1 +c+ CLI? + d%i, Aiﬂ'-‘,—l = —bx? — da:l-, Ai-‘,—l,i = —bl’z

e

onde A11 =1, Ayvi,m+1 =1, A12 =0, Ay41,0m = 0 e os termos constantes somn:
Ato? Ato? At(p —

= O,b: U,c:Atp,d:M.

Ax? 2A 2 Az

Ademais, ve; e s; do sistema (3.6) vefien dados por:

a

_ t
Vej = (Ve(5,0)1 Ve(j,1)> > Ve(j,M)» Ve(j,M+1))

S5 = (Ke_p(T_t)> Ve(j41,1)5 +++» Ve(j+1,M)» 0)7

Para un célculo méis detallado do célculo da matriz A e os vectores ve; e sj, consultar

11].

O sistema (3.6) é equivalente ao seguinte problema de optimizacion sin restriccions:

1 L1
iveTjAvej — vg;-sj = felﬁg%(§yTAy — yTsj). (3.7)

Discretizaciéon do Problema Call Europeo

Agora, ao igual que para a opcién put, resolvemos o problema de valoracién da opcion

call europea mediante o método de diferenzas finitas.
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Polo tanto, para un valor suficientemente grande xo., temos a funcion v, (¢, ), definida

nun dominio D = [0,7] x [0, 2], tal que:

%’f %023:2 (ZJ; +(p— M)x%f — pve=0en D, (3.8)
ve(T, ) = méx(z — K,0), &> 0, (3.9)

Ve(ts To0) = Taoexp(—p(T — ) — Keap(—p+ (T — 1)), t € [0,T] (3.10)
ve(t,0) = 0, ¢ € [0,T] (3.11)

Agora ao igual que para a opcién put utilizaremos o esquema Fuler implicito de dife-

rencias finitas mediante o cal obteremos o sistema de ecuaciéns:

A’Uej =8y (3.12)

donde a matriz A é a mesma que para a opcién put e ve; e s; son tales que:

t
Vej = (Ve(j,0)5 Ve(j1)s -+ Ve(j,M)» Ve(j,M+1))

85 = (0, Ve(j41,1)s > Ve(j41,M)> Too * e MT=D _ . emP(T=0)y,

O sistema de ecuacions (3.12) e equivalente ao seguinte problema de optimizacion:

1

1
5113;}14%3‘ —vls; = ;IelIfRI}L(§yTAy —yT's)). (3.13)

€J

3.2. Resolucién do Problema da Opcién de Venda Americana

Para resolver o problema de valoracién da opcién put americana extrapolaremos os
resultados obtidos:

Deberemos resolver o problema

ov 1 0?v ov
19 _ -.2.2 _ - = D 14
(v) 5 T30 Ut (p ,u)max pv=0en D, (3.14)
v(t,z) > max(K — z,0), en D, (3.15)

L(v) - (v —méx(K —z,0)) =0, en D. (3.16)
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e para isto son necesarios métodos numéricos para aproximar a solucion.
Primeiro aplicaremos o esquema Euler implicito de diferenzas finitas. Polo tanto, para

cada j = N,N —1,...,1,0, consideramos v; =~ v(t;, -) verificando

2,.2

Vigl — Uj x
jHAt J 02 vi + (p — p)wv; — pv; <0 (3.17)
(% > 9gj (3.18)

Uj+1 — Yy a’z® , /
(U0 T (e — puy) (g — 07) = (3.19)

donde g; = méax(K — x,0) denota o prezo de exercicio no tempo t;, o cal non depende
de j.
Se consideramos a mesma discretizacion de diferenzas finitas no espazo que para a

opcion put Europea, obtemos o seguinte problema de complementariedade

Av; > sj, v > gj, (Av; — ;)" (v; — g;) =0, (3.20)

onde a matriz A e o vector s; son os mesmos que para as opcions Europeas, e g; denota
o vector da funcién g; nos nodos de diferenzas finitas. O problema (3.20) é equivalente ao

seguinte problema de programacién con desigualdades como restricciéns:

1 7 1
50 AT = ;T s; = yfglg{l_(§yTAy —y's))- (3.21)
=JJ

Este dltimo problema de programacién con desigualdades resolverémolo mediante o

método de relaxacion proxeccion. Para mais detalle ver [5].

3.3. Resoluciéon do Problema da Opcién de Compra Ameri-
cana
Para continuar, extrapolaremos os resultados obtidos para resolver o problema de va-

loracién das opciéns call americanas:

Deberemos resolver o problema

Cov 1 4 0% ov B
L(v)—a%—gax @—F(p—u)x%—pv—()en D, (3.22)

v(t,x) > max(x — K,0), en D, (3.23)
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L(v) - (v—méx(zx — K,0)) =0, en D. (3.24)

e para isto son necesarios métodos numéricos para aproximar a solucién.
Agora, seguindo 0 mesmo proceso que para a opcion put, aplicaremos o esquema Euler
implicito de diferencias finitas considerando a mesma discretizaciéon que para a opcién

europea para obter o seguinte problema de complementariedade

Av; > s, v > gj, (Av; —s;) (05— g;) =0, (3.25)

onde g; = max(x — K,0) denota o prezo de exercicio no tempo t;, o cal non depende
de j, a matriz A e o vector s; son 0os mesmos que para as opciéons Europeas, e g; denota
o vector da funcién g; nos nodos de diferenzas finitas. O problema (3.25) é equivalente ao
seguinte problema de programacién con desigualdades como restricciéons:
Lop, T Lo T
—v;0 Avj —v;" s; = min(zy” Ay —y' s5). (3.26)
2 y>g; 2
Este dltimo problema de programacién con desigualdades resolverémolo mediante o

método de relaxacion proxeccion. Podese ver con mayor detalle en [5].

3.4. Resultados Numeéricos

Nesta tltima seccién do capitulo méstranse resultados numéricos de problemas de va-
loraciéon de opcions americanas obtidos mediante o emprego dos métodos mencionados
anteriormente a través do software matematico Matlab (ver programas en Anexo).

A continuacién ilastranse unhas graficas nas que se recollen o valor dunha opcion
americana de venda (Figura 3.1) e o valor dunha opcion americana de compra (Figura 3.2)
con madurez finita (data de vencemento T' = 2) obtida utilizando os métodos numéricos
estudiados con M = 799 e N = 63900 * 2, sendo N o ntmero de pasos en tempo e M o

nimero de pasos no subxacente.
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1.5}

05}

Valor cuando T -t es: 2.000000

Figura 3.1: O Valor da Opcion Put con T'=2, 0 =15%, p=—1%, u=4%,
K=1, N=63900%x2 e M =799

4

ot
wn

Valor cuando T-1t es; 2.000000

Figura 3.2: O Valor da Opcion Call con T =2, 0 =21,4%, p=—-9%, u=—-7%,
K=1, N=63900%2e M =799

Nas duas graficas desta tultima secciéon (tanto para as opciéns americanas de venda
como para as de compra) o eixo x corresponde ao valor do activo subxacente z e o eixo
y corresponde ao valor da opcion v(t, x). Ademais no calculo de todas elas poden existir

erros de aproximacién derivados do enreixado de tempo e subxacente.
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Por altimo, mediante a resolucién numérica tamén se obtivo a tadboa 2.1 na que vemos

a paridade put-call.



Capitulo 4

Conclusion

As opciéns put e call americanas con tipo de interese negativo enddxeno son impor-
tantes porque son a reformulacién de problemas de opcién de préstamos garantizados e
de presupostaciéon de capital. Para as opciéns americanas con taxa de interese negativa e
madurez finita vimos as condiciéns que levan a apariciéon dunha dobre rexién de continua-
ci6n non estandar (o exercicio da opcion é retrasado optimamente tanto cando o difeiro é
insuficiente como cando ¢ demasiado) e estudamos as propiedades (existencia, monotonia,
continuidade, limites e comportamento cerca da data de vencemento) da dobre fronteira
libre que separa a rexién de exercicio da dobre rexién de continuacién.

Ademais, tamén vimos que existen certas aplicaciéns reais para estos este tipo de pro-
blemas (como son, a opcion de redencion do préstamo de ouro, ou tamén, distintas opcions
de inversion de capital) e reformulando asi os problemas reais como problemas de opcion
americana con tipo de interese negativo logramos resolver estes mediante o uso de todo o
argumentado no traballo.

Para rematar, estudamos os métodos numéricos para a resoluciéon dos problemas de
valoracién das opciéns put e call americanas, tanto para o caso perpetuo como para o
caso con madurez finita. A sda vez, utilizando todo o estudiado, fixéronse os programas
de Matlab adecuados para a resolucién destos problemas de valoracién de opciéns co fin
de obter o valor de ditas opciéns tanto numerica como graficamente e comprobouse que
as opciéns americanas con madurez finita tenden a opcién perpetua cando aumentamos o

tempo de madurez infinitamente.
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Anexo: Programas para a Resoluciéon
de Problemas de Valoracion de

Opcidns

Neste anexo veremos os programas feitos en Matlab para a resolucién dos problemas
de valoraciéon de opciéns vistos neste traballo. Algunhas ideas aplicadas para a realizaciéon

destes programas foron recollidas de [4].

s Método Relaxacién Proxeccion

function [vk,iter] = RelajacionProyeccion(bb,aa,cc,s,v_min,max_iter_rel,error_max)
% Resolucion de sistemas tridiagonales mediante relaxacion con proxeccion.

h

% 0 metodo de relaxacion e un metodo iterativo no que cada valor

% do vector solucion se calcula en funcion dos valores calculados

% no paso anterior ata que o error se fai inferior ao maximo permitido.

% Cada x(i) calculase da seguinte forma:

h

% x(i,t+1) = x(i,t) + omega(f(i) - b(i)*x(i-1,t+1) -

% oc(i)*x(i+l,t) - a(i)*x(i,t))/a(i)

h

% donde t+1 indica valores da iteracion actual e t da anterior.

h

% No metodo de relaxacion con proxeccion os valores de x deben ser maiores

% que o obstaculo polo que se corrixe o seu valor cada vez que se fan inferiores

% ao mesmo.

33
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% FUNCTION : [x,iter] = RelajacionProyeccion(b,a,c,f,x_min,omega,max_iter,error_max)
% b a c: Vectores que conteflen a matriz tridiagonal.

% a: Diagonal principal da matriz.

% b: Diagonal inferior da matriz.

% c: Diagonal superior da matriz.

% f: Vector ao que debe ser igual o producto da matriz pola solucion.
% x_min : valor minimo que debe tomar a solucion do sistema.

% omega : Parametro de relaxacion.

% max_iter : Nimero maximo de iteracions permitido.

% error_max : error maximo permitido.

% x: Vector resultado.

% iter : Numero de iteracions que foron necesarias na aplicacion do metodo.

n = length(aa);

vk = zeros(l,n);

dif = zeros(l,n);
error = error_max + 1;

iter = 0;

while ((error > error_max) & (iter < max_iter_rel))

aux = vk;

vk(1) = vk(1) + (g(1) - cc(1).*xvk(2)-aa(1l).*vk(1))./aa(l);
vk(1) = max(vk(1),v_min(1));

for i=2:n-1

vk(i) = vk(i) + (s(i) - vk(i-1).*bb(i-1) - vk(i+l).*cc(i)-aa(i).*vk(i))./aa(i);
vk(i) = max(vk(i),v_min(i));

end;

vk(n) = vk(n) + (s(n) - vk(n-1).*bb(n-1)-aa(n).*xvk(n))./aa(n);
vk(n) = max(vk(n),v_min(n));

dif = vk - aux;

error = (sum(dif.~2))./sum(vk."~2);

iter = iter + 1;

end;
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= Opcién Put Perpetua

Funcién chi:

function [chil,chiu] = chi(sigma,mu,rho)
chil = (-mu/(sigma~2))+0.5+sqrt (0.25+((2*rho-mu)/(sigma~2))+((mu~2)/(sigma~4)));
chiu = (-mu/(sigma~2))+0.5-sqrt(0.25+((2*rho-mu)/(sigma~2))+((mu~2)/(sigma~4)));

end
Funcién pboundary:

function [1_infty,u_infty] = pboundary(K,chil,chiu)

1_infty = K*(chil/(chil-1));
u_infty = K*(chiu/(chiu-1));
end

Funcion A:

function [Al,Aul] = A(1l_infty,u_infty,chil,chiu)
Al = -(((1_infty)~(1-chil))/chil);
Au = -(((u_infty)~(1-chiu))/chiu);

end
Funcién v_ infty:

function [v_inf] = v_infty(K,Al,Au,chil,chiu,l_infty,u_infty,x)
v1=Al.*x."(chil);

v2=K-x;

v3=Au.*x." (chiu);
v_inf=v1.*((x>0)&(x<1_infty))+v2.*((x>=1_infty)&(x<=u_infty))+v3.*(x>u_infty);

end
Programa principal:

J#Perpetual Put Option

K=input (’ingrese K’);
sigma=input (’ingrese sigma’);

rho=input (’ingrese rho’);
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mu=input (’ingrese mu’);

M=input (’ingrese M’);

x_infty=4%*K;

deltax=x_infty/(M+1);

x=0:deltax:x_infty;

[chil,chiu] = chi(sigma,mu,rho);

[1_infty,u_infty]l = pboundary(K,chil,chiu);

[Al,Au] = A(l_infty,u_infty,chil,chiu);

if (rho<0) && ((mu-(sigma~(2)/2))>0) && (((mu-(sigma~(2)/2)))"~(2)+2*rho*sigma~(2)>0)
[v_inf] = v_infty(X,Al,Au,chil,chiu,l_infty,u_infty,x);
plot(x,v_inf,’k’,xlabel(’x’),ylabel(’Valor da Put Perpetua’))
axis([0 2 0 2])

hold on

payoff = max(K-x,0);

plot(x,payoff,’:k?)
plot(u_infty,K-u_infty,’dk’, ’MarkerSize’,5)
plot(1_infty,K-1_infty,’dk’, ’MarkerSize’,5)

hold off
else
disp(’Non se pode garantir a existencia’)

end
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= Opcién Put Europea

K=input (’ingrese K’);
sigma=input (’ingrese sigma’);
rho=input(’ingrese rho’);
mu=input (’ingrese mu’) ;

T=input (’ingrese T’);

N=input (’ingrese N’);

M=input (’ingrese M’);
x_infty=4%*K;

deltat=T/(N+1);
deltax=x_infty/(M+1);
t=0:deltat:T;
x=0:deltax:x_infty;
a=(deltat*(sigma~2))/(deltax"2);
b=(deltat*(sigma~2))/(2x(deltax~2));
c=deltat*rho;
d=(deltat*(rho-mu))/(deltax);

aa=(1+c+ax*xx. 2+d*x) .*ones(1,M+2);

cc=(-b*x(1:1length(x)-1) .~2-d*x(1:length(x)-1)) .*ones(1,M+1);
bb=(-b*x(2:1length(x))."2) .*ones(1,M+1);

aa(1l)=1;

aa(M+2)=1;

cc(1)=0;

bb(M+1)=0;

A = diag(aa) + diag(cc, 1) + diag(bb, -1);

vTx=max(K-x,0) ;

v=transpose (vIx) ;

s=zeros(1,M+2);

S=zeros(M+2,1);

V=zeros(M+2,1);

for j=N:-1:1
s=[K*exp(-rho*(T-t(j)));v(2:1:1length(v)-1);0];
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S=[s,s];
v=inv(A)*s;
V=L[v,V];

end
S(:,N+1)=[];
S=transpose(S);
V(Q:,N+1)=[];
V=transpose (V) ;

plot(x,v,’k’,xlabel(’x?),ylabel (’Valor da Put Perpetua’))

hold on
plot(x,vTx,’:k?)
hold off

= Opcion Put Americana

K=input (’ingrese K’);

sigma=input (’ingrese sigma’);

rho=input (’ingrese rho’);

mu=input (’ingrese mu’) ;

T=input (’ingrese T’);

N=input (’ingrese N’);

M=input (’ingrese M’);

omega=0.5;

x_infty=4%*K;

deltat=T/(N+1);

deltax=x_infty/(M+1);

t=0:deltat:T;

x=0:deltax:x_infty;
a=(omega*deltat*(sigma~2))/(deltax"2);
b=(omega*deltat*(sigma~2))/(2*(deltax"~2));
c=omegaxdeltat*rho;
d=(omega*deltat*(rho-mu))/(deltax);
ad=((1-omega)*deltat*(sigma~2))/(deltax"2);
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bd=((1-omega)*deltat*(sigma~2))/(2x(deltax"~2));
cd=(1-omega)*deltat*rho;
dd=((1-omega)*deltat*(rho-mu))/(deltax);
max_iter_rel = 1000;

X2 = X.*X;
coef=(1-rho*deltat*(1l-omega))/(1l+rhoxdeltat*omega) ;
error_max=input (’ingrese error_max’);

step_plot=input(’ingrese step_plot’);

aa=(1+c+a*x2+d*x) .*ones (1,M+2);
cc=(-b*x2(1:length(x)-1)-d*x(1l:length(x)-1)) .*ones(1,M+1);
bb=(-b*x2(2:1ength(x))) .*ones(1,M+1);

aa(1l)=1;

aa(M+2)=1;

cc(1)=0;

bb(M+1)=0;

A = diag(aa) + diag(cc, 1) + diag(bb, -1);

aaa=(1-cd-ad*x2-dd*x) .*ones (1,M+2);
ccc=(bd*x2(1:1length(x)-1)+dd*x(1:length(x)-1)) .*ones(1,M+1);
bbb=(bd*x2(2:1ength(x))) .*ones(1,M+1);

vk=max (K-x,0) ;
v_min=vk;

num_plot=1;

% Impresion de la grafica que muestra la condicion final.

if (step_plot > 0)

plot(x,vk);

cad = sprintf(’Opcidén americana de venta con dividendos continuos.
DF. Iter: %d’,num_plot);

title(cad);

xlabel(°X?);

cad = sprintf(’Valor cuando T - t es: %f’,T - t);

ylabel(cad);

drawnow;
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hold on

end

s=zeros(1,M+2);

num_plot = num_plot + 1;

for j=1:1:N+1

s=zeros(1,M+2);

%s(2:M+1)=vk(2:M+1);

s(2:M+1) =aaa(2:M+1) .xvk(2:M+1) + bbb(1:M).*xvk(1:M) + ccc(2:M+1).*xvk(3:M+2);
%s(1) =Kxexp(-rho*(T-t((N+2)-3)));

s(1)= coef*vk(1);

s(M+2) = 0;

[vk,iter] = RelajacionProyeccion(bb,aa,cc,s,v_min,max_iter_rel,error_max);

Impresion de las graficas con la solucion para cada momento de tiempo.
if (step_plot > 0) &% (rem(num_plot,step_plot) == 0)
plot(x,vk);
cad = sprintf(’Opcidn americana de venta con dividendos continuos.
DF. Iter: %d’,num_plot);
title(cad);
xlabel(°X?);
cad = sprintf(’Valor cuando T - t es: %f’,T - t);
ylabel(cad);
axis([0 1.2 0 1.2])
drawnow;
hold on

end

num_plot = num_plot + 1;

end

% Impresion del resultado final.

plot(x,vk);

cad = sprintf(’0Opcidn americana de venta con dividendos continuos. DF. Fin.?);
title(cad);
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xlabel (°X?);

cad = sprintf(’Valor cuando T - t es: %f’,T);
ylabel(cad);

axis([0 2 0 2])

hold on

drawnow;

hold off

Opcién Call Perpetua

Funcién chi:

function [chil,chiu] = chi(sigma,mu,rho)
chil = (-mu/(sigma~2))+0.5+sqrt (0.25+((2*rho-mu)/(sigma~2))+((mu~2)/(sigma~4)));
chiu = (-mu/(sigma~2))+0.5-sqrt(0.25+((2*rho-mu)/(sigma~2))+((mu~2)/(sigma~4)));

end
Funcién pboundary:

function [1_infty,u_infty] = pboundary(K,chil,chiu)

1_infty = K*(chil/(chil-1));
u_infty = K*(chiu/(chiu-1));
end

Funcion A:

function [Al,Au] = Acall(l_infty,u_infty,chil,chiu)

Al = (((1_infty)~(1-chil))/chil);
Au = (((u_infty)~(1-chiu))/chiu);
end

Funcién v_ infty:

function [v_inf] = v_inftycall(K,Al,Au,chil,chiu,l_infty,u_infty,x)
vi=Al.*x."(chil);

v2=x-K;

v3=Au.*x." (chiu);
v_inf=v1.*((x>0)&(x<1_infty))+v2.*((x>=1_infty)&(x<=u_infty))+v3.*(x>u_infty);

end
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Programa principal:

%Perpetual Call Option
K=1;

sigma=0.15;

rho=-0.05;

mu=-0.04;

M=639;

%K=input (’ingrese K’);
%sigma=input(’ingrese sigma’);
%rho=input(’ingrese rho’);

Jmu=input (’ingrese mu’);

#M=input (’ingrese M’);

x_infty=4%*K;

deltax=x_infty/(M+1);

x=0:deltax:x_infty;

[chil,chiu] = chi(sigma,mu,rho);
[1_infty,u_infty]l = pboundary(K,chil,chiu);

[Al,Au] = Acall(1_infty,u_infty,chil,chiu);

if ((-(sigma~(2)/2))<0) && (mu<(-(sigma~(2)/2)))
&& (rho<mu) && (((mu-(sigma~(2)/2)))~(2)+2*rho*sigma~(2)>0)

[v_inf] = v_inftycall(K,Al,Au,chil,chiu,l_infty,u_infty,x);

plot(x,v_inf,’k’ ,xlabel(’x’),ylabel(’Valor da Put Perpetua’))

axis([0 4 0 4])

hold on

payoff = max(x-K,0);
plot (x,payoff,’:k’)



plot(u_infty,u_infty-K,’dk’, ’MarkerSize’,5)
plot(1_infty,l_infty-K,’dk’, ’MarkerSize’,5)

hold off
else
disp(’Non se pode garantir a existencia’)

end

Opcidén Call Europea

K=input (’ingrese K’);
sigma=input (’ingrese sigma’);
rho=input (’ingrese rho’);
mu=input (’ingrese mu’) ;

T=input (’ingrese T’);

N=input (’ingrese N’);

M=input (’ingrese M’);
x_infty=4%*K;

deltat=T/(N+1);
deltax=x_infty/(M+1);
t=0:deltat:T;
x=0:deltax:x_infty;
a=(deltat*(sigma~2))/(deltax"2);
b=(deltat*(sigma~2))/(2x(deltax~2));
c=deltat*rho;
d=(deltat*(rho-mu))/(deltax);

aa=(1+c+axx. 2+d*x) .*ones(1,M+2);
cc=(-b*x(1:1length(x)-1).~2-d*x(1:1length(x)-1)) .*ones(1,M+1);
bb=(-b*x(2:1length(x)).~2).%ones(1,M+1);

aa(1l)=1;

aa(M+2)=1;

cc(1)=0;

bb(M+1)=0;

A = diag(aa) + diag(cc, 1) + diag(bb, -1);
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vTx=max(x-K,0) ;

v=transpose (vIx) ;
s=zeros(1,M+2);
S=zeros(M+2,1);
V=zeros(M+2,1);
for j=N:-1:1
s=[0;v(2:1:1ength(v)-1) ;x_infty.*exp(-mu.*(T-t(j))) - K.*exp(-rho*x(T-t(j)))];
S=[s,5];
v=inv(A)*s;
V="[v,V];

end

S(:,N+1)=[];
S=transpose(S);
V(Q:,N+1)=[];
V=transpose (V) ;

plot(x,v,’k’,xlabel(’x?),ylabel (’Valor da Put Perpetua’))
axis([0 4 0 4])

hold on

plot(x,vTx,’:k?)

hold off

= Opciéon Call Americana

K=input (’ingrese K’);
sigma=input (’ingrese sigma’);
rho=input (’ingrese rho?’);
mu=input (’ingrese mu’) ;
T=input (’ingrese T’);

N=input (’ingrese N’);

M=input (’ingrese M’);
omega=0.5;

x_infty=4%*K;

deltat=T/(N+1);



deltax=x_infty/(M+1);

t=0:deltat:T;

x=0:deltax:x_infty;
a=(omega*deltat*(sigma~2))/(deltax"~2);
b=(omega*deltat*(sigma~2))/(2x(deltax~2));
c=omega*deltat*rho;
d=(omega*deltat*(rho-mu))/(deltax);
ad=((1-omega)*deltat*(sigma~2))/(deltax"2);
bd=((1-omega)*deltat*(sigma~2))/(2*(deltax"2));
cd=(1-omega)*deltat*rho;
dd=((1-omega)*deltat*(rho-mu))/(deltax);
max_iter_rel = 1000;

X2 = X.*X;
coef=(1-rho*deltat*(1-omega))/(1+rhoxdeltat*omega) ;
error_max=input (’ingrese error_max’);

step_plot=input (’ingrese step_plot’);

aa=(1+c+a*x2+d*x) .*ones(1,M+2);
cc=(-b*x2(1:length(x)-1)-d*x(1:length(x)-1)) .*ones(1,M+1);
bb=(-b*x2(2:1ength(x))) .*ones(1,M+1);

aa(1)=1;

aa(M+2)=1;

cc(1)=0;

bb(M+1)=0;

A = diag(aa) + diag(cc, 1) + diag(bb, -1);

aaa=(1-cd-ad*x2-dd*x) .*ones(1,M+2);
ccc=(bd*x2(1:1length(x)-1)+dd*x(1:1length(x)-1)) .*ones(1,M+1);
bbb=(bd*x2(2:1length(x))) .*ones(1,M+1);

vk=max (x-K,0);
v_min=vk;

num_plot=1;

% Impresion de la grafica que muestra la condicion final.

if (step_plot > 0)
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plot(x,vk);

cad = sprintf(’Opcidén americana de venta con dividendos continuos.
DF. Iter: %d’,num_plot);

title(cad);

xlabel (°X?);

cad = sprintf(’Valor cuando T - t es: %f’,T - t);

ylabel(cad);

drawnow;

hold on

end

s=zeros(1,M+2);

num_plot = num_plot + 1;

for j=1:1:N+1

s=zeros(1,M+2);

s(2:M+1) =aaa(2:M+1) .xvk(2:M+1) + bbb(1:M).*xvk(1:M) + ccc(2:M+1).*xvk(3:M+2);
s(1)= coef*vk(1);

s(M+2) = x_infty.*exp(-mu.*(T-t((N+2)-3j))) - K.*xexp(-rhox(T-t((N+2)-3)));

[vk,iter] = RelajacionProyeccion(bb,aa,cc,s,v_min,max_iter_rel,error_max);

Impresion de las graficas con la solucion para cada momento de tiempo.
if (step_plot > 0) &% (rem(num_plot,step_plot) == 0)
plot (x,vk);
cad = sprintf(’Opcidn americana de venta con dividendos continuos.
DF. Iter: %d’,num_plot);
title(cad);
xlabel(°X’);
cad = sprintf(’Valor cuando T - t es: %£’,T - t);
ylabel(cad);
axis([0 1.2 0 1.2])
drawnow;
hold on

end

num_plot = num_plot + 1;
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end

% Impresion del resultado final.

plot(x,vk);

cad = sprintf(’Opcidn americana de venta con dividendos continuos. DF. Fin.?);
title(cad);

xlabel(’X’);

cad = sprintf(’Valor cuando T - t es: %£f’,T);

ylabel(cad);

axis([0 4 0 4])

hold on

drawnow;

hold off
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