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Resumen

En este trabajo, se profundiza en algunos teoremas clasicos sobre la teoria de integracion: el
Teorema Fundamental del Calculo, el Teorema de Fubini y el Teorema de Cambio de Variable.
Para ello, se motivan y se tratan en detalle los conceptos y resultados que llevan a enunciar
estos teoremas. Ademaés, en los casos en los que es posible, se dan nociones geométricas de los
conceptos a tratar para poder dar una idea intuitiva de lo que enuncian. Con ese fin, se utiliza

Maple para poder representar las distintas cuestiones que surgen.

Abstract

In this essay, we shall take a close look into some classic integration theorems: The Funda-
mental Theorem of Calculus, Fubini’s Theorem and the Change of Variables Theorem. These
important results will be motivated and we shall study in detail the concepts and theorems that
lead to the formulation of the results under the scope. Furthermore, whenever possible, we shall
give some intuitive and geometric insight on them. In order to do that, Maple will be used to

represent the different issues that will arise.
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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es el de profundizar en tres de los resultados méas impor-
tantes y sonados de la Teoria de Integracion: el Teorema Fundamental del Céalculo Integral, el
Teorema de Fubini y el Teorema de Cambio de Variable. Trataremos de motivarlos, construirlos
y darles un sentido geométrico para poder comprender las ideas que hay detras de dichos enun-
ciados. Para ello, se recurrird a Maple, programa con el que se han realizado praticamente todas

las figuras de esta memoria.

Primero, trataremos de motivar estos resultados discutiendo desde el punto de vista histérico
el concepto de integral y como fueron surgiendo y evolucionando estos importantes teoremas.
Para ello, se incluye una comparativa entre la integral de Riemann y la integral de Lebesgue que

nos servira para enunciar los resultados previamente mencionados en un contexto mas general.

Seguidamente, introduciremos el Teorema Fundamental a través de las derivadas de Dini, las
funciones monétonas, las de variaciéon acotada y las absolutamente continuas para caracterizar
la relacion inversa existente entre la diferenciacion y la integracion. Nos apoyaremos en ejemplos
ilustrativos de cada uno de estos conceptos para poder discutir las condiciones y los conceptos

que entran en juego en la construcciéon de este importante teorema.

Tras esto, presentaremos el Teorema de Fubini. Primero, lo haremos para la integral de
Riemann, lo que nos permitira introducir una interpretacién geométrica muy intuitiva y, tras
esto, enunciaremos el resultado para la integral de Lebesgue, entrando asi en un marco més
general de integracidon. De esta forma, quedara patente la diferencia entre ambas integrales. Para
finalizar esta seccién, comentaremos una sorprendente aplicaciéon del Teorema de Fubini que

volveré a hacer evidente la relacion inversa entre la diferenciacion y la integracion.

Por ltimo, hablaremos del Teorema de Cambio de Variable. Trataremos de caracterizar y
visualizar el papel del jacobiano en este importante teorema. Primero, empezaremos con ejem-
plos muy sencillos, caculando areas de figuras conocidas y viendo su relaciéon a través de este
determinante. Veremos también formalmente estas ideas y, finalmente, presentaremos el teorema
utilizando todas estas ideas previas para su demostracion e ilustraremos graficamente las ideas

geométricas en las que se fundamenta.

IX






Capitulo 1

Introducciéon histoérica

El concepto integral resuelve dos de los grandes problemas del analisis matematico: el célculo

del area encerrada en una regién y la obtencién de una funciéon conociendo su derivada.

En 1854, Bernhard Riemann (1826 — 1866) propone su famosa teoria de integracion. En su
época, se tenia una idea distinta de lo que conocemos hoy dia como funcidn. Esencialmente, se
entendia que una funcién era una expresion analitica. Esta concepcion de funcion restringe el
estudio de estas a funciones continuas o continuas en casi todo punto; dicho de otro modo, los
matematicos de la época no consideraban la posibilidad de que una funcién fuera, por ejemplo,
discontinua en todo punto tal y como lo entendemos actualmente. Ademaés, la discontinuidad
se introducia como una propiedad a estudiar en un punto y se entendia que una funcién era

discontinua en un punto si no es continua en todo intervalo que lo contenga.

1823 1829 1854 1864 1881 1883 1888 1904

Cauchy Dirichlet Riemann Lipschitz Volterra  Peano Jordan Lebesgue
du Bois-Reymond

Figura 1.1: Linea temporal.

Heuristicamente, en el siglo XVIII, ya se conocia que

b
[ #=F@) - F.

gracias en gran medida a las ideas de Newton y de Leibniz. Ademas, se intuia que una integral se
podia definir como el limite de una suma. Sin embargo, esto se solia utilizar meramente para apro-
ximar areas cuando no se podian resolver las integrales mediante un método de antiderivacion.

Tampoco se entendia muy bien el concepto de area; solo se tenfa una idea intuitiva.

Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857) fue el primer matematico en definir el concepto de
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integral para funciones continuas en un intervalo compacto. Su definicién consistia en considerar
una particion del intervalo [a,b] de la forma a = x9 < 21 < ... < Tp—1 < zp, = b en el que la

funcion f es continua y la suma de Cauchy

S=> flwic1) (@i — i)
i=1

Usando la continuidad de f en [a, b], consider6 que dadas dos particiones cuyas normas son
lo suficientemente pequenas, la diferencia de sus sumas de Cauchy seria muy pequena y el limite
de las sumas seria la integral definida. De esta forma, Cauchy pudo proponer la existencia de
funciones primitivas y una primera version rigurosa de lo que més tarde se conoceria como el

Teorema Fundamental del Cdlculo Integral.

A finales del siglo XVIII y principios del XIX, Joseph Fourier (1768—1830) trataba de resolver
el problema del calor estudiando la posibilidad de desarrollar una funcién en serie trigonométrica

de la forma

1

f(z) = 50+ Z (ap, cos(nx) + by, sen(nz))

n=1
siendo los coeficientes a, y b, integrales definidas. Fourier se dio cuenta de que, para calcular
los coeficientes de su serie, no se necesita que la funcién a integrar sea continua. Esto motivo la

bisqueda de una clase de funciones que se puedan integrar més amplia que las continuas.

De esta forma, surge el problema de la integracién de funciones discontinuas. El primero
en hacerlo evidente fue Peter Gustav Lejeune-Dirichlet (1805 — 1859). Dirichlet propuso que,
para garantizar la existencia de la integral definida de una funcién, se necesitaba pedirle a esta la
condicién de ser continua o continua salvo en un conjunto denso de discontinuidades, extendiendo
asi el concepto de integral propuesto por Cauchy. Sin embargo, Dirichlet nunca llegd a probar
esto altimo y no fue hasta 1864 cuando Rudolf Lipschitz (1832 — 1903) consiguié demostrar el

resultado propuesto por Dirichlet con funciones monétonas a trozos.

Debido a las contribuciones de Euler, Fourier y Cauchy al estudio de las funciones y teoria
integraciéon, empieza a extenderse la idea de que una funcién es una correspondencia entre dos
conjuntos en lugar de una expresion analitica como se concebia hasta el momento. Dirichlet fue

el primero en interesarse en esta idea introduciendo su famosa funcién a la que le da nombre:

1, ze€Q,

[ [0,1]%>f(56)={ 0. 240

De esta forma, se amplia el concepto de funcién que se tenia en esta época.

Partiendo de las aportaciones de Dirichlet a la teoria de integracién, Riemann se centrd en

el estudio de las funciones integrables tratando de averiguar bajo qué condiciones una funcién es



integrable. Tomando las sumas de Cauchy, buscé condiciones que permitieran que estas sumas
convergieran a un unico limite cuando la norma de cualquier particién tomada tiende a cero,

independientemente de la eleccién de los puntos de la particion.

En su investigacion, Riemann determiné que las funciones integrables no son solo las conti-
nuas, sino que también se incluyen algunas que tienen un conjunto denso de discontinuidades.

Con sus hallazgos, se definio la conocida integral de Riemann y enuncié la condicion de Riemann.

Mientras se consolidaba la integral de Riemann, muchos matematicos se interesaron en la
integracién en otros tipos de conjuntos, surgiendo asi la teoria de la medida. Esto es lo que daria

pie a que, méas adelante, Henri Léon Lebesgue (1875 —1941) generalizara el concepto de integral.

En 1881, Vito Volterra (1842 — 1917) introdujo los conceptos integral superior e interior, lo

que permitié reformular la condiciéon de Riemann a

/abf:/abf‘

Ademaés, sugiri6 que las sumas superiores y las sumas inferiores (definidas por Darboux)

convergen a las integrales superiores e inferiores, respectivamente.

Giuseppe Peano (1875 — 1941), influenciado por esta nueva condicién de Riemann e ideas
clasicas acerca del célculo de areas, introduce los conceptos drea interior y drea exterior para
definir estas integrales. Asi, se necesita que a.(F) = a;(E) para que se puede verificar la condicion
de Riemann. Mas adelante, propone que, para funciones no negativas, se tiene que la integral
superior coincide con el area exterior de la regiéon delimitada por el grafo de la funcion y la

integral inferior, con el area interior de la regién descrita, es decir,

/:f — wi(F), /abf — a.(E).

Esto le sirvi6 para dar una nocién méas concreta sobre el concepto area en el marco de las

integrales definidas.

Cinco afnos después, Camille Jordan (1838 —1922) establece la impotancia de la medida en la
teoria de integracién gracias a su investigaciéon en la cuestion de las integrales miltiples. Jordan
toma una particién del plano en rectangulos R;; lo que induce a una particiéon del conjunto de
integracion F en rectangulos E;;. Asi, define la integral multiple como el limite de las sumas de

Cauchy cuando la norma de la particion tiende a cero:
> fwnwaly) — [ fen)dE
— E
,L?]

donde a(E;;) denota el area de los rectangulos Ej;.
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Hasta este punto, los tinicos que habian puesto en duda la igualdad de las integrales iteradas

’ df(fv,y)dydwz ' bf(ﬂ:,y)dxdy
I I

habian sido Cauchy y Thomae. En 1883, du Bois-Reymond (1831 —1889) sugeria que la condicion
de que la funcion fuese integrable no garantizaba la integrabilidad de las funciones seccion. Asi,
dej6 propuesta la siguiente version de lo que mas tarde conoceriamos como el Teorema de Fubini
para integrales superiores [7, p. 92]: “si f(x,y) es integrable en R = [0,1] x [0, 1], entonces las

funciones y — fol flx,y)dx y x — fol f(z,y)dy son integrables y

/;fuawdR=:[fdyLA1fmawdx]=141¢xLA1fuawd4’t

En este contexto, Jordan también refina las ideas de Peano, introduciendo los conceptos de
contenido interior y contenido exterior. Asi, define un conjunto medible como el que verifica
ci(E) = c.(E).

Con las aportaciones, en especial, de Jordan y Borel a la teoria de la medida se hace evidente
la necesidad de reformular la integral en el marco de la medida. De esta forma, Lebesgue trata
de buscar una clase de conjuntos medibles més amplia que los Jordan-medibles para definir una

clase de funciones integrables mas amplia que la de Riemann.

En sus primeros articulos publicados [10], Lebesgue trata el tema de la medida de superfi-
cies estableciendo la aditividad numerable de la medida y otras propiedades importantes. Asi,
su medida extiende la medida de Jordan, lo que sugiere que todo conjunto Jordan-medible es
Lebesgue—medibl(ﬂ

ci(E) < pi(E) < pe(E) < ce(E).

Esto le permite generalizar la integral de Riemann al darse cuenta de que se verifica que

Rlﬂgzlﬂsclwsnl%,

donde R denota la integral de Riemann y L, la de Lebesgue. De aqui, se deduce que si f es
Riemann-integrable (las integrales superior e inferior de Riemann coinciden), entonces f también

es Lebesgue-integrable.

En una conferencia en Dinamarca acerca de su integral, Lebesgue hace un simil entre las
integrales de Riemann y Lebesgue con monedas [5, pp. 237-238|. Si Riemann tuviera un saco
de monedas con distintos valores, las contarfa haciendo montones y luego suméndolos, mientras

que Lebesgue las clasificarfa previamente segtin su valor. Dicho de otro modo, Riemann hace

!Denotaremos por x4 la medida de Lebesgue.



una particién de intervalo y considera la medida de los subintervalos resultantes y el valor de la
funcion en ellos, en cambio Lebesgue considera una “particién” del rango, atendiendo al valor de
la funcién. De aqui surge la necesidad de definir las funciones medibles y desarrollar propiedades

relativas a ellas.

Esta idea le sirve para probar que toda funcién acotada en un intervalo cerrado es Riemann-
integrable si y solo si el conjunto de discontinuidades es de medida cero. Asi, prueba que la

integral de Riemann esta bien definida para funciones con alguna discontinuidad.

En la construccion de su integral, Lebesgue partio de la funcién caracteristica y de las funcio-
nes escalonadas, relacionando la integral de estas con la medida del conjunto en el que se integra.
Tras esto, considera la descomposicién de un conjunto mebible E en £ = E* U E~ siendo ET el
subconjunto de F que esta por encima del eje X y E~ el subconjunto de E que esta por debajo

del eje X y define la integral como sigue:

b
| = e - ue).

Siguiendo con su estudio, se da cuenta de que como

b
/ l=b—a

entonces resulta natural pensar que necesita que f = xg para que
b
/ xe = pu(E).
a

Ademés, surge la necesidad de definir las funciones medibles. Con esto se puede dar la defi-

nicién de integral de Lebesgue que conocemos actualmente:

/E fdp = /E fdu - /E fdu

siempre que f sea una funcién medible, F sea un conjunto medible y se verifique que

/ frdu < oo, / fdu < oo
E E

donde fT = méx{f,0} es la parte positiva de la funcion y f~ = max {—f, 0}, la negativa.

Més adelante, Lebesgue se centro en el estudio del Teorema Fundamental, introduciendo con-
ceptos en este contexto que anteriormente se habian intuido como la variacion acotada (definida
por Jordan). Esto lo llevo a darse cuenta de que, si la derivada de una funcién continua es finita
en casi todo punto, la funciéon es de variacién acotada. De aqui surge el concepto funcidn abso-
lutamente continua, propiedad que le permitiria dar, por fin, una versién general del Teorema
Fundamental para la integral de Lebesgue. Este concepto fue introducido por Giuseppe Vitali en
1905.
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Una vez ya establecida la integral de Lebesgue, Guido Fubini (1879 — 1943) fue capaz de

enunciar su famoso teorema: sea f una funcion acotada y medible en un rectangulo R = [a, b] x

/Rf(:c,y)dxdy :/Cd/:f(x,y)d:zdy :/ab/cdf(a:’y)dydx )
= /Cd /abf(:c,y)dxdy = /ab /cdf($,y)dydx,

En esencia, tras miltiples intentos de formular el concepto integral, no fue hasta Riemann

[¢, d] entonces

cuando apareci6 la primera teoria de integracién verdaderamente vélida. Sin embargo, al mismo
tiempo que se cambiaba la concepcién de los matematicos de la época sobre lo que era una
funcion, surge la necesidad de generalizar y reformular el concepto integral a un contexto maés
amplio que solucione las limitaciones de la integral de Riemann, apareciendo, asi, la integral de

Lebesgue.

Referencias

Esta introduccion historica se basa principalmente en Lebesgue’s Theory of Integration [7],
libro histérico que abarca un gran periodo en que se desarrollan conceptos y resultados relativos
a la teorfa de la integracién y otras ramas del analisis matematico importantes para esta teorfa.
En The historical development of the calculus [6], se abarca todavia un periodo mayor y, en
cuanto a la teoria de integracion, se centra especialmente en el Teorema Fundamental partiendo
de las ideas mas intuitivas y antiguas de Newton y Leibniz. Se ha optado por no comentar estos
primeros avances porque habria que introducir muchos més conceptos que no nos resultan de

interés para el resto de los contenidos a desenvolver.

Ademas, el simil que el propio Lebesgue hizo entre su integral y la de Riemann se toma de
un apéndice de Lebesgue Integration [5]. En él, se transcribe lo presentado por Lebesgue en una

conferencia en Copenhagen, Dinamarca, del 8 de mayo de 1926.

Por ultimo, cabe destacar que se hace mencién al articulo de Lebesgue llamado Sur une
généralisation de l'intégrale définie [10]. En dicha publicacion, habla de la problematica de la
integral de Riemann y trata de resolverla partiendo de una particién del rango en lugar de una
del dominio e introduciendo la medida exterior. Asi, establece que hay funciones que no son
integrables en el sentido de Riemann pero que si son “sumables” (se pueden integrar mediante

un proceso indicado en el articulo).



Capitulo 2

Teorema Fundamental del Calculo

Integral

Es bien conocido que existe una relacién inversa entre la integracion en el sentido de Riemann
y la diferenciacion. Esto nos lo da el Teorema Fundamental del Calculo Integral (en sus dos

versiones):

1. Si f € R([a,b]), entonces F(x) = [ f(t)dt es continua en [a,b]. Ademas, si f es continua
en un punto § € [a,b] , entonces F' es diferenciable en £ y F'(§) = f(&).

2. (Regla de Barrow) Si f € R([a,b]) y existe una funcion F' diferenciable en [a,b] tal que

F' = f, entonces

/ " Ft)dt = F(z) - Fla).

Ahora nos interesa generalizar esta relacion a la integral de Lebesgue.

2.1. Las derivadas de Dini

En 1878, Dini introdujo una generalizacion de la derivada de una funciéon (en su definicion

usual): las cuatro derivadas de Dini.

Definicion 2.1. Sea f : R — R una funcion cualquiera. Llamamos

= derivada superior derecha de Dini de f en x a DT f(x) := Eh_ﬂ]%*w,

» derivada inferior derecha de Dini de f en x a Dy f(x) := lim,_ o+ w,

7
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)

» derivada superior izquierda de Dini de f en x a D™ f(x) := Hhﬂo_w

» derivada inferior izquierda de Dini de f en x a D_f(x) := h’imh_m_w.
Tal y como hemos definido las derivadas de Dini, no imponemos que sean valores reales; es

decir, pueden tomar los valores +o0o0 y —oc.

Gréaficamente, una funcién que tiene todas las derivadas de Dini distintas en un punto dado
tiene cuatro rectas secantes limite. Es decir, el grafo de la funcién, en lugar de tener una tnica
recta tangente a un punto dado, limite de las rectas secantes en ese punto, tiene cuatro posiciones
limite. Las derivadas de Dini nos dan las pendientes de dichas rectas. Esto se puede ver en la

Figura [2.1] donde se ha representado la funcion

ffR—R

Figura 2.1: Rectas secantes limite de f en x = 0.

Asi, parece razonable pensar que si estas rectas coinciden, es decir, hay una tnica recta

tangente, la funcion es diferenciable. Esto lo veremos formalmente en la Proposicion 2:3]

La derivada de una funcién no siempre existe. Sin embargo, las derivadas de Dini siempre

existen.

Proposicion 2.2. Las deriwadas de Dini de una funcion f : [a,b] — R en un punto = € (a,b)
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siempre existen y, ademds, verifican que

D* f(x) > Dy f(x), D™ f(x) = D—f(x).

Una vez tenemos garantizada la existencia de estas derivadas, nos podemos preguntar bajo
qué condiciones, respecto a las derivadas de Dini, se tiene que la funcién es diferenciable en el

sentido usual.

Proposicion 2.3. Una funcion f : [a,b] — R es diferenciable en el sentido usual en un punto

x € (a,b) siy solo silas cuatro derivadas de Dini coinciden y toman un valor real.

Ahora, veremos un ejemplo de una funcién que no es diferenciable en un punto, usando las

derivadas de Dini.

Ejemplo 2.4. Sea la funcion

fR—R

o st -

Figura 2.2: Rectas secantes limite a f en x = 0.

Esta funcion es continua en todo su dominio pero no es diferenciable en x = 0. Vamos a ver

esto desde el punto de vista de las derivadas de Dini. Sea h = & — xg donde xg = 0. Se tiene que

D+f(0) = ﬁx—)ﬂ“'M = Eﬂ;_)()#- f(xl') = mx_ﬂﬁ— sen <i) ,

Tr — X0
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D4 f(0) := h’imr_)(ﬁM — im fE:) = lfm, g+ sen <i> ’

2221 +
T — 0 z—0

D™ f(0) := %xﬁo—w = limxﬁo_fg:x) = 1fm,_,,- sen <i> ,

T — X0

D_f(O) = Himx—)O* W = h’m:c—ﬂ)* (xx) = Himx—)O* sen <i> :

Vamos a calcular la primera pues las otras tres son analogas. Sea n € R™ tal que n € (0, 1).

Podemos escribir lo que sigue

_ x 1
D1 f(0) := h’nn‘,,:_)mm = lim sup sen <>
T 77—)0+ CUE(O,T]) x
Ahora bien, como el seno esta acotado, se tiene que
1
—1 <sen - <1,Vz e R\ {0}.
Sabemos que |sen (%)| =1 si % = 5 +7mk,k € Z. Asi, los puntos maximos se dan en
x = ﬁ, k € Z. Como hay puntos de este tipo en (0,7), entonces

1
sup sen () =1.
2€(0,m) z
Concluimos que DT f(0) = 1. Analogamente, D~ f(0) =1, D, f(0) = -1y D_f(0) = —1.

Como vemos, las derivadas de Dini coinciden dos a dos y toman valores reales. Sin embargo,

como no todas son iguales, tenemos que f no es diferenciable en z = 0.

Fijandonos en la Figura las rectas secantes limite el grafo de la funciéon f en z = 0, no
coinciden, lo cual nos deja ver graficamente que la funcién no puede ser diferenciable en dicho

punto al no coincidir ambas rectas.

2.2. Los puntos de sombra y el lema de Sol naciente

En esta seccién vamos a introducir los puntos de sombra de una funcidon con respecto al Sol

naciente y el lema del Sol naciente que nos haran falta para demostrar el Teorema Fundamental.

Definicion 2.5. Sea f € C([a,b]). Se dice que xq € [a,b] es un punto de sombra de f respecto al
Sol naciente si 3¢ € [a,b] tal que &€ >z y f(£) > f(x0).

Lema 2.6 (del Sol Naciente). Si f € C([a,b]), entonces el conjunto de todos los puntos de
sombra de f respecto al Sol naciente es un abierto y se puede escribir como la union de intervalos
disjuntos dos a dos de la forma (ak,by) tales que f(ar) < f(b), Vk.
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Demostracion. Sea xg € E un punto de sombra de f respecto al Sol naciente donde E es el
conjunto de todos estos. Sabemos que 3¢ € [a,b] tal que & > xo y f(§) > f(xp). Ahora bien,
como f es continua en [a, b], entonces 39 > 0 tal que si |z — xg| < § entonces f(z) < f(§). Asi,

(xo — 0,20 + 0) C E y, en consecuencia, E es abierto. Por ser E abierto, podemos escribir

n
E = | J(a by)
k=1
donde (ag, by) son intervalos abiertos disjuntos.

Ahora bien, por ser f continua, se tiene que lim, 4, f(z) = f(ax), para todo x € (ay, by).

Entonces si probamos que, Vz € (ag, bx), f(x) < f(br), entonces ya tendremos que f(ax) < f(bx),
VE.

Sea el conjunto abierto y no vacio A = {y € [z,b;] : f(y) > f(z)} para x € (ag,bx). Sea
s = sup(A). Si s = by, ya lo tenemos. Supongamos pues que s < by. Entonces s € (ag,bg) y
s es un punto de sombra. Por tanto, 3¢ tal que £ > s > by y f(é) > f(s) > f(bg), por ser s
el supremo. Esto es que b, es un punto de sombra, lo cual es una contradiccion. Asi, by es el
supremo de A, Vz € (ak,b), f(z) < f(bg) v flag) < f(by), VE. O

Observacion 2.7. Anélogamente, podriamos definir los puntos de sombra de f respecto al Sol

poniente y el lema del Sol poniente en el cual tenemos la desigualdad f(ax) > f(by), Vk.

Tanto el concepto punto de sombra como el lema tienen una intuitiva interpretacion.

\

)

St e ==

Figura 2.3: Representacion grafica de los puntos de sombra de una funcién respecto al Sol naciente
[5, p. 163].

En la Figura puede observarse en negro el grafo de una funcién f; en naranja y en rojo,

las rectas que representan los rayos de Sol; y, en azul, los puntos de sombra de f.

Observemos que los segmentos de rectas rojos son tangentes a algin punto de la curva y la

cortan en otro punto. Los que se hayan por debajo del segmento de recta rojo delimitado por
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el punto de tangencia y de corte se proyectan en el eje X, representados en color azul. Estos
segmentos se corresponden, como adelantdbamos, con los puntos de sombra de la funcién. De
esta forma, vemos facilmente como definimos estos puntos y el lema. El conjunto de puntos de
sombra lo podemos escribir como la unién disjunta de esos subintervalos abiertos representados

en azul. Ademas, tal y como hemos tomado los puntos de sombra, se observa claramente que

flar) < f(br), Vk.

2.3. La diferenciabilidad de las funciones mondotonas

En 1904, Lebesgue demostré que toda funciéon monétona es diferenciable casi por doquier.
Gracias a los puntos de sombra de una funcidn con respecto al Sol naciente y el lema del Sol na-
ciente se pueden probar las dos siguientes desigualdades que nos haran falta para la demostraciéon

del resultado enunciado por Lebesgue. Estas son
D* f(x) < D_f(x) (2.1)
0< DVf(z) <oo (2.2)
casi por doquier.

Estas demostraciones son largas y no son de mucho interés para lo que queremos ver. Se

pueden ver en Lebesgue Integration [5].
Teorema 2.8. Toda funcion f : [a,b] — R mondtona en [a,b] es diferenciable en casi todo punto

de [a,b].

Demostracion. Supongamos que f es mondtona creciente. En el caso de f monotona decreciente

basta considerar — f y proceder de manera analoga.

Sea g(¥) = —f(—z). Por ser f monétona creciente en [a,b], g también lo es en [—b, —a].
Ademas,
D_g-a)s = limy p LETEIZICD) gy ool Zo(Ca)
T 1C. +_h})L Hi@) S h]z 1@ by (23)
Dt g(—x) : = Tmy_or —z+ h})L —g(=z) _ T, o g(—z — h)h— g9(=z) _
e L. +_h})L HI@) g e @) (2.4)

Como por (2.1)), se tiene que Dt g(—x) < D_g(—x) en casi todo x € [a, b], entonces D~ f(z) <

D4 f(x) en casi todo x € [a,b] por (2.3) y (2.4).
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Usando esto ultimo, (2.1, (2.2) y por la Proposicion llegamos a que
0< D*f(x) < D_f(x) < D f(x) < Dy f(x) < D* f() < o0
en casi todo x € [a, b].

De aqui, se concluye que las derivadas de Dini coinciden y toman un valor real. En virtud de

la Proposicién se tiene que f es diferenciable en casi todo z € [a, b]. O

Hasta aqui, nos hemos ocupado de la diferenciabilidad de f. Sin embargo, como buscamos la

relacion inversa entre la diferenciacion y la integracion, nos interesa conocer si f’ es integrable.

Proposicion 2.9. Si f : [a,b] — R es mondtona creciente en [a,b], entonces f' en [a,b] es

integrable y se da la relacion

b
/ F(2)dz < £(b) — f(a).

Demostracion. La funcion f estd definida en [a,b], pero vamos a considerar su extension al

intervalo [a, b+ 1] dandole el valor f(z) = f(b) en [b,b+ 1]. Tomemos la sucesion de funciones

flz+2) = f(a)

1
n

fu(z) = ,Vn € N,Vz € [a,b].

Tomando limites secuenciales, se tiene que esta sucesion converge a f’(x) para casi todo

x € [a,b] y, entonces, f’ es medible por serlo cada f;,.

Como f es integrable en [a,b], f, también lo es para todo n € N. Ahora bien, teniendo en

cuenta que, por definicién, f, > 0,Vn € N, se tiene que

[ ntarta = [ (w4 3) = stte = l/+ i W)dx] :

b+1 aty
. [ [ s / f(x)da:] < () - f(a)
b a

Por el Lema de Fatou se obtiene inmediatamente que f’ es integrable y que se verifica
la desigualdad

b
/ J(2)dz < £(b) — f(a).
]

La desigualdad probada en esta proposicién se acerca a lo que queremos probar con el Teorema

Fundamental. Asi, nos interesa buscar condiciones que nos garanticen, ademés, que

b
/ f(2)dz > £(b) — f(a).
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Ahora, nos podemos preguntar si las funciones monétonas es la mayor clase de funciones que
nos garantizan la diferenciabiliad en casi todo punto y la integrabilidad de las funciones derivadas

de estas. En la siguiente seccién veremos que la respuesta es negativa.

2.4. Funciones de variacion acotada

En 1881, Jordan introdujo las llamadas funciones de variacion acotada.

Definiciéon 2.10. Una funcion f : [a,b] — R es una funcion de variacion acotada si 3C > 0
constante tal que para toda particion de [a,b] de la forma a =29 < 21 < ... < Tp_1 < xp =b

se tiene que

> 1) = flae—1)| < C.
k=1

Definicion 2.11. Se define la variacion total de f en [a,b] como

n
Vab(f) := sup {Z\f(xk) —flag_)|ta=zp <21 <...<Tpo1 <Tp = b}
k=1
tomando el supremo de todas las particiones del intervalo considerado.

Es inmediato que si V?(f) < oo, entonces f es de variacion acotada en [a, b].
De esta definicién, salen facilmente las siguientes propiedades.

Proposicion 2.12. Se verifica:

1. Si f es mondtona en [a,b], entonces f es de variacion acotada y cumple que V2(f) =

£ (b) = f(a)]-
2. La suma de dos funciones de variacion acotada es de variacion acotada.
3. El producto de dos funciones de variacion acotada es de variacion acotada.

4. Si f yg son dos funciones mondtonas crecientes, entonces su diferencia f—g es de variacion

acotada.

5. Si f es de variacion acotada en [a,b], entonces también lo es en [a,c| y en [c,b] para todo
¢ € (a,b) y VP (f) = Vi (f) + V2(S).

6. La funcion x — V(f) es mondtona creciente en [a,b].

Ahora, vamos a ver un ejemplo muy sencillo de una funcién de variaciéon acotada.
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Ejemplo 2.13. La funcién f(x) = = con x € [—1,1] es de variacion acotada en el intervalo
[—1,1]. Veamoslo primero por definiciéon. Sea —1 = zp < 1 < ... < x,, = 1 una particiéon del

intervalo [—1,1]. Se tiene que

n

S OUf(er) — fae)l =Y lee — @i = (an —zpe1) =1 (-1) = 2.
k=1 k=1

k=1

De esta forma, podemos afirmar que existe C' > 0 tal que >, |f(zr) — f(zr—1)] < C,
tomando C = 2.

Por otro lado, sabemos por la Proposicion[2.12]que por ser f estrictamente monétona creciente
n [—1,1], f es de variacion acotada en dicho intervalo y que la variacion total es f(1) — f(—1) =

1 —(—=1) = 2, que coincide con lo que calculamos antes.

Este ejemplo ilustra muy bien esta propiedad mencionada pues al ser una funcién estricta-
mente monoétona, es inyectiva y, entonces, al considerar la imagen de los puntos de la particion,
obtenemos una particion del rango formada por subintervalos. Asi, es inmediato que si sumamos
las longitudes de todos los subintervalos, obtendremos la longitud del intervalo [f(a), f(b)] (si es

creciente) o [f(b), f(a)] (si es decreciente).

Veamos un ejemplo de una funcién que no es de variacién acotada.

Ejemplo 2.14. Sea la funciéon

f:0,1] —R

x-sen(%), x>0,

R

Veamos que no es una funcion de variacion acotada en el intervalo [0, 1]. Para comprobarlo,

por conveniencia, lo estudiaremos en el intervalo [0, mﬁ] Consideremos la particiéon de dicho
intervalo
0<7r1 <= ! <...< 1,
s+nm S+ (n—1)m s+

donde g = 0 y, en general, x,, = =

mconmzl,...,n. Asi, f(xg) =0y
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Entonces

n

S f@m) = flm-1)] = |f (1) = o)l + D 1f(@m) = f@m-1)| =
m=1
=1z + Z ‘ n m+1 _ (_1)n—m+2$m71’ (;)

—x1+Z\ 1" (@ + T 1)|—x1+zxm+xm 1) =

m=2
—:cn—i-QmeZme:Z —:k‘ﬂ'

k=1 2

En (%) hemos utilizado que n — m + 1 y n — m + 2 son ntmeros enteros consecutivos y, por

tanto, tienen paridad distinta.

Ahora bien, la serie Y oo e — diverge, entonces

[e.e]

1
J:I%o; iy

Asi, concluimos que f no puede ser de variacion acotada en [0, Wﬁ]
Con mas generalidad, se puede ver que la funciéon
f:00,1] — R
v fx) = { xo‘~sen(m%), x>0,
0, z =0,

es de variacion acotada si y solo si @ > [y, por tanto, no lo es si y solo si & < f (siendo
a = 8 =1 el caso particular ya demostrado). De hecho, para probar esto tltimo basta considerar

la particion g < 21 < ... < Tpcon g =29 =0y T, = (xm)l/ﬁ. Anélogamente a lo ya probado:
S 1f ) — Flem)] = [F(e1) — Fao)| + Z F@m) = F@m)] =
m=1
@)/ + Z (1) )7 = (<12 0]
(22)/5 + Z (1" () + (1)) =

n—1
$1 04/6_|_Z 0‘/B_|_ B )a/ﬂ):(mn)a/ﬂ+22(mm)a/62

o/f _\ L\
zz_jl(xm) :Z(%m) .

k=1
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o/
Como la serie Y 72, ( L ) diverge si /8 <1 = «a < f3, entonces

pe
o 1 a/B
anéokz_l(%m) = o

Por tanto, tenemos de nuevo que f no es de variacién acotada si o < .

Tras haber visto la definicién de variacion acotada, algunas propiedades y un par de ejemplos,
podemos hacernos una idea de céomo tienen que ser este tipo de funciones. Para fijar ideas,
pensemos en una funcién continua. jQué significa que dicha funcién sea de variacion acotada?
Supongamos que tenemos un punto en movimiento cuya trayectoria es el grafo de nuestra funcion
continua. Ahora, fijémonos en la distancia recorrida en el eje Y sin fijarnos en lo que ocurre en
el eje X. Si la distancia recorrida en dicho eje es finita, entonces podremos afirmar que es de

variaciéon acotada.

Graficamente, podemos dibujar la proyeccion sobre el eje Y del punto que se desplaza por el

grafo de la funcién y estudiar la distancia recorrida por este.

t=-0.58974 t=0.17949

1 1
0.5 0.5
P
1 -0.5 0.5 1 1 -0.5 0.5 1
-0.5 -0.5
J
1 1
Figura 2.4: Figura 2.5:

En las Figuras y podemos ver dos momentos del desplazamiento del punto por el
grafo de la funcion f(z) = x en el intervalo [—1, 1] y su proyeccion sobre el eje Y, correspondiente
al Ejemplo Aqui, queda ejemplificado que al ir desplazédndose el punto sobre el grafo de la
funcién f, la proyeccion de dicho punto recorre una distancia finita, lo cual sugiere que la funcién

es de variacién acotada como habiamos probado.

En las Figuras y podemos ver tres momento del desplazamiento del punto por
el grafo de la funcion f(x) = xsen(1/z), si z # 0, f(x) = 0, si x = 0, en el intervalo [—1,1].
Mientras que en las Figuras y podemos observar los mismo pero para la funcién



18

2. Teorema Fundamental del Calculo Integral

t=-0.38462

t=-0.076923

t=0.12821
0.8

0.6

04

. / \ fr
M -

0.5 1 -
-02

|
SV TAR

Figura 2.6: Figura 2.7: Figura 2.8:
t=-027273 t=-0.070707 t=0.13131
04 0.4 04
02 0.2 02
Caillin 1 N
04 02 0 ! 04, 02 " 0 Yo 04 04, 02 0 Y os
-02 -02 -02
—04 ~04 -04
Figura 2.9: Figura 2.10: Figura 2.11:

f(x) = 2%sen(1/z),si x # 0, f(z) =0, si x = 0, en el intervalo [—1, 1]H Asi, vemos graficamente
dos funciones con infinitas oscilaciones en torno a x = 0. La primera no es variacién acotada

(= B) y la segunda, si lo es (a > f3).

Teorema 2.15 (de Descomposicion de Jordan). Toda funcion f de variacion acotada en [a,b]

se puede expresar como la diferencia de dos funciones mondtonas crecientes.

Demostracion. Escribamos la funcion f de la siguiente manera:

f@) =V = (Vi) - f@)).

Como la diferencia de dos funciones mondtonas crecientes es mondtona creciente, basta ver que
VE(f) vy VE(f)— f(x) son monétonas. Por la Proposicic’)nm ya se tiene que V2(f) lo es. Veamos

que V?(f) — f(x) también. Tomemos y > z. Se tiene que, como f es de variacion acotada,

1f(y) = f@) < VE() = (VZ() = Fw) = (V&' (f) = f(2) =
= V(N = V) = (Fly) = f(2) = VI (f) = (f(y) = f(2)) = 0.

Con lo cual, ya se tiene que V2(f)— f() es monétona creciente, de lo que se sigue el resultado. [

!Se ha ampliado el la imagen del grafo de la funcién para poder ver en mayor detalle las oscilaciones de la

funcion.
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Observacion 2.16. Esta descomposicién no es tnica.

Este teorema nos proporciona una importante propiedad de las funciones de variacién acotada
y nos permitird enunciar un teorema similar al Teorema [2.§ para una clase de funciones mas

amplia.

Teorema 2.17. Toda funcion de variacion acotada en [a,b] es diferenciable casi por doquier en
[a, b].

Demostracion. Como por el Teorema de Descomposiciéon de Jordan se tiene que podemos
expresar una funcién de variacion acotada como la diferencia de dos funciones monotonas cre-
cientes, basta aplicar el Teorema [2.8 a cada una de estas funciones. Como las funciones son
diferenciables casi por doquier, la unién finita de conjuntos de medida cero es de medida cero y

la suma de funciones diferenciables es diferenciable, ya se tiene el resultado. O

Podemos preguntarnos si el reciproco es cierto. En el siguiente resultado veremos que nece-
sitamos que la derivada de la funcién esté acotada y exista en todo punto. Dicha proposicién se

puede encontrar propuesta como ejercicio en Lebesgue integration |5, p. 177].

Proposicion 2.18. Sea f una funcion definida en el intervalo |a,b] tal que es derivable en todo

punto de [a,b] y esta ultima estd acotada en [a,b]. Entonces f es de variacion acotada en [a,b].

Demostracion. Por estar f’ acotada en [a,b], entonces sabemos que existe k& € R constante
tal que |f'(x)] < k, Vo € [a,b]. Consideremos una particion del intervalo [a,b] de la forma
a=20<x1<...<xp_1 <z => Seaice€{l,...,n} fijado. Por el Teorema del Valor Medio,
existe ¢; € (x;—1, ;) tal que

|f(i) = flzic)| < I (e)| - o — wia] = [ f (@) = o) < K- o — 2.

Como se verifica para todo ¢, entonces si sumamos
n n
Z |f(zi) = fzi-1)] < Zk |zi — @i < k- [b—al.
i=1 i=1
Por tanto, f es de variacion acotada en [a, b]. O

Observacion 2.19. Observemos que, en las hipdtesis de la proposicion anterior, se tiene que f es

Lipschitziana.
En virtud del teorema anterior y la Proposicién [2.9] resulta obvio que se tiene el siguiente
resultado.

Proposicion 2.20. Si f es de variacion acotada en [a,b], entonces f' es integrable en [a,b] y se

da la relacion

b
/ f(2)dz < £(b) — f(a).
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2.5. Funciones absolutamente continuas

Hasta aqui, hemos probado

b
/ f(z)de < £(b) - f(a)

para funciones monoétonas crecientes y de variacion acotada. Podemos preguntarnos si podemos
tener la igualdad garantizada bajo estas hipotesis. En el siguiente ejemplo, veremos que no llega

con que la funcién cumpla estas condiciones para garantizar que

b
/ f'(@)dz = f(b) — f(a).

Ejemplo 2.21 (Funcion singular de Cantor). Consideremos el conjunto ternario de Cantor. Re-
cordemos que dicho conjunto se construye partiendo del intervalo [0, 1], dividiéndolo en 3 subin-
tervalos iguales, eliminando el subintervalo intermedio y repitiendo el proceso indefinidamente

para los subintervalos restantes. Formalmente, el conjunto de Cantor es
F= () En
neN

donde, para cada n € N,

1 2 3 6 7 3" -1

Ademas, este conjunto es de medida cero.

Denotemos por I,  los subintervalos que hemos suprimido con k = 1,2, ... 2"y neN.

Definamos la funcion

f:0,1]\F —R

s fla) = 21;1

CoanIka,k:1,2,...,2”_1yn€N.

De esta forma, [0,1] \ F es la unién de los subintervalos que habiamos suprimido al construir
el conjunto ternario de Cantor. Ahora, extendamos la funcion a todo el intervalo [0, 1], es decir,
definamos la funcion en el conjunto de Cantor. Para z = 0, f(0) = 0 y para z > 0, f(z) =
sup{f(t):t€[0,1]\F,t < x}.

La funcién f es constante en cada uno de estos subintervalos y, ademés, es inmediato que
es mondtona creciente y de variacion acotada (ver Figura [2.12)). Asi, f es diferenciable casi por

doquier y f’ es integrable en [0,1] \ F. Como la funcion es constante (una constante distinta en
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Figura 2.12: Funcién singular de Cantor, [5 p. 175].

cada subintervalo), claramente f’(z) = 0, z € [0,1] \ F. Como f’ es nula en casi todo punto,

concluimos que
1
0= / f(z)dr = / f(z)dx < f(1) — f(0) = 1.
0 (0,1]\F
Asi pues, debemos buscar condiciones sobre la funcién f que sean mas fuertes que la continui-
dad o la variacién acotada. De esta forma, introducimos las funciones absolutamente continuas.
Definicion 2.22. Una funcion f : [a,b] — R es absolutamente continua si verifica lo siguiente:

Ve > 0,35 > 0 tal que para toda coleccion finita de subintervalos disjuntos (ag, by) C [a, b],

k=0,1,...,n tales que Z(bk —ay) < 0 se tiene que Z |f(b) — flar)| <e.
k=1 k=1
(2.5)

Notacion 2.23. Denotaremos por AC(A) al conjunto de funciones absolutamente continuas en

un conjunto A.

Ahora vamos a enunciar una serie de propiedades de las funciones absolutamente continuas.

Proposicion 2.24. Se verifica:

1. Toda funcion absolutamente continua es uniformemente continua.
2. Toda funcion Lipschitziana es absolutamente continua.

3. Sea a € R una constante. Si f es absolutamente continua, entonces o - f también lo es.
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4. Si f y g son funciones absolutamente continuas, entonces f + g y f - g también lo son.

Observacion 2.25. Recordemos que f es Lipschitziana en [a,b] si y solo si f es diferenciable en

[a,b] y f esta acotada en [a, b].
Con esto parece evidente que, para un conjunto F, se tiene la siguiente cadena de inclusiones:
CY(E) c Lip(E) c AC(E) c UC(E) C C(E).
Ademas, parece natural que se tenga el siguiente resultado.
Proposicion 2.26. Si f € AC([a,b]), entonces f es de variacion acotada en [a, b].
Demostracion. Como f es absolutamente continua en [a, b], entonces verifica la condicion ([2.5).

Tomemos € = 1 y consideremos una particion a = zg < 1 < ... < &y, = b del intervalo [a, b] tal

que T — 1 < 0,Vk =1,--- ,m. Se tiene que

Ve (f)<e=1,Vk=1,...,m.

Tk—1

Por tanto,

VA =D VI (f)<m-e=m < co.
k=1
Asi, f es de variacion acotada en [a, b]. O

Ahora podemos preguntarnos si el reciproco es cierto. En general, no lo es, pero Banach probo
en 1925 el siguiente resultado que quedara motivado por las Proposiciones [2.31] y 2-32] acerca de
cémo se comportan las funciones absolutamente continuas con respecto a conjuntos medibles y

conjuntos de medida cero.

Teorema 2.27. Sea f una funcion continua y de variacion acotada. Se tiene que f es absoluta-

mente continua st y solo si f lleva conjuntos de medida cero en conjuntos de medida cero.

Esto sugiere que existen funciones continuas que no son absolutamente continuas.
Ejemplo 2.28. La funciéon f(z) = x - sen (%), six#0, f(x) =0, si x =0, es continua pero no

absolutamente continua pues no es de variacién acotada como vimos en el Ejemplo

Corolario 2.29. Si f € AC([a,b]), entonces f es diferenciable en casi todo punto de [a,b] y f'

es integrable en [a, b].
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Figura 2.13: Funcion f(x) en el intervalo [—1, 1].

Como toda funcién absolutamente continua es de variacién acotada, parece razonable pensar
que admitird una descomposiciéon en funciones monétonas crecientes en virtud del Teorema de
Descomposicon de Jordan 2.15] Sin embargo, las funciones absolutamente continuas admiten la

siguiente descomposicion.

Teorema 2.30. Toda funcion absolutamente continua en un intervalo [a,b] admite una descom-
posicion en la forma de la diferencia de dos funciones absolutamente continuas y mondtonas

crecientes.

Demostracion. Tomando una descomposiciéon como la de la demostracion del Teorema [2.15)

f(@) = Vi (f) = (Ve (f) = f(=),

ya tenemos que las funciones en las que se descompone f son monédtonas crecientes. Falta ver
que son absolutamente continuas. Como, por hipotesis f es absolutamente continua, basta ver
que V(f) también lo es y, en virtud de la Proposicion ya tendremos el resultado.

Sea € > 0 fijado y arbitrario y consideremos 7 tal que 0 < 1 < €. Por ser f absolutamente

continua en [a, b], se verifica la condicion (2.5)) intercambiando e por 7n; es decir, se tiene que

> 1F () = flar)| <.
k=1

Consideremos una particion del subintervalo [ag,b;] para un k arbitrario de la forma aj =

Tpo < T < ... < Thy, = b tal que zp; — x5 51 < 9,Vj =1,...,np. Se tiene que

n  ng

S f@ry) = flarg—1)) <.

k=1 j=1
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El supremo de estas sumas es

n
D_IVE D) =V (Dl = Var(f) <m<e
k=1
Por tanto, V.*(f) es absolutamente continua en [a, b] como queriamos ver. O

Ahora enunciaremos dos resultados que darédn a conocer la importancia de las funciones

absolutamente continuas en el marco del Teorema Fundamental.

Proposicion 2.31. Toda funcion absolutamente continua en [a,b] lleva conjuntos de medida

cero en conjuntos de medida cero.

Demostracion. Sea E C (a,b) tal que u(E) = 0. Como f es absolutamente continua en [a,b],
entonces se verifica la condicion ([2.5). Observemos que la particion de subintervalos disjuntos
(ak, br) C [a,b] recubre E.

Como f es continua por ser absolutamente continua, f es uniformemente continua en cada
subintervalo compacto [ag, b] y, entonces, Jag, i, € [ak, bi] tales que f(ax) = miy f(Bx) = M

son el minimo y el maximo de f en [ag, by|, respectivamente.

Por la continuidad absoluta de f,

ka—ak’ §Zbk—ak<5
k=1 k=1

implica que

Z M —myp < e.
k=1
Ademas, como f(E) C Uzpe; f([ak, bi]) C Upy (mk, My), ya se tiene que f(E) es de medida

cero. O

Proposicion 2.32. Toda funcion absolutamente continua en [a,b] lleva conjuntos medibles en

conjuntos medibles.

Demostracion. Sea E C [a,b] un conjunto medible. Por la Proposicion tenemos que existe

una sucesion creciente de conjuntos cerrados, F,, C E, Vn € N, tales que

n—oo

WE) = p (U Fn) = lfm p(Fy,).

n=1
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Ademaés, podemos escribir E = U2, F;, UN con N un conjunto tal que pu(NN) = 0. Aplicando

f(B) = f (U mzv) _ (U F) UFN) = | F(F) U F(N).
n=1 n=1 n=1

Por la Proposicion f(N) es de medida cero y como f, por ser continua, lleva compactos

en compactos, f(F},) es compacto, Vn € N y, en consecuencia, f(F),) es medible, Vn € N. O]

En la Figura quedan resumidas algunas de las implicaciones que hemos utilizado.

f monétona — f diferenciable en c.t.p.
ﬂ f de variaciéon acotada |[<—| f absolutamente continua

~

f mondtona creciente — f' integrable

Figura 2.14: Esquema resumen

2.6. Las dos versiones del Teorema Fundamental

Con todos estos conceptos y resultados previos, ya estamos en condiciones de formular el
Teorema Fundamental del Calculo Integral para la integral de Lebesgue en sus dos versiones.

Este resultado fue propuesto por el propio Lebesgue en 1904.

En la primera versién de este importante teorema, queda patente la relacién inversa existente
entre la integracion y la diferenciacién, resolviendo asi uno de los grandes problemas del anélisis
mateméatico en el marco de la integral de Lesbesgue: la obtencién de una funcién conociendo
su derivada. Antes de enunciar y probar este resultado, se vera una proposicién previa que nos

permitird demostrar inmediatamente una de las partes del Teorema Fundamental.

Proposicion 2.33. Sea f una funcion tal que |f| es integrable en un intervalo [a,b]. Entonces

se verifica lo siguiente:

Ve > 0,30 > 0 tal que E C [a,b] es medible verificando que p(E) < § = <e.

/Ef(x)da:

Demostracion. Como |f| es integrable en [a, b], entonces f también lo es. Por tanto, en virtud
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de la Proposicion |[.23] existe una funciéon continua g : [a,b] C R — R tal que
b €
[ 5@ - g do < £
a

Sea S = sup,¢(q) [9(2)]. Consideremos E' C [a, b] un conjunto medible verificando que p(E) <

. Tomando ¢ = 55, tenemos que

/E f(x)dx

< /E |F(@)dz < /E 1£(@)] - g(z) + g()| dz <

€

€ €
_4ﬂﬂ@|gwmm+éwwﬂm<2+6s 5 TS 5g=¢
O

Teorema 2.34 (Teorema Fundamental del Calculo Integral I). Sean f : [a,b] — R una funcion

integrable en [a,b] y
Fu):/‘ﬂwa

su integral indefinida. Se tiene que F' es absolutamente continua en |a,b] y que

en casi todo punto x € [a,b].

Demostracion. La continuidad absoluta de F' sale inmediatamente de la Proposicion [2:33]
Para probar que F'(z) = f(x), probaremos que F'(z) < f(z) para casi todo [a, b].

Definimos el conjunto F = {x € [a,b] : F'(x) > f(x)}. Claramente, si vemos que u(E) = 0,
entonces tendremos la desigualdad. Para p,q € Q tales que p < ¢, definimos los conjuntos

E,y={z €[a,b]: f(x) <p < q< F'(z)}. De manera inmediata, vemos que
E =()Ep:
P.a

De esta forma, si vemos que todo E,, es de medida cero, entonces £ también lo es.

Por la Proposicion te tiene que Ve > 0, 30 > 0 tal que si u(A) < 6, entonces se tiene

que

lAf@M4<e- (2.6)

Como f y F' son medibles, entonces E,, también lo es. En virtud del Primer Principio de
Littlewood sabemos que existe un conjunto abierto G tal que E,; C Gy u(G\ Epq) < 0.
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Ademés, por ser GG abierto, podemos escribirlo como la unién de intervalos abiertos disjuntos

dos a dos de la siguiente forma:

G = [j (ap, by).
n=1

Denotemos por G, = Epq N (an, by), Vn € N. Claramente, se tiene que

Gn C {z € (an,by) : F'(z) = D" F(z) > ¢} .

Tomemos zy € G,,. Tenemos que 3¢ > x( un punto de sombra de F'(x) — gz con respecto al
Sol naciente. Por tanto, podemos recubrir G,, con intervalos abiertos disjuntos dos a dos de la

forma (ank, bpx) C (an,by) de forma que

bk
q(bpk — ang) < F(bpr) — Flank) = ft)dt

Ank
por el Lema de Sol naciente [2.6]
De aqui,
i~ bnk
G <Y [ [ rwa
k=1"Y Ank n

donde S,, = ;21 (ank, bnk) son conjuntos disjuntos dos a dos.

Definimos S = ;2 ; Sy ¥ tenemos que Epy C S C G con pu(S\ Epq) < 0. Asi, por (2.6)

/ f(t)dt
S\qu

< €.

Ahora bien,

0 b(E) =03 uG) < 3 /S (it = /S F(t)dt =

<p- M(qu) +e.

ft)dt + / ft)dt <

Epq S\ Epq

. ¢ . i . .
Finalmente, como pu(Ep) < = despejando en la expresion anterior, concluimos que Ep, es

de medida cero.

Asi, ya tenemos la desigualdad F'(z) < f(x) en casi todo punto x € [a,b]. Si ahora conside-

ramos —f y —F, tenemos que

—F'(z) < —f(z) &= F'(z) = f(2).

Por tanto, F'(x) = f(x) en casi todo punto x € [a,b] como querfamos probar. O]
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Observacion 2.35. La idea de esta demostracion es la de probar las dos deisgualdades no estrictas
para probar la igualdad. Aunque, como vemos, basta ver una de las dos pues la otra sale de la
primera de manera inmediata. Para probar la desigualdad, se utiliza un procedimiento propio y
ampliamente usado de la teoria de la medida. Este consiste en definir un conjunto que cumple la
condicién contraria a la que queremos probar y ver que es de medida cero. Para ello, se recurre a
escribir dicho conjunto como la interseccién de otros conjuntos que esperamos que tengan medida
cero para que la intesrsecciéon también sea de medida cero. A partir de aqui, se usan resultados
de teoria de la medida como el Primer Principio de Littlewood y otros resultados como el Lema

del Sol naciente para probar que, efectivamente, cada uno de estos conjuntos son de medida cero.

Para probar la segunda versiéon del Teorema Fundamental, necesitamos enunciar un lema

previo.

Lema 2.36. Si f : [a,b] — R es una funcion absolutamente continua y mondtona creciente en

[a,b] y se verifica que f'(x) =0 casi por doquier, entonces f es constante.

Demostracion. Como f es continua por ser absolutamente continua y es monétona creciente en
[a, b], sabemos que su rango es [f(a), f(b)] es cerrado. Si vemos que dicho rango es de medida

cero, f(z) = f(a), Yx € [a,b], quedando probado el resultado.

Consideremos los conjuntos E = {z € [a,b] : f'(x) =0} y G = [a,b] \ E. Por como hemos

(la,0])) = b—ay u(G) = ulla, b} \ E) = p([a,b]) — p(E) = 0.
). Por la Proposicion como f es absolutamente continua,

tomado estos conjuntos, u(E) =

Ademés, [f(a), f(b)] = F(E)UF(G
u(f(G)) = 0. Falta ver que p(f(E)
f(

it

) =0. Sea zg € E. Como f'(x¢) =0, 3¢ > ¢ tal que

I o - 1) > ean - flao)

Asi, z¢ es un punto de sombra de ex — f(z) y, por el Lema del Sol naciente podemos

tomar una cantidad numerable de intervalos (a,by) disjuntos dos a dos que recubren a E y

verificando que

eap — f(ar) < eby — f(br) < f(br) — flar) < e(bg —ar) = Y f(b) — flar) < e(b—a).

k=1

De esta forma, vemos que podemos recubrir f(E) por una cantidad numerable de intervalos

cuya longitud es arbitrariamente pequena. Concluimos que p(f(E)) = 0. O

Teorema 2.37 (Teorema Fundamental del Calculo Integral IT). Si f : [a,b] — R es una funcion

absolutamente continua en |a,b], entonces su funcion derivada f' es integrable en [a,b] y

/ " Pt = f(x) — f(a)

para casi todo x € [a, b].
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Demostracion. Como f es absolutamente continua en [a, b], se tiene inmediatamente que f’ es
integrable en [a, b], en virtud de la Proposicion m

Podemos suponer que la funcién en monoétona creciente en [a, b, pues, en otro caso, sabe-
mos, que por el Teorema podemos escribir la funcién como la diferencia de dos funciones

absolutamente continuas y mondétonas crecientes.

Sea la funcion N
gmzﬂ@—/f@w

Como f es absolutamente continua y ff f/(t)dt también lo es, entonces g es absolutamente

continua en [a, b]. Dados z,y € [a, b] tales que x < y, se tiene que

o) - ate) = |1 - [ i) - |00~ [ r0at] = 50~ 00~ [ r0ar o

con lo cual g es mondtona creciente.

Ahora bien, por el Teorema Fundamental I, ¢’(x) = 0 casi por doquier. Por el Lema g

es constante y, como .
gla) = f(a)~ [ 0yt = fla),

entonces ¢g(z) = f(a) para casi todo x € [a, b]. Concluimos que

@)= @)~ [ Pt = @) = [ 10 = @) - fa)
]

Observacion 2.38. El reciproco es cierto si tenemos garantizada la existencia de f’ en casi todo

punto de [a, b].
Ejemplo 2.39. Como ya vefamos en el Ejemplo [2.28] la funcion

ﬂv-sen(%), x>0

f:xE[O,l]'—>f($):{O =0

no es absolutamente continua por no ser de variacién acotada. Ahora, lo que haremos es ver
esto comprobando si se verifican las consecuencias del Teorema Fundamental (junto con la
condicion que consideramos en la Observacion [2.38). Sabemos pues que al menos una de ellas va

a fallar. Veamos que no verifica que f’ € £(0,1). La funcién derivada de f es la que sigue:

8] =

sen(2) — 1. cos(l), z>0,

f’::UE[O,l]*—)f/(x):{O =0

Por un lado, f’ es medible por ser continua (ver Figura [2.15)). Por otro lado, debemos com-
probar si fol |f()]|dz < oo.
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Figura 2.15: Funcién deriva-
da de f

Figura 2.16: Valor absoluto

de la funcién derivada de f
Tm = 7y

Si tomamos la particion del Ejemplo tenemos subintervalos de la forma [zy,_1, 2] donde
1 —
m conm =1

n. Asi, sabemos que en cada uno de estos subintervalos la
Y

funcion es monotona y, en consecuencia, integrable (ver Figura Por tanto, utilizando lo
hallado en el Ejemplo y el Teorema Fundamental [2.34]

/|f |dx—zL rdx—2|fxm

- xm71)| >
Como la serie

3

[a—

ol
,!.
ol
_|._
o~
3

>

k=1

w\:\

diverge, entonces la integral buscada no es finita. Luego, la derivada de f no es integrable en
[0,1]. Por el Teorema Fundamental sabemos que f no puede ser absolutamente continua
en [0,1]

Con esto vemos que las fucniones absolutamente continuas quedan caracterizadas por el
Teorema Fundamental del Célculo

Por dltimo, veremos una aplicacién directa del Teorema Fundamental que es la Integracién
por partes; una técnica muy util para resolver integrales

Proposicion 2.40 (Integracion por partes) Sean f y g dos funciones en [a,b] tales que f(z) =
F'(z) para casi todo x € [a,b] y G(x
de dicho punto

= [T g(t)dt + C, donde C es una constante real y F(x) =

2Se ha ampliado la grafica en torno al 0 para que se puedan apreciar mejor las oscilaciones de la funcién cerca
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fax f(t)dt. Si F' es absolutamente continua y g es integrable en [a,b], entonces F'-g y f -G son

integrables en [a,b] y se tiene que
b b
/ F(t)g(t)dt + / f(t)G(t)dt = F(b)G(b) — F(a)G(a).

Demostracion. Como F' es absolutamente continua, es de variaciéon acotada y, por la Proposicion
su derivada F’ = f es integrable. Asi, ya tenemos que tanto f como g son integrables. Como
F y G son medibles y acotadas, entonces Fig y fG son integrables por la Proposicion [[.22]

Por un lado, se tiene que, usando la regla del producto, que F/ = f y que G’ = g (por el

Teorema Fundamental I), verifican que

(FG)'(t) = F(t)g(t) + f()G(?)
casi por doquier.

Por otro lado, se tiene que F' es absolutamente continua y, por el Teorema Fundamental
II, G también lo es. Como el producto de funciones absolutamente continuas es absolutamente
continuo, entonces F'G es absolutamente continua en [a,b] y, por la Proposicion (FG) es

integrable verificando

b
/ (FG)'(t)dt = (FG)(b) — (FG)(a) = F(b)G(b) — F(a)G(a).

Referencias

Este capitulo esta basado principalmente en Lebesgue Integration [5]. Cabe destacar que hay
otros procedimientos para construir y demostrar el Teorema Fundamental, como es el de Real
and abstract analysis [9]. Este tltimo basa su demostracion en los teoremas de diferenciacion
de Lebesgue y en resultados importantes de teoria de la medida. La idea de la demostracion
se basa en probar el resultado para la funcién caracteristica de un conjunto medible; después,
para funciones simples medibles; tras eso para funciones arbitrarias no negativas; y, por ultimo,
para funciones cualesquiera separando su parte positiva y negativa. Este tipo de demostracion

lo utilizaremos en el siguiente capitulo.
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El libro Real and abstract analysis se diferencia principalmente de Lebesgue Integration en que
utiliza funciones complejas en lugar de funciones reales. Aunque realmente las demostraciones

son similares separando parte real y parte imaginaria.

Hemos optado por seguir Lebesgue Integration [5] porque utiliza una técnica distinta de la
habitual y, ademas, geométricamente da una idea que resulta més intuitiva de los conceptos que

hemos estudiado.



Capitulo 3

Teorema de Fubini

El Teorema de Fubini es uno de los grandes resultados de la teoria de integracién que establece
que, bajo ciertas condiciones, el célculo de una integral multiple se puede restringir a calcular

las integrales iteradas y, ademas, permite intercambiar el orden de integracion.

Primero, estudiaremos este teorema en el marco de la integral de Riemann y después gene-

ralizaremos el resultado a la integral de Lebesgue tal y como sucedié histéricamente.

3.1. Teorema de Fubini para la integral de Riemann

En el caso de la integral de Riemann, nos restringiremos a rectangulos compactos de la forma

I x J C R™ x R™. Antes de enunciar el teorema, nos conviene definir unas funciones previas.

Sea,
fiIxJCR"xR™ — R

donde I x J denota un rectangulo en R™ x R"". Definimos

para cada z € I, g, : J — R tal que g,(y) = f(z,y),

» para cada y € J, gy : I = R tal que g,(2) = f(z,y),

gp:[—HRtalquegoszgg;:fJf(UU,y)dya

Y :J = Rtal que v = [, g, = [; f(x,y)dx,

or I — R tal que ¢L:fng=JJf($,y)dyy

YU - I — R tal que YUy = fjgz = IJ f(xvy)dya

33
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» p I — R tal que ¢, :JIgy :JIf(x,y)dx,

n ”L/}U I — R tal que T/JU:fIgy:f[f(x7y)dx‘

Las dos primeras funciones se conocen como funciones seccidn y tienen un importante papel
en la interpretacion geométrica del Teorema de Fubini, como veremos mas adelante. Mientras que

las otras seis funciones son funciones auxiliares que utilizaremos en la demostracién del teorema.

Restringiéndonos al caso de R?, consideramos el rectangulo [a,b] x [c,d] y una funcién f :
[a,b] X [¢,d] — R. Tomemos una particién del intervalo [a,b] de la forma a =ty < t; < ... <
tn—1 < t, = b tan fina como queramos. De esta forma, para cada i € {1,...,n}, parece razonable

pensar que el volumen del rectangulo [t;—1,t;] X [c, d] se puede aproximar de la siguiente forma:

(ti—ti—l)'/cdgxz( )dy = (ti —ti-1) /fxzv

Ahora bien, si sumamos todos los rectangulos inducidos por la particion del intervalo [a, b],

obtendriamos el volumen total. De forma aproximada, tendriamos que
z' ti 1 / f Tiy Y
1

Si consideramos la funcién continua ¢ (x f 9. (y)dy para x € [a, b], parace natural que se

n

d
> (i — i) / 9, (y)dy =

i=1 ¢ i=

n

tenga la siguiente igualdad

/[ab]Xcdf / dw_//fxydydx

que es lo que queremos obtener finalmente con el Teorema de Fubini. Haciendo un procedimiento
totalmente analogo, podriamos haber consideramos una particion del intervalo [c, d] y la funcion
seccion gy, llegando al mismo resultado pero con las integrales iteradas cambiadas. Esto sugiere

la igualdad de las integrales iteradas.

Ahora podemos preguntarnos qué condiciones necesitamos para poder hacer esta construc-
cion.
Notacion 3.1. Denotaremos por v(A) al volumen de rectangulo A. Obsérvese que este volumen

no es mas que el contenido o la medida de dicho rectangulo.

Teorema 3.2. Sea f: I xJ CR" xR™ — R una funcion integrable en I x J donde I y J son

rectangulos compactos. Entonces se verifica lo siguiente:

1. v1 y wu son integrables en I,

2. Y1 y Yy son integrables en J,
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/I<PL—/IXJf—/I<PU y []¢L—/IXJf—[]¢U

o lo que es lo mismo
//f(w,y)dydwz/ fz//f(w,y)dydw
1JJ IxJ 1JJ

| [t@aizay= [ r= [ [ g

Demostracion. Vamos a probar 1 y la primera igualdad de 3 pues el resto es analogo. Primero,

recordemos que

ms(f) = mf {f(x)lx € S}
Ms(f) = sup {f(z)|x € S}.

Tomemos Pry Pj particiones de I y J, respectivamente. Estas particiones inducen una parti-
cion P del rectangulo I x J formada por subrectangulos S = S7 x Sy con Sy y S subrectangulos

de P; y Pj, respectivamente.

De esta forma/T]

L(f,P)=> ms(f)-v(S) = D mg,xs,(f) v(Sx Ss) =

S S1,S7

=3[ S msys, () - 0(Sg) | - 0(S0).

St Sy

Como, dado x € St, se tiene que mg, xs,(f) < mg,(f), entonces

S s, () (1) < Y ms g2) - 0(50) < [ 92 = .
Sy

S; 4J
Asi,

L(f,P) =Y | D msixs,(f) - v(Sy) | -0(S1) <D wr = L, Pr).
Sy St

St

De forma anéloga, se tiene que como Mg, «s,(f) > Ms,(f),z € S, entoncesﬂ

U(f,P) = | D Ms,us,(f)-0(Ss) | -v(S1) =Y ou = Ulew, Pr).
Sy St

St

LL(f, P) denota la suma inferior de f con respecto a la particién P.
2U(f, P) denota la suma superior de f con respecto a la particion P.
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Asi, llegamos a que

L(f,P) < L(QOLVPI) < U((JOL7P[) < U(QDvaf) < U(f,P) (31)

Ahora bien, como f es integrable por hipotesis, entonces

sup {L(f, P)} = nf {U(f, P)} = f

IxJ

y, en consecuencia, por (3.1), se tiene que

sup {L(¢r, Pr)} = inf{U(pr, Pr)} = f Jf-

Asi, ya tenemos que ¢y, es integrable en J y que

J, 1= fee= ] fo= | ] swavs

Usando el mismo procedimiento, se obtiene que
L(f, P) < L(¢r, Pr) < L(yu, Pr) < Ulyu, Pr) <U(f, P)

y, en consecuencia, py es integrable en J y se verifica que

/.Tfo:/[(pU:/I/]gmz/[[]f(xay)dyd$.

Observacion 3.3. Obsérvese que por ser f acotada, las integrales superior e inferior existen.

Con esta primera y general version del Teorema de Fubini, podemos preguntarnos bajo qué
condiciones podemos considerar las integrales iteradas sin considerar las integrales inferior y
superior. La respuesta es sencilla: las funciones secciéon deben ser integrables. Esto es porque, en
ese caso, se tiene que la integral superior e inferior coinciden y su valor es la integral “usual”. Asi,
estamos en condiciones de enunciar la versiéon del Teorema de Fubini que es ampliamente usada

y conocida.

Teorema 3.4 (Teorema de Fubini). Sea f: I x J C R" x R™ — R una funcion integrable en
I x J donde I y J son rectdngulos compactos. Si ademds, para todo x € I, g, es integrable en I

y para todo y € J, gy es integrable en J, entonces

1. ¢ es integrable en I,

2. 1 es integrable en J,
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/Isoz/I/Jf(:v,y)dydxz/lwfzfl/lf(x,y)dxdyz/jw.

Demostracion. El resultado se obtiene de forma inmediata utilizando el teorema anterior y que

las secciones son integrables (las integrales superior e inferior coinciden). O

Este importante teorema tiene una interpretacién geométrica bastante intuitiva. Pensemos

en el grafo de una funcién

f:[a,b] x [c,d] CR* — R

(z,y) — f(x,y)

continua y no negativa. Dicho grafo es una superficie S € R3. Ahora, consideremos, para cada
x € [a,b], los planos paralelos al plano Y Z. Si intersecamos la superficie S con dichos planos,
obtenemos unas curvas sobre S que se corresponderdn con los grafos de todas las funciones
seccion ¢,(y) = f(x,y),x € [a,b]. El area que se halla por debajo de cada una de estas curvas
se correspondera con el grafo de la funcion p(x) = fcd 92(y)dy. Asi, parece razonable pensar que
si tomamos las infinitas secciones con sus correspondientes areas y las sumamos, obtendremos el

volumen encerrado entre el la superficie S y el plano XY, es decir,

b pd
/ f=/ / f(z,y)dydz.
[a,b] X [c,d] a Jc

En la Figura podemos ver una superficie en azul que intersecamos con planos paralelos al

Y Z para obtener las funciones seccion g, (curvas en rojo).

Podriamos haber procedido partiendo de las secciones g, con y € [c, d], obteniendo el mismo

resultado pero con las integrales iteradas cambiadas. Esto se puede observar en la Figura (3.2

En definitiva, el Teorema de Fubini nos proporciona una manera de calcular volimenes.

3.2. Teorema de Fubini para la integral de Lebesgue

Ahora vamos a extender el Teorema de Fubini al contexto de la integral de Lebesgue. Para
construir este teorema, primero probaremos el resultado para el caso de funciones no negativas
(Teorema de Tonelli) en el cual no necesitamos que la funcién f € £! pero si que sea medible.

Dicho de otro modo, el Teorema de Tonelli no pide que la integral de f sea finita.

La demostracién consiste en ir probando el resultado primero para la funcion caracteristica de

un conjunto medible; después, para funciones simples medibles; y, por tltimo, para una funcién
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Figura 3.1: Funciones Figura 3.2: Funciones
seccion g, seccion gy

medible no negativa arbitraria, usando resultados muy importantes de la teoria de la medida
como, por ejemplo, el Teorema de la Convergencia Monétona. Este es un procedimiento muy

usual en la demostraciéon y construcciéon de resultados y propiedades de la integral de Lebesgue.

Antes de enunciar y demostrar estos teoremas, vamos a definir varias cuestiones de utilidad,

asi como un resultado previo, que se utilizaré en la demostracién del Teorema de Tonelli.
Sea ' C RP™ un conjunto medible. Definimos los siguientes conjuntos:
» para cada x € RP, E(z) = {y € R?|(z,y) € E},

» para cada y € RY, E(y) = {z € RP|(z,y) € E}.

Estos conjuntos debemos interpretarlos como “secciones” del conjunto medible E que esperamos

que también sean medibles para el contexto del Teorema de Fubini.

Teorema 3.5. Sea E C RPYY un conjunto medible. Se verifica que:

= para casi todo x € RP, E(x) es medible,

para casi todo y € RY, E(y) es medible,

la aplicacion RP — [0, o0] tal que x — p(E(z)) es medible,

la aplicacion R? — [0, 00] tal que y — pu(E(y)) es medible,
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La demostracion se puede consultar en Andlisis Matemdtico II [4].

Consideremos, de nuevo, las funciones seccién de f de la siguiente forma:

» para cada x € RP, g, : R? — [—00, 00| tal que g,(y) = f(z,y),
» para cada y € R?, g, : RP — [—00, 00| tal que gy(z) = f(z,y).

Ademas, como consideraremos f una funcién medible, se tiene que {(z,y) € RPT4|f(z,y) > a}

para o € R. Y, de esta forma, los conjuntos
{y eRYge(y) >a} vy {zeRPlgy(x) > a}
son también medibles.

Teorema 3.6 (Teorema de Tonelli). Sea f : RPT? — [0, 00] una funcion medible. Se verifica

que:

1. para casi todo x € RP, g, es medible,
2. para casi todo y € RY, g, es medible,
8. la funcion ¢ : RP — [0, 00] tal que ©(x) = [pq 9o = [pa f(x,y)dy es medible,

4. la funcion ¢ : RT — [0, 00] tal que Y(y) = [pp 9y = [go [ (2, y)dx es medible,

/Rp 7 /]Rq V= /Rp+q /= /R,, R f(z,y)dydy = /Rq - f(z,y)dzdy.

Demostracion. Probaremos 1, 3 y la igualdad

/]RP ]Rp+q

de 5 pues el resto es analogo.
Consideremos el conjunto
A(r,z) = {y € RYg(y) > r}
con r € Q.

Ahora, definamos el conjunto

A, = {zx € RP|3r € Q tal que A(r, z) no es medible} .
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Este tultimo es de medida nula y, en consecuencia, U,cgA, también es de medida nula. Por tanto,

para x € RP \ U,cgA, el conjunto A(r, x) es medible.

Consideremos o € Ry {7y} una sucesion decreciente en Q tal que rp, — «. Entonces A(a, x) =

U 1 A(r, x) es medible. De esta forma, ya se tiene que para casi todo x € RP, g, es medible.

Ahora, consideremos que la funciéon f es la funcion caracteristica de un conjunto medible:
f = xp. Asi, se tiene que g, = xg(x). Por definicion, p(x) = pu(E(x)) y entonces ya tenemos

que ¢ es medible y que
f=1 o

Rp+4 RP

Tomemos f =Y " | a;-Xxa,. De nuevo, se tiene que g, = > ;" oi-xa,(2) vy () =D 7 o -
w(A;(x)). Asi, ¢ es medible y, por el Teorema [3.5|y el Teorema

/Rp+q /= izn:a" ) = Zzn;ai ‘ /RPM(Az’(fU)) = /szzn;ai-u(Ai(m)) = /Rp p. (32

=1

Por dltimo, consideremos una funcién f no negativa y medible. Por el Teorema de aproxi-
macién de funciones medibles sabemos que existe una sucesion {s,} de funciones simples

medibles en RP™4 tal que converge puntualmente a f en RPTY y es monoétona creciente.
Definimos
on: RP — [07 OO]

x> pp(x) = /Rq sn(x,y)dy.

Ahora bien, por (3.2)) se tiene que

Rp+aq Rp

siendo {¢,,} una sucesion de funciones medibles monotona creciente.

Asi, estamos en condiciones de aplicar el Teorema de la Convergencia Monotona [.16}

lim ¢, (z) = lim sn(x,y)dy:/ lim s,(x,y dy—/ f(z,y)dy = ¢(z)

n—00 n—o0 Jpq Ra 00

para casi todo z € RP. Ademaés, se tiene que, por ser el limite de una sucesiéon de funciones

medibles, ¢ es medible.

Por ultimo, aplicando este teorema otra vez,

/ f(a:,y)dyda::/ = lim / / sp(z,y)dydr = lim Sn:/ f
RP JRY n—o0 Jpp JRa n—00 [pp+q Rp+a

como querfamos probar. O



3.2. Teorema de Fubini para la integral de Lebesgue 41

Ahora, consideraremos una funcion de signo arbitrario. En este caso, necesitaremos que la
funcion sea integrable en el sentido de Lebesgue y no solo medible, es decir, f € £!. De esta

forma, enunciamos el Teorema de Fubini para la integral de Lebesgue como sigue.

Teorema 3.7 (Teorema de Fubini). Sea f : RPYY — [—00,+00] tal que f € LY(RPTY). Se

verifica que:

1. para casi todo © € R, g, € L1 (RY),
2. para casi todo y € RY, g, € LY(RP),
3. la funcion ¢ : RP — R tal que p(x) = [pq 9o = [pq f(@,y)dy € L1 (RP),

4. la funcion i : RT — R tal que Y(y) = [pp 9y = [go [(z,y)dz € L1(R),

/soz/ / f- fxydydx—/ f(x,y)dedy.
Rp Rg Rp+a Rr JRRY

Demostracion. De nuevo, probaremos 1, 3 y la igualdad

/Rp Rp+q

de 5 pues el resto es analogo.

Definimos

tales que p = 1 — p_.

Queremos ver que g, € L(R?), por lo que debemos comprobar que g, es medible y que

/ g§<oo, / g, < 00.
Ra Ra

Aplicando el Teorema de Tonelli tenemos que g y g, son medibles y, por tanto, g, =

g — g, es medible. Ademés, como f, f*, y f~ son integrables, se tiene que

/ oy = / [, y)dyde = <o
Rp Rr JR4 Rr+a

/ P =/ [ (z,y)dydz = 7 <o
RP Rp Ra RP"F‘Z

Por tanto, ¢y, p_ € LY(RP) y, en consecuencia, p = ¢, — o_ € LY(RP). Entonces ¢4, ¢_, ¢

son finitas, con lo cual g, € £!(R?) pues

s0=s0+—90—=/g$—/ gxz/gx-
R4 R4 R4
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Por ultimo, se verifica que

/R’”’q I= /Rf“fq A /Rp+q f= /]RP R4 S (@ y)dyda - /Rp R4 [ (@, y)dyde =
oL

como queriamos probar. O

3.3. Teorema de Fubini y derivadas parciales mixtas

Ahora, probaremos un resultado sorprendente: el Teorema de Fubini y el Teorema de Schwarz
son equivalentes. Recordemos que el Teorema de Schwarz establece la igualdad entre las derivadas

parciales mixtas.

El Teorema de Fubini, como hemos visto, tiene una interpretacion geométrica clara. Sin

embargo, el Teorema de Schwarz resulta geométricamente poco intuitivo.

La idea de la demostraciéon de este resultado se basa en la utilizacion de la diferenciacion y la
integracién como operaciones inversas. De hecho, como resulta l6gico, se hara uso del Teorema
Fundamental (en sus dos versiones) que establece esta relacion entre ambos campos del analisis

matemaético.
Previamente, se enunciard un lema que servird para demostrar una de las implicaciones.

Lema 3.8. Sea g € C(I x J,R) con I y J intervalos abiertos no degenerados. Entonces las

funciones
x Yy
fitw) = [ gtwnde v faey) = [ glao)do

son continuas en el rectdngulo abierto I x J.

La demostraciéon no se realizara pues no resulta de interés para lo que queremos obtener. Se
trata de una corta y simple prueba en la que se hace uso del Teorema Fundamental y del Teorema
del Valor Medio. Dicha demostraciéon se puede ver en el articulo Mized partial derivatives and

Fubini’s theorem [1].

Con esto, ya estamos en condiciones de enunciar y probar la equivalencia entre el Teorema

de Fubini y el Teorema de Schwarz.

Teorema 3.9. Sea U C R? abierto. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. g € C(U,R),[a,b] x [c,d] CU = fab fcdg(x,y)dydx = fcd f;g(aj,y)dmdy (Teorema de Fubi-
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2. f € CI(U,R),(% (%) € C(U,R) = EI% (%) tal que 8% (%) = 8% (%) (Teorema de
Schwarz).

Demostracion. (1) = (2) Tomemos (z,y) € U. Por ser U un abierto de R?, 3r > 0/B((x,y

U. Ahora consideremos un punto (a,c) € B((x,y),r). Por hipotesis, se tiene que gi, gi, 6‘2 ( o

7

son continuas en U (y, por tanto, en la bola tomada). Asi, se tiene lo que sigue

// ( >“”)dvd“: j gf( Y) — Zf(u c)du =

S twau— [ 5w du= o) = an) - fo.0)+ flac)

Ahora bien, como se verifica el Teorema de Fubini y por el Teorema Fundamental (Regla de

[ 8 (38 ot = [ [ 2 (20 gt

- [ ay(gi) (w,0)dvdv = (3, ) — F(a,y) — f(w,¢) + f(ac).

Barrow),

Derivando con respecto a y

o (0 0 0
| 5 (5) e = 5 e = S o

Derivando con respecto a x, llegamos a que

(2) = (1) Sean g € C(U,R) y Q = [a,b] x [¢,d] un rectangulo en U. Como Q C U y U es
abierto en R?, podemos tomar un rectangulo abierto I x J, con I y J intervalos abiertos, tal que
QCclIxJcU.
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Definimos las funciones
h:IxJ—R

(#,9) — h(z,y) = / " gz, v)do

f:IxJ—R

(z,y) — f(z,y) = /9& h(u, y)du.

Por el Teorema Fundamental, se tiene que %(w, y) = h(z,y),Y(x,y) € I x J. Ademas, por
el Lema h = % es continua en I x J.

Por otro lado, sea r > 0, se tiene que
f(x,y—k?‘)—f(x,y)z/ h(u,y+r)—h(u,y)du

De nuevo, por el Teorema Fundamental, g—;‘(az,y) = g(z,y),¥(x,y) € I x J. Usando el Teorema
del Valor Medio, tenemos que

oh
h(uay + 7") - h(uay) = aiy

= flz,y+7r)— f(z,y) ZT/xg(u,erM)du;‘
. f(ﬂv,y—l-?“)—f(x,y)

T

(u,y + Ar)r = g(u,y + Ar)r =

= / g(u,y + Ar)du, A € (0,1).

Notese que A depende de r. Tomando limites cuando r — 0 y A — 0, llegamos a que

a X
55(33’?’) = /a g(u, y)du.

Usando el Lema otra vez, se tiene que % es continua en I x J. Asi, estamos en condiciones

de aplicar el Teorema de Schwarz. Por tanto,

05 _oh_ o (o _ o (of
- Oz g_ay_(?y ox) o0x\ody)’
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Finalmente, llegamos a que

b d d b
/ / g(z,y)dydx = / / g(z,y)dzdy.
a C C a

O

Observacion 3.10. Como bien hemos visto, el enunciado del Teorema de Fubini es méas extenso,
apareciendo la integral doble y no solo las integrales iteradas. Sin embargo, para probar este

resultado, basta considerar esta versién del teorema.

De esta forma, tenemos probada la equivalencia entre un resultado con una interpretaciéon
geométrica intuitiva y un teorema que no se puede visualizar. Ademas, obtenemos otro resultado

que ejemplifica la relaciéon inversa existente entre la diferenciacion y la integracion.

Hasta este punto, hemos supuesto la continuidad y diferenciabilidad de las funciones involu-
cradas en estos resultados. Sin embargo, hay casos en los que se tiene la igualdad de las derivadas
parciales mixtas pero sin cumplirse las hipotesis del Teorema de Schwarz. Uno de los ejemplo

clasicos es el de la ecuacién de ondas unidimensional.

Sea el problema de valor inicial

gy = Utt, (ﬁ,y) € U
u(z,0) = g(z), x € (—00,00) (3.3)
ut(x,0) =0, x € (—00,00)

donde U = (—00,00) x [0, 00) y g es la extension periédica de la funcién f(x) = 2°—x,x € [-1,1].

Su solucion vendra dada por la férmula de D’Alembert

gl +1) +glz—1)

u(z,t) = 5 (3.4)
e | 1
- S T . /
Figura 3.3: Funcién
f(x) = 23 — 2 en el Figura 3.4: Extension

intervalo [—1, 1] periodica de f
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Sin embargo, esta solucion se obtiene obviando que la derivada segunda de g no esta definida
en los puntos de la forma 2n + 1 con n € Z y utilizando la regla de la cadena y el Teorema de

Schwarz para convertir la EDP del problema en 6%%2‘ =0donden=x+ty&=x—t.

Se puede probar que la solucion (3.4]) es la tnica solucién del problema (3.3) aunque no

existan las derivadas parciales mixtas en los puntos previamente mencionados.

Esto sugiere que el Teorema de Schwarz puede ser generalizado a una clase de funciones mas
amplia y otra en la que se verifica el Teorema de Fubini. En el articulo The Wave Equation,
Mized Partial Derivates and Fubini’s Theorem [2], se construyen las clases de funciones donde se
verifican dichos teoremas, generalizando teoremas importantes como el Teorema Fundamental y

se acaba probando la equivalencia de estos dos resultados en este nuevo contexto.

Referencias

Para la integral de Riemann, nos hemos basado en Cdlculo en variedades [12]. Cabe destacar
que en Andlisis Matemdtico II [4], se sigue un procedimiento anilogo para demostrar este re-
sultado. Sin embargo, en Cdlculo en variedades se motiva el resultado de una forma geométrica
muy intuitiva que inspira la posterior interpretaciéon geométrica en la que se hace uso de Maple

para dibujar las figuras (ver Anexo II).

En cuanto a la version de Lebesgue, se ha utilizado Andlisis Matemdtico II [4]. La construccion
de este teorema se basa en probar el resultado para funciones no negativas viendo el resultado para
la funcion caracteristica de un conjunto medible, para funciones simples medibles y, por ultimo,
para una funcién no negativa. Tras esto, se enuncia una versiéon més general y se prueba para
funciones de cualquier signo, teniendo que imponer unas condiciones més fuertes. En Calculus
[3], se prueba primero el resultado para funciones escalonadas y, tras esto, demuestra el teorema
utilizando este resultado previo y una técnica similar a las pruebas del Teorema de Tonelli y el
Teorema de Fubini. En Real and abstract analysis [9] y en Lebesgue integration [5] se realizan

pruebas anélogas.

Por dltimo, para la seccién acerca de la equivalencia del Teorema de Fubini y del Teorema de
Schwarz nos basamos en el articulo Mized Partial Derivatives and Fubini’s Theorem [1] para el
resultado y The Wave Equation, Mized Partial Derivates and Fubini’s Theorem |2] para ver un
ejemplo en el que las condiciones del Teorema de Schwarz fallan y no se puede dar la equivalencia
entre ambos resultados. No se incluyen los resultados relativos a la construcciéon de una clase de
funciones méas amplia en la que se verifica esta equivalencia pues habria que introducir muchos
conceptos y resultados que harian esta secciéon demasiado larga y, ademés, perderiamos de vista

el objetivo de este capitulo: profundizar y darle un sentido geométrico al Teorema de Fubini.



Capitulo 4
Teorema de Cambio de Variable

Los cambios de variables son unas herramientas muy tutiles a la hora de simplificar calculos
y, en el marco de integraciéon, nos permiten resolver integrales que o son dificiles de resolver o
no se pueden resolver de manera inmediata. En este capitulo, vamos a estudiar el Teorema de
Cambio de Variable intentando entender y visualizar qué es lo que realmente estamos haciendo
al usar este tipo de recursos para resolver integrales. Lo haremos en el marco de la integral de
Lebesgue y en varias variables, aunque comentaremos que se puede proceder de manera similar

para la integral de Riemann.

Nuestro objetivo es llegar a probar que dada una aplicacion inversible que es clase C', de
inversa también C! y dada una funcién integrable T, se verifica que (f o T) - | det DT| también

es integrable. Ademas, buscamos que se verifique que
/ Fdu :/ (foT)-|det DT|dp (4.1)
E T-1(E)

donde E es un conjunto medible.

Para entender por qué aparece el jacobiano, vamos a dar una intuitiva interpretacién geo-
métrica antes de entrar en detalles de la demostraciéon y construcciéon del teorema. Vamos a

restringirnos inicialmente al caso 2-dimensional. Sea la aplicacién

T:UCR?> —V CR?
(Z,9) — T(2,79) = (X(2,9), Y((2,7))-

Por lo pronto, le pediremos que sea continua y diferenciable para poder considererar sus
derivadas parciales. Definamos también su ecuacion vectorial T(Z,7)) = X (&,9)el + Y (&,9)es.
Por tanto, sabemos que las derivadas parciales de T" son

7._8T_87X% oy _,
V=0 " a2 " T

47
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or X _, 9Y _
72.— a5 = 8@614_37@627

siendo {ef, €5} la base canénica de R2.

;, Qué representan los vectores ?1 y 72?

Primero, supongamos un segmento de recta horizontal en el abierto U (es constante en ).
De esta forma, T transforma este segmento de recta en una curva en V. La recta tangente a

esta curva en cada uno de sus puntos tendra la direccién del vector ?1 = ‘g‘g (72 =0 por ser T
constante en g).

Figura 4.1: Transformacion de una recta en una curva.

Ahora supongamos que tenemos un rectangulo de la forma [Z1, Z2] X [§1, 92] v que T es lineal.
Si denotamos por AZ = &9 — &1 y Ay = 92 — 31, claramente el area del rectangulo es AZ - Ag.
Supongamos que T transforma este rectangulo en un paralelogramo de lados 71A:i‘ y @AQ (ver

Figura . Asi, el area de este paralelogramo tendra que ser || (71A:8) X (@Ag)) 1=l Vi X ?2 I

-Az - Ag. De esta forma, el area del paralelogramo la podremos obtener multiplicando el area del

rectangulo por cierto factor que veremos ahora qué es. Se tiene que

= = =
e 2 0X oY
o0& 0% | =% <
71 X 72 = %ﬁ %}g 0 |= ‘ ox oy | €5 =det(DT(z,9))es.
ox oy 09
oy 0y

Por tanto, concluimos que

| Vi x V4 ||= |det DT(@, §) .

Acabamos de ver que el jacobiano de T relaciona el area de ambas figuras (cuyas areas
sabemos calcular). Asi, parece razonable pensar que a través de la medida podremos establecer
una igualdad entre areas gracias al papel del jacobiano. Como la medida (area) de un conjunto

es la integral de la funcién f = 1 en dicho conjunto, podemos intuir que tendremos algin tipo
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Figura 4.2: Areas de las figuras.

de relacion entre las integrales sobre ambos conjuntos de una funcién f con la participaciéon del
jacobiano. Esto resultara ser la igualdad (4.1)).

Ante esto, nos podemos preguntar qué le debemos pedir a la aplicaciéon T, ademéas de la
continuidad y de la diferenciabilidad. Parece 16gico pensar que el jacobiano debe ser distinto de
cero pues, en otro caso, tendriamos que el area de la segunda region seria cero (caso degenerado).
Asi, parece natural pedirle a DT que sea no singular, garantizando la existencia su inversa y la
biyectividad. Ademas, nos interesa que cada punto de U se corresponda con un tinico punto de
V, con lo cual nos convendra que T sea biyectiva, existiendo asi T~!. A esta aplicacion inversa
debemos pedirle lo mismo que a T" para que podamos hacer un razonamiento anélogo al realizado

anteriormente.

En definitiva, como habiamos adelantado, nos interesa 1T sea un difeomorfismo. Ademas,
parece natural pedirle a los conjuntos de integracién que sean medibles para que esté bien definida
la integral. Observemos que DT es una aplicacion lineal, por lo que quedaré motivada la siguiente

seccion.

Por ultimo, cabe destacar que nuestro objetivo final involucra a una funcién f arbitraria que
hasta ahora hemos considerado que es la aplicacion f = 1. Parece 16gico que debemos pedirle a

esta funcion que sea £ para que tenga sentido su integral.

4.1. El papel del determinante y de las aplicaciones lineales

Primero, consideraremos aplicaciones lineales y veremos qué ocurre con la medida cuando las
aplicamos sobre conjuntos abiertos y medibles. El primer resultado que vamos a enunciar pone de
manifiesto que la medida de un abierto es proporcional a la medida de la imagen de dicho abierto
por la aplicacién lineal. Evidentemente, para poder hacer este tipo de transformaciones siempre
pediremos que la aplicacién sea regular, es decir, que exista su inversa y que su determinante

nunca sea nulo. Tendremos, ademaés, garantizada la biyectividad de esta.
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Teorema 4.1. Sea L : R® — R" wuna aplicacion lineal y reqular y consideremos G C R"™ un

abierto. Se verifica que
W(LG) = |det | - u(G).

Demostracion. Como L es una aplicacion lineal, entonces L es una transformacion de una de las

tres siguientes maneras:

(a) L(z1,z2,...,2y) = (k- x1,29,...,2,), con k una constante real,
(b) L(x1,22,. .., &y &y, Tn) = (T1, T2, .o, Ty s Ty e oy L),
(¢) L(x1,x9,...,25) = (X1 + 2,22, ..., Tp).

Primero, probaremos el resultado para un conjunto A no abierto de la forma A = (a1, b1] x -+ X

(an, by], donde a1 < by, ... ,ay < by.

Para una transformacion del tipo (a), se tiene que LA = (k-aq, k-b1] X (ag,ba] X -+ X (ay, by],
por lo que u(LA) =k - u(A) = |det L| - pu(A).

Para L de tipo (b), se tiene que |det L| = 1y u(LA) = u(A). Asi, u(LA) = |det L| - u(A).
Por ultimo, para transformaciones de tipo (c), se tiene que

LA ={(z1,...,2p) ER" tag <o < bg,...,anp < xp <bp,a1 + 22 <x1 < by + 22}

bo bn, b1
N(LA):/ ldxl...da:n:/ {/ </ 1da:1>dxn}...dﬂs2:
LA as an al
bo b3 bn b1
:/ / / / Vdzy ... dzy =1+ p(A) = |det L] - u(A),
a2 as an al

aplicando el Teorema de Fubini.

Asi,

Ahora, consideremos un abierto G tal que G = [J;—; Ax donde cada Ay, es de la misma forma

que el conjunto A anteriormente descrito. Por la aditividad numerable de la medida,

n(LG) = p (L (i Ak>> = (i LAk) = iﬂ(LAk)'
k=1 k=1 k=1

Aplicando el caso anterior ya probado sobre Ay, Vk, se llega al resultado.

También, podemos considerar el caso en el que L combina (a), (b) y (c). Si esto ocurre, basta
descomponer L de la forma L = Ls;o0 Ls_10---0 L donde cada L; es de uno de los tres tipos de

transformaciones. Asi, se tiene que
u(LG) = p(Lso Ls_qo0---0L1G) = |det Lg| - |det Ls_1|---|det Ly| - u(G) = | det L| - u(G).

O
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Notacion 4.2. Denotaremos LA = L(A), la imagen deA mediante la aplicacion lineal L, para

simplificar la notacion.

Ahora, veremos que las aplicaciones lineales llevan medibles en medibles y que, ademas, se

verifica la misma igualdad que en la proposiciéon anterior para medibles.

Teorema 4.3. Sea L : R — R" una aplicacion lineal y reqular y consideremos EE C R™ un

medible. Se verifica que LE es medible y

u(LE) = [det L| - u(E).

Demostracion. Primero, veamos que LE es medible. En virtud del Primer Principio de Little-
wood y sabemos que para que LE, dado € > 0, debemos buscar G’ C R™ abierto y
F’' C R™ cerrado verificando que G' D LE D F' y u(G' \ F’) < e. Usando este mismo resultado,
sabemos que por ser E un conjunto medible, 3G C R" abierto y 3F C R” cerrado tales que
GDEDFyu(G\F)<®.

Como G es abierto, F' es cerrado y L es una aplicacion lineal, entonces LG es abierto y LEF
es cerrado y verifican que LG D LE D LF. Ademas,
€

[detZ]  ©
usando el Teorema y la linealidad de L. Tomando G’ = LG y F' = LF, ya se tiene lo que

buscidbamos.

p(LG\ LF) = p(L(G\ F)) = |det L| - p(G\ F) < [det L] -

Por tltimo, vamos a ver que pu(LE) = |det L| - u(E). Es claro que

w(LE) = inf {u(G") : G' > LE,G" abierto} = inf {u(LG) : G D E, G abierto} =
=inf{|det L| - u(G) : G D E,G abierto} = |det L| - inf {p(G) : G D E, G abierto} =
= |det L| - u(E).
Ul

Esto sugiere que se tiene el siguiente resultado que se acerca a la versién de Teorema de

Cambio de Variable que queremos obtener.

Teorema 4.4. Sean L : R™ — R"™ una aplicacion lineal y reqular y f : R™ — [0, 00] una funcion

medible y no negativa. Entonces

fdu = / (folL)-|detL|du.
R" R"

Demostracion. Si consideramos f = xyrn = 1, basta aplicar el Teorema [4.3

/ ldp = p(R™) = p(LR™) - | det L| = / lo L-|det L|dpu.
n R



52 4. Teorema de Cambio de Variable

Ahora, consideremos que f es una funciéon simple medible. Se tiene que

de:/ > ai-xgdp = Zo‘i/ Ldp = oi - p(E7) =
R 2 =1 B i=1

tg=1

n n
:Zai-u(LEi)-]detM :Zai-/ loL-|det Lldu =
i=1 i=1 Ei

3

:/ Zai-XEioL-]detLd,u:/ (foL)-|det L|dpu.
LE, R™

i j=1
Por dltimo, para una funcién f no negativa, basta aplicar el Teorema de aproximacién de fun-

ciones simples medibles y el Lema de Fatou [[.18] obteniendo que
lim Spdp = / lim s,dyp = / fdpu.
n—o00 Jpn n N—r00 R™
Usando lo probado para una funcién simple medible, obtenemos el resultado buscado. O

En la siguiente seccién, veremos cémo cambia esta version del teorema si, en lugar de con-
siderar una transformacion lineal, consideramos un difeomorfismo. Veremos cémo el papel del
determinante de la aplicacién lineal lo llevara a cabo el jacobiano del difeomorfismo, tal y como

adelantabamos al principio del capitulo.

4.2. Representaciéon de cambios de variables de R? en R?

Hemos visto unos sencillos ejemplos que motivaron el papel del determinante y de las aplica-
ciones lineales en el Teorema de Cambio de Variable. Ahora, trataremos de ver cémo representar
graficamente los cambios de variables cuando trabajamos en varias dimensiones. Para poder vi-
sualizarlo, usaremos transformaciones lineales 7' : R? — R2. Como el grafo de esta aplicacion

esta en R?, consideraremos su funcién compleja asociada.

Considerando la base canénica de R?, una aplicacion lineal T'(z,y) = (az + by, cx + dy),

a b

c d)
“ 0 ") = (ax + by, o+ dy)"
. d y—am Y, cx + dy) .

Ahora, consideremos z = x + iy € C. De esta forma, T'(z) = (ax + by) + i(cx + dy).

a,b,c,d € R, tendra una matriz asoaciada:

Asi,
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Ahora bien, como
z+z _2—Z
2 ) y -

entonces T : C — C esté definida de la siguiente forma

xTr =

z+z z—z L, 2+ Z z—z z+z . z—z .
5 +b 5 ) +i(c 5 +d 5 ) = 5 (a+cz)+7(b+dz).

T(z)=(a

De esta forma, podremos representar funciones de variables reales en el plano complejo, de
manera que podamos ver graficamente el tipo de transformaciones a las que se ven sometidas las

regiones de integracién bajo la accién de transformaciones lineales arbitrarias.

Ejemplo 4.5. Sea la aplicacion lineal T'(z,y) = (22 + 3y, x — 4y). Consideremos el rectangulo

z

[—1,1] x [~1,1]. Usando lo anterior, pasamos al plano complejo: T'(z) = Z52(2+1) + 22 (3 — 44).

El cuadrado pasa a ser el cuadrado sobre el plano complejo de vértices —1 —iy 1+ 1.

t=0. t=10.10526

4 4

Figura 4.3: Cuadrado inicial. Figura 4.4: Regién intermedia.

t=10.36842 t=1.0000

4

Figura 4.5: Regién intermedia. Figura 4.6: Imagen del cuadrado.

Para poder visualizar mejor como se transforma una region en otra, vamos a considerar una

homotopia lineal H(z,t) = (1 —t)z+t-T(z),t € [0,1]. Ahora, representaremos, a través de una
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animacion de Maple (ver Apéndice II), algunas de las aplicaciones intermedias entre la identidad

(lleva el rectangulo en si mismo) y la transformacion lineal que estamos considerando (ver Figuras

3, 3, 9y ).

Notese que simplemente estamos usando la homotopia como herramienta para visualizar la
transformacién que produce la aplicacion lineal. Lo que realmente ocurre es que pasamos del

rectangulo a la imagen del rectangulo por la aplicacion lineal (una correspondencia).

4.3. El Teorema de Cambio de Variable para difeomorfismos

Ya vimos que necesitamos una aplicacion lineal para que el Teorema de Cambio de Variable
se puede aplicar. La idea principal que yace tras el uso de difeomorfismos es que estas son
localmente aplicaciones lineales, lo que nos permitira generalizar el teorema. Ademas, como
tenemos garantizada la existencia de la aplicacién inversa, el jacobiano es no nulo, por lo que

podremos descartar los casos degenerados.

De aqui en adelante consideraremos la aplicacién regular 7' : U C R® — V C R” donde U
y V son abiertos de R" tales que TU = V. Ademas, T € CY(U) y T~! € C}(V). Asi, T es un

difeomorfismo.

En esta seccidon nos ocupara demostrar la desigualdad

M(TE)S/ | det DT'|dp.
E

Primero, lo haremos para un intervalo ctibico; después, para un abierto; y, finalmente, para un
conjunto medible. Esta desigualdad nos permitird mas adelante demostrar el Teorema de Cambio

de Variable.

Teorema 4.6. Sea C' C U un intervalo cubico. Se tiene que

,u(TC)g/ | det DT |dp.
C

Demostracion. Como C' es compacto y T es un difeomorfismo, T'C' es compacto y, en consecuen-
cia, es medible. Ademas, | det DT'| es integrable por ser una funcién continua. Por el Teorema
del Valor Medio, para y € C,
[Ty —=Tal| < sup | DT(a+ My —a)) |-y —al<sup || DT(2) |- [y —al<
A€[0,1] zeC

<sup || DT(2) | -5,
zeC

donde a = (ai,...,a,) es el centro del cubo C' y S es su semiarista verificando que C =

{(x1,...,2n) ER" | x —a ||< S}. Asi, TC esta contenido en el cubo cerrado de centro Ta
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y semiarista {sup,co || DT(2) ||} - S. Por tanto,
ure) < fsup | 1)1} ()
Consideremos la aplicacion lineal y regular L : R™ — R"™. Se tiene que L o T verifica que
(o)) < fsup | (o)) 1} u(0) = {sup | (Lo D)) 1} i) =
= det |- u(TC) < {sup | (Lo DT)(:) ||}n (0 =

S W(TC) < |det L {ggg | (Lo DT)(2) ||}n (C).

Ahora bien, paray € C'y L = [DT(y)]™*,

W(TC) < |det DT(y)] - {ggg | (DT())"" - DT () H} u(C).

Como z —|| (DT (y))~!- DT(z) || es una aplicacién continua en el compacto C, sabemos que,

fijado y € C, se alcanza el supremo en algin z € C. Entonces Vy € C, 3z € C tal que
u(TC) < |det DT(y)|- || (DT(y))™" - DT(2) [I* -u(C).
Ahora, consideremos la aplicaciéon continua C'x C' — R tal que (y, z) || (DT (y))~'-DT(2) |.
Como C' x C' es un compacto (producto de compactos), entonces esta aplicacion es uniformemente

continua. Asi, dado € > 0, podemos encontrar C, ..., Cs cubos cerrados en C tales que C;NC) =

0,Vi,j,i# j,y C =U;_; Ci. Ademas, se verifica que para y, z € Cj,

I (DT ()~ DT(2) || = | (DT(y))™ - DT(y) || < e =] (DT(y))™ - DT(2) < 1 +e.

Si consideramos € € (0, 1],

n nn—1
| (D7)~ - DTE) < @4t =14 Bey M0y
1 |
:1+e<?+”(7j)e+~-+e”‘1> §1+€<T+n(n2—'|_)+"'+1) — 1t e(2" 1)
Para cada i = 1,...,s, tomemos y; € C; tal que

|det DT (y;)| = inf {|det DT (u)| e R:u € C;} = pu(TC;) <
< |det DT (yi)|- || (DT (y:))~" - DT(2) ||" u(Ci) < [det DT (yi)| - (1 + (2" — 1)) - u(Cy) =

= u(TC) <Y w(TC;) < (L +e(2" =1))- Y |det DT (yi)| - u(Ci) <

i=1 i=1

< (1+e@"—1))- Z/C |det DT|dp < (1 + ¢(2" — 1)) - /C|det DT|dy.
=1 i
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Cuando € — 0, ya tenemos que

W(TC) < / | det DTdp.
C

Teorema 4.7. Sea G C U un abierto. Se tiene que

w(TG) §/ | det DT |dp.
G

Demostracion. Por ser G abierto, T'G también lo es y, por tanto, TG es medible. Ademas,
podemos escribir G = | J;2, C; con C1,Cy, ..., C;, ... cubos cerrados tales que C; NCj = 0, Vi, 4,
1 # j. Entonces

wWTG) = p (T (U C>> =/ (U TCZ) = ZM(TCi) < Z/ |det DT| dp = / |det DT|dy,
i=1 i=1 i=1 i=17Ci G
por el Teorema [4.6] O

Teorema 4.8. Sea E C U un conjunto medible. Se tiene que
u(TE) S/ | det DT'|dp.
E
Demostracion. Por un lado, supongamos que |det DT'| esta acotado en U, es decir, 3k € R
constante tal que |det DT (z)| < k, Vx € U.

Por otro lado, dado € > 0, por ser F medible, sabemos que 3G C U abierto y 3F C U cerrado
tales que G D ED F'y u(G\ F') < ¢ por el Primer Principio de Littlewood

Como G es abierto y F' es cerrado, por ser 1" un difeomorfismo se tiene que T'G es abierto,
TF es cerrado, TG ODOTE DTFy

w(ITG\TF)=u(T(G\F)) §/G\F|detDT]d,u§k:~,u(G\F) <€,

por el Teorema [1.7]
Asi, TE es medible y

w(TE) < pu(TG) < / | det DT |dp < / | det DT|d,u+/ |det DT|dp <
G F G\F

§/ |det DT |dp+ k- u(G\ F) </ \detDT|du+k‘-;:/ | det DT'|dp + e.
E E E
Si € — 0, ya se tiene la desigualdad buscada.

Ahora bien, para llegar hasta aqui supusimos que | det DT'| estaba acotado. Si no lo estuviera,
podemos escribir U = | Jp—; U, donde cada Uy, es un abierto de la forma {x € U : |det DT| < k}

y usar lo anterior para cada Uy. O
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Ya estamos en condiciones de probar el Teorema de Cambio de Variable. Pediremos que la

funcion sea integrable para poder garantizar la existencia de las integrales.

Teorema 4.9 (de Cambio de Variable). Sea E C U un conjunto medible. Dada la funcion

f:V = [—00,400] integrable, se tiene que

fdu:/(foT)-detDT\du.
TE E

Demostracion. Primero, supongamos que f = xrg. Observemos que x7r = xg o 1. En virtud

del Teorema [4.8] se tiene que
fau= [ rpdu=pTE) < [ et DTl < [ x| det DI =
TE TE E E

:/(foT)-|detDT|d,u.
E

Ahora, supondremos que f = Y_I" ; aiyxrg, donde T = |J;-; TE; con TE; abiertos (imagen
mediante T" de los abiertos E;) tales que TE;NTE; = 0, Vi, j, i # j (por ser T un difeomorfismo,

los E; verifican las mismas propiedades). Tenemos que
n n n n
fdu = / ZaiXTEidH = Z/ aiXTE;dpt = Z a;iu(TE;) < Zai/ | det DT'|dp
TE TE = i=1 /TE i=1 i=1 Ei
n
< Z/ (foT)~\detDT]d,u:/(foT)-\detDT\dM.
i=1 7 Ei E

A continuacién, consideremos que f es no negativa. Por el Teorema de aproximacion de
funciones simples medibles sabemos que existe una sucesion de funciones simples medibles
mondtona creciente {s,} tal que converge puntualmente a f. Por un lado, por lo probado hasta

ahora, sabemos que, Vn € N,
/ Spdp < / (spoT)-|det DT|dpu. (4.2)
TE E
Por otro lado, por el Teorema de la Convergencia Mondtona [[.17}, se tiene que
lim Spdp = / lim s,du = fdu. (4.3)
Juntando (4.2) y (4.3)), llegamos a la desigualdad

fduﬁ/(foT)-detDﬂdu.
TE E

Para probar la otra desigualdad, basta componer con T~

/(foT)-]detDT\dug/ [{(foT) |det DT|} o T~ - |[det DT~ dp =
E TE

:/ (foToT ") |(det DT) o T™!| - |det DT | dp =
TE
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Como tenemos probadas las dos desigualdades no estrictas, tenemos ya la igualdad buscada
para funciones no negativas. Para funciones de signo arbitrario, basta considerar f = f+ — f—,

aplicar la igualdad a f* y a f~ y sumar. O

Observacion 4.10. La demostracion de este teorema sigue el mismo esquema que la demostracion
del Teorema de Tonelli (y Fubini). Se demuestra el resultado para la funcion caracteristica de
un conjunto medible, para una funciéon simple medible, para una funcién no negativa y, por
ultimo, se aplica lo probado para una funcién de signo arbitrario. Ademas, se hace uso de las

desigualdades demostradas hasta el momento.

Referencias

Por un lado, para la interpretacién geométrica que hemos utilizado como motivacién del
Teorema de Cambio de Variable, hemos seguido las ideas de Calculus [3]. Este se centra en la
geometria que hay detrds de este importante teorema para después demostrarlo formalmente

para la integral de Riemann, dando abundantes ejemplos.

Por otro lado, para los resultados y las demostraciones formales, se ha utilizado principalmente
Andlisis matemdtico II [4]. Este libro no incluye muchos ejemplos o interpretaciones geométricas,
en cambio se centra en la parte mas formal de este resultado, construyéndolo de manera que quede

patente el papel del determinante en el este resultado.

Cabe destacar que se da un enunciado y una demostracion del teorema ligeramente distinto;
el resultado se prueba directamente para una funcién simple medible S tal que 0 < S < f
(considerando f no negativa) y procediendo de una manera similar a la presentada en este
trabajo. Después, se utiliza lo probado para ver el resultado para una funcién de signo arbitrario,
separando parte positiva y negativa. Se ha optado por modificar esta demostraciéon para que

queden més claros los resultados de teoria de la medida que hay detrés de este teorema.



Anexo 1

Algunas nociones basicas de teoria de

la medida e integracion

En este anexo, recordaremos algunos conceptos y resultados de teoria de la medida e inte-
gracion de Lebesgue. Para realizar este anexo, se han seguido las ideas de Andlisis Matemdtico
17 4.

Medida exterior

Sea A € R™. Consideremos {/;} una familia numerable de intervalos abiertos que recubren a

A, es decir,
o0
Ace U I;.
i=1
Sea v(I;) el volumen de cada uno de estos abiertos.

Definicion I.1. Llamamos medida exterior de Lebesque de A a

o0

p (A) = if » v(l;)€[0,00].

La medida exterior verifica las siguientes propiedades:

= p5(0) =0.

» AC B= p*(A) < pu*(B).

» Si A es finito o infinito numerable, entonces p*(A) = 0.

99
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» La medida exterior generaliza la idea de volumen de un intervalo: si I es un intervalo abierto

verificando que I C A C I, entonces p*(A) = v(I).

» La medida exterior verifica la subaditividad numerable: para { 4,, } una coleccién numerable

de subconjuntos de R", se tiene que

M*(U Ap) < Z 1 (Am)

Medida de Lebesgue

La idea fundamental de la medida de Lebesgue es la de generalizar el concepto de longitud

en R y de volumen en R™. Antes de nada definamos los conjuntos medibles.
Definicion I.2. Un conjunto £ C R” se dice Lebesque-medible si
w(A) =p*(ANE)+u* (A\ E),VACR"
De esta definicion, es inmediato ver que, si p*(E) = 0, entonces E es medible. Ademaés, se
puede probar que la familia de los conjuntos Lebesgue-medibles es una o-algebra (el complemen-

tario de un medible es medibles, la unién de medibles es medible y la interseccién de medibles

es medible) y que los conjuntos de medida exterior nula son medibles.
Con esto, definimos la medida de Lebsegue como sigue.

Definicion 1.3. Si £ C R" es un conjunto medible, entonces llamamos medida de Lebesque a la

medida exterior de Lebesgue de dicho conjunto medible.

Asi, esta medida verifica las siguientes propiedades.

= pu(0) =0.
» By C Ey= pu(Er) < p(Es), con By y Ey conjuntos medibles.
» Si E es un conjunto medible finito o infinito numerable, entonces pu(E) = 0.

» La medida de Lesbesgue verifica la aditividad numerable: para {E,,} una colecciéon nume-

rable de subconjuntos de R™ disjuntos dos a dos, se tiene que

n((J En) = wlEm)
i=1 m=1

» Si Fj y E» son conjuntos medibles tales que Eo C Eq y u(FE2) < 0o, entonces p(Fy \ Eg) =
p(Er) — p(E2).
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El siguiente resultado afirma que la medida y el limite se pueden ‘intercambiar” para suce-

siones monoétonas de conjuntos medibles .

Proposicion 1.4. Sea {E;} es una familia de conjuntos medibles. Se tiene que:

= 51 E; C E;11,Vi, entonces
o0
wJ Ei) = lim p(E).

) 1—00
=1

» Si B C E;j,Viy u(Er) < oo, entonces

w(() Ei) = lim pu(E).

! i—00
=1

Los siguientes resultados caracterizan los conjuntos medibles con los conjuntos abiertos que
los contienen (los conjuntos medibles son “casi abiertos”) y los conjuntos cerrados que estan

contenidos en ellos, dando asi una relaciéon entre la medida y la topologia.

Teorema 1.5 (Primer Principio de Littlewood). El conjunto E € R™ es medible si y solo si
Ve > 0, U € R™ abierto verificando que E C U y un(E\U) < e.

Teorema 1.6. El conjunto E € R™ es medible si y solo st Ve > 0, IF € R™ cerrado verificando
que FCE yu(E\F)<e.

Corolario 1.7. El conjunto EE € R™ es medible si y solo si Ve > 0, AU € R™ abierto y AF € R™
cerrado verificando que F C ECU y u(U\ F) < e.

Funciones medibles

Definicién 1.8. Sea F un conjunto medible. Una funcién f : £ — es medible si, para cada

a € R, se verifica una de las siguientes afirmaciones equivalente:

El conjunto {x € FE : f(x > «)} es medible.

El conjunto {x € E': f(z > a)} es medible.

El conjunto {x € F: f(r < «)} es medible.

El conjunto {x € E : f(z < )} es medible.

Para E un conjunto medible, las funciones medibles verifican las siguientes propiedades:

'R denota la recta real ampliada.
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= Si f es continua, entonces f es medible.
» Sea F' C F un conjunto medible. Se tiene que f|r es medible.

= Las funciones medibles tienen un buen comportamiento con las operaciones aritméticas:
dados c € Ry f,g: E — R funciones medibles, se tiene que f +g¢g,f+ ¢, f-g,c- f son

medibles.

» Las funciones medibles tienen un buen comportamiento al tomar supremos e infimos: dada
una sucesion de funciones medibles {f,,} de E en R, se tiene que las funciones sup {fm,} e
inf { f;n } son medibles.

= Las funciones medibles tienen un buen comportamiento al tomar limites: dada una sucesion
de funciones medibles {f,,} de E en R, se tiene que las funciones lim {f,,} e lim {f,,,} son

medibles.

Definiciéon 1.9. Sea E un conjunto medible. S : E — R es una funcidn simple si existen E; una
familia finita de conjuntos disjuntos dos a dos tales que la unién de todos ellos es E y escalares

reales ay, ..., a,, de forma que
m

S:Zai'XEi'

=1

Si, ademas, los conjuntos F; son medibles, entonces S es una funcidn simple medible.

El siguiente resultado nos permite aproximar toda funcién medible no negativa por una

sucesion de funciones simples medibles.

Teorema 1.10 (de aproximacion de funciones medibles). Sea f una funcidn medible no nega-
tiva en un conjunto E medible. Se tiene que existe una sucesion de funciones simples medibles

mondtona creciente en E, {S,,} tal que S,, converge puntualmente a f en E.

neN’
El siguiente resultado nos dice que la convergencia puntual de las funciones medibles es “casi

uniforme”.

Teorema 1.11 (de Egoroff). Sean E un conjunto medible y {fn} una sucesion de funciones
medibles de E en R. Si u(E) < 0o y {fm} converge a una funcion f: E — R casi por doquier,

entonces { fm} converge casi uniformemente a f en E.

El resultado que sigue afirma que las funciones medibles son “casi continuas”.

Teorema 1.12 (de Lusin). Sean E un conjunto medible con u(E) < oo y f: E CR" — R una
funcion medible. Se tiene que Ye > 0, IF C E un conjunto cerrado tal que p(E C F) < ey f es

continua en F'.
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En consecuencia, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.13. Sean E un conjunto medible y f : E C R™ — R una funcion medible. Se tiene

que Ve > 0, 3g : R — R una funcion continua tal que u(x € E : f(x) # g(x)) < e.

La integral de Lebesgue

Para definir la integral de Lebesgue, empezamos definiéndola para funciones no negativas y,

més adelante, para funciones de signo arbitrario separando parte positiva y negativa.

Definiciéon 1.14. Sean D C R"™ un conjunto medible y S : D — [0, 00] una funcién simple

m
S = Zai * XE;-
i=1

Si E C D es un conjunto medible, definimos la integral de S como

/ Sdp =" ;- p(xEne)-
E i=1

medible con forma candnica

Sean D un conjunto medible y S1,S2 : D — [0, 00] funciones simples medibles. Esta integral

verifica lo que sigue.
» Si E =J;2, E; medible con E; C D conjuntos medibles disjuntos dos a dos, entonces

Sdy = /Sd.
/Eu ;E m

= 51+ S5 es simple medible y para cada E C D medible se verifica que

/Sl+52dﬂ:/51dﬂ+/52du.
E E E

= S5i 57 <55 en D, entonces para cada E C D medible se verifica que

/Sld,ug/Sgd,u.
E E

Definicién 1.15. Sea D un conjunto medible. Consideremos £ C D un conjunto medible y

f D — [0, 00] una funcién medible. Definimos la integral de Lebesgue de f en E como

| fin=sup [ sdp,
E E

donde S es una funcién simple medible tal que 0 < S < f.
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De nuevo, tenemos unas propiedades que cumple esta integral de forma inmediata. Sean f
y g son funciones medibles no negativas definidas en D medible y sea Fy, Es, E C D conjuntos

medibles, se verifica que:

= Si0< f <g, entonces

/Efdué/Egdu-

fdp< | fdu.
E1 E>

e sn=c [ san
| fdu=o
| fdu=o
[+ ain= [ raus [ g

Ahora, enunciaremos uno de los grandes teoremas de convergencia y una de sus consecuencia

Si By C Eyy f >0, entonces

SiceRT y f >0, se tiene que

Si f =0en FE, entonces

» Si p(E) =0, entonces

Se verifica que

inmediatas.

Teorema 1.16 (de la Convergencia Monétona). Sea { fim},,cn una sucesion de funciones medibles
no negativas definidas en D, un conjunto medibles, tal que es mondtona creciente y convergente

a una funcion f no negativa. Entonces

/fdu: lim /fmd,u.
D m—oQ D

Corolario I.17. Sea {fin},,cn una sucesion de funciones medibles no negativas definidas en un

conjunto medible D. Se tiene que
o0 o
fudii= > [ fi

Los dos resultados siguientes son un importante lema y su muy ttil corolario.
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Lema I.18 (de Fatou). Sea {fim},,cny una sucesion de funciones medibles no negativas definidas

en un conjunto medible D. Entonces se verifica que

D D

Corolario I.19. Sea {fin},,cn una sucesion de funciones medibles no negativas definidas en D,
un conjunto medible, tal que es mondtona creciente y convergente casi por doquier a una funcion

f medible no negativa. Entonces

/Dfdu Zn}gnoo/fmdu-

Con esto, ya podemos definir la integral de Lebesgue para funciones de signo arbitrario.
Consideremos D C R"™ un conjunto medible y f : D — R una funcién medible. Definimos
ft = méx{f,0} y f~ = méx{—f,0} las partes positiva y negativa de f, respectivamente.
Claramente, ambas son funciones no negativas y f es medible si y solo si f* y f~ también lo

So1m.

Definicion I1.20. Sea E C D un conjunto medible. Se dice que f es Lebesque-integrable en E si

/ frdu < oo, / fdp < .
E E

Asi, llamamos integral de Lebesgue de f en E a

/Efdu—/Eﬁdu—[Ef_du-

La integral de Lebesgue cumple las siguientes propiedades.

» Si f es medible, entonces |f| es medible e integrable y, ademas,

[E\f!du—/Eﬁdqu/Ef_dﬂ-

» Linealidad de la integral: si f,g € L(E) y «, 8 € R, entonces

/E(af+ﬁg)du=a[Efdu+5[Egdu.

‘/Efdu‘ < [ 1f1du

Ahora, enunciaremos otro de los grandes teoremas de convergencia, .

= Desigualdad modular:
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Teorema I.21 (de la Convergencia Dominada o de Levi). Sea {fm},,cy una sucesion de fun-
ciones medibles definida en un conjunto medible D tales que son convergentes casi por doquier
a una funcion f medible. Si g una funcion integrable en D tal que |fm| < g casi por doquier y

Vm € N, entonces f es integrable en D y

fdp = lim /fmd,u.
/; m— 00 D

Los dos siguientes resultados son de utilidad para demostrar algunos de los resultados tratados

en este trabajo. Se pueden consultar en Lesbesgue integration [5].

Proposicion 1.22. Sean f y g dos funciones tales que f es integrable en [a,b] y g es medible y

estd acotada en casi todo punto de [a,b]. Se tiene que fg es integrable en [a,b].

Teorema 1.23. Sean E un conjunto medible y f : E C R — R una funcion integrable. Se tiene
que Ve > 0, 3g : R — R una funcion continua tal que fE |lf—g| <e.



Anexo 11
Interpretaciones geométricas con Maple

Para ilustrar algunos de los conceptos y resultados de este trabajo, se ha utilizado el software
Maple. Algunas de las ideas para programar los distintos recursos visuales se han basado en

Introduction to Maple [8], Maple animation [11] y en la pagina de ayuda de este programa.

En este apéndice, introduciremos el coédigo y las ideas utilizadas. En esencia, se han combinado
procedimientos y comandos de Maple para poder crear procedimientos originales que generen

graficas y animaciones ilustrativas de los conceptos tratados en este trabajo.

Se han utilizado procedimientos para poder cambiar facilmente los parametros involucrados
en estes para estudiar distintos casos. Asi, el c6digo no solo sirve para los ejemplos que se han
presentado en este trabajo, sino que valen para cualquier otro caso en el que dichos procedimientos

tengan sentido.

Representando funciones de variaciéon acotada

Para las Figuras [2.4] 2.9 y acerca de las funciones de variacion

acotada, se han tomado frames de animaciones (la misma pero para tres funciones distintas).

Esta animacién se ha realizado para poder tener una nocién intuitiva de lo que son las
funciones de variacién acotada. Fijandonos en la definicién de este tipo de funciones, queremos
que, dada una particién, la suma de las distancias entre las imagenes de dos puntos consecutivos
de la particion esté acotada. Asi pues, debemos sumar distancias verticales y ver si la suma estéa
acotada. De aqui, surge la idea de considerar un punto que se desplaza por el grafo de la funcion
y su proyeccion en el eje Y. Si la distancia recorrida por esta proyeccion es finita (la variacion

total es finita), entonces podemos intuir que la funcién es de variacion acotada.

67
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Para realizar esta interpretaciéon de las funciones de variaciéon acotada, se ha creado un pro-

cedimiento especifico cuyo cédigo es el siguiente:

varacot:=proc(f,a,b,t1,t2,fr)

local A;

local B;

local C;

A := plot(f(x), x = a .. b, color = "Maroon");

B := animate(pointplot, [[[0, £(t)]], symbol = solidcircle, symbolsize = 17,
color = "SeaGreen"], t = t1 .. t2, frames = fr);

C := animate(pointplot, [[[t, £(t)]], symbol = solidcircle, symbolsize = 17,

color = "SlateBlue"], t = t1 .. t2, frames = fr);
display(A,B,C);

end proc;

Primero, se representa en A la grafica de la funcion f en el intervalo [a,b]. Tras esto, se
representan dos animaciones en B y en C. La primera se corresponde con la proyecciéon sobre el
eje Y del punto que va a “viajar” por el grafo de la funcién, mientras que la segunda representa
el propio punto. Finalmente, se representan las tres representaciones graficas simultaneamente

con el comando display.

Interpretaciéon geométrica del Teorema de Fubini

Para las Figuras y sobre el Teorema de Fubini, se han tomado dos frames de dos

animaciones realizadas con un procedimiento.

Como vimos en el Capitulo 3, el Teorema de Fubini tiene una interpretacién geométrica
bastante intuitiva. Sin embargo, nos interesa buscar una manera de representar facilmente es-
ta cuestién. Para ello, se ha optado por crear una animacién en la cual mediante planos que
intersecan a la superficie (grafo de la funcién) se ven claramente las secciones de esta tltima.
Ademas, queda representada el area bajo cada seccién, que se correspondera con la integral de la
seccion considerada; esto es la regiéon que queda por debajo de la seccién, contenida en el plano
de interseccion. Al ir afiadiendo secciones, se da la idea intuitiva de que si sumamos todas esas
regiones obtendremos una aproximacién del volumen encerrado bajo el grafo de la funcion y, si

tomamos limites, tendremos el volumen total (la integral de la funcion).

El codigo para el procedimiento creado para poder representar esta situacion es el siguiente:

fubini:=proc(f,a,b,c,d,zl,z2,fr,tr,t1,t2,varphil,varphi2,psil,psi2)
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local surf:

local planexz:

local planeyz:

local sectionx:

local sectiony:

local A:

local region:

local sgx:

local sgy:

surf := plot3d(f(x, y), x = varphil(y) .. varphi2(y), y = psil(x) .. psi2(x),
color = "turquoise", style = surface);

planexz := animate(implicitplot3d, [y =t, x=a .. b, y=c¢c .. d, z =2z1 .. z2,
color = "aquamarine", style = surface, transparency = 0.5], t = t1 .. t2,
frames = fr);

planeyz := animate(implicitplot3d, [x =t, x =a .. b, y=c¢ .. d, z =zl .. 22,
color = "aquamarine", style = surface, transparency = 0.5], t = t1 .. t2,

frames = fr);

sectionx := animate(intersectplot, [z = f(x, y), y =t, x =a .. b,

y=c¢..d, z=2z1.. 22, color = "red", thickness = 10], t = t1 .. t2,

frames = fr, trace = tr);

sectiony := animate(intersectplot, [z = f(x, y), x =t, x =a .. b,

Il
—
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—
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—
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N

y=c..d, z=12z1..2z2, color = "red", thickness

frames = fr, trace = tr);

region := plot3d(0, x = varphil(y) .. varphi2(y), y = psil(x) .. psi2(x),
color = "yellow", style = surface, transparency = 0.5);
sgx:=display({planexz, region, surf, sectionx}, overrideoptions,

axes = boxed, title = "SECCIONES g_x");

sgy:=display({planeyz, region, surf, sectiony}, overrideoptions,

axes = boxed, title = "SECCIONES g_y");

A:=Array(1..2):

AT1] :=sgx:

A[2] :=sgy:

display(A);

end proc;

Primero, lo que se hace es crear el plot3d con el que dibujaremos el grafo de la funcion f
a integrar. Observemos que los “extremos” de integracion son funciones ¢1(y), ¢2(y), ¥i(x) y

9(x). Esto es porque, de esta forma, podemos definir conjuntos de integracion mas generales
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que los rectangulos.

Seguidamente, se crean los planos paralelos al Y Z y X Z como animaciones que iran interse-
cando a la superficie dada por el grafo de f. Después, se crean dos animaciones simultaneas a las
de los planos que iran dibujando las intersecciones de la superficie con cada uno de los planos,
es decir, las funciones seccion. También dibujamos la regién de integracién para saber en qué

conjunto estamos trabajando.

Ahora, juntamos todos estos elementos con dos display, que, por un lado, crea la animacion
de las secciones g, y, por otro, la de las secciones g,. Finalmente, se crea un array para crear un

vector con las dos animaciones y que se reproduzcan simultaneamente con el display.

Los demas parametros del procedimiento sirven para delimitar los ejes de la grafica que va a
mostrar y decidir cuantos frames queremos ver y cuédntos queremos que se mantengan a lo largo

de la animacion.

Asi, combinando distintos comandos de Maple, se ha creado un procedimiento original que

ilustra el Teorema de Fubini.

Transformando regiones con el Teorema de Cambio de Variable

Para las Figuras [4.3] [£.4] [4.5] y [4.6] acerca del Teorema de Cambio de Variable, se han com-

binado comandos de Maple para crear el siguiente procedimiento:

cambvar:=proc(a,b,c,d,fr,z1,z2)
animate(conformal, [(1 - t)*z + tx((z+conjugate(z))/2*(atcxI)+
(z-conjugate(z))/(2*xI)*x(b+d*I)), z = z1 .. z2], t = 0 .. 1, frames = fr);

end proc;

La idea que llevd a crear este procedimiento es la de transformar una aplicacion lineal de R?
en R?, a partir de los coeficientes de su matriz asoaciada (en base canénica), a una aplicacion
lineal de C en C. Estos coeficientes son los parametros a,b,c,d. Los parametros fr y z1, 22
se refieren a la cantidad de frames y a los extremos del rectangulo sobre el plano complejo a

considerar, respectivamente.

Se usa una animacioén para poder visualizar las transformaciones que se realizan en la cual
el pardmetro ¢ se corresponde con el pardmetro de una homotopia lineal. La homotopia nos
da todas las aplicaciones intermedias entre la identidad y la transformacion lineal considerada.
De esta forma, podemos visualizar como se transforman regiones en R* mediante aplicaciones

lineales utilizando variable compleja.
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