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Resumen

Estudiaremos los conceptos bésicos de las bases de Schauder, circunscritas en el ambito del
Anaélisis Funcional. Veremos algunas de sus propiedades, tipos y utilidades en la caracterizaciéon de
atributos de los espacios, centrandonos sobre todo en la reflexividad y en la estructura interna de
los espacios, dando especial importancia a los espacios de sucesiones como ¢ y los £,,, destacando
en especial a 1 entre estos ultimos. También daremos algunas notas relacionadas con la existencia
y unicidad de bases de Schauder e intentaremos mostrar como estas bases son una extension
natural de las bases de Hamel en espacios finitos y una generalizacion de las bases de Hilbert a

espacios de Banach mas genéricos.

Abstract

We will study the basic concepts of Schauder basis, mainly related to the Functional Analysis.
We will see some of their properties, types and utilities in characterization of spaces attributes,
focusing on reflexivity and the internal structure of spaces, giving special treat to the spaces of
sequences like cg and £, laying emphasis on ¢; among latter. Furthermore, we will give some
notes related to existence and uniqueness of Schauder basis and try to show how this basis are
a natural extension of Hamel basis of finite spaces as well as a generalization of Hilbert basis to

more generic Banach spaces.
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Introduccion

Desde el inicio de la matematica moderna, con Descartes, hemos tenido el objetivo de asignar
a los objetos de nuestro estudio una secuencia de cifras con las que poder simplificar dichos
objetos y embeberlos en el mundo de los nimeros, tratandolos asi con todo el poder tedrico
de las matematicas. Dio inicio esta tentativa con las primeras coordenadas cartesianas —asi
designadas en honor a su promotor— que movilizaron el motor de la produccién matematica
haciéndolo mas fructifero en los tultimos 500 anos que en los previos 3300 que hay desde las

primeras ternas pitagéricas mesopotamicas conocidas.

Es con esa filosofia en mente que surge la idea de realizar tal tentativa no ya con objetos
fisicos o con coordenadas finitas, sino con el poder del infinito. El objetivo es ahora el estudio de
objetos mucho méas abstractos: las funciones —lo cual trajo consigo el problema de las inifitas

dimensiones—.

Al principio, el estudio se reducia a las funciones de C* o infinitamente diferenciables —las
conocidas como series de Taylor, 1715, que fallaron en generar todo el espacio y se reducian a las
funciones analiticas—. Con el tiempo, la idea fue madurando y se quiso ampliar el domino de
validez a todas las funciones continuas, ain cuando no se tenia muy claro qué era una funcién
continua todavia —de aqui surgieron las series de Fourier, conocidas ya a principios del siglo XIX
y que resultarian en una base no para las funciones continuas con la norma de la convergencia

uniforme, sino para el espacio L? con la norma euclidiana ||-|j2—.

Con el final del siglo XIX y la llegada del XX comenzaron a darse los mayores avances en
este campo. Hilbert, Schmidt y Riesz—entre muchos otros— comenzaron el estudio del espacio
de las funciones de cuadrado integrable y consiguieron extraer ciertas nociones geométricas muy
similares a las de los espacios euclidianos de dimension finita, como por ejemplo la ortogonalidad.
El concepto crecié y se establecid la abstraccion de los espacios de Hilbert —término acunado
por von Neumann—, cuyo principal cometido y éxito es generalizar los espacios euclidianos a
dimension infinita respetando la existencia de sistemas ortonormales que generan la totalidad

del espacio. Surgié asi el estudio sistematico de la nocién de base en dimensién infinita.

De forma paralela, Haar construyé un sistema —el conocido como sistema de Haar— de
funciones que sirven de base no solo para el espacio L?, que ya tenfa una base dada por las series
de Fourier que ademas funcionaba por ser este un espacio de Hilbert, sino de todos los espacios
LP con 1 < p < oo que no son Hilbertianos. Poco después, Georg Faber demostré la existencia

de una base para el espacio de las funciones continuas con la norma uniforme.

Todo este impulso histérico se cristalizo en la tesis de 1923 de un joven matemético polaco,



Juliusz Schauder. El dio rigor y formalismo a la idea de una generalizacién de todo lo anterior
introduciendo el concepto hoy en dia conocido, en su honor, como bases de Schauder: un avance
més en el entendimiento de la estructura de los espacios de funciones inspirado en el objetivo de
Descartes de simplificar el estudio de cualquier ente a un sistema de coordenadas coherente del

que se puedan extraer conclusiones.

Es por querer dar valor a esta idea tan mateméatica que en el presente Trabajo Fin de Grado
queremos dar un repaso a algunos de los resultados que las bases de Schauder han ayudado a

probar y comprender.

En el primer capitulo nos centraremos en la definiciéon de lo que es una base de Schauder y
caracterizaremos su existencia; también incluiremos algunos comentarios sobre el problema de la

existencia de base para un espacio de Banach.

En el Capitulo 2 estudiaremos la relaciéon entre las bases de Schauder y el espacio dual,
demostrando el primer gran resultado del trabajo: la caracterizaciéon de aquellos espacios de

Banach que son reflexivos y admiten base de Schauder.

En el Capitulo 3 estudiaremos las conocidas como sucesiones béasicas, que no son més que
bases de Schauder del espacio —quizas menor que el total— que generan. También hablaremos

sobre la nocién equivalencia para bases de Schauder.

En el Capitulo 4 estudiaremos aquellas bases de Schauder que son incondicionales; es decir,
es indiferente el orden que consideremos a la hora de estudiar la convergencia de la serie que
define a cada vector del espacio. Caracterizaremos los espacios de Banach reflexivos con base

incondicional.

En el Capitulo 5 daremos por finalizada nuestra tentativa empleando la teorfa de las bases de
Schauder desarrollada a lo largo del trabajo para estudiar la estructura interna de los espacios

de sucesiones £, con 1 < p < oo, con el objetivo de dar a entender como de distintos son entre si.

A mayores, queremos dejar patente que las bases de Schauder no son en absoluto una cons-
truccion artificiosa, sino que generalizan muy naturalmente a las bases de Hamel de los espacios
de dimensién finita. Es por ello que iremos comparando sus propiedades en algunos capitulos
para dejar claro el origen algebraico que tiene detras esta idea y que tan bien resume la filosofia
del Anélisis Funcional de fusionar conceptos algebraicos con nociones topolédgicas para el estudio

de las funciones.

Santiago de Compostela, julio de 2025.
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Capitulo 1

Bases de Schauder

En este capitulo presentaremos algunos conceptos bésicos: introduciremos la nociéon de base
de Schauder para un espacio vectorial normado, caracterizaremos su construccion y existencia y
més adelante, ya en la segunda seccién del capitulo, veremos que la hipétesis de completitud es

fundamental para obtener los resultados més importantes de este Trabajo Fin de Grado.

También hablaremos, aunque de manera més superficial, del problema de existencia de base

de Schauder para espacios de Banach separables.

1.1. Bases de Schauder en espacios vectoriales normados

Es bien conocido que todo espacio vectorial tiene base de Hamel. Es decir, en todo espacio
vectorial podemos encontrar un conjunto de vectores linealmente independientes cuyas combi-
naciones lineales (jfinitas!) generan el espacio. Ademas, todas las bases de Hamel de un mismo
espacio vectorial tienen algo en comin: su cardinal. Por tanto, es posible definir la dimensidn de

cualquier espacio vectorial.

No obstante, en el caso de dimensién infinita, la exigencia de finitud de las combinaciones
lineales provoca que las bases de Hamel pierdan gran parte de su utilidad. Mas exactamente

(véase |1, pag.48|):

Teorema 1.1. Ningin espacio vectorial de dimension infinita admite base de Hamel numerable.

Evidentemente, la no numerabilidad de una base es un gran inconveniente, pues reduce enor-
memente la capacidad de trabajar con éstas: con una base nosotros queremos reducir el ntimero
de elementos que necesitamos conocer de un espacio para poder trabajar con él, pero si dicha
base es no numerable entonces es necesario conocer casi tantos elementos como tiene el espacio,

lo cual hace redundante el sentido de una base.

Para superar la probleméatica anteriormente mencionada podemos buscar ayuda en la topo-
logia y emplear el concepto de convergencia para generalizar las combinaciones lineales finitas a

sumas infinitas, es decir, a series.

Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado.

Definiciéon 1.2 (Base de Schauder).

Se dice que una sucesion (e;); C X es una base de Schauder de X si para cada vector x € X
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existe una tnica sucesion de escalares (a;); de modo que

[ee]
r = Z a;€4,
=1
es decir, cumpliendo que

n
lim Hm — ZaieiH =0.
i=1

n—oo

La anterior definicién ya nos deja entrever esa similitud de las bases de Schauder con las
de Hamel: un conjunto de vectores—linealmente independientes— que generan el espacio y nos
permiten asignar de forma tnica unos coeficientes a todos los elementos de dicho espacio. Hasta

aqui tenemos la filosofia algebraica del Analisis Funcional.

El lector podré notar ahora los beneficios de introducir una perspectiva analitica, o méas bien
topologica, al poder reducir el tamano de las bases. Donde antes tenfamos bases no numerables
para espacios de dimensién infinita, ahora tenemos una sucesiéon numerable que genera todo el es-
pacio manteniendo la unicidad de los coeficientes (que tienen entonces derecho a ser denominados

coordenadas). Parece que vamos por buen camino en el cumplimiento de nuestro objetivo.

Veamos ahora una caracterizaciéon de estas bases que nos serd muy tutil tanto para demostrar

que una sucesion es, en efecto, base de Schauder como para construirlas.

Definiciéon 1.3. (Proyecciones canénicas de una base de Schauder)
Si (e;); es una base de Schauder de X, la sucesion de proyecciones candnicas asociada a (e;); es

la sucesion de operadores (P,), C B(X) dada, para cada n € N, por

o n
Pn:$:Zaiei€Xr—>an:Zaiei€X. (1.1)
i=1 i=1

Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado con base de Schauder (e;);.

Proposicion 1.4 (Caracterizacion de las proyecciones canonicas).

La sucesion de proyecciones candnicas asociada a (€;); satisface las siguientes propiedades:

(a) para cadan € N, P,(X) es un espacio vectorial de dimension n;
(b) para cualesquiera n, m € N, PPy, = PPy = Pomgnm);

(¢) para cada x € X, |Pyx — z|| — 0 cuando n — oo.

Ademds, dada una sucesion de operadores (Py), C B(X) satisfaciendo (a), (b) y (c), existe una

base de Schauder de X que tiene a (Py), como sucesion de proyecciones candnicas asociada.

Observacion. Antes de ver la demostracion de la Proposiciéon 1.4 conviene recordar que se dice
que un operador P € B(X) es una proyeccion (lineal y continua) si P2 = PP = P. En tal caso,
I — P también es una proyeccion. Ademas, P(X) = ker (I — P), luego P restringido a P(X) es la
identidad. Analogamente, ker P = (I — P)(X). Es evidente que si P es una proyeccion no trivial

(P#0y P #1I),entonces |P|| > 1y |[I—P| >1.
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Demostracion.
13 i b2

(a) A la vista de (1.1) es evidente que dim P,(X) < n. Ademaés, {e;: i € N} es un conjunto

linealmente independiente, pues si A\je1 + Ageg + -+ - + Apen, = 0, dado que

la unicidad de los escalares que se exige en la definicion de base de Schauder implica que
Ai = 0 para todo 1 < ¢ < n. Por tanto, dim P,(X) = n.

(b) A la vista de (1.1) es evidente que P, P, = PPy = Pyinfn,m)-

(¢) Dado que (P, (z))y es la sucesion de sumas parciales de la serie (convergente) que coincide

con z, por definicién, ||P,(x) — z|| = 0 cuando n — oo.

13 7
P

Indicamos a continuacion las ideas claves de la prueba. Se detallan todos los pasos de manera

més pormenorizada al final de este epigrafe (en la pagina 8).

Sea Py = 0 la aplicacion nula y consideremos, para cada i € I, un vector e; € P;(X)Nker P;_;.

En tal caso, para cada x € X se tiene que

n—r00 n—+00 4

= lim P,(z) = lim ZPZ(JJ) —Pi_q(z) = Zaiei,
i=1 i=1

ya que dim P;(X)/P;—1(X) = 1. La unicidad de la sucesion de escalares (a;); exigida en la

definicion de base de Schauder es consecuencia de que a;e; = P;(x)— P;—1(x) paracadai € N. [

El lector podra notar que la idea detréds de esta caracterizacién es muy interesante —y
bella—: para construir las bases del espacio total se parte de un espacio de dimensién finita y
se va haciendo mas grande hasta que, en una especie de convergencia espacial, se construye una
sucesion de espacios que se aproxima cada vez mas al espacio total. Nos gustarfa incidir en esta
idea porque guarda una estrecha relaciéon con la filosofia del Analisis Matematico: estudiar aquello
que no comprendemos fraccionandolo primero en aquello que si conocemos y extrapolando luego

mediante el uso de limites sus propiedades.

Ademas, remarca de nuevo la idea principal de este Trabajo Fin de Grado: las bases de
Schauder pretenden ser bases de Hamel que admiten sumas infinitas, es decir, limites de bases
de Hamel.

Veamos ahora un resultado que abre las puertas a lo que sera nuestro ambito de estudio: los

espacios completos.

Proposicion 1.5 (Condicion suficiente para ser base de Schauder de la complecion X de X ).
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Si

sup || P,|| < oo (1.2)
neN

la sucesion (e;); también es una base de Schauder de la complecion X de X.

Demostracion.

Consideremos, para cada n € N, la extensioén continua de P,, a X; es decir, para cada & € X,

definimos P, (%) = limy_o0 Pn(21), siendo (z1)r C X cualquier

! sucesion convergente a .

Veamos que se cumplen las propiedades (a), (b) y (¢) del enunciado del Teorema 1.4.

(a)

Atendiendo a la definicion de P,, resulta evidente que Pn(X ) C P,(X). Ademas, como
—por hipotesis— P,(X) es un subespacio vectorial de dimension finita, en particular es
cerrado, luego P, (X) = P,(X). Por tanto P,(X) C P,(X).

Por otra parte, dado que P,(X) = P,(X) C P,(X), concluimos finalmente que P,(X) es

un espacio vectorial de dimension n, ya que —por hipotesis— dim P, (X) = n.

Dado & € X arbitrario pero fijado, existe (zx)r C X tal que zx — & cuando k — oco. Asi
pues, para m, n € N cualesquiera,
P, Pz = lim P,P,xy = lim P,P,z; = lim P,P,xy
k—o0 k—o0 k—o0

= lim P, P,z; = lim P, P,z = P,P,x,
k—o00 k—o00

por lo que B,P, = P,P,. La igualdad B,P, = Amin{n’m} es consecuencia evidente de lo
anterior y de la hipotesis PP = Pum{n,m)-
Conviene observar inicialmente que, para cada n € N, se tiene que || P,|| < ||P,||. En efecto,

pues para cualquier T € X se tiene que
1n (@)l = [ Yim Po(zp)|l = lm [[Bo(zp)l] < Hm (| Plllze]l = [[Pa]lll1],
—00 k—o00 k—o00

siendo (zx)r C X una sucesion tal que z; — & cuando k — oo.
Asi pues, dado # € X arbitrario pero fijado, considerando (zy)r C X tal que =y — &

cuando k — oo, tenemos que

& — Poit|| = |& — @ + 2% — Paz + Bozy — B
< Hi' - xk” + ka - PniUkH + Hpnxk - pni'H
< |2 — axll + [lag — Poakl] + | Ball |J2x — 2
|

<& — axll + llox — Pazgll + sup | Pol| [z — 2]
neN

<& =@kl + llok — Paakll + sup || Pal| [lzx — 2.
neN

La condicién x; — & cuando k — oo asegura la existencia de k. € N de modo que si k > k.,

Las proyecciones canénicas P, son continuas. Por tanto, si (zx)x € (yx)x son dos sucesiones convergentes a Z,

entonces P, (zr — yx) — 0 cuando k — oo y equivalentemente limy— o0 P (zr) = limp— oo Pn(yk)-
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entonces

€

3

Por otra parte, dado que (P,), es una sucesion de proyecciones canonicas, las sucesion

N € A
12 — il <5y sup |[Ball [l — 2] <
neN

(Py,)n satisface la propiedad (b) del enunciado de la Proposicion 1.4, luego existe Ni. € N
de modo que si n > Nj_ entonces

€
ek — Poxkll < =.

w

Por tanto, |# — P,&|| < & si n > Ni_; es decir, || — P,z|| — 0 cuando n — . O

Observacion importante.

La condicion (1.2) sugiere definir

||zl = sup || Ppz|| para cada z € X.
n

Comprobar que ||-|| define una norma en X es muy sencillo:

(N1) |[=[| > O trivialmente y 0 = |||z|| = sup,, || Pnz|| implica que ||P,z| = 0 para todo n € N,
pero como ||-|| es una norma, podemos deducir que P,z = 0 para todo n, de donde se sigue
finalmente que = = 0 por ser (e;); una base de Schauder.

(N2) [[Az]| = sup, [|[Pn(Az)[| = sup,, [A] [| Paz|| = |A] sup, [|Paz]| = Aflz|].

(N3) dado que [[Pox + Pyl| < [Pl + || Pyl

ll +yll = sup [ Po(z + y)|| = sup [ Prz + Payl| < sup(|| Puz|| + | Payl])
n n n

< sup || Pozl| + sup [[Payl| = [l ][ + [yl
n n

1.2. Bases de Schauder en espacios de Banach

Anadamos pues la hipotesis de completitud de la que jaméas nos desharemos, pues resulta
imprescindible para la acotaciéon uniforme de las proyecciones, hecho que —tal y como el lector
verd con el paso de las paginas—, asegura la convergencia de series, continuidad de aplicaciones

y existencia de espacios que describiremos en los sucesivos capitulos.
Sea (X, ||-||) un espacio de Banach con base de Schauder (e;);.

Proposicion 1.6 (Auxiliar para el Teorema 1.7 siguiente).
La sucesion (e;); es base de Schauder de (X, |||-]])-

Demostracion.
Probaremos que la sucesion de proyecciones candnicas (P,), satisface las condiciones enunciadas

en la Proposiciéon 1.4.
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Las propiedades (a) y (b) no dependen de la norma, por lo que se satisfacen autométicamente.

Por otra parte, la propiedad (c) es sencilla de probar, pues para cada x € X se tiene que

llx = Pozll = sup || Pn(z — Poz)|| = sup || P — P Poz|
m m
= sup ||Ppx — P, Pypz|| — 0 cuando n — oo
m

porque, para cualquier y € X, por ser (e;); base de Schauder de (X, ||-]|), tenemos que P,y — y
cuando n — oo en (X, ||-|]). O

Teorema 1.7 (Stefan Banach: «Completitud = Acotacion de las proyecciones candnicas ).

La sucesion de proyecciones candnicas (Py)n es (uniformemente) acotada en (B(X),||-]]).

Demostracion.

Conviene observar que
I1Pall] = sup [Pzl = sup { sup || B[]« [l = sup [| Pyl < 1} <1
llzll<1 msn k
por lo que la sucesion (P,), es (uniformemente) acotada en B(X) si consideramos a X dotado
de la norma ||-|| y basta entonces demostrar que ||-|| es equivalente a ||-||, es decir, que existen

constantes Mj, My > 0 de modo que ||z|| < Mi||z| < Mz||z|| para todo x € X.

En efecto, pues tal caso, la acotacion uniforme en (X, ||-||) serd inmediata:
My My
|P.|| = sup ||Puz|| < sup Ms|P.z|| = 2 Sup | Pl < 3, Ppara todo n € N.
lell<1 Nzl <My L flzfi<1 1

Si (X, ||]ll) fuese completo, dado que la aplicacion I: (X, ||-||) — (X,]|-||) es trivialmente
continua (pues ||z|| < ||z|| para todo = € X) y biyectiva, el Teorema B.6 de la aplicacion abierta
nos permitirfa afirmaria que 7—! también es continua, por lo que ||| v ||| serfan necesariamente

normas equivalentes.

Probaremos que es posible proceder de tal modo. Para ello, demostraremos que (X, [||-||) es
un espacio de Banach mostrando que XcXx , siendo ahora X la complecion de X respecto de

la norma |||

Dado z € X, como (€;); es base de Schauder de X (esto es una consecuencia de la Proposicion

1.5 y la Proposicion 1.6), existe una tnica sucesion de escalares (o;); de modo que

n
r=1im S aser en (X, ]J):
=1

n—00 4—
luego (aje1+- - -+ anep)n es una sucesion de Cauchy en (X, [||-||), y dado que ||| < ||-|ll, también
es una sucesion de Cauchy en (X, ||-||). Por tanto, por ser (X, ||-||) completo, existe 2’ € X de
modo que

n
' = lim Zaiei en (X, |-])-
=1

n—00 4
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Es decir, 2’ =z € X. O

En vista de este teorema podemos introducir la siguiente definicion:

Definiciéon 1.8 (Constante béasica).

El ntmero real be (e;); := sup,,cy || Pn|| recibe el nombre de constante bdsica de (e;);.

Como pequenio complemento a la definicion anterior, tenemos el concepto de base mondtona,
que es aquella para la que be (e;); = 1. La denominacion es explicativa, pues refleja que en dicha

base, para cualquier seleccion de escalares (a;);, la sucesion de nimeros reales

(>}

es mondétona creciente, lo cual es evidente pues, tomando n > m,

m n
1> aieil| = 1P| = | PaPrcll < 1P| Pl < 1 Pazll = || Y aies)-
=1 =1

Schauder fue un matematico polaco—judio con una corta
pero relevante trayectoria investigadora en los campos del

analisis funcional, EDP’s y fisica matemaética.

Particip6 en la Primera Guerra Mundial. Fue alumno de

Banach y Steinhaus en Ledpolis, donde se doctoré en 1923.

Colabor6 con eminentes mateméticos, como Bernstein, So-

bolev, Lewy o Leray, con quien llegd incluso a compartir

Juliusz Schauder
Leopolis, 1899 — Ledpolis, 1943

un premio.

Para finalizar esta seccién incluimos una breve mencion al conocido problema de la existencia

de base.

Con el nacimiento de la idea de las bases de Schauder surgié también una cuestiéon natural:

Jtodo espacio de Banach separable admite base de Schauder?

Es una pregunta que surge del teorema con el que dimos inicio a este capitulo. Tendriamos
la esperanza de que la respuesta fuese afirmativa y entonces podriamos afiadir otra analogia
entre las bases de Hamel y las de Schauder. Pero el interrogante se aclaré en 1973, cuando el
matematico sueco Per Enflo [2] proporcion6é un ejemplo de espacio de Banach separable que
no admite base de Schauder. En cualquier caso, todos los espacios clasicos si admiten bases de

Schauder —como el lector podra ver en el Capitulo 6 de este Trabajo Fin de Grado—.

Por otra parte, atin cabe la posibilidad de que todo espacio de Banach separable tenga algin
subespacio con base de Schauder (ignorando evidentemente por triviales a los subespacios de

dimension finita). El lector puede esperar al Capitulo 3 donde se ahondara mas en esta cuestion.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Schauder/
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Demostracion detallada de la Proposicion 1.4.
Ezistencia de los vectores e; satisfaciendo las condiciones requeridas.
En virtud de (b) sabemos que
Prinfnm}(X) = PoPn(X) C Po(X) vy Pamfnm}(X) = PnPu(X) C Pr(X).
Por tanto, Prmin,m}(X) C Praxinm}(X). Es decir,
Py(X)CP(X)C--CP(X)CPyy1(X) C Prya(X) -
Por otra parte, en virtud de (a), dim P,(X)—dim P,_1(X) = 1. Por tanto, para cada n € N,

existe un vector no nulo é, € P,(X) \ P,—1(X). Trivialmente, {&;: i« € N} es un conjunto

linealmente independiente.
Ademaés, como X = P,_1(X) @ ker P,_1, tenemos en realidad que é, € P,(X) NkerP,_;.
Sea ahora, para cada i € N, ¢; = P;é;. En tal caso, por la propiedad (b), dado un indice
J > 1, se tiene que Pje; = P;Pié; = P;é; = e;. Es decir,
Pje; = e; para todo j > i. (1.3)
Por otra parte, si j < 4, nuevamente por la propiedad (b), Pje; = P;Pi1é; = P;0 = 0. Es decir,
Pje; =0 para todo j < i. (1.4)
Ademas, ahora es sencillo comprobar que {e;: i € N} sigue siendo un conjunto linealmente
independiente.
Para cada x € X, los coeficientes (a;); son unicos.
En principio, para cada k € N, puesto que Pyx € span{e; : 1 <14 < k}, sabemos que existen

k

escalares a; con 1 <i <k tales que Prx = a’fel + e+ a],zen.

Ahora bien, en realidad, a]" = a' = a; para cualesquiera m, n e ¢« € N. En efecto, pues

en virtud de (1.3), la linealidad de las proyecciones, (1.4) y la propiedad (b), tenemos que (si

n < m):
n n n m m
Z alte; = Z a*Ppe; = P”(Z a?”ei> + Pn( Z a?q’ei> =P, ( Z a;-nei)
i=1 i=1 i=1 i=n+1 i=1

n n
— PPyt = PpPuz = P, ( 3 a?e,) =3 Puei.
i=1 =1

Por tanto, dado que —de nuevo en virtud de (1.3)— Pe; = e; para todo 1 <i < n(< m), la
independencia lineal del conjunto {e;: i € N} asegura la coincidencia de las coordenadas. Asi

pues,
i i—1
i i—1
Px— Pi_1x = g ae; — a; ej = aie;. ]
j=1 Jj=1



Capitulo 2

Bases de Schauder y espacios reflexivos I.

Bases shrinking y bases boundedly complete

Ahora veremos una primera aproximaciéon a nuestro objetivo de deducir propiedades del

espacio mediante propiedades de sus bases de Schauder.

La meta del presente capitulo es el estudio del dual y el caracter reflexivo de un espacio
de Banach en relacion con las propiedades de cualquiera de sus bases de Schauder. Para ello
serd necesario manejar ciertos resultados sobre la topologia débil y débil*, por lo que hemos
anadido un Anexo con una breve explicacién de las mismas junto con todos los resultados que

son necesarios.

2.1. Funcionales biortogonales

Si (e;); es una base de Schauder de un espacio de Banach X, podemos intentar definir —de
modo analogo a como hacemos con bases de Hamel— una base de Schauder del espacio dual X™.
Al igual que sucede con sus homoélogos puramente algebraicos, estos covectores se anularan en

todos los vectores de la base salvo en uno en el que tomarén el valor 1.

Es decir, para cadan € Ny

o
T = Zaiei e X
i=1

. * * —
definimos el covector e}, como €} (z) = ay,.
Observacion importante.

Cabe destacar que estos covectores son, en realidad, funcionales lineales y continuos; es decir,

elementos del espacio dual X*. En efecto, pues:

(a) ey(x+ Ay) = 62(2 (a; + Ab;) ei> = ap + \b, = €] (z) + Nel (v);

i=1
(b) para x € X se tiene que |e} ()| |len] = ||} (x)en| = || Pnx — Py—1z]|, por lo que
lenll = sup lef(z)] = llenl| ™" sup [|[Paz — Pz
llzl|=1 llzfl=1
< [len )" Sup 1P = Paall llzll < llenll ™ 2 sup [|Pa]l. (2.1)
z||=1 n
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Definiciéon 2.1 (Funcionales biortogonales).

Los funcionales (o covectores) e} reciben el nombre de funcionales biortogonales y tenemos que

oo
x = Zef(x) e; paratodo z € X.
i=1

Detengédmonos un segundo para advertir que en algunas referencias bibliograficas se distingue
entre base de un espacio de Banach y base de Schauder; véase por ejemplo |3, pag. 2|. En esos
casos se entiende por base de Schauder lo que hemos establecido en la Definicién 1.2 junto con la
existencia de la sucesién de funcionales biortogonales. Bajo la hipotesis de completitud, ambas
definiciones son equivalentes, pero la distincién se hace teniendo en mente espacios mucho mas

generales [3, pag. 3] que no vamos a tratar en este Trabajo Fin de Grado.

Como deciamos anteriormente, lo iddneo seria que las sucesiones de funcionales biortogonales
(ef); formasen una base de Schauder de X*, pero esto —como veremos a continuacién— no

siempre es posible, pues tan sélo podremos afirmar que:

Proposicion 2.2. (e}

)i es una base de Schauder del espacio que genera: Span{e}: i € N}.

Para probar este resultado veremos que la sucesiéon dual de la sucesién de proyecciones ca-
nonicas asociada a (e;); satisface las hipotesis del Teorema 1.4. Mas exactamente, si (P,), es
la sucesion de proyecciones canodnicas asociada a (e;);, consideraremos la sucesion (P)),,, donde

para cadan € Ny f € X* la aplicacion P} : X* — X* viene dada por
P f(z) = f(Pyz) paracadaz € X.
Antes de comenzar, conviene observar que

1Pyl = sup [[Byfll = sup [[fPall < sup [[f[H[Pa]l = [[Pall-
Ifll<1 Ifll<1 IfllI<1

Por tanto,

sup || Pyl < be(e;); = sup || Py (2.2)
neN neN

Demostracion.

Veamos ya sin mas dilacion que la sucesion de proyecciones (P;) satisface las hipotesis (a),
(b) y (¢) del Teorema 1.4.

(a) Sean f € X* y x € X arbitrarios. Si

Z e; (x)ei,

=1
por linealidad de f se tiene que

n n

Pif(@) = [(Pax) = [( Y ei(@)er) = 3 flenei (@),

i=1 i=1
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Ergo P}(X*) es una espacio vectorial de dimensiéon n que tiene por generadores a los
funcionales e con 1 < ¢ < n.

Sean f € X* y x € X arbitrarios. En tal caso,

Probar una condicién méas débil (en cuanto a tipo de convergencia) que la exigida es sencillo.

En efecto, pues para cualquier funcional f € X* tenemos —por continuidad— que
_ z. _ z. _ z. ES
f(z) = f(gi)rgo Pox) = nh—>Hc>lo f(Pyzx) = nlg)go P> f(x) paratodo z € X,

por lo que PYf — f en (X*, débil*).
No obstante, si queremos convergencia en norma del espacio dual X*, tendremos que res-
tringirnos a Span {e;: ¢ € N}. Para f € span{e}: i € N} la convergencia es trivial, pues
P f = f a partir de cierto indice n.
Dado un funcional f € Span{ef: i € N} arbitrario, por densidad, existe una sucesion
(9x)k C span{e}: i € N} convergente en norma a f. Por tanto, existe N1 € N de modo que

si k > N;p entonces

gk = fII < 2 - (2.3)

1+ be(e;))
Por otro lado, gracias a la acotacion uniforme de (P)), que mencionamos en (2.2), para
cada k existe Ny j € N de modo que si n > Na, entonces
5
7
Asi pues, tomando k > Ny y n > Ny y considerando (2.3) y (2.4), concluimos que

If = Py fll =If — g + gk — Prgr + Pygr — Py f|
<\f =gkl +llgx — Prgell + 11 Pygr — Pr £l
<\f =gkl +1lgx — Prgell + (125 | lgx — £l
< llgx — Ppgell + (1 + be(e)llgr — fIl <e.

1P gk — gill < (2.4)

Es decir,

|Pyf— fll=0 paratodo f € span{e;: i € N}.

lim
n—oo

Queda entonces probado que (P), es la sucesion de proyecciones candnicas asociada a la

sucesion (e

*

*)i» por lo que la sucesién de funcionales biortogonales es una base de Schauder de

span {e]: i € N}. O

Como vemos, por desgracia tenemos otra diferencia con las bases de Hamel y es que no po-

demos asegurar que los funcionales biortogonales —los covectores de nuestra base de Schauder—

generen el dual. Pero esto nos trae otra pregunta: jqué sucede cuando si lo generan? Es esa

cuestion lo que nos conduce a la ultima seccién de este capitulo.
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2.2. Espacios de Banach reflexivos con base de Schauder

Introducimos ahora dos adjetivos importantes para una base de Schauder.

Definicién 2.3.

Una base de Schauder (e;); de un espacio de Banach X se dice:
(a) shrinking si span{e;: i € N} = X*.
(b) boundedly complete si

n
sup ‘ ‘ E a;€e;
neN i—1

oo
<00 = Zaiei e X.
i=1

El lector encontrara en la Capitulo 6, més exactamente en la secciéon dedicada a espacios de
sucesiones, algunos ejemplos de bases que cumplen y no cumplen estas propiedades.

La idea detras de la primera definicién, base shrinking, es la de restringirnos a aquellas bases
que cumplen el objetivo que mencionabamos antes de la Proposicion 2.2. Si la base es shrinking,
el espacio dual esta generado por las aplicaciones de asignacion de coeficientes —los funcionales
biortogonales— y por tanto, la topologia débil del espacio puede ser estudiada restringiéndonos

a dichos funcionales—cosa que, como veremos mas adelante, serd fundamental—.

Por otro lado el segundo adjetivo que definimos es algo mas sutil. Tal vez el lector vea su
significado mas claro si revisa el ejemplo de ¢q (véase la pagina 46), que no verifica esta propiedad,
pero para no extendernos demasiado podemos resumirlo diciendo que si una serie tiene norma

acotada, entonces dicha serie debe converger a un elemento del espacio.

Veamos al fin el resultado que nos permite alcanzar el primero de nuestros objetivos: una
caracterizacion del caracter reflexivo de un espacio en base a las propiedades de cualquiera de

sus bases de Schauder.

El siguiente resultado fue publicado originalmente en [4] por el matemaético estadounidense
Robert Clarke James en 1950.

Teorema 2.4 (Robert C. James,).
Un espacio de Banach X con base de Schauder (e;); es reflexivo si y sélo si (e;); es shrinking y

boundendly complete.

Demostracion.
13 : )

Veamos inicialmente que (e;); es shrinking.


https://en.wikipedia.org/wiki/Robert_C._James

2.2. Espacios de Banach reflexivos con base de Schauder 13

Dado f € X*, sabemos que

n

P f= Zf(ei)e;k — f cuando n — oo en (X*,débil*).

i=1
Por tanto, también se tiene que Pff — f en (X* débil), de donde deducimos que todo
funcional de X* es un elemento de la clausura en (X*,débil) de span{e}: i € N}.

No obstante, por el Teorema A.4 de Mazur, al ser span {e]: ¢ € N} un conjunto convexo,

su clausura en (X*, débil) coincide con su clausura en (X, ||-||); luego, span {e}: i € N} = X*,

por lo que queda probado el caracter shrinking de (e;);.

Veamos ahora que (e;); es bonudedly complete.

Consideremos para ello una sucesion de escalares (a;); de modo que

n
sup H E a;€;
i=1

neN

< Q.

Y sea, para cada n € N,

n
Ty = E ae; € X.
i=1

En tal caso, (x,), es una sucesion acotada en (X, ||-||), por lo que —al ser X reflexivo, por el
Teorema A.5 de Alaoglu— existe una subsucesion (z,, )r C (z5)n convergente en (X, débil);

sea x € X tal limite débil.
Ahora bien, fijado un indice ¢ € N arbitrario, se tiene que €} (z,) = a; para todo n > i,
por lo que ef(x) = a;. Por tanto, invocando la unicidad de la expansion que proporciona la

base de Schauder, concluimos finalmente que

oo
T = E i€,
i=1

por lo que la serie es convergente en (X, |-||), quedando probado asi que (e;); es boundedly

complete.
113 : ba)

Sabemos que un espacio de Banach es reflexivo si y s6lo si su bola unidad es débilmente
compacta. Probaremos que X satisface tal propiedad. No obstante, en virtud del Teorema A.6

de Eberlein-Smulyan, basta ver que Bx es secuencialmente compacto en (X, débil).
Sea pues (x,), C Bx una sucesiéon arbitraria.

Para cualquier indice i € N se tiene que, por ser ef una aplicacion lineal y continua, (e} (xy,))n
es una sucesion acotada en el cuerpo de escalares (K, |-|), por lo que admite una subsucesion
convergente. Asf pues, empleando el argumento diagonal de Cantor, es posible extraer un subsu-

cesion (zp, )k C (2n)n de modo que (ef(xy,))r es convergente para todo i« € N. Supongamos por
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comodidad que (xy, )r = (zn)n y sea, para cada i € N,

a; nh—>HOl<>€ (@n).
En tal caso,
sup H azel } = Sup H lim e (zg ezH = sup H lim e; (xg 62“
k~>oo k%oo
= sup H lim ankH = sup lim ||Pna:k|] < sup lim || P,]| ||zk||
neN  k—oo neN k—oo neN k—oo

< sup||P,|| = be (e:);-
neN

Y como —por hipotesis— (e;); es boundedly complete, la serie
oo

Z a;e; es convergente en (X, |-]),
i=1

es decir, existe x € X tal que
o
T = E a;€;.
i=1

Veamos finalmente que z, — z cuando n — oo en (X, débil). En efecto, pues para todo

indice ¢ € N se tiene que

nli)m e (xpn) =a; =€} (x)

y dado que (e;); es —por hipotesis— shrinking, span {e}: i € N} = X*, porlo que f(z,) — f(z)

cuando n — oo para todo funcional f € X*. O



Capitulo 3

Sucesiones basicas

Demos un paso atras para generalizar el concepto de base de Schauder. Dedicaremos este
capitulo a introducir la idea de sucesion bdsica —que podemos pensar como el andlogo de la idea
independencia lineal del Algebra—, asi como una caracterizacion de las mismas para estudiar

luego cuando dos sucesiones bésicas son esencialmente diferentes.

Aprovecharemos también para responder a la pregunta que quedo6 inconclusa en el primer

capitulo sobre la existencia de subespacios con bases de Schauder.
Sea (X, ||-||) un espacio de Banach y (e;); C X una sucesion.

Definiciéon 3.1 (Sucesion bésica).

Se dice que (e;); es una sucesion bdsica si es una base de Schauder de Span {e;: i € N}.

Teorema 3.2 (Criterio de Banach-Grumblum).
Una sucesion (e;); es una sucesion bdsica si y sélo si existe K > 0 tal que para cualesquiera

indices n < m y escalares a;, con 1 < i < m, se tiene que

n m
1> aieill < K[| 3 aiei-
i=1 i=

Ademds, el valor éptimo de K es la constante basica be (e;);.

Demostracion.
13 : )

Si la sucesion (e;); es sucesion bésica, entonces es base de Schauder de span{e;: i € N} y
por lo tanto, sus las proyecciones canodnicas asociadas a (e;); estan uniformemente acotadas por

la constante bésica bc (e;) =: K. Por tanto, para cualquier

m
xr = Zaiei e X
i=1

se tiene que

n m
IS aie|| = 1Pa(@)] = [ Pall ll2l] < Kl = K|S aces].
=1

=1
‘e

Para cada n € N, sea P,: span{e;: i € N} — span{e;: 1 < i < n} la proyeccion definida

15
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por

m n
Pn( E eiai) = E €;Q;.
i=1 i=1

Es evidente que P, es una aplicacion lineal. Por otra parte, la hipétesis asegura la continuidad

de P, en span{e;: i € N}. No obstante, como span{e;: i € N} es denso en span {e;: i € N}, es

posible extender de forma tinica y continua la aplicacion P, al espacio span{e;: i € N}; y obten-

dremos asi, para cada n € N, una proyeccion (que seguiremos denotando igual) P,,: span{e;: i €
N} — span{e;: 1 <i <n}.

Veamos que estas proyecciones satisfacen las hipotesis de la primera parte del Teorema 1.4.

(a) Para cualquier n < m tenemos que P, (span{e;: 1 <i <n}) =span{e;: 1 <i <n}. Por

tanto, dado que todo subespacio finito dimensional es cerrado,
dim P, (span{e;: i € N}) = dimspan{e;: 1 <i <mn}).

Es decir, basta probar que el conjunto {e;: i € N} es linealmente independiente. No obs-

tante, dada una combinacion lineal aje; + ages + - - - + ape, = 0, por hipotesis,

n
larer]] < KH ZaieiH =0;
i=1

luego a; = 0. Y procediendo por induccién, si suponemos que ag,..., a,—1 son nulos,

n
lanenll < K[Y aseill = 0;
i=1

luego a, = 0, quedando asi demostrado que que {e;: i € N} es un conjunto linealmente
independiente.

Evidente a partir de la definicién de las proyecciones P, en span{e;: i € N}.

) Sea x € span{e;: ¢ € N}. Dado € > 0, por densidad, existe y € span{e;: i € N} que se

puede expresar como

n
Yy = g ai€;,
i=1

y es tal que || — y|| < e. Entonces, tomando m > n (y por tanto P,y = y), concluimos

que
|2 = P (2)[| < [l = yll + [| Py — Pzl = [l2 = yl| + [[Pn(z — 9) |
<z =yl + Kllz =yl < (1 + K)e;
es decir, ||P,x — x| — 0 cuando n — oo. O

Conviene recordar lo dicho al final del primer capitulo sobre la existencia de subespacios

con base de Schauder: habiamos dicho que no todo espacio de Banach separable admite base de

Schauder, resultado nefasto para esta teoria, pero quedaba abierta la existencia de al menos una

sucesion basica.
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La solucion a esta cuestion fue resuelta con el siguiente teorema (véase [5, pag. 39| y [6, pag.

4)):

Teorema 3.3. Todo espacio de Banach de dimension infinita contiene una sucesion bdsica.

La pregunta habfa permanecido sin respuesta hasta 1958, ano en el que aparecieron tres
demostraciones simultaneamente: una de M. M. Day [7], otra de B. Gelbaum [8] y una més por

parte de C. Bessaga y A. Pelczynski [9].

3.1. Sucesiones béasicas equivalentes

A continuacion introduciremos un concepto que, careciendo sentido en el caso de dimension

finita, es de capital importancia en dimensién infinita.

Definiciéon 3.4 (Sucesiones basicas equivalentes).

Dos sucesiones (e;); v (x;); se dicen equivalentes si la convergencia de

o0 [e.@]
Z a;e; equivale a la convergencia de Z a;x;.
i=1 =1
En esencia, lo que estamos haciendo es definir una relacién de equivalencia entre sucesiones
que se comportan igual: si unos coeficientes definen un elemento para una de las bases, entonces
también definen otro para la segunda sucesion. Recordemos que, ahora que tratamos con la
convergencia de series para definir los coeficientes de un elemento, no gozamos de la misma

libertad para decir que unas coordenadas definen algo o no.
El siguiente teorema nos ayudara a comprender mejor la idea que acabamos de mencionar.

Sean X e Y dos espacios de Banach, (e;); una sucesion bésica en X y (g;); una sucesion

béasica en Y.

Teorema 3.5 (Caracterizacion e interés de las sucesiones basicas equivalentes).

Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) Las sucesiones basicas (e;); y (gi)i son equivalentes.

(b) La aplicacion T: X — 'Y dada por Te; = €; para cada i € N define un isomorfismo entre
Span{e;: i € N} yspan{e;: i € N}.

(¢) Existen dos constantes Cy, Cy > 0 de forma que para cualesquiera escalares a;, con 1 <

1 < n, se tiene que

n n n
D aisilly <D aieilly < Cof| D aisil|x-
i=1 i=1 i=1

Demostracion.
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(a) = (b)
Primero introducimos la aplicacion T': Span {e;: i € N} — Span{¢;: i € N} dada por
oo oo
T( Z aiei) = Z a;&;.
i=1 i=1

Veamos que T es un isomorfismo entre Span {e;: i € N} y span {e;: i € N}.
o La aplicacion T esta bien definida por ser (e;); y (£;); sucesiones bésicas equivalentes.
o Es evidente que T es una aplicacién lineal.
o El caracter biyectivo de T es resulta facil de probar.
Dado
00
Z%’&‘ € span {g;: i € N},

i=1
existe —en virtud de la equivalencia de sucesiones—,

o0
Zaiei € span {e;: i € N}
i=1

tal que

oo
T( Z aiei) = Z ;&4
i=1
luego T' es sobreyectiva.

Puesto que T es lineal, para demostrar que es inyectiva basta ver que Tz = 0 implica
x = 0. No obstante, dado que (¢;); es una sucesion basica, {g;: i € N} es un conjunto

linealmente independiente, luego

o oo
T(Zaiei) =0« Zai&“i =0<«= a; =0 paratodo? € N
i=1 i=1

0o
<~ Zaiei =0.
=1

o Deduciremos la continuidad de 7" a partir del Teorema B.7 del grafo cerrado.

Sea (z¥); C X una sucesion tal que

[e.9]
ak = Z afei para cada k € N
i=1

y satisface que, cuando k — oo,

(o] o0
s r= Zaiei eX vy T(xk) = Zafsi — Zcisi.
i=1 i=1

Como los funcionales biortogonales de ambas sucesiones bésicas son aplicaciones con-
tinuas, y por tanto secuencialmente continuas, tenemos que, para cualquier ¢, cuando

k — oo,

*
€;

(xk) :af—>a,~ y &l

; (:ck) = af — ¢
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Por tanto, por unicidad de limites, a; = ¢;. Y entonces T = limy,_,o Tz¥, ergo el grafo

de T es cerrado.

Finalmente, dado que T es continua y sobreyectiva, el Teorema B.6 de la aplicacién abierta

asegura que 7' es un isomorfismo.

(b) = (c)

Dado que T es un isomorfismo que satisface T'e; = ¢; para todo i € N, para cualesquiera

escalares ai,..., a, se tiene que

I ail = 17D wes) | < 171 Y- aie|
i=1 i=1 i=1

Por otra parte, razonando de forma analoga con 7!, concluimos que

n o n
Y aseil = 77 (D aies) | < 17711 Y e
i=1 i=1 i=1

Por tanto, basta tomar C; = ||T|| y Cz = ||T7.

(¢) = (a)
Probaremos que para cualesquiera escalares (a;); C K, la serie
o0 o
Z a;e; es de Cauchy en X siy solo si Z a;e; es de Cauchy en X. (3.1)
i=1 i=1
Si la primera serie en (3.1) es de Cauchy en X, dado € > 0 existe N. € N de modo que para
par p, ¢ > N, se tiene que

1 g
H ZG’GZH < 62
i=p

Por tanto, para p, ¢ > N., también tenemos que

q q
I Zaz’EiH < Co| ZaieiH <e,
i=p i=p

por lo que la segunda serie de (3.1) es de Cauchy en Y.

El reciproco se prueba de forma completamente analoga cambiando Cy por Cf. O

Si definiésemos sucesiones bdsicas equivalentes como en el punto (b) del anterior teorema
estarfamos tentados a pensar que se resume a que dos sucesiones bésicas son equivalentes si los
espacios que generan son isomorfos, lo cual no es del todo correcto. Existen espacios isomorfos

con bases no equivalentes; puede verse un ejemplo en la pagina 46.

Esta distincién nos lleva a preguntarnos si un mismo espacio de Banach puede tener dos bases
de Schauder distintas —en el sentido de no ser equivalentes—; es decir, si una base de Schauder

es 0 no unica. La respuesta a esta cuestion la encontramos en el siguiente teorema [6, pag. 5|:
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Teorema 3.6. Todo espacio de Banach de dimension infinita con base de Schauder tiene, por

lo menos, dos bases de Schauder normalizadas no equivalentes.

Hay que senalar el poder de esta respuesta: no solo es que existan espacios de Banach con
méas de una base de Schauder, es que cualquier espacio de Banach tiene como minimo dos. Es
més, se puede probar que el niimero de bases de Schauder no equivalentes en un mismo espacio

es no numerable.

Notese que en dimension finita esta pregunta no tiene sentido porque, dadas dos bases (e;)i"_;
y (&)}, cualesquiera de un espacio podemos definir un isomorfismo de una en la otra como

Te; = ¢; sin ningtn problema.

3.2. Perturbacion de sucesiones basicas

Las bases de Schauder, y por extension las sucesiones béasicas, satisfacen una curiosa propiedad
de estabilidad: si son alteradas lo suficientemente poco —es decir, modificamos cada término sélo
minimamente— la sucesioén resultante es equivalente a la de partida, como bien podemos ver por

el siguiente teorema que también se le puede llamar el Principio de Pequenas Perturbaciones [3,
péag. 13].
Sea (X, || - ||) un espacio de Banach.

Teorema 3.7 (Krein-Milman-Rutman).

Si (ei)i es una sucesion bdsica y (z;); C X es una sucesion tal que

e — 1
Z H el ulH i con K =beles >
1

entonces (x;); es una sucesion bdsica equivalente a (e;);.

Demostracion.
Veremos que la aplicacion T': span{e;: i € N} — span {z;: i € N} definida como

o0 o0 o
T< Z aiei) = Z a;r;, para cada r = Z a;e; € spanf{e;: i € N}
i=1 i=1

es un isomorfismo. En tal caso, si demostramos que (z;); es una sucesion bésica, el resultado

enunciado serd una consecuencia del Teorema 3.5 anterior.

o Veamos en primer lugar que 7' esta bien definida.
Para ello conviene recordar —de (2.1)— que, para cualquier ¢ € N, se tiene que ||ef|| ||e;]] <
2bc (e;); = 2K. Por tanto, si

o0
xr = Zaiei € X, (3.3)
i=1
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para n, m € N arbitrarios, tenemos que

m m m m m m
1> aimill = (| D2 aiwi = Y aiei + D Jaies]| < || ailwi — e + || D aiei
i=n i=n i=n i=n i=n =n
m m m m
=Y er@) i — el + | D aieil| < D e lllzllle: = eill + || D ase|
i=n i=n =n i=n
- lles — @] <
o b |
i=n HeZH =n

Ahora bien, como las series que aparecen en (3.2) y (3.3) son convergentes, dado € > 0

existen N1, Ny € N de modo que

. € . lej — m]” € .
H Zz:;)xieiﬂ < 3 sip, q>N; y Z B 4KHxH sik,l> Ns.

Por tanto, si n, m > max{Ny, N2}, entonces

[ Zamu < 2KZ e ZWH <e,
=N

por lo que

o
>
i=1
es de Cauchy en X, luego convergente a cierto vector de X.
o La linealidad de T es evidente.

o Veamos ahora que T es una aplicacién continua.

Dado un vector

o0
T = g ae; € X,
i=1

tenemos que

o0 o0
IT2| = T2~ o+ ol < |Te — ol + 2l < |T( Y aies) = > aei]| + |l
=1 ]

= Zw ~ Zaieiu el = | ef@) (e — za)|| + Izl (3.4)
; ; =1

He il
< 2K | E el =+ lzll < 2.
l

Por tanto, T' es una aphcamon continua.
o Veamos por tltimo la biyectividad de T
Para probar que T es inyectiva, observemos que para cualquier x € span{e;: i € N},

empleando la acotacion obtenida en (3.4), se tiene que

eil|

llzi — eill
el < Tz — || + [|Tz| < 2K E el
’L

+ [T,
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de donde se sigue que

Iz <1 - 2KZ ””«“ﬁ ZHG%’) < T2, (3.5)

Por tanto, en virtud de la desigualdad (3.2) de la hipotesis, el factor que aparece entre
paréntesis en el primer miembro de la desigualdad anterior es positivo, por lo que Tx = 0

implica que x = 0; es decir, T' es inyectiva.

Ya hemos probado que Span{e;: i € N} es isomorfo a T'(span {e;: ¢ € N}), por lo que
tan solo resta justificar que T'(Span {e;: i € N}) = span {xz;: i € N}.

No obstante, dado que T'(span {e;: i € N}) es un subespacio cerrado de span {x;: i € N}
que contiene a span {z;: i € N}, concluimos que T'(Span {e;: i € N}) = span {z;: i € N},
luego T es sobreyectiva.

El caracter cerrado de T'(span {e; : i € N}) es consecuencia de la desigualdad (3.5). Dada
una sucesion (y;); C T'(span {e;: i € N}), existe (z;); C span{e;: i € N} tal que T'z; = y;
para cada i € N. Por tanto, si (y;); es convergente, es de Cauchy y entonces, en virtud
de la desigualdad (3.5), la sucesion (z;); también es convergente, y por la continuidad

de T, si z; — z entonces y; — T'z, que es un vector de T'(Span {e;: i € N}).

Dado que hemos empleado el Teorema 3.5, es necesario justificar que (x;); es una sucesion
basica. Para ello veremos que si (P, ), es la sucesion de proyecciones canénicas de (e;);, entonces
la sucesion de proyecciones (P, ), = (TP,T~1),, verifica las hipotesis del Teorema 1.4, por lo que

(x;); también es una sucesion bésica.
(a) Dado que T es un isomorfismo y dim span{e;: i € N} = n tenemos que
dim P, (span {z;: i € N}) = dim TP, T~ !(span {z;: i € N}) = dim TP, (span {e;: i € N})
=dimT(span{e;: i € {1,...,n}}) =n

(b) pnpm = TPnT_lTPmT_l = TPanT_ TPmm{n m}T - Arnl’n{n,m}'

(¢) Empleando que T es continua, dado un = € span {z;: i € N},
lim P,(z) = lim TP,T Y z) =T lim P,T ' (z) =TT Y(z) = z. O
n—00 n—00 n—oo

Como corolario tenemos el siguiente resultado bastante obvio, pero importante.

Corolario 3.8 (Krein-Milman-Rutman).
En las condiciones del Teorema 3.7 anterior, si (e;); es base de Schauder de X, entonces (x;);
es base de Schauder de X.

Demostracion.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, basta ver que T'(X) = X.
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Si T(X) € X, dado que T'(X) es en cualquier caso un subespacio cerrado de X, podriamos
invocar el Lema B.10 (de elementos casi ortogonales) de Riesz para afirmar la existencia de un

vector x € X tal que

|z =1 y 1> dist(z, T(X >2KZH$ el

el

pero ya habfamos demostrado antes que

. |x; — el |zi — ei
dist (z,7(X)) < ||lz — Tz|| < 2K|[z|| Z el l QKZ el B -
Z (2

3.3. Sucesiéon basica bloque

Introducimos a continuacién el siguiente concepto también relacionado en cierta forma con
la perturbacion de las sucesiones basicas, pero ahora producida por extraer una sucesién nueva

a partir de ellas.
Sea (X, || - ||) un espacio de Banach y (e;); C X una sucesion basica.
Definiciéon 3.9 (Sucesion béasica bloque).

Dada una sucesion de escalares (a;); y una sucesion estrictamente creciente de indices (p;); C

N C N, se dice que una sucesion (u;); C X de vectores no nulos de la forma
Pi+1
E aje;j, para cada i€ N,
Jj=pi+1

es sucesion bdsica bloque.

La propiedad mas importante de estas nuevas sucesiones es que siguen siendo bésicas, lo que

nos ayuda a extraer nuevas sucesiones basicas de una dada.

Lema 3.10. Toda sucesion bdsica bloque es una sucesion bdsica.

Demostracion.

Es una consecuencia directa del Teorema 3.2. En efecto, dado que (e;); es una sucesion bésica,

para cualesquiera escalares bq,..., b, y n < m se tiene que

1 Pn+1 Pm+1
ISl =15 32wl =[ e <] 5
i i=1 i=1
D+ i i i
=[5t
j=1

Pjt1
3o 3 e
i=1  i=p;+1
donde ¢; = f)iai para cada 1 < ¢ < pp41 v siendo lA)l =bjsipj+1<i<pji. O

1=p;

Presentamos por tltimo un criterio para saber cuando una subsucesién contiene una sucesion
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basica. Es importante hacer notar el poder de este lema que nos permite extraer sucesiones

basicas de sucesiones que no son convergentes en norma.

Lema 3.11 (Principio de seleccion de Bessaga-Pelczyniski).
Dada una base de Schauder (e;); para un espacio de Banach X, si una sucesion (x;); verifica:

a ff ||z, > 0
n

n—oo

. ef(zn) 222%0, VieN

entonces contiene una subsucesion equivalente a una sucesion bdsica bloque de (e;);.

Demostracion.

Por comodidad definamos a = infey ||zn|| v n = > al’e;. Vamos a construir la sucesion
basica bloque y la subsucesién al mismo tiempo por recurrencia, aprovechando la convergencia

puntual de las proyecciones de (e;);, Pp, a la identidad.
Para el primer término de la subsucesion tomamos n; = 1, por la propiedad (¢) de 1.2 tenemos

que existe un cierto r; tal que

|Tn, — Pryzn, || < siendo K la constante basica de (e;);

o
42K’
Asi, nuestro primer término de la subsucesion va a ser x,, y el primer término de la sucesion

basica bloque va a ser u; = P, oy,

Como €} (z,,) = a “=>% 0 para todo i, y

i
1Pyl <> lallles]
i=1

tenemos que existe un cierto ng > n; natural de forma que para todo i € {1,...,7}
Q
4 - 2Kry sup; ||e;]|

jai?| <
y por tanto

T1 T1
«
P < n2|llel| < n2 p———
1Pzl < Y leilled < 3 1o el < 77

asi, de nuevo por la propiedad (¢) de 1.2 tenemos que existe un o > r; de forma que

«
[ny = Pro®n,|| < 29K
por lo que definimos uy = P, 2z, — Pr,xp,. Es evidente que
«
”uQ - $n2“ = ||PT2$7“L2 - Prl$n2 - Jjnz” < ||P7"1xn2|| + HP1"2:L'7L2 - :L‘n2|| < m

En general, dado r;_1 y el término x,, , sabemos por el mismo razonamiento de antes que,

n—oo . .
como e} (z,) = a]' —— 0 existe un cierto ny > n,_; de forma que

[0
1Pl < e
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Ademaés, sabemos que existe un cierto r > r5_1 de forma que

Q@
O
por tanto, definimos uy = P, xp, — P, _, Tn,, que verifica
Q@
||Uk - xnk” = H‘P'f'kmnk - Pf‘k—lx xnk” < ”Prk 1xnkH + ” klng — xnkH < M

Ahora comprobaremos que ambas sucesiones estan en las hipétesis del Teorema 3.7.

[ | = k]l < fluk = 2n, ]l < < T = Dl = 5 < el

o
41<:K 4
y como o = inf;en [|2]|

3
||uk||>oz—%:Za>O para todo k € N

Asi, tenemos una subsucesion (x,, ) que verifica
o0
4 4 1 4 1
Z”Uk Tny, | <Ziki:771:7<7
[|lul 304K 3K4(1-3) 9K 2K

Lo que implica que (zy, ); es una sucesion bésica equivalente a una sucesion basica bloque
de (e,)z O

Mark Grigorievich Krein fue un importante matemé-
tico soviético. Sufrié persecucion por judio a lo largo
de su vida, lo cual le gener6 importantes dificultades,

tanto en el plano personal como profesional.

Fundé una de las escuelas de analisis funcional méas
importantes de la época en Odessa. Dicha escuela fue

disuelta por la ocupacién nazi, momento en el que

Mark Krein
Kiev, 1907 — Odessa, 1989

Krein fue destituido (y jamés readmitido).


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Krein/

Capitulo 4

Bases de Schauder y espacios reflexivos II.

Bases incondicionales

En este capitulo introduciremos una nueva propiedad que pueden tener las bases de Schauder:
converger incondicionalmente. Primero la caracterizaremos y luego veremos su importancia para

el tema que nos ocupa: las propiedades que podemos extraer de espacios con bases de este tipo.

En este caso, veremos que la inclusién de la incondicionalidad nos permite caracterizar los
espacios reflexivos, pero ahora viendo su estructura interna. A mayores daremos algunas propie-
dades de espacios con bases incondicionales y responderemos preguntas similares a las formuladas

en anteriores epigrafes.

4.1. Bases de Schauder incondicionales

Volvemos de nuevo a intentar encontrar similitudes entre las bases de Hamel en espacios
finitos y las de Schauder que estamos estudiando. Las primeras no les afecta una reordenacion
de los vectores de la base: si un elemento tiene unas coordenadas entonces al cambiar de orden
seguiremos teniendo el mismo elemento. Pero como el lector podra intuir, no sucede lo mismo
cuando anadimos una topologia al espacio. Recordemos que existen series que no convergen
si alteramos el orden de los términos sumados y es lo que motivo la siguiente definicién para
diferenciar a las series que si lo hacen—y que es equivalente a esta idea de reordenacién por el
Lema B.1—:

Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado.

Definiciéon 4.1 (Convergencia incondicional).

Se dice que la serie convergente en (X, ||-|)

[e.e]
in:$€X
=1

es incondicionalmente convergente si para todo € > 0 existe un conjunto finito . C N de modo

que para cualquier conjunto finito F/ C N tal que F' C F’ se tiene que

o= 3 | <e.

i€F!

Como dijimos, se puede intuir que existen casos en los que la reordenacion de los vectores de

26
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la base no convergen, y esto lo podemos ver en el espacio ¢y con la conocida como base sumante
) 0

—que el lector puede ver en la pagina 47—. Por tanto, es necesario hacer una distincién entre

bases que al reordenar siguen convergiendo y bases que no. Es asi como surge de forma natural

la siguiente definicién:
Definicion 4.2 (Base de Schauder incondicional & Sucesion bésica incondicional).

(a) Una base de Schauder (e;); de X se dice incondicional si para cada x € X la serie (que

coincide con x)

o0
xTr = Z €T;€;
i=1
es incondicionalmente convergente en (X, |-||).

(b) Se dice que una sucesion (e;); C X es una sucesion bdsica incondicional si es una base de

Schauder incondicional de span{e;: i € N}.

Algunos casos de bases incondicionales son las bases unitarias de los espacios de sucesiones
co y los £, o la base de Haar de los espacios LP[0, 1] con p € (1,00), cuya construccion el lector
puede revisar en la pagina 48 —la incondicionalidad de la base de Haar no la probaremos pero
puede consultarse en [3, pag. 130]—. Pero cuando tratamos con la base de Haar para L' o con
la base de Faber de C[0, 1] (véase |3, pag. 142] y [3, pag. 69] o [1, pag. 203-204]) nos encontramos
con dos perfectos ejemplos de bases de Schauder no incondicionales —la construccién de la base

de Faber se puede consultar en la pagina 51—.

Pasamos ahora a caracterizar las sucesiones basicas incondicionales.

Sea (X, || - ||) un espacio de Banach y (e;); C X una sucesion de vectores.
Teorema 4.3 (Caracterizacion de sucesiones basicas incondicionales).
Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) (ei)i es una sucesion bdsica incondicional;
(b) existe K > 0 de modo que para cualesquiera escalares ai,..., an y todo subconjunto de

indices o C {i: 1 <i < m} se tiene que

m
1> aieil| < K| > _ aiei);
ico i=1
(c) existe K > 0 de modo que para cualesquiera escalares ay,..., any, y eleccion de signos e; = +1

para 1 <1 < m se tiene que

m m
HZsiaieiH SKHZCM@Z” (4.1)
=1 i=1

Observacion 4.4 (Sobre los enunciados (b) y (¢) del Teorema 4.3).

Si )" a,e; es convergente los enunciados (b) y (c) son equivalentes, respectivamente, a
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(t') existe K > 0 de modo que para cualquier sucesion de escalares (a;); y todo subconjunto

de indices 0 C N se tiene que

oo

1> ases]] < K[| > aies]);
€0 =1

(/) existe K > 0 de modo que para cualquier sucesion de escalares (a;); y eleccion de signos

(€:)i = (£1); se tiene que

o o
1> eiaieil| < K[| 3 aes]|
i=1 i=1

Las implicaciones (b') = (b) y (¢/) = (c) son triviales. Veamos entonces la validez de sus

reciprocos.

El caracter convergente de » a;e; implica que tal serie es de Cauchy. Es decir, dado € > 0
existe N. € N de modo que si p, ¢ > N¢, entonces

q
| > aie
1=p

<=
K

C((b) _ (b/)77
Asi pues, dado un subconjunto arbitrario o C N, tenemos que, si o’ = {i € 0: p <i < ¢}, la

hipotesis (b) nos permite afirmar que

q
HZaiei SKHszez
ico’ i=1

siendo b; =0 para i <py b; =a; parap <1 <q.

<e,

q
= KH Z a;e;
i=p

Por tanto, la serie ), aje; es de Cauchy en X, luego convergente. La desigualdad de (b')

se deduce ahora a partir de la de (b) tomando limites.

‘() = ()

En virtud de (¢) tenemos que

q q
H ) e < KH > bie;
i=p i=1

siendo b; =0 para i <py b; = a; parap <1 <q.

<e,

q
:KH E ;€5
i=p

Por tanto, la serie Y .__a;e; es de Cauchy en X, luego convergente. La desigualdad de ()

1€0
se deduce ahora a partir de la de (¢) tomando limites.
Definiciéon 4.5 (Constante basica incondicional).

La constante K 6ptima en (4,1) recibe el nombre de constante bdsica incondicional de la sucesion

bésica incondicional (e;); y serda denotada por ubc (e;);.
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Demostracion del Teorema 4.3.

Las demostraciones se realizardan para el caso m = oo, pues este implicara el caso finito

tomando todos los a; = 0 a partir de i > m.
(a) = (b)

Dado o C N, consideraremos la aplicacion P, : Span {e;: i € N} — Span {e;: i € N} definida
como

(o) o
P(Z aiei> = Zaiei, para cada Zaiei € span {e;: i € N}.
i=1

ico i=1
Veremos que la familia {P,: o C N} C B(X) esta uniformemente acotada por una constante K.

En tal caso, para cualquier o C N se tendra que

13 asei] = Hp(ia@-ei)u < K| i!

1€o

)

de donde se deduce (b) considerando a; = 0 si i > m.

Deduciremos la acotacion uniforme de la familia (P,), a partir del Principio de acotacion
uniforme de Banach-Steinhaus B.11, por lo que bastara ver que el conjunto {P,(z): o C N} es

acotado para cada x € span {e;: i € N}.

Veamos pues que dado
o
T = Zaiei € span{e;: i € N}, (4.2)
i=1
el conjunto {P,(z): o C N} es acotado. Por hipétesis, como la serie que aparece en (4.2) es
incondicionalmente convergente, en virtud del Lema B.2, dado € > 0 existe un conjunto finito
F C N de modo que para cualquier F/ C N disjunto con F' se tiene que
H Z aieiH < €.
ieF!
En tal caso, dado o C N; si consideramos F' = ¢ \ F tenemos que
1Poll = | D aiesl| =1 D aieit Y aiesl| <[| 3 aiesl|+ ] D aei]-
€0 iconF i€o\F i€oNF i€o\F
Ahora bien, como F' es finito, o N F' también. Por tanto,
| wedl < mixl| 3 e =M,
icoNF i€od’'NF
por lo que
| Pyz|| < H Z aieiH + H Z aiei“ <M +e.
iconF ico\F
Para que la prueba esté completa es necesario justificar algunos detalles menores. Méas exac-

tamente, es necesario ver que P, es una aplicacion lineal y continua en span {e;: i € N}.

o Veamos inicialmente que P, esta bien definida.
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La incondicionalidad de (e;); y el Lema B.4 aseguran que si
oo
g a;e; es convergente, entonces g a;e; también.

i=1 1€0

o La linealidad de P, es trivial.

o Veamos finalmente que P, es continua empleando el Teorema B.7 del grafo cerrado.

Sea (z¥), C span{e;: i € N} tal que

oo

zF = Zafei paracada k € Ny zp — o = Zaiei € span{e;: i € N} cuando k — oo.
i=1

y supongamos que

[o@)
Pk — Zbiei € span{e;: i € N} cuando k — oo.
i=1

En tal caso, la continuidad de los funcionales biortogonales e nos permite afirmar que
o
6;(2(1?@2-) = af — e (z) = a; cuando k — oo.
i=1

Y por la misma razon,

e (PU<Zafei>) = ef(Zafei) =af - ef(Zbiei) = b; cuando k — oo.
i=1 €0

Por tanto, por unicidad de limites, a; = b; para todo i, por lo que el grafo de P, es

cerrado.

(b) = (a)

Conviene observar que, bajo la hipotesis (b), la sucesion (e;); es una sucesion bésica en X. En
efecto, pues si en (b) consideramos como o = {i: 1 < i < n}, entonces para cualquier elemento
de span{e;: 1 <1i < m}, con m > n, se tiene —por hipdtesis— que

n m
1> aieill = [| D _aieil| < K[| D aies]|
i=1 ico i=1
Por tanto, en virtud del Teorema 3.2, (e;); es una sucesion béasica.

Veamos ahora el caracter incondicional de (e;);. Sea (a;); una sucesion de escalares tal que

o0
Z ae; es convergente en (X, |[-]).
=1
En tal caso, dado € > 0, existe N. € N de modo que si n > N, entonces

H;al@” < % (4.3)

A continuacién justificaremos que para cualquier conjunto finito de nimeros naturales F' tal que
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{1,...,N:} C F se tiene que

o0
o= 3 o] = || Y| < K| 3w < = (44

ieF 1€0 =N,
es decir, que (e;); es una sucesion basica incondicional.

En efecto, para obtener la primera igualdad de (4.4) basta considerar o = N\ F. La desigual-

dad que sigue es consecuencia de aplicar la hipotesis (b) a

o
Z b;e;, siendo b; = a; para todo i > N, y b; = 0 en otro caso.
i=1

La dltima desigualdad es consecuencia de (4.3).

(b) = (¢)
Supongamos (b). Sea (a;); una sucesion de escalares y (g;); una sucesion de signos y conside-
remos 01 = {i: ¢, = 1} y 09 = {i: ¢, = —1}. Aplicando (b) tenemos que
oo
12 sl = || 3 eiaies = 3 _esaies|| < [| 3 asesl| + ]| 3 aed
=1 1€01 i€02 1€01 1€02

00 00 00
< Y] + K[| 3 s = 26 Y]
=1 i=1 i=1

Supongamos (c). Dados cualesquiera escalares ay,..., a,, y un subconjunto o C {i: 1 < i <
m}, consideramos la sucesion de signos (g;); definida como ¢; = 1sii € 0 y g5 = —1 en otro

caso. En tal caso, en virtud de (c),

" gaie; + ae; 1, w— 1, —
I wed] = 30 St < LIS e+ D e
ico i=1 i=1 i=1
K m K m m
gEHZaieiH—i—EHZaieiH:KHZaieiH. O
i=1 i=1 i=1

Para terminar con esta secciéon, aunque introdujimos el concepto de las bases incondicionales
con la siguiente seccién como objetivo vamos a pararnos un segundo a completar una pregun-
ta que nos hicimos en el capitulo anterior. Nos habiamos preguntado si las bases de Schauder
son unicas —en el sentido de ser todas equivalentes entre si— para un espacio dado y no solo
habiamos respondido con una negativa sino que, de hecho, vimos que no existian espacios con
todas sus bases de Schauder equivalentes en general. Podemos ahora volver a hacernos las mis-
mas preguntas de nuevo: ;Todo espacio con base de schauder tiene una base incondicional?;Es
dicha base tnica?;Tiene todo espacio un subespacio de dimensién infinita con base de Schauder

incondicional?

La primera de esas preguntas tiene respuesta negativa: ni L'[0,1] ni C[0,1] tienen bases

incondicionales (véase |1, pag. 203]). La segunda, sin embargo, guarda una respuesta mucho més
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interesante. Se ha demostrado (véase [6, pag. 71]) que los espacios cg, ¢1 y 2 tienen de hecho
una base incondicional normalizada tinica —cualquier otra es equivalente a la base unitaria—.

Pero no solo eso, se ha demostrado un resultado incluso mas fuerte (Véase [6, pag. 73|):

Teorema 4.6.
Un espacio de Banach con base de Schauder incondicional inica, salvo equivalencia de sucesiones,

es isomorfo a cy, £1 0 ls.

Quedan asi caracterizados los espacios con bases tan tnicas.

En cuanto a la ultima de estas preguntas su respuesta no es tan positiva como la que se
dio en el capitulo 3. En 1993 Gowers y Maurey construyeron un espacio que no tenia ningtn
subespacio con base de Schauder incondicional (véase [10])—o lo que es lo mismo, sin sucesiones

béasicas incondicionales—.

4.2. Espacios de Banach reflexivos con base de Schauder incon-

dicional

co y 1 son dos espacios para los cuales fallan sus bases en verificar una de las dos propiedades
antes vistas: shrinking en el caso de £1 y bounedly complete en el caso de cg— remitimos al lector
al Capitulo 6 para las pruebas—. Podemos suponer que todo espacio que contenga a alguno de
estos dos no tiene bases que cumplan una de las propiedades. Esta intuicién resulta cierta si nos
restringimos a los espacios con bases de Schauder incondicionales y toma forma en los siguientes

dos resultados:

Teorema 4.7. Sea X un espacio de Banach con base de Schauder incondicional (e;);. Si (e;);

no es boundedly complete, entonces X tiene un subespacio isomorfo a cg.

Teorema 4.8. Sea X un espacio de Banach con base de Schauder incondicional (e;);. Si (e;);

no es shrinking, entonces X tieme un subespacio isomorfo a {1.

Por ser demostraciones algo largas las incluiremos al final de este capitulo.

Partiendo de la intuicién que teniamos antes, y que result6é ser verdadera, podemos ahora
pensar un poco mas alld y sugerir una nueva caracterizaciéon de la reflexividad en base a los

espacios ¢y y £1 para espacios con bases de Schauder incondicionales:

Teorema 4.9 (Robert C. James).
Sea X un espacio de Banach con base de Schauder incondicional (e;);. En tal caso, X es reflexivo

sty solo si no existe ningun subespacio de X que sea isométrico a cy o a fy.

Demostracion del Teorema 4.9.

13 7
<
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Probamos el contrareciproco. Si X es un espacio no reflexivo con base de Schauder incondi-
cional (e;);, el Teorema 2.4 asegura que: o bien (e;); no es shrinking, y por tanto X tiene una
copia isomorfa de ¢; por el Teorema 4.8, o bien no es boundedly complete, y por tanto X tiene
una copia isomorfa de ¢y por el Teorema 4.7.

7 : 13

Si X es reflexivo, de tener un subespacio isomorfo a cg, concluiriamos que X* C ¢j = 41, lo
cual a su vez implicaria que ¢] = o, C X*™* = X, pero esto no es posible porque X es separable
v oo DO.

Por otro lado, si X tuviese por subespacio a f1, entonces X* C {7 = {, lo cual su vez

implicaria que ¢%, C X** = X, pero esto no es posible porque ¢35 no es separable.

Supongamos que £ es separable. En ese caso existe un conjunto {f, : n € N} denso. Como

IFall = s 1faf2)] > 0

tenemos que existe un conjunto {x, : n € N} con ||z,|| = 1 para todo n natural de forma que
1
Sl < Fulen)

Veamos que (xy,), es un conjunto denso en . Para ello veremos que, de existir un funcional
f € £, que se anule en span(z,), entonces f = 0—este es un corolario de Hahn-Banach, seria

bueno incluirlo? (méas por el espacio que por el tiempo)—

en efecto, primeramente

Sl < Falien) = F(n) = (= £)(a) < o= S

por tanto, como f € £5 = span{ f, : n € N} existe (fn,); tal que fp, UmiN foieq | fn, — 1 UmicN
0. Lo que implica, por la anterior desigualdad, que || fy,|| 2% 0 Por tanto

A< IF = Fasll + Wil == 0
Ergo, f = 0.

Pero sabemos que f, 10 es separable, contradiccion.[11] O

Incluimos, ahora si, las demostraciones de los dos teoremas que dejamos pendientes para la

completitud del trabajo.

Demostracion del Teorema 4.7.

Probaremos que si (e;); no es boundedly complete, entonces existe una sucesion basica bloque
—formada a partir de (e;);— que es equivalente a la base de Schauder natural de ¢y. Por tanto,

el resultado enunciado sera una consecuencia del Teorema 3.5 (b).
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Si (e;); no es boundedly complete, existe una sucesion de escalares (a;); de forma que

o0

n
sup H Z aieiH <1 y Z a;e; no es convergente. (4.5)
; =1

Por tanto, como dicha serie no es convergente, el criterio de Cauchy asegura la existencia de

cierto € > 0 de modo que para cada i € N existen p;, ¢; € N satisfaciendo que si
qi
Ui = Z @;Ci,
i=p;
entonces |lu;|| > €. Por otra parte, como (e;); es incondicional, en virtud del Teorema 4.3 (b),

para cualquier m € N se tiene que
m dm
H Zqu < KH ZaieiH < K, siendo K = ubc (e;);, (4.6)

donde en la ultima desigualdad hemos empleado la cota que aparece en (4.5).

A continuacion veremos que la sucesion basica bloque (u;); es equivalente a la base de Schau-
der natural de ¢y. Para ello emplearemos el Teorema 3.5 (¢). Es decir, probaremos que existen

constantes C1 y Co > 0 de forma que para cualesquiera escalares \;, con 1 <14 < m, se tiene que

m
Cr A Azs o Ams 0, ) e <[] Nl < Call (A Ay s A, 0, ) e
i=1
Dada la incondicionalidad de (e;);, el Teorema 4.3 (b) nos permite afirmar que si {j} es un

subconjunto de {1,..., m}, entonces

IAle < Il < KIS A,
=1

es decir, como la cota anterior es vélida para cualquier j, concluimos en realidad que

I(x Hm <H§jAuN

Por otra parte, por el Teorema B.9 de extension de Hahn-Banach aplicado a funcionales

existe un funcional f € Sx+ de modo que

f(é)m) | ;mlkiuiH.

Consideremos signos ¢; = +1 de forma que ¢;f(u;) > 0 para cada i. En tal caso,

1> A = f(ZAiuz-) < Z Nl (u)] < (A ||002er )
i=1 i

=1

uoof(zezuz) < (A ||ooHZ€zuZH
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< [I(x HooKHZu1||<H )loo K2,

donde en la segunda linea hemos empleado que ||f|| =1 y en la tercera linea hemos invocado el

caracter incondicional de (e;); (més exactamente el Teorema 4.3 (¢)) y (4.6).

Asi pues, tenemos que

m
€
IAilloorz < || > da| < KU
1=
por lo que el Teorema 3.5 nos permite afirmar que span(u;); es isomorfo a ¢g. O]

Demostracion del Teorema 4.8.

Probaremos que si (e;); no es shrinking, entonces existe una sucesion bésica bloque —formada
a partir de (e;);— que es equivalente a la base de Schauder natural de ¢;. Por tanto, el resultado

enunciado serd una consecuencia del Teorema 3.5 (b).

Si (e;); no es shrinking, span{e;: ¢ € N} es un subespacio cerrado propio de X*, por lo que

—en virtud del Lema B.10 de Riesz— dado 1 > € > 0 existe f € Sx~ tal que
dist (f,spanfe;: i € N}) = inf {||f — g||: g € span{e;: i € N}} > e.

Es decir, para cada n € N, existe z, € Bx de modo que
inf {|f(zn) Zg e;)e |: g € span{e;:i € N}} > e
No obstante, si z, € span{e;: 1 <i < n} N Bx, entonces (trivialmente)
fnf{‘f(zn Zg e)e gESpan{e 1§i§n}}:0.
Por tanto, concluimos que z, € m{ei: i>n}NBxy

dez Zn}_|fzn)’>5

Asi pues,
lim sup{|f(z)|: z € span{e;: i >n} N Bx} #0
n—oo
0, equivalentemente, existe una sucesion estrictamente creciente (ng)r C N de modo que para

cualquier k € N,
sup{|f(z)|: z € span{en,, €n,+1, €np+2, -} } > €. (4.7)

Empleando (4.7) podemos construir, por induccién, una sucesion basica bloque normalizada

(u;); (formada a partir de (e;);) de modo que |f(u;)| > € para todo j € N.

A continuacién veremos que la sucesion béasica bloque normalizada (u;); es equivalente a la

base de Schauder natural de ¢;. Para ello emplearemos el Teorema 3.5 (c). Es decir, probaremos
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que existen constantes C y Co > 0 de forma que para cualesquiera escalares A;, con 1 < i < m,

se tiene que
m
Cr O Az A 0, )l < 1D i < Call (A, Az oy Ay 0, ) ey -
i=1

Puesto que la sucesion (u;); es normalizada,
m m m
IS ] < 3 dlall = 32 1A = [l
i=1 i=1 i=1

Por otro lado, la incondicionalidad de (u;); (que se deduce trivialmente de la incondicionalidad

de (e;);) nos permite afirmar que (véase el Teorema 4.3 (b))

m

I3 Xl < K[| dws

Ai>0 i=1

)

donde K es la constante basica incondicional de (e;);. Por tanto,

ez)i
- 2 2 2
2| Z)\zqu > ?H Z A > ?f( Z )\z‘ui) =% Z Ai f (ui)
i=1

2e €
ZEZ/\i:E( /\z"‘z)\z
g
Ai>0 <0

donde en la segunda desigualdad hemos empleado que f € Sx~ y en la tercera linea hemos

DNz Y
Ai>0 Ai<0
el caso complementario es completamente anélogo. O

supuesto que



Capitulo 5

Estructura de los subespacios de ¢, y ¢y

En este tltimo capitulo estudiaremos mas en profundidad los espacios £, y cg. Veremos
resultados relativos a sus subespacios, propiedades de las sucesiones bésicas de bloques extraidas
de sus bases de Schauder naturales y, al final del capitulo, un resultado que nos informa de
que estos espacios son totalmente diferentes entre si y no comparten subespacios de dimension

infinita.

Como deciamos, nuestro ultimo objetivo es emplear la teoria de las bases de Schauder para
demostrar que los espacios cp, £, y £, con p # r son totalmente distintos entre si. Para ello

primero debemos comenzar estudiando las estructuras internas de cada espacio.
Vamos a demostrar un teorema mas general que serd fundamental:

Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (e;);.

Teorema 5.1.
Todo subespacio Y C X de dimension infinita contiene un subespacio Z C'Y con base de Schauder

equivalente a una sucesion bdsica bloque de (e;);.

Demostracion.

Emplearemos el siguiente resultado: si W C X es un subespacio de codimension finita (es
decir, dim X/W < o0), entonces W NY es un subespacio de dimension infinita. Veamos su

demostracion.

Consideremos la proyeccion canoénica m: X — X /W, que es una aplicacion lineal y sobre-
yectiva y satisface que ker m = W. Si consideramos la restriccion de 7 al subespacio Y, esto
es, mly: Y — X/W, entonces kerwly = Y Nkerr =Y NW. Y en tal caso, por el primer

teorema, de isomorfia,
Y/ Y NW)~n(Y)cC X/W.
Y como —por hipétesis— dim X/W < oo, deducimos que dimY /(Y NW) < co. No obstante,

por hipoétesis dim Y = oo, luego el subespacio Y N W no puede ser de dimensién finita. O

Consideremos ahora, para cada p € N, el subespacio de codimensién finita

(0@
W, :{ZL'EXZIL‘: Z aiei}:span{ei:i>p}.
i=p+1

37
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Por tanto, dado que —en virtud de lo visto al inicio de la prueba— W, N'Y es un subespacio
vectorial de dimension infinita, para cada p € N, existe algin vector unitario y, € W), cuya
expansion como serie (empleando la base de Schauder (e;);),
o0
Yp = Z Qi€q,
1=p+1

contiene una sucesion de coeficientes (a;); con infinitos términos no nulos.

Ahora ya estamos en condiciones de construir una sucesion basica bloque (u;); que sea equi-
valente a (e;); y genere un subespacio vectorial Z en las condiciones del enunciado. Veamos como
proceder.

o Tomemos un vector y; € Sy. En tal caso, puesto que (e;); es base de Schauder de X e

y1 € X, existe una (tinica) sucesion de escalares (a;); de modo que

o0
_ 1
Y1 = a; €;.
i=1

Y como tal serie es convergente, existe un indice p; € N de modo que si

p1 00 1
up = Zaiei, entonces ||y; — up|| = H Z aileiH <
=1 e 4bc (e;);

o Tomemos ahora y» € Sy N W), . Nuevamente, puesto que (e;); es base de Schauder de X e

Y2 € X, existe una (tinica) sucesion de escalares (a?); de modo que

o0

Y como tal serie es convergente, existe un indice po € N de modo que si

P2 00 1
ug = Z aje;, entonces |yz — uz|| = || Z CL%&‘H < Phe ()i’
i=p1+1 i=pa+1 1)1

o Continuando de tal modo, suponiendo que ya hemos obtenido u; para 1 < ¢ < n — 1,
tomamos y, € Sy N W), , y empleamos la serie que nos proporciona la base de Schauder

(e;); para afirmar que si
o

yn - E a/i 617

i=pp_1+1
entonces existe un indice p, € N de modo que si

Pn 0 1
Up = Z aieq, entonces [y — un|| = || Z a}eiH < e o)y
i=pn-1+1 i=pn+1 v

Obtenemos asi una sucesion (u;); C Y que es una sucesion bésica bloque a partir de (e;);.
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Ademas, dado que

o0 n
1 1 1/4 1
y — > < p— p— 5
; Hyz qu ; 4" be (ez)l be (el)z 1-— 1/4 3bc (el)z
el Teorema 3.7 nos permite afirmar que (y;); e (u;); son sucesiones basicas equivalentes.

Por tanto, basta considerar Z = span {u;: i € N}. O

Partiendo del anterior teorema, que de por si nos habla mucho sobre la estructura de los
espacios de Banach en general, podemos empezar con nuestro objetivo de explorar el interior de

los espacios de sucesiones.

Sea X el espacio ¢y (de las sucesiones convergentes a 0) o el espacio ¢, para algin 1 < p < oco.

Teorema 5.2.
Si (u); es una sucesion basica bloque normalizada de la base de Schauder natural (e;); de X,
entonces:

(a) (u;); es equivalente a (e;); ySpan{u;: i € N} es isométrico a X;

(b) existe una proyeccion de norma 1 de X en span(u;); (es decir, es complementado).

Demostracion.
(a)
. _ _ Pn+1 o nl =
Supongamos inicialmente que X = co. Sea up, = > ;" | aje; con supy, <<, . laf| =1
(por ser (u;); normalizada) para cada n € N. En tal caso, para cualquier m € N y cualesquiera

escalares \; con 1 < i < m, se tiene que

m m Pi+1
I3 Nl = 1132 32 abes]ly = sup {Jabhil s 1< i < mypi+ 1< < pia}}
i=1 i=1  j=p;+1
) m
— Ml lat| = | = e .
s gl = sw =12 e

i=1
Por tanto, el resultado enunciado es consecuencia del Teorema 3.5.

Para X = /), la demostracion es completamente analoga. Sea u,, = ?i;i 41 Gi€; con f;;i 41 lail? =
1 (por ser (u;); normalizada) para cada n € N. En tal caso,
m m  Pitl m  Pit+l l/p
I3 raull, =130 3 Nasesll, = (33 InPlasp)

i=1 i=1 j=p;+1 i=1 j=p;+1

m Pit+1 l/p m l/p m
= (o 30 ) = (o) = 1 vl

i=1 Jj=pi+1 i=1 i=1

(b)

Primero construimos las aplicaciones duales de la sucesion (u;);: Para cada n € N conside-

ramos u) € span{el: p,_1+1 <1 <p,} tal que v’ (u,) =1 u’|| = 1 (la existencia de tal
n p i+ P p q n Yy llUp
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funcional esta asegurada por el Teorema B.8 de Hahn-Banach).

Conviene observar que como uy, € span{e;: pr—1+1 <1i < pg}, entonces u (uy) = 0si k # n.

Por tanto, si definimos P : X — span{u;: ¢ € N} como
oo
Pz = Zuf(a:)uz, para cada z € X,
=1

obtenemos una aplicacién lineal que satisface P(X) = span {u;: i € N} y P2 = P. Tan solo resta

ver que ||P|| = 1.

Para X = ¢, como |ju,|| =1 para todo n € N, si x € ¢ es tal que ||zl < 1, entonces
o] 00 Pi
1Pl = | Y uf (@uill o = [ ui@) Y ajesl,
=1 i=1 Jj=pi-1+1
= sup{|a;| |ui (z)| : i €N, pio1 +1 < j < pi}
= sup |u; (z)] < sup [[uj]] [[#]lc = [|12][co,
iEN 1EN

por lo que ||P|| < 1, pero como Pz = x para todo = € Span {u;: i € N}, debe ser necesariamente
[Pl =1.

Para X =/, la demostracion es completamente analoga. Basta observar que como ||u}| =1

nl
n

para todo n € N, si ¢ = (21, 22,...) € {, es tal que ||z||, = 1, entonces

Pk Pk Pk
p
@ =la( Y wme) < (Y well,) = > lwl,
1=pg—1+1 1=pr—1+1 1=pg—1+1

por lo que

DPi

1Pall, = | S wi @, = | S ui@) Y. ajel])
i=1 i=1

Jj=pi-1+1
oo Di / 0o /
= (Shi@r Y lal) " = (S uwr) "
=1 J=pi_1+1 =1

o8] Pk
(X )" = ol 0

i=1 i=pp_1+1

Corolario 5.3 (Subespacios de ¢y 0 £, con 1 < p < 00).
Todo subespacio de dimension infinita Y C X contiene un subespacio Z isomorfo a X y comple-

mentado en X.

Demostracion.

Para la demostracion de este resultado no es necesario otra cosa que aplicar los dos resultados
previos. Por el Teorema 5.1 tenemos que X tiene un subespacio con base de Schauder equivalente
a una sucesiéon bésica bloque de la base unitaria. Normalizando dicha sucesién basica bloque y

aplicando el Teorema 5.2 ya tenemos que dicho espacio es isométrico a X (por (7)) y que es
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complementado (por (ii)). O

Con el anterior teorema ya podemos vislumbrar que la naturaleza de los espacios de suce-
siones es casi fractal: siempre encontraremos copias isomorfas del espacio en cualquiera de sus

subespacios —infinitos—.

El siguiente teorema tiene gran importancia para el Anélisis Funcional por su demostracion—
aunque su enunciado también es relevante y es la principal razén por la que lo hemos incluido— en
la cual se emplea el conocido como proceso de descomposicion de Petezyniski. Pero la importancia

que més nos debe llamar la atencién es como se plantea como un reciproco del anterior resultado:

Teorema 5.4 (Subespacios complementados de ¢y 0 £, con 1 < p < oo, Pelczynski).

Todo subespacio Y C X complementado y de dimension infinita es isomorfo a X.

Demostracion.

SiY C X es complementado en X, entonces —por definicion— existe un subespacio X1 C X
de modo que X ~Y & X;.

Por otro lado, si Y es de dimensién infinita, el Corolario 5.3 afirma la existencia de un
subespacio Z C Y complementado en X y tal que Z ~ X. Sea X9 C X el complemento de Z en
X es decir, X ~ Z @& X5. En particular, restringiéndonos a Y, tendremos que Y ~ Z ¢ Y.

Por tanto, empleando que X ~ X @ X (véase el Lema B.5), obtenemos que

XeY~xXp(Zo)(Xa2Z)eY;

~(XeX)eY12XeY1~ZaY1~Y (5.1)

Por otra parte,
XeY~YoX))aY=2Xj0YaaY >~ X0 ~ X. (5.2)
Finalmente, a la vista de (5.1) y (5.2), el resultado enunciado es claro. O

Sumando el Teorema 5.3 y el Teorema 5.4 tenemos como resultado que los factores de cual-
quier descomposicion de los espacios de sucesiones son el mismo espacio descompuesto, dandonos
una idea de "primalidad": al igual que los niimeros primos son aquellos que no tienen mas divi-
sores —o factores— que el trivial, 1, y ¢l mismo, lo anédlogo sucede ¢y y £, con la operacion de

la suma directa de espacios.

Demostremos ahora, por tltimo, que estos espacios son fundamentalmente distintos entre si,

no conteniendo espacios isomorfos a subespacios de cualquiera de los otros.

Para ello, demostraremos primero el siguiente teorema, que nos servird de base para el resul-

tado del que hablamos.
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Teorema 5.5 (de Pitt). Dados p,r de forma que 1 < p < r < oo, se tiene que para todo
T : ¢, — L, operador lineal acotado, T' también es compacto. Lo mismo se da con un operador

T:co— ¥, conpe[l,00).

Demostracion.
Veamos la prueba primero para ¢,. Basta con probar T'(By.) es un precompacto, es decir su

clausura es compacta.

Por el Teorema A.5 de Alaoglu tenemos que By, es compacta con la topologia débil (gracias
a que £, es reflexivo). Si demostramos que T': (¢,,débil) — (p, || - ||p) es continuo, entonces
T'(Bqy,) sera precompacto. Por el Lema A.7 sabemos que la bola unidad By, es metrizable, y por
tanto s6lo es necesario probar que 7' es secuencialmente continua, lo que se traduce gracias a la

. . . dabil .
linealidad de T' en que, dada una sucesién x,, — 0 entonces Tz, M) 0.

. . débil
Supongamos que no sucede, que existe una sucesion (z,), de forma que x, —— 0 pero
existe un ¢ > 0 tal que ||[Tz,| > € para todo n natural—podemos suponer |z,| = 1 pues

e < ||[Tzp|| < ||T||||zn], es decir, existe inf ||z, || # 0 y por tanto podemos normalizar—.
n

débil iy .
Por el Lema 3.11, como x, —= 0y ||| = 1, sabemos que la sucesion (), tiene una

subsucesion, (zp, )k, equivalente a una sucesion bésica bloque de la base unitaria de ¢, (que,
por el Teorema 5.2, es equivalente a la base unitaria de ¢,). Como la convergencia en norma
implica la convergencia débil tenemos que T': (¢,,débil) — (£, débil) es continua y por tanto
T(xn, )k 4P 0. Como |Txp, || > € > 0 para todo k natural aplicamos el Lema 3.11 y de nuevo

el Teorema 5.2 y tenemos que (T'zy, ), es equivalente a la base unitaria de £,.

Sea ahora una una sucesion (a,), € ¢, \ €p. Por ser (z,, ) equivalente a la base unitaria de
¢, tenemos que ) ayxy,, converge, y por tanto converge T'(> arxn,) = > arT(xy,) que, como
es equivalente a la base unitaria de ¢, implica que ) |a|? converge, lo cual es una contradiccion

pues (ag)i & £p. Por tanto, T': (£,,débil) — (£p, || - ||p) es continua.

Para la prueba del caso de ¢y supongamos que T no es un operador compacto, en ese caso
T(B.,) no es precompacto, es decir: existe una sucesion (7'x;); que no tiene subsucesiones con-
vergentes. Pero (x;); es una sucesion acotada en ¢y por lo que, por el Lema A.9(en el archivo de
topologias débiles), tiene una subsucesion (z;, ), de Cauchy en la topologia débil. Si probamos
que T : (co,débil) — (€p, || - ||) es continua, entonces (T'x;, ), es una subsucesion de (T'z;); de

Cauchy y, por ser £, espacio de Banach, por tanto convergente, lo cual es una contradiccion.

Veamos que, en efecto, T : (co,débil) — (£p, || - ||) es continua, problema que se puede reducir
a probar que es secuencialmente continua gracias al Lema A.8.

Supongamos que no sucede, que existe una sucesion (y,), de forma que y, il pero
existe un ¢ > 0 tal que ||Ty,|| > € para todo n natural—podemos suponer ||y,| = 1 pues

e < [ Tyn|l < IT||llynll, es decir, existe inf ||y,|| # 0 y por tanto podemos normalizar—.
n
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Por el Lema 3.11, como y, LN ¥ llynll = 1, sabemos que la sucesion (yp), tiene una

subsucesion, (yn, )k, equivalente a una sucesion bésica bloque de la base unitaria de ¢y (que,
por el Teorema 5.2, es equivalente a la base unitaria de ¢p). Como la convergencia en norma
implica la convergencia débil tenemos que T': (cgp,débil) — (£,,débil) es continua y por tanto
T(yn, )k 4P 9. Como | Tyn,. || > € > 0 para todo k natural aplicamos el Lema 3.11 y de nuevo

el Teorema 5.2 y tenemos que (T'y,, )k es equivalente a la base unitaria de co.

Pero llegamos a la contradiccion de que la base de cq es equivalente a la de £, cosa que no
es posible pues, si tomamos (¢;); una sucesion de £, \ ¢, tenemos que esté en ¢y y por tanto
> a;e; converge, pero entonces también converge en el sentido de ¢,, cosa que no sucede por

hipotesis, llegando a una contradiccion. O

Teorema 5.6. Dados p,q € [1,00), p # q se tiene que £y, y Ly no tienen subespacios de dimension

infinita isomorfos. Es decir, no existen @Q C £, y K C £, de forma que Q ~ K

Mismo resultado se tiene con co y £, con p € [1,00).

Demostracion.

Suponiendo que si lo hiciesen existiria un isomorfismo
frKCl—QC/

donde K y @ son subespacios de dimensiéon infinita y ¢ < p. Como K es un subespacio de
dimension infinita tiene dentro una copia isomorfa a £, con base (u;); (en la demostracion del
Teorema 5.1 vemos que tienen norma 1). Por ser f un isomorfismo tenemos que (f(u;)); es una

sucesion basica equivalente a (u;);.

Si tomamos F' la extension de f a £, por el Teorema B.8 de Hahn-Banach estamos en
las hipotesis del Teorema 5.5 y por tanto F' es un operador compacto, lo que implica que,
como (u;); %L 0 por construccion en la demostracion del Teorema 5.1, entonces | Fu;|| =
I1f ()] 1720 (). Pero f es un isomorfismo, por lo que ||u;]| 222 0 1o cual es una contradiccién

con que ||u;|| = 1. La misma situacion se da si en vez de £, tomamos co. O

Lo anterior sugiere una definicién més general de este fenémeno:

Definicién 5.7. Dados dos espacios de Banach de dimension infinita X e Y se dicen totalmente
imcomparables si no existen Q1 C X y Q2 C Y subespacios de dimensién infinita isomorfos entre

si.



Capitulo 6

Ejemplos de bases de Schauder

Incluimos en este anexo la construccién de varias bases de Schauder de diferentes espacios

clasicos para ejemplificar los conceptos tratados en este trabajo.

Si un espacio de Banach X admite base de Schauder (e;);, entonces necesariamente X es
separable. En efecto, pues el conjunto de las combinaciones lineales con coeficientes de racionales

generado por {e;: ¢ € N} es numerable y denso en X.

Asi pues, por ejemplo, el espacio de las sucesiones acotadas fo,, que no es separable, no

admite base de Schauder.

6.1. Ejemplos elementales

Espacios de dimensioén finita

Si X es un espacio vectorial de dimensién n € N, toda base de Hamel de X es una base de
Schauder de X.

En efecto, pues una base de Hammel de X es un conjunto de vectores {e; : 1 < i < n}
linealmente independientes cuyas combinaciones lineales generan el espacio X. Por tanto, todo

vector x € X puede expresarse como

n
x = E aie;,
i=1

donde los a; son escalares biunivocamente determinados por z.

Espacios de Hilbert

Toda base de Hilbert (e;); de un espacio de Hilbert H (separable) es una base de Schauder de
H. En efecto, pues si (e;); es base de Hilbert de H, entonces —de Andlisis funcional en espacios

de Hilbert— sabemos que todo vector x € H coincide con su serie de Fourier; esto es,

(e.)

T = x,e;)e; paratodox € H.
> (zedei p
i=1

Tenemos por tanto una sucesion (e;); C H de modo que H = span {e;: i € N} con coeficientes

(o coordenadas) tnicos.

44
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6.2. Espacios de sucesiones

Espacios /,

Para 1 < p < 00, el espacio de sucesiones £, = {z = (z;);: > |2;|P < oo} dotado de la norma
- 1/p
ol = (D Jwi?) " para cada z = (:); € 6,
i=1

admite como base de Schauder natural la sucesion (de sucesiones) (e'); C ¢, dada, para cada
1 € N, por
¢! =(0,...,0,0,0,1,0,0,...).

posicién @
A continuacién intentaremos dar una justificacion detallada.

Dada una sucesion arbitraria z = (z1,22,23,...) € {p, puesto que ) |z;|P es convergente,

dado ¢ > 0 existe N € N de modo que si n > N., entonces

(e}

Z ‘l‘l|p <eE.

i=n+1

Asi pues, como la desigualdad anterior es valida para todo € > 0,

o0
nILIgOHlee —x” nh_}n;oH ,O,xn+1,$n+2,...)||p:1}i>n;o Z |z;|P = 0. (6.1)
i=n-+1
Por tanto, si para cada n € N, consideramos
n
=2 _wie
i=1
entonces es evidente que ™ € span {e': € N} y —a la vista de (6.1)— [l2" — z||, — 0 cuando

n — oQ.

La unicidad de los coeficientes x; es practicamente evidente. Si para una misma sucesion de
¢, tenemos dos sucesiones de coeficientes (x;); e (v;)i, entonces para cualquier n € N se tendra

que

(o] n n
|xn - yn|p < Z |xn - yn|p = nli)rgo H inei - Zyiein =
n=1 i=1 i=1
por lo que debe ser x,, = y,, para todo n € N.

Observacion 6.1.

(a) Para 1 < p < oo, la base natural (e'); del espacio £, es shrinking, pues la sucesion de
funcionales biortogonales coincide con (e');, que es base de Schauder del espacio dual b, =
4y, siendo 1/p+1/q = 1. Tenemos que resaltar que ¢; no puede tener una base shrinking
pues su espacio dual, ., es no separable.

(b) Para 1 < p < oo, la base natural (e?); del espacio ¢, es boundedly complete, pues si (a;);
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es una sucesion de escalares para la que

n
sup H ZaieiH < 00,
neN i—1

entonces
n n n o0
sup H ZaiezH = supz |a;|P = lim Z la;[P = Z la;|P < oo,
neN o1 neN = Rt i=1
por lo que x = (a1, az,as,...) es un vector del espacio £p.

Espacio ¢y

El espacio ¢y formado por todas las sucesiones convergentes a 0 dotado de la norma

(1, 22,23, ... Ty )]|oo = sug\a:n\ para cada x = (x;); € Cp
ne

admite como base de Schauder natural la sucesiéon (de sucesiones) (e'); C £, dada, para cada
1 € N, por
¢! =(0,...,0,0,0,1,0,0,...).

posicioén @
A continuacion intentaremos dar una justificacion detallada.

Dado una sucesion arbitraria x = (z1, 22,23, ...) € cg, puesto que z,, — 0, dado € > 0 existe

N, € N de modo que si n > N., entonces |z,| < €. Asi pues, tenemos que,
n
lim || z;:ce — &l = lim [[(0,...,0,ns1, Zns2,- ) oo = 73220335‘%’ =0. (6.2)
1=

Por tanto, si para cada n € N, consideramos

n
" = g zie’,
=1

entonces es evidente que ™ € span {e': € N} y —a la vista de (6.2)— [l2" — z||, — 0 cuando

n — oQ.

La unicidad de los coeficientes x; es practicamente evidente. Si para una misma sucesion de
¢o tenemos dos sucesiones de coeficientes (x;); e (y;)i, entonces para cualquier n € N se tendra

que
n n
0= lim || > aiei = > el
i=1 i=1

= lim (21 —y1,72 — Y2, 23 — Y3, -+, Tn — Yn; 0, ... )[[oc = lim sup |z; — 4
n—infty n—00 ; <y

por lo que debe ser x,, = y, para todo n € N.

Observacion 6.2.

(a) La base natural de ¢g no es boundedly complete. En efecto, pues si consideramos, para
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cada n € N, la sucesion de escalares (ay), dada por a, = 1 para todo n € N, entonce se

tiene que

n
sup | > age’|| o = (1, 1,...,1,0,0,..) [,
neN i1

pero
(o]
d aiei=(1,1,...,1,1,...) ¢ co.
=1

La base natural de cq si es shrinking, pues el dual de ¢q es ¢1 y los funcionales biortogonales
de la base natural (e'); son los mismos vectores unitarios.
La anterior es una base natural de ¢y pero hay otras bases también como la conocida como
base sumante:
fn= Z e; para todo n natural.
i=1
Sus funcionales biortogonales son
* % *
fn =€n ~ €nt1
de forma que valen 0 para todos los f; con i < n, para i = n entonces f(f,) = 1y para
1>n

In(fi) =e (fZ)_e:z-i—l(fi) :€;(i€k> _e;kz—i-l(iek) =1—-1=0

Por tanto, dado x = (), de ¢y tenemos, tomando como fy = 0, que

n n+1
Hx—Zf Vil =Nz = (@i — wia fz\—\\a:—zxzfl szfl 1|

=1

= Hzxzez sz i +xn+1an = H Z xzez"f'xn—‘rlan

i=n+1
00
<\ D2 wie|| + I falllenta] =0
i=n+1

quedando demostrado que la base sumante es base de cg.

Ademés, dicha base no es incondicional:

Solo es necesario recordar por el Lema B.3 que Z( fn, serie convergente, converge
incondicionalmente si lo hace 3 1 ~fn- Pero es obvio ver que la segunda serie no puede

converger pues

m m % m
1 1 1
e”{( E Efn) = e’l‘( E - E ek) = E - no convergente.
i=1 =1 k=1 =1

y como la serie no converge en (cg,débil) no puede hacerlo en norma por el Teorema A.3.
Por tanto, es evidente que ambas bases —la unitaria y la sumante— no son equivalentes

entre si.
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6.3. Espacios de funciones

El sistema de Haar

Para 1 < p < oo, el espacio (LP(0,1),]-||,) de las (clases de equivalencia de) funciones
Lebesgue-medibles definidas en casi todo punto del intervalo (0,1) C R y tales que fol |f|P < o0

dotado de la norma
1 1/p
11l = ([ 5P ae) ™ para cada € 27(0.1),

admite base de Schauder. Un ejemplo es la conocida como sistema de Haar, que viene dado por

la sucesion de funciones (hy,)n, cuyas graficas (para 1 <14 < 4) aparecen en la Figura 6.1).

1 11
1 0.5 1
_1 s
(a) hy (b) ha
i — 11 -
025 05 1 05 075 1
-1 - -1 -
(c) hs (d) ha

Figura 6.1: Base de Haar

Formalmente, enumeramos la sucesion (hy,), del siguiente modo:
hi(t) =1 paratodo t € [0,1];
1, sitel0,1/2],

ha(t) =
1, sitell/2,1):
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1, sitelo,1/4], 0, sitel0,1/2],
ha(t)=<{ —1, site[1/4,1/2], ha(t) =% 1, site[1/2,3/4], ,
0, sitel[1/2,1]; —1, site[3/4,1].

Y en general, paran € Ne 1 <i < 2" si 14 es la funcién caracteristica del conjunto A C [0, 1],

h2"+i(t) = 1[21‘-2 2i—1] - 1(2i—1 2i ]

on+179n+T on+I’9n+1

Para probar que (h;)icn, es una base de Schauder de LP(0,1) veremos que (h;)icn, €S una

sucesion basica en LP(0,1) y que span {e;: i € N} = LP(0, 1). Procederemos en tres etapas.

o Las funciones caracteristicas de los intervalos diadicos son elementos de span {h;: i € N}.
Podemos construir las funciones caracteristicas de los intervalos [0,1/4],[1/4,1/2], [1/2, 3/4]
y [3/4,1] combinando linealmente las cuatro primeras funciones de la base de Haar. En

efecto, pues se tiene que:

h1 + ho hs 1 1

i T3 71 [1[0,11 +1o/2 — 1[1/2,11} +3 [1[0,1/41 - 1[1/4,1/2}]

1 1
=1 [2 : 1[0,1/2]} t3 [1[0,1/4] - 1[1/4,1/2}} =1j,1/4)

hy+hy hsy

TR == 1pa1/2,
hi—hy  hg

R Y Ve X T2 E
hi—ha hs

4 —?:-..:1[3/471].

Veamos ahora como obtener la funcién caracteristica del intervalo diadico [j/2¢, (5 +
1)/2%] como combinacién lineal de elementos de la base de Haar.
Si j es impar, suponiendo que ya hemos obtenido la funcién caracteristica del
intervalo [(j — 1)/2%,j/2¢] —que por brevedad y comodidad denotaremos por f—

como combinacién lineal de elementos de la base de Haar, es facil constatar que

1 1
o = g1z = L2

Por otra parte, si j es par, suponiendo que ya hemos obtenido la funcién caracte-
ristica del intervalo [j/2¢, (j+2)/2!] —que por brevedad y comodidad denotaremos
por g— como combinacioén lineal de elementos de la base de Haar, es facil constatar

que
11
591 Shai-1i o)z = L2 iy 2)-

o span{h;: i € N} = L,[0,1].
Dada una funcion f € LP[0, 1], podemos suponer sin pérdida de generalidad que f(x) > 0

para casi todo z € [0,1] (en otro caso habria que descomponer f en f* y f7). En tal
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caso, si para cada n € N consideramos
2n—1

gn =Y F(i/2") Ljon (i41)/20);

i=1
entonces es evidente —a la vista de la etapa anterior— que g, € span{h;: i € N}y, por
otra parte, se tiene que ||f — gn|| — 0 cuando n — oo.
Por tanto, span{h;: i € N = LP(0,1).
o El sistema de Haar es una sucesion basica en LP(0,1).
Probaremos que || f||, < ||g||, para cualesquiera funciones f y g € span{h;: i € N} que

sean de la forma
f:Zaihi y g:Zaihi conm=n+1. (6.3)
i=1 i=1

En tal caso, el Teorema 3.2 (Criterio de Banach—-Grumblum) nos permitira deducir que
el sistema de Haar es una sucesion basica en LP(0,1). En efecto, pues para m € N

arbitrario bastaria aplicar m veces la desigualdad que probaremos:
n+1 n+2

1D aihal] < (1D aihill <[|D_ahil| <o < |3 ashall.
=1 1= =1 =1

A la vista de (6.3), f y g se diferencian tinicamente en un intervalo diadico, en el que
f es constante, y toma por tanto cierto valor b, y g toma dos valores: b + a,41 en la
primera mitad y b — a,41 en la segunda.
No obstante, dado que |z|P es una funcién convexa,

b+any1  b—any1

b =——— + —5 P < b+ antl’ +[b—antif,

por lo que resulta evidente que || f|l, < ||g]lp-

Matematico hiingaro relevante en los campos del anélisis
en grupos—dando lugar a la medida de Haar— asi como
en calculo variacional y ecuaciones en derivadas parciales.
Estudio e investigo en la Universidad de Gotingen bajo la
tutela de David Hilbert, donde se doctoré, para luego vol-
ver a Hungria en 1912. Tras la Primera Guerra Mundial, y
tras la creacion de la Universidad de Szeged (resultante de

mover la antigua Universidad de Kolozsvar a las fronteras

de la recién fundada reptublica de Hungria) Haar formo,

Alfréd Haar junto a Frigyes Riesz, un importante centro de investiga-
Budapest, 1885 - Szeged, 1933 cibn matemética con su propia revista de gran prestgio
donde publicaron gente de la talla de Von Neumann, Hen-

ri Cartan, George Poélya o Paul Erdos.
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La base de Faber—Schauder

El espacio (C([0,1]), ] |lcc) de las funciones continuas en el intervalo compacto [0,1] C R

dotado de la norma de la convergencia uniforme,
Ifllc = sup |f(t)] para cada f € C([0,1]),
te[0,1]

admite base de Schauder. Un ejemplo es la conocida como base de Faber—Schauder, que viene

dada por la sucesion (f,)n, C C([0, 1]) cuyas graficas (para 1 <14 < 5) aparecen en la Figura 6.2).

(a) fr (b) fa (c) f3

025 05 1 05 075 1
(d) fa (e) f5

Figura 6.2: Base de Faber—Schauder

Formalmente, enumeramos la sucesion (fy, ), del siguiente modo:

fi(t) =1 para todo t € [0,1];
fo(t) =t para todo t € [0, 1];

24, sitel0,1/2],

22t sitell/2,1];
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4t site[0,1/4], 0, sitel0,1/2],
falt) =% 2—4t, site[l1/4,1/2], fs(t) =< 4t—2, site[1/2,3/4],
0, sitel1/2,1); 4—4t, site[3/4,1].

Y en general, paran € Ne 1 <3 <27,

f3(2"t4+1—4), site|(i—1)/2" /2",
fortivi(t) =
0, en otro caso.

Matematico aleméan. Estudié fisica y matemaéticas en
las universidades de Munich y G&tingen y realizo tra-
bajos que resultaron ser muy importantes en los anos
ochenta cuando fueron utilizados para la resolucién

eficaz de ecuaciones en derivadas parciales.
A b Fue lingiiista por aficion, interesado tanto en lenguas
La modernas como antiguas y estuvo muy interesado en
Georg Faber la ensenanza.
Kaiserslautern, 1877 — Mnich, 1966

La construccion (y existencia) de la base de Faber—Schauder se fundamenta en el caracter
separable del intervalo [0,1] C R. En realidad, bastaria con tomar cualquier sucesion (t,)nen C
[0,1] cuyo conjunto de términos sea denso en [0, 1] y considerar como f, a la funciéon afin que
vale 1 en el nodo t, y decae hasta 0 en los nodos adyacentes manteniéndose nula en el resto
del intervalo. Por comodidad, hemos considerado como sucesion de puntos (), a la dada por:
f=0,t1=1yt,=i/27si k=27 +i.

Consideramos, para cada n € N, la proyeccion (lineal y acotada) P,: C([0,1]) — C([0,1])
que asocia a cada funcion f € C([0,1]) la poligonal de vértices (tg, f(tx)) con 1 < k < n.

En tal caso,
P f f(O)flv
Pof =f(0)f1 + [f(1) = f(0) fr(1)] fo,
Pyf =f(0)fi + [f(1) = F(0) f1(1)] fo
+ [F0/2) = SO £(1/2) - [£1) - FOAMD]2(1/2)] £
En general,

Pof =Y aifi,
i=1


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Faber/
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donde a1 = f(0) y
n—1
an = f(tn) — Z an fi(tn) paran > 2.
i=1

Conviene observar que, por ser f;(tx) = 0 para todo k < 4, al incrementar n, no varia el valor
de los primeros sumandos, por lo que sblo hay que calcular los coeficientes de los nuevos nodos

(o sumandos) anadidos.

También resulta interesante observar que por tener P, f una funcién con grafica poligonal,
ésta alcanza sus maximo y minimo en uno de sus nodos (donde los valores de f y P, f coinciden).

Por tanto,

[Puflloc = max [f(nodog)| < sup |f(z)] =[]l
ke{l,...,n} z€[0,1]

Es decir, concluimos que sup,,cy || P < 1.
Probaremos que la sucesion de proyecciones (P,), que acabamos de introducir satisfacen

las hipotesis del Teorema 1.4, por lo que podremos afirmar que (f,), es base de Schauder de

(a) Veamos que {f;: ¢ € N} es un conjunto linealmente independiente en C([0, 1]). Considere-

mos para ello una combinacién lineal arbitraria igualada a cero:

=1

En tal caso, evaluando en el nodo ¢,,, obtenemos que
n
> Xifmi(tn,) = Xi =0,
i=1

por lo que concluimos que A; = 0 para todo 1 < i < n. Queda entonces probado que P, (X)
es un espacio vectorial de dimensién n.

(b) Trivial a la vista de la definicion de las proyecciones P,.

(c¢) Sea f una funcion continua en el intervalo [0, 1]. Tenemos que probar que P, f = f unifor-
memente en [0, 1].
Dado que f y P, f son funciones continuas en [0, 1], el Teorema de Weierstrass asegura la

existencia de t} € [0,1] de modo que:
[1Pnf = flloo = sup [Paf(t) = f(O)] = [P f () — f(£,)]
telo,

Por otra parte, la continuidad uniforme de f en [0, 1] asegura que para todo € > 0 existe
d >0 de modo que si s, t € [0,1] y |t — s| < 4, entonces |f(t) — f(s)| < e.

Ademas, la densidad de la sucesion de puntos (¢,), C [0, 1], nos permite afirmar que dado
e > 0, existe N; € N de modo que todo punto del intervalo [0, 1] dista menos que § de
algin punto del conjunto {t;: 1 <i < N.}.

En tal caso, para n > N, dado que existen 4, j € N de modo que t, € [t;,t;] cont; —t; < 0,
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se tiene que

1Pof = flloo = [Bnf () = f(80)] = [Paf(tn) = Puf(ti) + f(E:) — f(25)]
< |Puf(ty) = Puf (o)l + [ f(t:) — f(£,)]
< |Paf(t5) = Paf ()] + [f(8:) — f(£)]
= [f(t5) = F@) + [f(t:) = F(tn)] < e+ = 2e,

donde en la tercera linea hemos empleado que

[Pnf(t) = Puf(s)| < |Puf(ti) = Puf(t;)| paratodo s, ¢ € [ti,t].

Queda justificada entonces la convergencia uniforme de P, f a f en el intervalo [0, 1].
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Anexo A

Topologias débil y débil*

Definicion A.1. Dado un espacio normado X, definimos su topologia débil como la topologia
méas pequena que hace que los funcionales lineales sean continuos. También podemos caracte-
rizarla describiendo cémo una sucesion de X converge débilmente: dada una sucesion (zp)nen,

esta converge a xg si y solo si, para cualquier funcional f € X*

I f(zn) = f(x0)

n—oo

También podemos describir los abiertos bésicos de esta topologia: como la topologia débil atin
mantiene el cardcter de espacio vectorial topologico de X la suma y multiplicaciéon por escalares
son continuos, y por tanto cualquier abierto puede ser expresado como homeomorfismo de un
entorno del 0. Basta ver cémo son estos entornos. Dado cualquier funcional, por ser lineal la
imagen del 0 debe ser el 0, y si queremos que sea continuo la imagen de valores cercanos al
deberan estar cerca del 0, por lo tanto los abiertos bésicos los podemos describir como, dado un

e >0,
W(0; f,e) ={z € X: [f(z)] <&}
y como la convergencia se tiene que dar para todos los funcionales, realmente un abierto basico

debe ser, dados fi,...,fn € X* yune >0,

W(O;fl,...,fn,é“) = {.f € X: ‘fl(xN’?’fn(x)‘ < 5}'

Asi, al verificar la condicion de continuidad cerca del 0 para cualquier funcional la imagen inversa

de un entorno del 0 va a estar contenida en alguno de estos abiertos bésicos.

Cabe destacar que los entornos del 0 (y por extension cualquier entorno) son particularmente
grandes. Como la dimensiéon del rango de un funcional f € X* es a lo mucho 1, si su dominio X
es de dimension infinita entonces ker(f) va a tener dimension infinita, y ker(f) o la interseccion
finita de nucleos de funcionales estdn contenidas en los entornos del 0, ergo dichos entornos
contienen espacios de dimension infinita (son muy grandes). O lo que es lo mismo, los abiertos

en (X, débil) no pueden ser acotados de X.

De la misma forma podemos definir una topologia aiin més pequena.

Definiciéon A.2. Dado un espacio normado X* que sea el dual de otro espacio X, definimos
su topologia débil estrella o débil* como la topologia méas pequena que hace que las aplicaciones

evaluacion, T, : f € X — f(z) € K, sean continuas. También podemos caracterizarla de la misma

o6
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forma que con la topologia débil mediante la convergencia de sus sucesiones: dada una sucesion

(fn)nen, converge a fo siy solo si para cualquier z de X,

lim f,(z) = fo(z)

n—oo

Al igual que con la topologia débil podemos describir sus abiertos bésicos. Por las mismas
razones que expresamos con anterioridad tenemos que cualquier abierto débil* es homeomorfo a
un entorno del 0 por lo que solo tenemos que estudiar los abiertos en (X*, débil*) que contengan
al 0. Para ello, como las evaluaciones son lineales por la linealidad de los funcionales de X™* y
queremos que sean continuos, si tomamos una conjunto de puntos de X, z1, ..., x, queremos que
si estan cerca del 0 entonces sus imagenes por cualquier funcional estén cerca del 0, por tanto

dado un € > 0 se tendria por abierto bésico
W(0;21,...,2n,) ={f € X*: |f(x1)|,...,|f(xn)| < e}

Hay que resaltar que la topologia débil* no es méas que la topologia débil en el dual pero
restringiendo los funcionales de su dual, X**, que empleamos para construir los abiertos bésicos

s6lo a las evaluaciones.

Estas topologias siguen guardando una relaciéon entre ellas y con la topologia de la norma,

como podemos ver en el siguiente teorema:

Teorema A.3. Dado un espacio vectorial noramdo X y una sucesion (), en X, tenemos las

sigutentes implicaciones
o Siz, M> T entonces T, —>% x en (X, débil)
. n— oo - n—00 P
o Six, — x en (X, débil) entonces x,, —— x en (X, débil")
Ademds, si el espacio es reflexivo, es decir X ~ X**, entonces las topologias débil y débil*

coinciden.

Ahora pasamos a enumerar una serie de resultados sobre las topologias débiles que empleamos

a lo largo del presente trabajo:

Teorema A.4 (de Mazur). [5, pdg. 11][12] Dado un espacio normado X y un subconjunto

convexo K C X, se tiene que

W

K=K

siendo K la clausura de K en la norma y K su clausura en (X, débil).

Teorema A.5 (de Alaoglu). [5, pdg. 13] Para todo espacio normado X, la bola unidad de su

espacio dual, Bx~, es compacta en (X*, débil*).

En particular, si X es un espacio reflexivo entonces Bx es compacta en (X, débil)

Teorema A.6 (de Eberlein—gmulian). [5, pdg. 18] Dado un espacio de Banach X , un subconjunto
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A es relativamente compacto en (X, débil) si y solo si es relativamente secuencialmente compacto

en (X, débil).

Lema A.7. [3, pdg. 16] Dado un espacio de Banach X, si X* contiene una sucesion (z}), tal
que

*

zp(x) =0,yneN = =0

entonces todo subconjunto compacto de (X, débil) es metrizable con la topologia débil.

Lema A.8. [13, pdag. 74-76] Dado un espacio de Banach X, si X* es separable entonces Bx es
metrizable en (X, débil)

Lema A.9. [14, pdg. 185 €j. 3] Toda sucesion acotada de co tiene una subsucesion de Cauchy
en (co, débil).



Anexo B

Resultados auxiliares

Lema B.1. Sea > x; una serie en un espacio de Banach X y x € X. Son equivalentes:

(1) Para todo € > 0 existe un conjunto finito F' C N tal que
|z — Z zil| < e
i€F’
para cualquier F' conjunto finito de N tal que F C F’

(73) Sim es una permutacion de N entonces

D ey = @

Demostracion.
(i) = (ii)
Se vera que F esta contenido en el subconjunto de las permutaciones de los primeros m nt-

meros naturales y, aplicando la hipétesis tomando por F” ese subconjunto, se tendra el resultado.

Sea € > 0 fijado y considérese el conjunto F' C N como el que verifica la hipotesis. Como
es una permutacion de N, y por tanto una biyeccion, y F' es un subconjunto finito de N se tiene
que para cada n € F existe un m tal que m(m) = n, y como F es finito existe un cierto ng € N,
que puede ser el maximo de los m, tal que F' C {w(1),7(2),...,m(ng)}. Por la hipotesis, se tiene

que
n
lz =D anl <<
i=1
(it) = (i)
Suponiendo que no sucede (ii) pero si (i), se construird una sucesion de conjuntos finitos
F} para los cuales la suma de sus elementos sea siempre mayor a un cierto valor, después se

escogera una permutacién que deja dichos conjuntos fijos fijos y se vera que la serie asociada a

esa permutacién no converge.

Por reduccion al absurdo, supéngase que existe un € > 0 para el cual todo conjunto finito £

verifica que existe un F’ O F tal que

o= il >«

i€l

99
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Por hipotesis, y como la identidad es una permutacion de N, > z; = z y por tanto para todo

k € N existe un nj, tal que

ny, 1
IS -] < L
i=1

Sea ahora, para k = 1 un subconjunto F' C N que contiene a {1,...,n]} y que verifica que
|z — Z zil| > €
i€ F’

(v que existe por la hipoteis de reduccion al absurdo). Sea ahora F; = F'/NN\{1,...,n{}, n1 = n}
y ng = méax{n,, max(Fy) + 1}, asi se tiene que ny > max F; > min F} > ny.
Aplicando induccién, se construyen todos los conjuntos Fj y los naturales n verificando que

Ngy1 > max F > min Fy, > ng y

HZ%—xH—HZfEﬁZxk—x!!>€

ieF’ i€ Fy,

. Por tanto

HZ sz—xH<HZ%—:¢H+HZ%!< LS

i€Fy, i€Fy 1€ FY,
Con k suficientemente grande se tiene que H Z sz > £ para cierto € > 0
1€ FYy,
Tomando la permutaciéon m que deja fijos los elementos de F}, se tiene que, para k suficiente-

mente grande

ng Nk
ey + Y i 2 HZM—HZ% )= all > e 13- on
i=1 =1

i€F}, 1€F

Lo cual es una contradiccion, pues suponiendo que la serie > Tr(;) converge entonces el término

H Z Tr(s) — a:“ tiende a 0, pero entonces

HZ% + D wi—a] 40

i€ Fy

contradiciendo la hipotesis de partida.

Sea (X, || -||) un espacio de Banach.

Lema B.2. Una serie Y x; es incondicionalmente convergente si y solo si es incondicionalmente
de Cauchy, i.e., si dado € > 0 existe un subconjunto finito F' de N tal que

12 will <e

i€ F’
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para cualquier F' conjunto finito disjunto de F.

Demostracion.
Primero es necesario ver que una serie incondicionalmente de Cauchy es una serie de Cauchy.

Fijado € > 0 y con F' un conjunto finito dado por la definicién de incondicionalmente de

Cauchy basta tomar N = max F' con lo que tiene que para todo par p,q > N,
q

P q
1D wi= 3wl =D will <e
i=1 i=p

i=1

tomando como F' = {p,...,q}, el cual es disjunto de F. Y por tanto, se cumple la definicion de
serie de Cauchy.

Como estamos en un espacio completo, por ser X de Banach, se tiene que existe un cierto
r € X tal que x = ) ;.
“277

Fijado un € > 0, por ser condicionalmente de Cauchy se tiene que existe un F* subconjunto
finito de N tal que para todo F’ subconjunto finito disjunto de F™* se tiene que

I Z zi|| <e.
i€F!

Por la convergencia de la serie se tiene que existe un cierto N1 natural para el cual, dado un

n > Ny,

n
13— af <=
i=1

Si se toma ng = max{méax F*, N1} y F = {1,...,ng} se tiene que, para cualquier F’ O F
no no
IDwi—all =Dzt Y wmi—z| <Y m—all+] D @il <ete=2
ieF’ i=1 1€F" i>ng i=1 1€F’ i>ng

Y por tanto se tiene la convergencia incondicional.
113 : ba)

Fijado € > 0, por la convergencia incondicional se tiene que existe F' conjunto finito de N de

forma que dado un conjunto finito £’ O F se tiene que

Hzxz‘—l’H<E

ieF’
de la misma forma, por la convergencia de la serie se tiene que existe un cierto N1 natural

para el cual, dado un n > Ny

n
1> -l <e.
=1

Si se toma ng = max{méx F, N1}, dado un conjunto finito F’ disjunto de F' se tiene que F' C
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F'u{l,...,np} y por tanto

no no no
I =St mere-Y <] Y wal e wl<ere=2
icFY ieF i=1 i=1 i€F'U{1,....;n0} i=1

O

Lema B.3. Una serie Y x; converge incondicionalmente si y solo si converge Y &;x; con cual-

quier eleccion de (g;); = (£1);.

Demostracion.
13 : 77
Probemos que Y €;z; es de Cauchy y, por ser X un espacio completo, convergente.

Por ser > x; incondicionalmente convergente, por el Lema B.2, fijado € > 0, existe un con-
junto F finito de N tal que para cualquier F”’ disjunto de F que verifica
1> @il <e
iEF'
Sea ng > max F, dados n,m > ng, se tiene que {i e N: g, =1,m >i>n}NF =0y
{ieN:g=—-1,m>i>n}NF =0, por tanto:

Hime <| Z i ||| Z —zil| <et+e=2e

n<i<m,e;=1 n<i<m,e;=—1

y por tanto la serie converge.
13 i b

Suponiendo que Y x; no es incondicionalmente de Cauchy, entonces existe € > 0 tal que para

cualquier subconjunto de N finito F existe otro conjunto finito F’ disjunto de F' que verifica

1> il >e

el

En particular, si se toma F* = {1} finito, existe F} disjunto tal que H Z 33@H > ¢. Si ahora se

1€l
toma F* = {1,..., méx F } finito se tiene que existe un Fj disjunto de F™* verificando que
1> will >«
1€y

y que min F5 > méx F}.

Por recurrencia se definen todos los Fj con k natural de forma que H Z :L‘ZH > €y que
i€ Fy
min Fj4q1 > méx Fy,.
Se definen ahora los conjuntos Ey = {min F, ..., méx Fj} para todo k natural y los valores

v; COMO

ovi:1sii€UFk
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ov;=—1sii¢|Fk.

De esta forma,
I will + 1 D vl > | 3 @it D wiaall = || 3 il > 2
i€Fy i€Ey i€Ey i€Ey i€ Fy,

Por tanto, o bien H E xZH > g, y en ese caso se tomard £; = 1 para todo ¢ € Ei, o bien
1€Fy
H g lelH > g, y en ese caso €; = v; para todo ¢ € Ey. En cualquier caso, se asegura que

=
ETES

i€ Ey
y por tanto la serie no es de Cauchy, pues para todo N natural existe un k natural de forma que

p =min Fy, ¢ = max F, > N:
q
H Z&%H = H Z 613:ZH > €.
i=p i€Fy

O

Lema B.4. Una serie Y x; es incondicionalmente convergente si y solo si ) xy, es convergente

para cualquier sucesion creciente {n;}5° .

Demostracion.
[13 ; 2

Por ser incondicionalmente convergente (y por tanto incondicionalmente de Cauchy) existe
F conjunto finito de N tal que para cualquier F’ conjunto finito disjunto se tiene que
1> @il <e.
i€F’

En particular, si p, ¢ > méx F', entonces np,ng, > max F'y

a

1E=p

<e.

Por tanto la serie es de Cauchy, ergo convergente.
13 i b

Viendo el contrarreciproco, supongamos que la serie no es incondicionalmente de Cauchy,
entonces existe un € > 0 y una sucesion de conjuntos finitos Fj, de N tal que max Fj, < min Fy

y
PEIED
1€ FY,
Tomando por {n;}3°, = |JF}, se tiene que, para cualquier N natural existe un k tal que
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min Fj, max F, > N:

max Fy,

i=min F},

> €

y por tanto la serie no es de Cauchy.

Lema B.5. Denotando por X al espacio co o £, con p € [1,00) tenemos que

XX ~X

Demostracion. Primero hay que dotar al espacio suma de la norma producto:

|z +yll = [[=]x + [lylx donde z,y € X
Para probar el isomorfismo veamos que la aplicacién T: X @& X — X definida como

T((l‘n)’rh (yn)n) = (I‘l, Y1,22,Y2,T3,Y3, .- )
es un isomorfismo. Por completitud, la expresiéon general seria

Tpn, M =2n
T((xn)m (yn)n) = (Zm)m donde Zm =
Yn, MM = 2n + 1

La linealidad es facil de probar:

dados dos elementos ((zn)n, (Yn)n)s ((an)n, (bn)n) E X B X y A ER:

T(A(@n)n, (Yn)n) + ((an)n, (bn)n)) = T((AZyn + an)n, (AYn + bn)n)) = (2m)m
donde, para todo m natural

ALy + an, M =2n

Zm =

Ay + b, m=2n+1
Por otro lado,

Ty, M =2n
Yn, MM = 2n+1

an, M =2n
T(((an)n; (bn)n)) = (Z,Zn)m donde z?n =
bn, m=2n+1

Resulta por tanto evidente que
TA(zn)ns (Yn)n) + ((@n)ns (bn)n)) = AT (((Zn)n, (Yn)n)) + T (((@n)n; (bn)n))

La biyectividad es sencilla, Para toda sucesién de X su preimagen es coger las subsucesiones
de indices pares e indices impares, por tanto T' es sobreyectiva (dichas subsucesiones estan en X

de forma trivial). La inyectividad es trivial.
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Por dltimo, la continuidad.
Dado un elemento ((xn)n, (Yn)n) € X & X,

= Para el caso de X = ¢y,

1T ((@n)n, (Yn)n))lloo = sup{|zal, [yn[} < sup |2n] + sup [yn|
neN neN neN

» Para el caso de £,

IT(@n)ns W)l = (3 J2al? + [9al?)? = (3 lnl? + 3 lyal?)?
n=1 n=1 n=1
< (S l2al) 7 + (X wal?) 7 = [ @n)ally + 11 a)nlly
n=1 n=1

y por tanto se da que T es continua, demostrandose que 7' es un isomorfismo.
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Teoremas fundamentales del Analisis funcional

Teorema B.6 (de la aplicacion abierta). [13, pdg. 35/

Dados X,Y dos espacios de Banach y f : X — 'Y un operador lineal continuo y sobreyectivo,

entonces f es una aplicacion abierta.

Teorema B.7 ( del grafo cerrado). [13, pdg. 37/

Sean X,Y dos espacios de Banach y T: X — Y un operador lineal. Si para toda sucesion
(Tn)n de X tal que xp, D70 2 se verifica que, si T(zy) D0y entonces y = T(x), entonces T

es un operador continuo.

Teorema B.8 (de extension de Hahn-Banach). Dados X espacio normado, Y espacio de Banach
y M un subespacio denso en X. Si Ty: M — Y es un operador lineal continuo entonces existe

un unico T : X =Y operador lineal acotado que verifica

(i) T|m = To
(i) [|T|| = || 7ol

Teorema B.9 ( de extension de Hahn-Banach aplicado a funcionales). Sea X un espacio nor-

mado e Y un subespacio de X. Si fo € Y™, entonces existe un f € X* tal que

(@) N foll = Il
(@) fly = fo

Lema B.10 ( de Riesz de elementos casi ortogonales). [5, pdg. 2/

Dado un espacio normado X y un subespacio Y no denso en X entonces para todo r € (0,1)

existe un cierto x € X con ||z|| =1 de forma que
dz,Y)>r

Teorema B.11 ( Principio de acotacion uniforme de Banach-Steinhaus). [13, pdg. 32/

Dados X, Y espacios normados y F una familia de operadores lineales de X oY . Sisupper || Tx||

para todo x € X, entonces suppcr ||T]| < oo.
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