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Resumo

O propésito do traballo é a xeralizacién da coniecida integral de Lebesgue, que a esten-
deremos a funciéns que toman valores nun espazo de Banach B arbtitrario. FEsta integral
xoga un papel moi importante & hora de estudar as soluciéns de determinadas EDPs, pois
0s espazos onde se buscaran estaran formados por funcidns integrables neste novo senti-
do. Do mesmo modo, xeralizaremos os famosos espazos de Lebesgue LP, estendéndoos de
maneira natural a funciéns que toman valores nun espazo de Banach. Para facer isto, é
importante estar familiarizado con algunhas nociéns bésicas da analise funcional e a teoria
da medida de Lebesgue, polo que os dous primeiros capitulos estarian dedicados a recordar

certos conceptos e resultados que axuden a comprender mellor o resto do traballo.

Abstract

The aim of this work is to generalise the well known Lebesgue integral, which we will
extend to functions that take values on an arbitrary Banach space B. This new integral
plays a major role when studying solutions of some partial differential equations, as we
will search them in spaces formed by these new integrable functions. Similarly, we will
generalise the famous LP spaces, extending them naturally to Banach valued functions. To
study this, it’s important to be familiar with some basic notions about functional analysis
and Lebesgue measure theory, so the first chapters will be dedicated to recall certain

concepts that may help the understanding of this work.
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Introducién

E ben sabido que a integral de Lebesgue vista no grao desenvolve un papel moi im-
portante en numerosos campos das matematicas, como o son a teoria da medida, a teoria
de probabilidades, a busqueda de solucions de EDPs, etc. Polo tanto, ten un gran interese
intentar xeralizar este tipo de integral a unha clase de funciéns mais amplio que as funciéns
Lebesgue medibles. Con esta idea en mente nace a integral de Bochner, que serd a estension
natural da integral de Lebesgue a un espazo de funciéns que toman valores nun espazo de
Banach B. Seré este o tema central do traballo.

Deste modo, comezaremos analizando as funciéns para as que se podera construir a integral
de Bochner, denominadas fortemente medibles. Unha vez construida a integral de Bochner,
estudaremos as stias propiedades bésicas, que proceden de xeralizar as stias anélogas no
caso escalar. Tamén veremos que esta nova integral admite a estensién de dous resultados
clasicos da integral de Lebesgue: O Teorema da Converxencia Dominada e o Lema de Fa-
tou.

Recordemos que os espazos LP clasicos suponien o exemplo mais importante de espazo vec-
torial normado no contexto da teorfa da medida e da integral de Lebesgue. Polo tanto, é
natural que tras introducir a integral de Bochner e as stias propiedades, tratemos de xe-
ralizar estes importantes espazos funcionais. En efecto, o ultimo capitulo corresponderase
coa introduccion dos espazos LP(X, 3, u, B), onde (X,%, u) é un espazo de medida e B
un espazo de Banach arbitrario. Asi, comentaremos as siias propiedades mais importantes
destes e daremos unha xeralizacién do Teorema de Representacion de Riesz, para rematar
cun resultado de gran importancia nos espazos LP(X, ¥, 4, B) que non conta cun analogo
no caso escalar.

E importante destacar que para unha compresion adecuada deste traballo é necesario estar
familiarizado con distintos conceptos vistos no grao sobre a teoria de integracion e sobre
analise funcional. E por eso que no primeiro capitulo repasaremos nociéns basicas de ana-
lise funcional, como o que se entende por espazo de Banach ou polo espazo dual deste;
mentres que no segundo capitulo recordaremos como se construia a integral de Lebesgue

clasica e os seus resultados mais importantes, asi como unha breve mencién aos espazos
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X INTRODUCION

LP as stias propiedades e as stas aplicaciéns.



Capitulo 1

Preliminares de analise funcional

Neste capitulo repésanse os conceptos e resultados da anélise funcional que se viron
durante o grao, e cos que hai que estar familiarizados para comprender os capitulos centrais
do traballo. Dado que se trata dun capitulo de repaso, non se incluirdn as demostraciéns.
Estas podense atopar, na stia maioria, nos capitulos 12 e 13 do libro [Bruckner, 2008].
Deste modo, convén comezar recordando o que entendemos cando falamos de espazos de
Banach. Este tipo de espazos tefien unha gran importancia na andlise funcional, e serd onde
nos desenvolveremos nos capftulos posteriores, polo que é importante comprender que son

mais as siias propiedades.

1.1. Preliminares de espazos de Banach

Dado que se trata dun capitulo de repaso, non se incluirdn as demostracions. As de-
mostraciéns dos resultados desta secciéon aparecen, na stia maiorfa, nos capitulos 12 e 13
do libro [Bruckner, 2008|.

Definicién 1.1. Sexa X un espazo linear. Unha norma en X é unha funcion ||-|| : X — R

que cumpre:
L. ||zl >0, e ||| =0seesosex=0.
2. |laz|| = |al||z| para todoa € Rex € X.
3. [z +yll <|z|| + |ly|]| (Desigualdade triangular).

A un espazo linear X cunha norma |[-|| en X chamarémolo espazo vectorial normado

(EVN).

Definicion 1.2. Un conxunto X dise un espazo métrico coa métrica d: X x X — R se

d verifica:
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1. d(z,y) > 0ed(z,y) =0 seesosex=0.
2. d(,y) = d(y,z).
3. d(z,2) < d(x,y) +d(y, 2).

Destas definiciéns podemos ver que calquera espazo normado da lugar a unha métrica

dada por
d(z,y) = [l —yll

que se denomina métrica inducida pola norma ||-].

Definicion 1.3. Sexa (X, d) un espazo métrico. Diremos que é completo se toda sucesion

de Cauchy contida en X converxe a un elemento de X.

Cando traballamos con sucesiéns, é bastante recorrente na andlise funcional estudar
que ocorre cos seus limites. E, polo tanto, importante asegurar que estes se atopan dentro

do espazo no que estamos considerando as sucesiéns, polo que definimos:
Definicion 1.4. Un espazo de Banach é un espazo vectorial normado completo.

Exemplo 1.5. Un exemplo cofiecido de espazo de Banach é o espazo das funciéns reais
continuas definidas no intervalo [0, 1], denotado por C[0, 1], xunto coa norma infinito |||

En efecto, si consideramos unha sucesion de Cauchy {f,}nen en C, temos que:

» Para x € [0,1] fixado, para n,m € N suficientemente grandes, temos que |f,(z) —
fm(@)] < ||fn — fmll <€, pola definicién de norma infinito e por ser {f,} de Cauchy.
Polo tanto, cada {f,(z)} é de Cauchy en R.

» Como R é completo, existird, para cada = € [0, 1], o limite
f(x) = lm f,(z).
n—oo
» {fn} converxe a f en norma infinito, pois

(@) = fn(@)] = M [fu) = fn(a)].

E como {f,} é unha sucesion de Cauchy, existira un valor de N independente de x
tal que:
|f(2) = fm(z)] < € Vm > N.

Polo que f, — f.
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Como imos estar traballando en espazos de Banach,que son, en particular, espazos
lineais, tenen un especial interés os operadores lineais definidos nestes espazos. Procedemos

polo tanto dando a definicién do que entendemos por un operador nun espazo linear:

Definicion 1.6. Sexan X e Y espazos lineais. Sexa T : X — Y. Se
T(Ozlxl + 042562) = Ole(J?l) + OéQT(.’L'Q) (1.1)
para todo aq,a9 € R e x1,20 € X, diremos que T é un operador linear de X en Y.

Exemplo 1.7. Tomemos o espazo de Banach visto no exemplo anterior (C[0, 1], ||-||s)- Un

exemplo de operador linear neste espazo é a aplicacion T : C[0, 1] — CJ0, 1] definida por:
p p P p s ; p

Tf(x) = f(z) + /0 " f(u)du.

En particular, é sinxelo demostrar que se trata ademais dun operador acotado.

Definicion 1.8. Un operador linear T : X — Y dise acotado se existe M > 0 tal que
|Tz|| < M|z|, paratodoze€ X.

Exemplo 1.9. Un exemplo dun operador linear acotado é o visto anteriormente. Porén, é
habitual atoparse con operadores lineais que non estédn acotados. Un exemplo ben conecido
é o seguinte:

Consideremos o espazo X = (C[—1,1],|'||«), € a aplicacién dada por
a:feX —=a(f)=f'(0)eR.

Claramente é linear. Para ver que efectivamente non é acotado, recordamos o seguinte

teorema, que relaciona isto coa continuidade:
Teorema 1.10. Un operador linear é acotado se e sé se é continuo.

Exemplo 1.11. Consideremos o mesmo operador que o exemplo anterior. Se tomamos
entén a sucesion de elementos {% sennt}, temos que converxe uniformemente a 0. Pero
a(fn) = cosnt, que claramente non converxe a 0, polo que « non é un operador continuo

e, polo tanto, non acotado.

Ao conxunto de operadores lineais acotados T': X — Y denotarémolo por B(X,Y).

Este conxunto, se o consideramos coas operaciéns

(T + T3) () = Ti(z) + Ta(x) para todo x € X
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e para a € R definimos a1} como
(aTy) (x) = aTy(x) para todo x € X.

Tense que B(X,Y) é pechado baixo a suma e a multiplicacion por escalares, polo que

se trata dun espazo linear. Ademais, se lle asignamos a norma en B(X,Y') dada por:

IT|| = inf{M : || Tz| < M||z||, para todoz € X}

teremos entén que o par (B(X, Y), ||'HB(X,Y)) é un espazo métrico, que abreviaremos,
se non da lugar a confusion, por B(X,Y). Existe un caso particular que ten unha gran
importancia: o caso onde Y = R. A este espazo B(X,R) chamarémolo espazo dual de X e

denotarémolo X'’. Se o dotamos coa norma
2] = sup{< ', 2 >: ||lz[| = 1}

temos que se trata dun espazo vectorial normado, onde < 2/, 2 >= 2/(x) se denomina par

dualidade. Do mesmo modo, ao espazo (X')’ chamarémolo bidual de X.

Teorema 1.12. Seza B(X,Y) 0 espazo de operadores lineais acotados dun espazo normado
X nun Banach Y. Enton B(X,Y) é un espazo de Banach.

Teorema 1.13. Se X € un espazo linear normado, entén o dual X' é un espazo de Banach.

Agora preséntase unha das ferramentas mais importantes da anélise moderna: o teo-
rema de Hahn-Banach. Como o nome indica, existen diias versiéns deste resultado: Hahn
demostra que un funcional linear continuo definido nun subespazo dun EVN pode ser es-
tendido ao espazo total. De maneira independente a este, Banach proba unha versiéon méis
xeral deste para funcionais que estan acotados por outro funcional subaditivo. Unicamente
formalizaremos a version de Hahn, xa que é na que nos apoiaremos nalgins resultados
posteriores. Se se quere ver con méis formalidade a version de Banach e as stias diferencias,

aparece ben explicado na seccién 12.5 de |Bruckner, 2008|.

Teorema 1.14 (Teorema de Hahn-Banach, version de Hahn). Seza X un espazo linear
normado, Y un subespazo de X, e f un funcional linear acotado en Y. Enton existe unha
extension de f de f a X tal que ||f]| = ||f]|-

Unha consecuencia directa deste teorema é o seguinte corolario que nos servird de axuda

mais adiante:

Corolario 1.15. Sezxa X un espazo normado e xg # 0 un elemento de X. Entdn, existe

un funcional linear fy en X tal que

fo(zo) = llzoll e |lfol = 1.
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1.2. Converxencia forte e débil

Unha vez vistos os conceptos basicos sobre os espazos normados e de Banach, imos
ver un novo tipo de converxencia distinto do usual que chamaremos converxencia débil, e
analizaremos que relacién existe entre estes. Ao igual que na seccién anterior, as demos-
traciéns non se incliien, pero poden atoparse no capitulo 5 do [Yosida, 1995].

Deste modo, comezamos definindo:

Definiciéon 1.16 (Converxencia débil). Sexa X un espacio vectorial normado e denotemos

por X’ 6 seu dual, diremos que:

» Unha sucesion {x,} C X ¢ débilmente converxente se existe un limite finito

lim f(zy,) para cada f € X'.

» {z,} converxe debilmente a un elemento ro, € X se lim f(z,) = f(r~) para cada
T—r00
f € X'. Neste altimo caso, 7 estd unicamente determinado, en virtude do corolario
do teorema de Hahn-Banach 1.15.

Cabe destacar que non todas as sucesiéns debilmente converxentes converxen debil-

mente a un elemento do espazo. Para isto, basta considerar o seguinte exemplo:

Exemplo 1.17. Sexa X = C([0,1]) e f,(x) = 2™. Polo teorema de Riesz, temos que se g

é un elemento do dual de X podemos escribir:

1
g(fn):/o fndx

Polo que é sinxelo ver que existe o limite lim,, o g(fp), logo { fn} € debilmente converxente.

Pola contra, temos que a funcién limite desta sucesion é a dada por

0 s2 z<1
f(z) =

1 st z=1
Que é claramente discontinua, logo a sucesién non é converxente.

Como ¢ de esperar, se unha sucesién converxe no sentido usual, entén tamen converxera

debilmente.

Proposicion 1.18. Seza {x,} unha sucesion nun espazo normado X. Entén, se {x,}

converze a Too no sentido usual, {x,} converze a o debilmente.

Porén, non todas as sucesiéns que converxen debilmente o van facer no sentido usual.

Un exemplo é a seguinte:
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Exemplo 1.19. Tomemos a sucesion de funciéns dadas por, para cada n € N,
fn(x) = signsen(2" )

con z € [0,1]. Temos que converxen debilmente a 0 no espazo L?, pero claramente non

pode converxer a 0, pois || fp]| =1 Vn e N.
Enunciamos agora o un teorema que necesitaremos para demostraciéns posteriores.

Teorema 1.20 (Teorema de Mazur). Seza Too o limite débil dunha sucesion {x,} nun

espazo normado X e sexa € > 0 . Enton existe unha combinacion convexa

n
E Oéj . mj
Jj=1

de x5 tal que ||Too — Y5 ) aj 3] < e

Teorema 1.21 (caracterizacion das sucesions debilmente converxentes). Unha sucesion

(xr) nun espazo linear normado X converze debilmente a un elemento ro € X se e s se:
i) supn21Hxn]] < 00 .
ii) Um f(x,) = f(xeo) para todo f dun subconzunto denso calquera D' C X'.
n—o0
Para finalizar este capitulo, introduciremos un tipo de converxencia novo que se da no

espazo dual X', e veremos que relacion tenen as sucesions que converxen deste novo modo

coas que converxen no sentido usual. Desta maneira, definimos:
Definiciéon 1.22. Sexa X espazo normado e X’ o seu espazo dual.

» Unha sucesion (f,) C X’ dise debilmente* converxente se, para cada x € X, existe
lim f,(z) e ¢ finito.
n—oo
» Diremos que (f,,) converxe debilmente* a fo, € X' se lim f,(x) = foo(x), para todo
n—oo
x € X. Neste caso, poremos que f, — foo debilmente*.
Teorema 1.23.
i) Se fn — [ fortemente, enton f, — foo debilmente™.
ii) Se X € un espazo de Banach, entén toda sucesion debilmente converzente {fp,} C X'

converze debilmente a un elemento foo € X' | € || fooll < hnlglgngan

Da mesma maneira que as sucesiéon debilmente converxentes, temos a seguinte carac-

terizacion das sucesions debilmente* converxentes.
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Teorema 1.24 (caracterizacion das sucesions debilmente® converxentes nun espazo de
Banach). Se B ¢ un espazo de Banach, unha sucesion {f,} C X' converze debilmente* a

un elemento foo € X' se e s6 se:
i) {||fnll} estd acotada.

i) 1Lm () = fool(x) nun subconzunto denso de X.
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Capitulo 2

Preliminares de teoria da medida

Neste capitulo preséntanse os conceptos e resultados utilizados ao longo do traballo
que estan relacionados coa teoria da medida e a integral de Lebesgue. Explicase aqui, polo
tanto, o que entendemos cando falamos dun espazo de medida, que son os espazos nos
que traballaremos nos seguintes capitulos. Veremos tamén o caso particular da medida de
Lebesgue en R", xa visto no grao, pero necesario para introducir os espazos Lebesgue-
medibles e o concepto de integral de Lebesgue, cuxa xeralizacién a espazos de Banach
é o punto central deste traballo. Por tultimo, recordaremos os espazos de Lebesgue LP e
algunhas propiedades destes, dado que se xeralizaran méis adiante a un espazo mais amplio
de funciéns.

Do mesmo xeito que o capitulo anterior, non se profundizara demasiado no tema nin se
incluiran demostracions. Para unha lectura mais detallada destes conceptos, convén acudir
ao [Bartle, 1995] e ao [Rudin, 1986, onde se recollen todos os conceptos tratados neste

capitulo.

2.1. Medida de Lebesgue

Comezamos enton recordando o que se entende por espazo medible, para o que necesi-

tamos as seguintes definiciéns béasicas:

Definiciéon 2.1. Dado un conxunto X, diremos que ¥ C P(X) é unha o—alxebra en X

se verifica:
= ), X e
= Se £ € X, entén E° € X.

= Se {Ek}keN C X, enton UkeN E, eX.
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Definicion 2.2. Dado un conxunto X e unha o—alxebra en X, chamamos espazo medible
ao par (X, ).

Definicién 2.3. Sexa (X, X) un espazo medible. Unha funcién p : ¥ — [—00, 00| dise

que é unha medida en ¥ se verifica:
= 1(0) =0.
= 0 < u(E) < oo; para todo E € 3.
» Se {Ej}ren disxuntos dous a dous, enton
e o]
I (U Ek> = u(E).
kEN k=1

Definiciéon 2.4. Se (X, ) un espazo medible. Se p ¢ unha medida en ¥, chamamos a

(X, 3, 1) espazo de medida.

Agora que sabemos o que é un espazo medible, vexamos a medida que deu Lebesgue en
R™ (realmente, Lebesgue deu esta medida para R, pero a xeralizacion a R™ é inmediata,
polo que seré esta a que usaremos). Para iso, construiremos a medida exterior dun conxunto

de R"™, polo que convén antes recordar o concepto de celda en R e a siia lonxitude:

Definiciéon 2.5. Unha celda en R é un intervalo acotado. Polo tanto, son conxuntos da

forma
1. (a,b) ={z € R:a <z < b} (celda aberta),
2. [a,b] ={x € R:a <z <b} (celda pechada),
3. (a,b] ={x € R:a <z <b} (celda semi-abert a ou semi-pechada),
4. [a,b) = {x € R:a < x < b} (celda semi-aberta ou semi-pechada).
Se consideramos unha celda I de extremos a e b, definimos a sta lonxitude como:
I(I)="b-a.
Definicion 2.6. Unha celda I en R™ é o producto cartesiano de n celdas Iy, ..., I, en R.

Definicion 2.7. Se I é unha celda de R™, definimos o seu volume [(I) como o producto
das lonxitudes das celdas Iy, ..., I,. Asi, se a; < b; son os extremos das celdas I;, entén o

volume de I ven dado por:

l([) = (b1 — al) (bn — an).
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Definicion 2.8. Dado F C R”, definimos a medida exterior de E como:

o0 oo
m*(E) = fnf{Zl(Ik) B C U Iy, con Iy celda de R"}.
k=1 k=1
Observacion 2.9. Notese que a definicién de medida exterior non depende de si as celdas

consideradas son abertas ou pechadas. Poden consultarse no capitulo 12 de [Bartle, 1995]

unhas notas onde se explica con mais detalle este feito.

Teorema 2.10. A medida exterior m* cumpre as sequintes propiedades:
= m*(0) =0.
» 0 <m*(E) < oo, para todo E C R™.
» Se EC F, enton m*(E) < m*(F).

» Se {Ej}ren, enton
oo oo
m* (U Ek> <N m*(By). (2.1)
k=1 k=1
Definicion 2.11. Sexa m™ a medida exterior definida anteriormente e sexa M a oc—alzebra

de conxuntos de R™ que verifican a condiciéon de Carathéodory:

(A =p (ANE)+pu (AN E®), VAecR"
Ao conxunto de todos os subconxuntos que cumpren a condicién anterior denotarémolo
por L.

Este conxunto £ é unha o-alxebra sobre R”., que denominaremos o-dlxebra de Lebes-
gue, e cuxos elementos se chamarian conxuntos Lebesgue-medibles. Ademais, a restrcciéon

de m* a L é unha medida sobre £, que se chamari medida de Lebesgue en R™.

2.2. Funciéns medibles

O concepto de funcion medible xorde de maneira natural cando Lebesgue intenta xe-
neralizar a integral de Riemann a unha clase de funciéns maior, e que tenia, en xeral, un
mellor comportamento. Esta clase de funciéns son as conecidas como funciéns medibles, e

definénse como segue.

Definiciéon 2.12. Sexa (X, M, u) un espazo de medida e f: X — [—00, 00].

A funcion f dise medible se para todo a € R, o conxunto
E,(f)={z € E: f(zx)>a}

é un conxunto medible.
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Teorema 2.13. Seza (X, M, u) un espazo de medida, e f : X — [—00.00|. Equivalen:
s f € medible.
» Para todo a € R, o conzunto {x € X : f(x) > a} é medible.
» Para todo a € R, o conzunto {x € X : f(x) < a} é medible.
» Para todo a € R, o conzunto {x € X : f(x) < a} é medible.

Teorema 2.14. Sexa (X, M, ) un espazo de medida e f : X — [—00.00]. Entdn f €

medible se e s6 se
= f7H(o0), fTH(~o0) €D .
» Para todo aberto G de X, f~1(G) € .
Vexamos agora algunhas propiedades interesantes das funcions medibles.

Teorema 2.15. Seza (X, M, 1) un espazo de medida. Sexan f e g funcions medibles. Sexa
¢ : R — R continua e c € R. Enton as funcions

cf, f+g, ¢of, fg

son medibles.

As funciéns medibles son especialmente interesantes cando estamos traballando con
pasos ao limite polo seu comportamento, como, por exemplo, na teorfa da integracién.
Veremos polo tanto os tipos de converxencia que se dan cando estamos nun espazo de

medida, e que propiedades tefien as sucesiéns de funciéns medibles nestes espazos.

Teorema 2.16. Sexa (X, M, u) un espazo de medida, e sexa {f,} unha sucesion de fun-
cions medibles.
Enton as funcions

sup fp, iInf f,, limsup f,, liminf f,
son medibles.

Recordamos agora os cinco tipos de converxencia que se poden dar nun espazo de

medida e que relacién hai entre estes.
Definiciéon 2.17. Sexa {f,} sucesion de funcions definidas sobre un conxunto E. Enton

» {fn} converxe puntualmente a f en E se, para todo = € F,

lim fn(x) = f(x)7

n—o0
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» {fn} converxe case por doquier(cpd) a f en E se, para todo x € E’,

lim f,(z) = f(z),onde E' = E\ E; con u(E;) = 0.

n—o0

» {fn} converxe uniformemente a f en E se:

Ve >0,IN =N(e):n >N = |fu(x) — f(2)] <€ Vr e X.

» {fn} converxe case uniformemente a f en E se converxe uniformemente en E menos

un conxunto de medida nula.

» {fn} converxe en medida a unha funcién medible f se:

I p({x € B:|fulx) — f(x)] > ) =0,
para cada € > 0.

Teorema 2.18. se f,, — f en medida, entdn existe unha subsucesion { f, } tal que f,, — f

case por doquier.

Un importante resultado sobre as relaciéns entre converxencias é o teorema de Egoroff,

que di o seguinte:

Teorema 2.19 (Teorema de Egoroff). Sexa (X, M, pu) un espazo de medida finito. Sexa
{fn} unha sucesion de funcidns medibles que converze case por doquier a f. Enton f, — f

case uniformemente.

Temos entén que se estamos nun espazo de medida finito, a converxencia case por do-
quier e case uniforme coinciden.
E sinxelo comprobar que se unha sucesién converxe case uniformemente, entén tamén con-
verxe en medida. Obtense asi, como consecuencia deste teorema, que nun espazo de medida

finito, a converxencia case por doquier implica a converxencia en medida.

Na analise, cando estamos traballando con obxetos complicados, unha maneira recurrente
de afrontalo é atopando aproximaciéns por obxetos mais simples. Deste modo, buscamos
facer o mesmo para as funciéns medibles. Introducese asi o concepto de funcién simple, que
é aquela que se obtén como combinacién linear das funciéns caracteristicas de conxuntos

medibles.

Definicion 2.20. Dado un elemento E € X, dise que unha funcién f : £ — R é unha

funciéon simple se existen :
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1. {Ar}}_,, tales que os A; son disxuntos dous a dous e | J,_, Ay = E.
2. {ak}zzl C R.
tales que:
n
fla) =) arxa,(2).
k=1
A representacion f = Zzzl agXx 4, denominase representaciéon canoénica de f.

Teorema 2.21. Sexa (X, M, ) un espazo de medida e f medible en X. Enton existe unha

sucesion {fn} de funcidns simples tales que

lim fn(x) = f(z),para todo z € X.

n—o0

Se a f(x) >0 Ve € X, a sucesion {f,} pode escollerse crecente. Se f estd acotada en X,

entdn a sucesion converze uniformemente en X.

O seguinte resultado mostra que as funciéns medibles que limitadas en case todo punto
se poden aproximar por funciéns medibles acotadas. Polo resultado anterior, poderemos
enton aproximalas uniformemente por funcidns simples, o que nos permite deducir como é

a estrutura dunha funcién medible arbitraria.

Teorema 2.22. Suponamos que f € unha funcion finita en case todo punto e medible en

X, sendo p(X) < 0o. Sexa € > 0. Enton existe unha funcion medible acotada g tal que:

p{z: g(z) # f(2)}) <e

2.3. Integral de Lebesgue

Temos agora o necesario para poder construir o que se cofiece como a integral de Le-
besgue. Comezaremos definindo a integral para unha funcién simple medible non negativa.
a partir da cal iremos dando paso 4s definiciéns da integral para unha funcién medible non

negativa e, logo, para unha funcién medible acotada arbitraria.

Definicion 2.23. Sexa ¢ unha funcién simple medible non negativa con representacion

canénica: .
¢ = aixa,
i=1
onde, para cada i =1,...,n, A; = {z € E : ¢(x) = a} son disxuntos e medibles, e a; > 0.

Definimos a integral de ¢ con respecto a p como o niimero da recta real extendida:

/(b dp=">>_ aip(4y).
=1
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Se A € 3 é un conxunto medible, definimos a integral de ¢ en A con respecto a 4 como o

/AczﬁdMZ/Acb-XAdu-

Teorema 2.24. Sezan ¢ e 0 dias funcions simples non negativas en X, e ¢ > 0. Entdn:

numero da recta real extendida:

» Se ¢ =0 case en todo punto, enton [y ¢pdu = [y 0dp.

Jx xddp = c [y ¢dp.
= Jx(@+0)dp = [x ¢du + [y bdp.
m Se p <0 en X, entdn fXgZ)dungHdu.

Ata aqui, s6 definimos a integral para unha funcién simple medible. Vexamos que

podemos estender esta definicién a unha funcién medible arbitraria non negativa.

Definiciéon 2.25. Sexa (X, M, p) un espazo de medida. Dada unha funcién f medible non

negativa, a integral de f con respecto a  é o nimero da recta real extendida:

/fduzsup{/abdu:qﬁe@f}

onde ®; denota o conxunto de funciéns simples medibles non negativas que son menores

que f en todo X. Dado E € X, definimos a integral de f sobre o conxunto F como o

/Efdu—/f-xEdu-

Definicion 2.26. Unha funcién medible non negativa f definida nun espazo de medida

numero da recta real extendida:

dise integrable sobre un conxunto E se | g J du < oo.

Na teorfa de integracién é de sumo interese saber que ocorre cando se traballa con suce-
sions e os seus limites. Deste modo, recordaremos nesta seccion tres importantes teoremas
que nos mostran cando podemos podemos pasar ao limite nunha integral.

O primeiro é o lema de Fatou, que é un resultado bésico para obter as propiedades das

integrais de funciéns non negativas:

Teorema 2.27 (Lema de Fatou). Sexa {f,} sucesion de funcions medibles non negativas.

Enton,

[ (mint 1) o < mnt [
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Do Lema de Fatou podemos obter un importante resultado sobre converxencia, deno-

minado Teorema da converxencia monétona, que veremos a continuacion:

Teorema 2.28 (Teorema da converxencia monétona). Sexa {f,} unha sucesion de fnu-
cions medibles non negativas tal que converzen a f case por doquier en X. Supofiamos

ademais que fp(x) < f(z) para todon € N e x € X. Entdn,

fdp = lim / fndu.
/)‘( n—oo X

Estes resultados permiten xeralizar as propiedades vistas anteriormente a calquera fun-

cién medible non negativa. En efecto, vexamos o seguinte teorema:

Teorema 2.29 (Propiedades das integrais de funcions non negativas). Seza (X, M, u) un

espazo de medida.

= Se f,g son funcions medibles non negativas en X, entén

/)((erg)du:/dequ/ngu-

» Sexa {f,} unha sucesion de funcidns medibles non negativas en X. Enton

A(if) dMZZO:l/an ap

= Sexa f unha funcidn medible non negativa en X. Definimos v: M — R como

v(E) —/ f duy.
E
Temos enton que v é unha medida en M.

Ata aqui, a integral foi definida e estudada para funciéns medibles non negativas.
Imos finalizar esta seccion estendendoa a unha integral mais xeral para funciéns medibles
arbitrarias, e mostrando, ao igual que antes, as stas propiedades. Definimos entén o que é

a parte positiva e negativa dunha funcién:

Definicién 2.30. Sexan f™ e f~ as partes positiva e negativa dunha funcion f, dadas
por:
f(x) se f(z) =0
frz) =
0 se f(z) <0

L =i se f@) <0
f(w)_{o se f(z) >0

Temos entén que f = f+ — f~, polo que se f é medible e non negativa, cada unha

destas tamén o seré.
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Definicién 2.31. Unha funcién medible f dise integrable en F se tanto f* como f~ son

integrables. Nese caso, definimos a integral de f en X como:

/Efduz/Ef+ du—/Ef‘du-

Denotaremos 4 clase de funciéns integrables en X como L'(X, M, ) , que escribiremos,
se non da lugar a confusion, como L'. Pola definicion, vemos que se f é integrable tamén o
serd | f|, cousa que non ocurria coa integral de Riemann. Cabe destacar que esta definicion

de funcién integrable require que a seguitne expresién sexa finita:

/Efduz/Eﬁ du—/Ef‘du-

Porén, pddeselle dar un significado ainda que algunha das expresions da dereita sexa infini-
ta. Alguns autores usan ’sumable’ en vez de integrable, reservando este termo para referirse
a aquelas funciéns que tefien a integral de f™ ou de f~ finita. Deste modo, unha funcion

integrable pode non ter integral finita, ainda que a sta integral si que tena un significado
ben definido.

Vexamos a xeralizacion das propiedades vistas para funciéns non negativas:
Teorema 2.32. Sezxa (X, M, u) un espazo de medida, e sexan o € R e f,g € L1. Enton:

L | [y fdp| < [y | fldp.

2. fX afdy = an fdu.

8. [x(f+9)du= [y fdu+ [y gdp.

4. Se f(x) < g(x) para todo x € X, enton [y fdu < [y gdp.

FEnunciamos agora un importante teorema sobre a integral de Lebesgue, que, baixo cer-

tas restricciéns, nos permite intercambiar pasar ao limite as integrais de funciéns medibles.

Teorema 2.33 (Teorema da converxencia dominada). Seza(X, M, u) un espazo de medida
e sexa { fn} unha sucesion de funcidns medibles taties que f, — f en case todo punto. Se
existe unha funcion g € Ly tal que |fp(z)| < g(z) para todon € N e x € X, enton f € Ly,

e
fdy= lim fn dp.
/)\( n—oo X

Corolario 2.34. O teorema da converzencia dominada cimprese se a converzencia € en

medida en vez de case por doquier.
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2.4. Os espazos L*

Por ultimo, imos recordar os espazos de Lebesgue LP e as stas propiedades mais inte-
resantes.

Os espazos LP son os espazos vectoriais normados méis importantes na teoria da medida,
polo seu papel en gran parte da andlise moderna, como é a andlise de Fourier, teoria de
operadores ou ecuacions diferenciais. Antes de finalizar este capitulo, imos recordar como
se constrien e ver que efectivamente se tratan de espazos normados, e en particular, de
espazos de Banach, pois serd a base para construir no capitulo 4 espazos LP mais xerais. Da
mesma maneira que no resto de secciéns, as demostracions poden atoparse na bibliografia,
neste caso, podese consultar o capitulo 13 de [Bruckner, 2008].

Consideremos (X, M, ) un espazo de medida.

Definimos o espazo vectorial, para 1 < p < oo:
L c CY(X,R)

como o espazo das funciéns medibles f que cumpren que

18 du < .
X

Do mesmo modo, definese o espazo vectorial £ como o espazo das funciéns medibles f
que verifican:
inf{acR:p({xre X :|f(z)] >a}) =0} < o0.

E dicir, as que estan acotadas excepto nun conxunto de medida nula. Se queremos conver-

tilos en espazos vectoriais normados, xorde de maneira natural a norma dada por:

£l = (/mp du)”, pe1,00),

[flloc = mff{a € R : u({z € X : |f(2)| > a}) = 0}.

Porén, ||f|l, = 0 non necesariamente implica que f = 0 (basta tomar a funciéon z € X —
f(z) = xq13(x)), co que esta aplicaciéon non é unha norma. Co obxectivo de obter un espazo

normado, definimos a relacién de equivalencia en £P dada por:
fRg < f(z) = g(x) case para todo z € X.

E sinxelo probar que se trata dunha relaciéon de equivalencia, e definimos o espazo cociente
LP = LP/R, formado polas clases de equivalencia da relacion R. Neste espazo, temos que
a aplicacion ||-|| si que é unha norma, é dicir, que LP é un espazo normado. Recordamos

agora unha propiedade moi imporante dos espazos LP:
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Teorema 2.35. Sexa (X, M, u) un espazo de medida. Enton o espazo LP, con 1 < p < oo

¢ un espazo de Banach coa norma || f||,.

Por altmo, enunciaremos duas ferramentas esenciais dos espazos LP: As desigualda-
des de Holder e de Minkowski. Son moi usadas na teoria destes espazos, e dado que as

xeralizaremos mais adiante, convén recordalas neste capitulo.

Teorema 2.36 (Desigualdade de Holder). Seza (X, M, pu) un espazo de medida, e p,q
conzugados (ie, % + % =1, p,qe(l, oo)) Sexan f € L, e g € Ly. Enton o producto fg é

integrable e

/ Fal di < 1l
X

Teorema 2.37 (Desigualdade de Minkowski). Seza (X, M,pu) un espazo de medida e
€ (1,00). Se f,g € Ly, entdn

1+ glly < I1FI1+ llgll-
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Capitulo 3
A Integral de Bochner

Este é o capitulo central do traballo, onde se vai xeralizar a integral de Lebesgue vista
no grao, que xa sabemos que ten un importante papel tanto na teoria da medida como
noutros campos das matematicas como son a teoria de probabilidades ou as EDP’s. Polo
tanto, é natural intentar estender este tipo de integral a funciéns que tomen valores noutros
espazos, non s6 polo seu interés teérico, senon, ao igual que a integral de Lebesgue, polas
aplicacions que poida ter. Este é o caso da integral de Bochner, que serd a que estudemos
neste capitulo, basandonos no [Leoni, 2017] & hora de facer a xeralizacion.

Recordemos que no caso escalar, antes de definir a integral de Lebesgue, era moi importan-
te saber que tipo de funciéns iamos querer integrar, pasando asi polo concepto de funcién
medible. Agora que imos traballar con funcions con valores nun espazo de Banach arbitra-
rio, é importante destacar que, en oposicién ao caso escalar, diferéncianse dous tipos de
medibilidade. Polo tanto, antes de tratar a integral de Bochner, é necesario explicar estes
dous conceptos, ver que diferencias hai entre eles, e que tipo de funciéns medibles’ seran

as que admitan a nova integral.

3.1. Medibilidade forte e débil.

Comezaremos entén definindo o que é unha funcién simple medible que, neste caso,

toma valores nun espazo de Banach B.

Definiciéon 3.1. Sexa (X, M, u) un espazo de medida e sexa B un espazo de Banach.

Unha funcién s : X — B ¢é dise simple medible se existen {ay}}_, C B tales que :
= s toma unha cantidade finita de valores, ie, {s(x) : s(z) # 0} = {ax}}_, C B.
= A =s1{ax}) €%, para k =1,...,n.

21



22 CAPITULO 3. A INTEGRAL DE BOCHNER

w u(Ag) < oo, para k=1,...,n.

Polo que pode ser representada da forma
n
s:xeXHs(x):Zak-XAk(x)eB (3.1)
k=1

con {ag}l_y C Be A, € X tales que A; NA; =0, sii#j.

Como comentdbamos antes, viramos no caso escalar que unha funcién era medible
cando a imaxe reciproca de determinados subconxuntos de R era un conxunto medible. No
caso que abordamos agora, diferenciaremos dous tipos de medibilidade: un primeiro mais
relacionado co concepto usual de funcién medible, que chamaremos medibilidade débil, e

outro algo mais estricto denominado medibilidade forte.

Definicién 3.2. Unha funcion f : X — B dise debilmente medible se para todo T' € B’
a funcién dada por
reX—=<T, f(x) >pp=T(f(z)) e R

é medible no sentido usual

Definicion 3.3. Unha funcion f : X — B dise fortemente medible se existe unha sucesion

{sn}nen de funcions simples medibles tal que
lim ||s,(x) — f(x)||p =0, case para todo z € X.
n—oo

E interesante estudar as diferenzas entre estes tipos de medibilidade e a relacién entre

elas. Cabe esperar que a medibilidade forte implique a débil. En efecto,

Lema 3.4. Seza f : X — B unha funcion fortemente medible. Enton f é debilmente

medible.

Demostracion. Por ser f : X — B fortemente medible, temos por definicién que existe

{8n}nen sucesion de funciéns simples medibles e E € ¥ con p(E) = 0 tal que

lim ||s,(z) — f(x)||p =0, Va\E. (3.2)

n—oo

Por unha parte,se para cada n € N,

sp(z) = Z rpXxap(z), Vo€ X\E (3.3)
k=1
temos que
< g,sn(iv) >B' B= Z < g,xz >B’' B XAz(SU), Vr € X\E (3.4)

k=1
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Polo que as funcions x € X — g o s,(x) € R son simples medibles.
Ademais, para g € B’, a continuidade de g garante que

lim < g,Sn(.T) >pr.p=< g,f($> >B' B Ve e X \ E, (35)

n—oo
polo que concluimos que z € X — go f(x) € R serd medible por ser limite de funcions
simples medibles.
O

En xeral, unha funcién debilmente medible non ten por que ser fortemente medible.

Consideremos a funciéon do seguinte exemplo:

Exemplo 3.5. Sexa u a funcién dada por
u:x €[0,1] = u(x) = x(u € 1%([0,1]).

Temos que a funcién ¢ debilmente medible, xa que, se g € [2([0,1]), entén
r € [0,1] =< g,u(r) >= g(x{z(z)) €R

é linear, e en particular medible. Polo tanto, u é debilmente medible, pero non fortemente

medible, como veremos a continuacién co Teorema de Pettis.

3.2. O Teorema de Pettis.

Por unha banda, sabemos que se unha funcién é fortemente medible, entén tamén o
serd fortemente. K, polo tanto, natural pensar se existen unhas condiciéns baixo as cales
ambas medibilidades coincidan. Co obxectivo de responder a esta pregunta, enunciamos e

demostramos o Teorema de Pettis.

Antes disto, desenvolveremos tres lemas que nos serviran de apoio para a siia demostracion.

Lema 3.6 (Lema 1). Sexa B un espazo de Banach separable. Enton existe unha sucesion
{gn} en B’ tal que para todo go € B’ con ||go||p < 1, existe unha subsucesion {gn, } C {gn}

k—o0 ’ 9 9 6

Demostracion. Como B é separable, existe {f,} C B tal que |J f, = B . Para cada
neN
n € N, consideramos a aplicacién que vai ao espazo de Hilbert I3 dada por:
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On:g€ S — n(g) = (9(f1), -, 9(fn)) €13 (3.6)

onde 8" = {g € B' : ||g|llpr < 1}. Como cada [} é separable, vai existir, para cada
n € N, unha sucesion {g, ;} C S’ tal que {¢n(gn,)} ¢ denso en {¢,(S")}.

Sexa agora gy € S’. Para n € N, existird un elemento m,, € N que cumpre
1
16n(gnm.) = ¢nlgo) | < — (3.7)
polo que se cumplird tamén que

1
< =~ wparatodo k=1,...,n. (3.8)
n

|< gnmns fo >B/.8 — < 90, [x >B'.B
Tomando limites cando n — oo, temos que, para todo k£ € N;
lim < gnm,,, f& >B,B=< 90, fr >B',B (3.9)
n—oo

e como as {fx} son densas en B, podemos afirmar logo que:

lim < gnm,,, f >p .B=< g0, [ >p'.B (3.10)
n—oo
que é o que queriamos demostrar. O

Lema 3.7 (Lema 2). Seza f: X — B unha funcién debilmente medible. Tense logo que

a funcion real
reX = |f(x)|peR

€ unha funcidn medible.

Demostracion. Para demostralo, veremos que, dado un elemento real arbitrario a, se ten
que
A={ze X :|f(x)|lp <a} €.

Para isto, imos obter a igualdade

A= ﬂAg:ﬂAgn

ges’ neN

onde, dado g € B’, se define
Ag={re X :|<yg, f(z) >p Bl <a},

que é un conxunto medible, pois f é debilmente medible. Asi, teremos que A € a interseccion

numerable de conxuntos medibles e sera, polo tanto, medible.
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1. A= ) A,
ges’

2 C b
Utilizando a definicion de norma, que ||g||pr € S" e que = € A, temos que
< g.f(@) >p sl < gl f(@)|<1-a<a Vges (3.11)
polo que A C ) A,.
ges’
” D b))
Sabemos por un corolario 1.15 do teorema de Hahn-Banach que dado un = € X,
existe go € B’ unitario tla que < go, f(z) >p = ||f(z)|/B. Polo tanto, dado un
ze () Ay, existe un go € B, con ||go||’z = 1, tal que:

ges’
1f(@)llB =< g0, f(x) >p' B< a.
E dicir, z € A .
2. N Ag= N A,,.
ges’ neN
” C b))

Dado z € () Ay, como |< g, f(x) >|p.B < a, tense en particular
ges’

|< gn, f(z) >|p B < a,Vn €N,

polo que x € (] Ag,.
neN

2 D b))
Sexa go € S’ . Polo lema anterior, vai existir {g,,} C {gn} tal que g, — go

debilmente*,é dicir:

< g0, f(z) >p = lim < gy, f(z) >p B (3.12)
n—oo
polo que se cumpre
|< g0, f(x) >p gl = lim |< gn,, f(z) >p | < a. (3.13)
n—oo
O

Lema 3.8 (Lema 3). Seza {g,} sucesion de funcions simples medibles da forma

o
In =Y kXA, (3.14)
k=1

onde o, € B e Ay, € X,Vk,n € N. Ademais, os Ay, cumpren que
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1. U Agn =X, VneN.
k=1

2. AinNAjn=0sei#j, para todon € N .

Enton, se {gn} converze uniformemente na norma de B a f en X menos un conzunto de

medida nula E, f é unha funcion fortemente medible.

Demostracion. Imos construir unha sucesion de funcions simples medilbes que converxa
puntualmente a funcion f.
Podemos supofier que a converxencia uniforme se da en todo X. Noutro caso, tomamos

X como X \ E, sen perder xeralidade. Suponiamos ademais que, para cada N € N existe
un natural M > N tal que:

o0 n

U (U Akvn) = X. (3.15)

k=M \k=1
(Reordeando os Ay, sempre podemos facer que se cumpra isto)

Construimos ent6n a sucesiéon de funcions simples medibles dada por:
1
si() =Y arixar, ()
k=1

2
s2(x) = ) agaxa,, (@) + s1(z)xB, (2)
> ; k2X Ay, 1(z)xB 510

sn(@) =) aknXay, (2) + sn-1(2)xs, (@)
k=1

onde B, = X \ | Ak Sexa € > 0 fixado.
k=1

Por unha banda, como {g,} converxe uniformemente a f, temos que IN; € N tal que se
n > Ni, enton ||gn(z) —g(x)||B < €, Vo € X. Fixemos agora x € X e vexamos que {s,(x)}
converxe a f(z). Grazas & reordenacion dada en 3.15, existirda un elemento No > N tal
que:
Ny
z e | A, (3.17)
k=1

Enton, pola construccion de {s,}, se n > Na enton:

[sn(x) — f(z)lB < e (3.18)

En efecto, se x € U,ivil A n, enton s,(x) = gn(x), polo que se ten o resultado.

Se x € By, temos que s, (z) = s,—1(x), e repetimos o razonamento con n — 1. Retrocede-
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. o1 o : N:
remos, como moito, ata o indice Na. Neste indice temos garantizado que € [J.2;, polo

que s(z) = g(x). Ao ter Ny > Nj, temos a acotacion buscada. O

Estamos agora en condiciéns de demostrar o Teorema de Pettis:

Teorema 3.9 (Teorema de Pettis). Unha funcion f : X — B € fortemente medible se e

S0 se se cumpre:

1. f € separable case por doquier, é dicir, existe E € ¥ de medida nula tal que {f(x) :

x € X \ E} € separable.

2. f é debilmente medible.

Demostracion. Demostraremos as implicaciéns por separado.

b

= ” Suponamos que f é fortemente medible, e vexamos que é separable case
por doquier. Por definicién, existe unha sucesion {s,} de funcions simples medibles
tal que

lim s,(z) = f(z),Ve € X\ E (3.19)

n—oo

sendo E un conxunto de medida nula. De aqui deducimos que

{f(x):2 € X\ E} C | Rg(sn) (3.20)

neN

e, como |J Rg(sy) é separable, pois as funcions simples tefien rango finito, tense que

{f(z): ;EENX \ £} tamén o é.

7 &= 7 Sexa f : X — B debilmente medible e con Rg(f) = {f(z) : x € X}
separable. Noutro caso, basta definir X como X \ F e restrinxir a o — alzebra a
este conxunto. Tamén suporemos que B ¢ separable (noutro caso, tomamos B como
Rg(f)). Temos enton que existe {f,} C B tal que son densas en Rg(f), polo que
dados z € X en € N, existird f;, € {fn} tal que [|f(z) — fin(z)|p < L. Asi,

podemos recubrir Rg(f) por unha coleccién numerable de bolas abertas de raio < %
e centro f;, € {fn}:
Ry(f) | Sim- (3.21)
i€N
Polo lema 3.7, sabemos que a aplicacion x € X +—— | f(z) — fin(z)||p é medible,
polo que
Bin=f"1(Sin) ={z€X: f(x) € Sin} (3.22)
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n
¢ medible para todo i € N, e cumpre que X = |J B; .

€N
Definamos agora, para cada n € N;
[o.¢]
ho @ € X+ hp(2) =D fin- X5, (x) (3.23)
i=1

i—1

onde, parai € N,B. = B;,\ U Bj,, son conxuntos que verifican as condiciéons do
=1

lema 3.8.

Ademais, para cadan € N, podemos aproximar a funcién h,, pola sucesion de funciéns

simples medibles dada por
hnm(z) = Z fiom - XB, ,(x) (3.24)
i=1
polo que cada h,, é fortemente medible. Ademais,
1
1f (@) = ha(@)llB < —, Vo € X (3.25)

e concluimos asi que f é fortemente medible.

O

Utilizando o anterior, podemos ver que efectivamente a funcién do exemplo non pode
ser fortemente medible, xa que o rango de u non é separable.
Da demostracién do teorema deducimos o seguinte corolario, que é unha caracterizacion

das funciéns fortemente medibles.

Corolario 3.10. Unha funcion f : X —— B é fortemente medible se e sé se pode ser

aprozimada casi uniformemente por unha sucesion de funcidns simples medibles.

E do Teorema de Pettis deducese directamente que se B é separable, entén os conceptos

de funcion debilmente medible e fortemente medible coinciden.

Corolario 3.11. Sexa B un espazo de Banach separable e f : X —— B. entdn, f ¢

fortemente medible se e sd se [ € debilmente medible.

Xa mencionamos noutra ocasién que o estudo das sucesiéns e saber que ocorre cos seus
limites é unha parte moi importante da andlise funcional. Polo tanto, ten interese saber
que ocorre cunha funcién f se é o limite dunha sucesiéon de funciéns medibles. Enunciamos

asi estes dous lemas que dan resposta a iso.
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Lema 3.12 (Limite de funciéons debilmente medibles). Seza {f,} unha sucesion de fun-
ctons debilmente medibles que converze debilmente a f case para todo punto de X. Entén

f € debilmente medible.

Demostracion. Supofiemos que converxe en todos os puntos de X. Noutro caso, pofiemos
X = X\ E sendo F o conxunto de medida nula onde non converxe. Para cada n € N, por
ser f, debilmente medible, terase que a funcion z € X =< g, fu(z) >p/ p ¢ medible para

todo g € B’. Como {f,} converxe debilmente a f, tense que
lim < g, fu() >p,5=<9, [(x) >p B, Vg € B’ Ve X,
n o0

0 que nos permite concluir que x € X —< g, f(z) >p p é unh funcién medible, ou

equivalentemente, que f é debilmente medible. O

Lema 3.13 (Limite de funcions fortemente medibles). Sexa {f,.} sucesion de funcidéns
fortemente medibles que converze debilmente a unha funcion f. Entén f € fortemente

medible.

Demostracion. Da mesma maneira que no lema anterior, suporemos que a converxencia se
da en todo X. Sexa, para cadan € N, D,, C B o conxunto separable que contén a Rg(fy).

Sexa D = |

podemos obter unha sucesion formada por combinacions lineais convexas de {f,(x)} que

nen Pn, € ¢ € X. Pola converxencia débil de {f,} a f e o Teorema de Mazur,
converxe fortemente a {f(z)}, polo que f(x) € D. Asi, en virtude do Teorema de Pettis,

temos o resultado. O

Recordando que a converxencia case por doquier implicaba a converxencia débil, dedu-

cimos o seguinte corolario do Lema anterior:

Corolario 3.14. Seza {f,} sucesion de funciéns fortemente medibles que converze case

por doquier a unha funcion f en B. Enton f é fortemente medible.

3.3. A Integral de Bochner

Comentamos antes que no caso escalar, antes de definir a integral, houbo que restrin-
xila primeiramente ao que chamaron funciéns medibles. No noso caso, acabamos de ver
que existen dous tipos de medibilidade, polo que é natural preguntarse se a integral de
Bochner vai estar definida para ambas, e a resposta é que non. Unicamente consideraremos
funcidéns fortemente medibles. Existe outra teorfa de integracién que non abarcaremos neste

traballo, chamada Integral de Pettis, que da resposta s limitacions da integral de Bochner.
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Logo de ver os distintos tipos de medibilidade e ver que ocorre coas sucesions de fun-
ciéns medibles, podemos introducir a xeralizacién da integral de Lebesgue a funciéns que
toman valores nun espazo de Banach. Esta denominase integral no sentido de Bochner, e ao

igual que na integral de Lebesgue, comezaremos definindoa para funciéns simples medibles.

Definicion 3.15. Dada unha funcién simple medible
n
reX —s(x)= ZakXAk(x) €B
k=1

como as que definimos na seccioén anterior, definimos a Integral de Bochner dunha funcién

simple medible como o elemento de B dado por:

/sdu = Zak,u (A) € B.
k=1

Ao igual que na integral de Lebesgue, dado un elemento E € 3, definimos a integral sobre

FE como

/ sdp = ZakM(Ak NE) e B.
E k=1

E sinxelo comprobar que a integral para funciéns simples medibles é linear, pois basta
observar como esta definida.
Agora que sabemos o que é a integral de Bochner dunha funcion simple medible, definimos

a integral para unha clase de funciéns méis xeral como segue:

Definiciéon 3.16. Unha funcién fortemente medible f : X — B é Bochner integrable se

existe unha sucesion de funcions simples medibles {s,} tales que

I s, (z) — f(2)llp =0

n—o0

para case todo z € X, e
lim /]sn — fllgdp = 0. (3.26)
n—o0

Neste caso, definimos a Integral de Bochner de f sobre E € 3 como

/fd,u: lim Spdp.
E

n—o0 E

Para que a definicién tefia sentido, é importante comprobar que o limite anterior existe.

Demostracion. En efecto, polo lema(lema 2) temos que a funcion

z€X —|sn(z) — f(2)|B
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¢ medible. Ademais, tense que a sucesion { f spdp} é de Cauchy en B, xa que

|

s/Hsn—smrBdus/usn—fquw/\sm—f\Bdu.

Polo tanto, como B é completo, existira o lim,, o { | sndp}, que era o que buscabamos. O

Ata aqui, explicamos o que se entende por integral de Bochner dunha funcién fortemente
medible e vimos que estd ben definida. Vexamos agora algunhas das stias propiedades
bésicas que tamén se dan no caso escalar.

Como cabe esperar, a integral de Bochner ¢ linear:

Lema 3.17. Sexan f,g : X —— B dias funcidns Bochner integrales e o, 5 do corpo de

escalares sobre o cal estd definido B. Enton,
s af é Bochner integrable e

/ afdy = o / fdp. (3.27)

» f 4 g € Bochner integrable e

[ #+9dn= [ san+ [ gin.

Demostracion. Dado que para o = 0 o resultado é trivial, suporemos « # 0.

» Por ser f Bochner integrable, existe {s,} sucesion de funcions simples medibles que
verifican a definicién 3.16. Consideremos agora a sucesién de funciéns simples medi-

bles {asy}. Vexamos que af & Bochner integrable:

1. Primeiramente, temos que asy,(x) — af(z) case por doquier.

2. Por outra banda, pola linealidade da integral de Lebesgue, tense que

lfim /Hasn —af|ldu = 0.
n— oo

3. Por ultimo, pola linealidade da integral de Bochner para funciéns simples me-

dibles, temos

/ozfd,u:nlgngo/asndu:anlgn;o/sndu:a/fd,u.

» De maneira analoga, por ser f e g funcions Bochner integrables, existiran {f,} e {gn}
sucesions de funcidns simples medibles que verifican as condiciéns da definicién 3.16.

Vexamos que f 4 g é Bochner integrable:
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L. Primeiramente, temos que f,,(z) + gn(z) — f(z) + g(x) case por doquier.

2. Por outra banda, polas propiedades da integral de Lebesgue,
Jmn [0t 90—+ )l d < i, [ 15 fllp it Jin [ 1190 = gl di =0,

3. Por ultimo, pola linealidade da integral de Bochner para funciéns simples me-

dibles, temos
[+ du= i [ (1 + 9 du
:nlggo/fndmnlggo/gndu: /fdu+/gdu-
O

A continuacién, faremos a xeralizacién dunhas propiedades vistas para a integral de

Lebesgue, que tamén resultan interesantes para a integral de Bochner.
Teorema 3.18. Seza f unha funcion Bochner integrable. Enton verifica que:

L[z fdull < [5l flldu, para casi todo E € X.

2. 1 du=20".
i i fau

3. Se {E,} C ¥ son diszutos dous a dous e E = |,y En tense:

ne
/Efdu = i/ fdp < oo. (3.28)
n=1"En

4. A wvariacion dunha funcion F : 3% — X € a funcién non negativa dada por
|FI(E) =sup Y [|F(A)]5
T Aer
sendo w unha particion de E en subconzuntos finitos diszuntos.

Sexa F: E € ¥+ F(E) = [ fdu. Tense logo:

a) F ¢ de variacion acotada.

b) [FI(E) = [gllfldu, VE € X.

Demostracion. Vexamos cada punto por separado. Do tultimo punto non incluiremos a

demostracién, pero darémolo por demostrado xa que o necesitaremos mais adiante.
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1. Se s é unha funcién simple medible, este resultado é consecuencia da desigualdade
triangular, polo que daremos esto por certo e o usaremos para demostrar o caso
xeral. Sexa agora f unha funcién Bochner integrable. Existird logo unha sucesién de
funcions simples medibles {1, } construida da mesma maneira que na demostracion

do Teorema de Bochner 3.20. Esta sucesién cumpre que :

a) Converxe puntualmente a f en B en case todo punto de X.

b) E acotada, pois

[Yn(2)llB < (L+1/2)|f(2)l|lB, V2 € X,Vn € N.

d) E pola desigualdade triangular,

I [ bnt@dulls < [ ln)lndn

Utilizando o teorema da converxencia dominada de Lebesgue, podemos tomar limites

na desigualdade anterior, obtendo

[ s@auls < [176)] s
que é o resultado que se buscaba.

2. Sabemos que a integral de Lebesgue cumpre que:

1f di = 0.
H(Elﬁrio/E”f”B 1

Polo que, usando o apartado anterior, se ten o resultado.

3. Por unha banda, utilizando propiedades da integral de Lebesgue:

> = Z:/E s = [ Wl < [ 17ladn < .

Tense logo que a serie Y o>, [ . fdup & absolutamente converxente, polo que s6 temos
que ver que se cumpre o limite. Para isto, utilizando a aditividade finita da integral

de Bochner, temos que

Jp - / fdp

o
B U71,—m+1 E"

B
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Agora ben, dado que u(E) < oo e os FE, son disxuntos dous a dous, temos que

lim p(Uyy+1 En) = 0, e xuntando isto co anterior, obtemos que:
m—r00

Jim | /U _ fduls=o.

Jdu = fdu.
Jomm =2

n=1"En

Desta ultima propiedade dedicese o seguinte corolario:

Corolario 3.19. Sezan f e g dias funcidns integrables tales que

/Ef dp = /Eg dp. (3.29)

Enton f=g case para todo x € X.

Demostracion. Sexa F(E) = [, f — gdu. Por hipotese, F(E) = 0 para todo E € X, polo

que |F|(E) = 0 para todo E € ¥. Deducimos do teorema anterior enton que

J15 = gllndu o
Polo que concluimos que ||f — g||p = 0, e tense o resultado. O

Antes de pasar & xeralizacion dos teoremas clasicos sobre a integral de Lebesgue, temos
que falar do Teorema de Bochner. Este teorema é un importante resultado que nos da unha

caracterizacion das funciéns Bochner integrables utilizando a stia norma.

Teorema 3.20 (Teorema de Bochner). Unha funcién fortemente medible f : X — B
é integrable no sentido de Bochner se e s¢ se a funcion x € X — || f(z)||p € Lebesgue

integrable.

Demostracion. Sexa f unha funcién fortemente medible.

7

] = 7 Supofiamos que f é Bochner integrable. existird enton unha sucesién de

funcions simples medibles {s,} tales que

lim / 0 — Fllsdy = 0. (3.30)
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Polas propiedades da norma en B, temos que

1f (@) < llsn(x) = f(2)]5 + lsn(2)ll5, (3.31)

e pola monotonfa da integral de Lebesgue, temos:
J1s@adu< [l = $@lpdn+ [ lso(a)adn (3.32)
Por outra banda, como:
[ 1su@lls = sl ] < [ )l = o)l |
< [ llsute) = sul@)]

< / l3n(@) — £ i + / lsk(@) — £(@)lp di.

(3.33)
Temos que { [||sn(z)|/pdp} ¢ unha sucesion de Cauchy, e como B ¢ completo, con-
verxera a
hm /Hsn )dul| B (3.34)
Se tomamos limites en 3.32, teremos que
J15@adu < Y [ su(o)]ndp < o (3.35)
n—oo

Polo que a norma de f é integrable.

7

= 7 <= 7 Suponamos agora que f é unha funcién fortemente medible cuxa norma é
integrable no sentido clasico. Sexa {s,} a sucesion de funcions simples medibles que

converxe a f case por doquier. Construimos a sucesiéon dada por:

[ @, Isa@)ls < A+ 1@ 316
o {0, Isn(@)ll5 > (1+ 1/2)1(2) 5 (339

Pola propia construccion da sucesién, tense que verifica:

1. Esta acotada, pois:
[¢n(@)lB < (145 )Hf( )IB, Vo € X, Vn € N.

2. lim ||, (z) — f(2)|lB =0, para case todo z € X.
n—oo

3. [[Yn(z) = f(@)lB < lvn(@) 5+ f(2)5 < 2+ 51 f(@)lls), para case todo a €
X.
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Polo tanto, como a funciéon x €— || f(x)||p ¢ integrable, aplicando o teorema da

converxencia dominada temos que :

Jim [ () = £ = [ Jim (@) ~ 7() | = 0. (3.37)
Que era o que busciabamos. O

Para rematar este capitulo, faremos as xeralizacions 4 integral de Bochner de dous
resultados clasicos sobre o paso ao limite na integral de Lebesgue: o Teorema da Conver-
xencia Dominada e o Lema de Fatou. Ademais, como consecuencia deste tltimo, obteremos
un resultado moi importante sobre a integral de Bochner e o seu comportamento con ele-
mentos do dual.

Deste modo, temos:

Teorema 3.21 (Teorema da converxencia dominada). Sexa {f,} sucesion de funcidns

fortemente medibles tales que:

L | fa(2)|lB < g(x) para todo n € N e casi para todo x € X, con g : X — [0,00)

Lebesgue integrable.
2. fa(z)— f(x) en B eptz e X .

Enton, cimprese que :

Jn [0~ Fla du= [ £ d (339

Demostracion. Sexa {f,} sucesion de funcions fortemente medibles que converxe a f en
B case por doquier. Polo lema 3.13, f é fortemente medible, polo que dado n € N temos
que a funcion x € X — ||fo(z) — f(2)||p ¢ medible. Ademais, pola primeira condicién do

teorema, temos que para case todo x € X:

[fn(2) = f(2)l|B < 29().

Aplicamos entén o Teorema da Converxencia Dominada, co que obtemos que

dn [, fllpdu=0.

Usando agora o primeiro apartado do teorema anterior, temos que

[ = [ salis < [ fllpae

Polo que basta tomar limites en ambos lados para ter o resultado. O
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Teorema 3.22 (Lema de Fatou). Sexa {f,} sucesion de funcidns fortemente medibles que

converzen debilmente a unha funcion f case por doquier, e que se cumpre que

sup [, < oc. (339
neN
Enton;
1. f é Bochner integrable.

2 [If@lp du < Y inf [|lfa(@)]s da.

Demostracién. Do mesmo modo que no resto do capitulo, supofiamos que a converxencia se
da en todo X. Dado que a integral da norma das funciéns da sucesion estd acotada, e estas
son fortemente medibles, teremos que as funciéns da sucesion son Bochner integrables.

Agora ben, por resultados sobre converxencia débil, temos que:
1£@)llz < limin | fu(@)] . Ve € X
n—oo

Tendo en conta o anterior e que a integral de Lebesgue é mondtona, obtemos que

J15@ladi < [timint 5,0l 5 do < o

é dicir, que f é Bochner integrable. Por tltimo, aplicando o Lema de Fatou,

[ ttmint 1)l dp < int [ 1426015
O

Para rematar este capitulo, enunciaremos e demostramos un teorema moi importante

sobre a integral de Bochner que, ademais, non vimos antes no caso escalar.

Teorema 3.23 (Teorema de Hille). Dada unha funcién f Bochner integrable, terase que

< g,/f dp >pr p= / <g,f>p pdu, Vg€ B. (3.40)

Demostracion. Sexa f unha funcién Bochner integrable. Existira logo unha sucesion de
funcions simples medibles {t,} construida da mesma maneira que na demostracion do

Teorema de Bochner 3.20. Esta sucesién cumpre que :
1. Converxe puntualmente a f en B en case todo punto de X.

2. E acotada, pois

|tbn ()5 < (1+1/2)|f(x)]|B, Vo € X,¥n € N.
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Jm [ a(a) = £(e) | adu = 0.

Imos escribir agora cada termo da sucesion {1, } co representacién canoénica:

Mn
Yp = § kX B
k=1

e vexamos que se ten o resultado. Sexa g € B’ dado. Tense enton que:

<y, / fdp>pp = lim < g,/%du >p' B
mMn

= lim E < 9,050 >p' B Pt (Ery) = lim / < g,%n >p B dp.
Como ademais se ten que, para cada n € N,

1< g,9n(@) > < llgllBllYn(@)ls < (1+1/2)|gllp I f (@)l 5.

Aplicando o Teorema da Converxencia Dominada clasico a < g, 1, >p p tense o resultado.
O



Capitulo 4

Os espazos LP(X, %, ;YY)

4.1. Introduciéon aos espazos LP(X, %, u, B)

No capitulo de preliminares da analise funcional recordamos o que eran os espazos LP e
siia importancia, tanto na analise funcional como noutros campos das matematicas. Ago-
ra que definimos un novo tipo de integral para funciéns que toman valores nun espazo de
Banach arbitrario, e esta provén de xeralizar a integral de Lebesgue, é natural tratar de xe-
ralizar os espazos LP clasicos a uns espazos méis xerais. Ademais, veremos que propiedades
destes se poden estender para funciéns que toman valores nun Banach, e que aplicacions
tenen estes novos espazos.

Introducimos asi os espazos LP(X, 3, u, B), cuxa definicién é andloga aos vistos anterior-

mente.
Definiciéon 4.1. Sexa (X, X, 1) un espazo de medida e B un espazo de Banach.

» Dado un elemento 1 < p < oo, LP(X, X, u, B) denotard ao conxunto de todas as
clases de equivalencia (asociadas & relacion de equivalencia de ser iguais en case todo

punto) das funciéns f : X — B fortemente medibles tales que :

1/p
11l = ( /. \ﬂl%) < oo,

» Analogamente, definese L>°(X, X, u, B) como o conxunto das clases de equivalencia

(asociadas a ser iguais en case todo punto) das funciéns f : X — B tales que :
| fllcc = esssup||f(x)|| :==f{t >0 : ||f(x)| <t para case todo x € X}.
zeX

39
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4.2. Propiedades dos espazos LP(X, 3, u, B)

Estes espazos, ao igual que no caso escalar, tratanse de espazos vectorias completos,
o que os dota dunhas propiedades moi interesantes 4 hora de estudar diversos problemas
da analise funcional. Antes de ver que efectivamente se tratan de espazos de Banach,
xeralizaremos dias cofiecidas designaldades vistas no caso escalar: a desigualdade de Holder

e a de Minkowski.

4.2.1. Desigualdades Basicas

Teorema 4.2 (Desigualdade de Holder). Seza f € LP(X,X, u,B) e g € LY(X, X, u,B) e

(p,q) exporientes conzugados. Enton a funcion

zeX = | f(@)llsllg()ls

€ Lebesgue integrable, e ademais

/Hf(!v)!Blg(l‘)lleu < 17 1lollgllg-
Demostracion. Suponamos que || f||p, ||lg|lq > 0. Tomemos

@l @)l
171> " ol

Se aplicamos a desigualdade de Young, que non vimos neste traballo pero se pode

consultar en |D.S.; 1970], temos que para todo z € X se cumpre que:

up = M @lslg@ls _ If @5 | llg)p]
"= el = w171 " allgly

Pola monotonia e a linealidade da integral de Lebesgue, tense:

If@llelg@)lle _ [ 1/l lg@)zl o1 1 _
/ el =/ IR ) allgll _p+q

E, polo tanto;
/ 17 @5 lg@)sde < 1£ gl

Corolario 4.3 (Desigualdade de Minkowski). Se f,g € LP(X, X, u, B), enton
1. f+geIPX,S,uB).

2N+ gllp < 1Fllp + llgllp-
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Demostracidn. Se p = 1, basta ver que se cumpre a desigualdade triangular e linea-
lidade da integral de Bochner.
Sexa enton p > 1. Dado z € X, sabemos que:

1f (@) + g(@) I < 2°(1f (@)l + llg(@)II)
polo que f + g € LP(X, %, u, B).

Por outra banda, dado x € X, temos

1f (2) + g(@) | = IIf (x) + g(@) | 5llf (@) + g() |55
< F@)B1f (@) + 9@ +lg@)llsl /@) + gl

Se tomamos g o exponente conxugado de p e aplicamos a desigualdade de Holder aos

sumandos da desigualdade anterior, temos:

/HfHBHf + gl du < I flplLf + gll2e.
/ lgllsllf + gl di < Ngllpllf + gllp/*.

Polo que:
1F + gl < (1f o + gllgILf + gl

Suponendo agora que || f + gl # 0 e utilizando que p — p/q = 1, temos que :

1f + gl = I1F +gllb 4 < 11 £llp + llglly,

co que temos o resultado.

4.2.2. Propiedades fundamentais dos espazos L(X, %, u, B)

Agora que vimos a definicion dos espazos LP(X, 3, u, B) e estas desigualdades, estamos
en condiciéns de xeralizar os resultados esenciais dos espazos LP e as suas propiedades.
Comecemos vendo que se tratan de espazos vectoriais normados completos, ¢é dicir: espazos
de Banach. Para isto, dado que a stia norma se define de distinta maneira, imos separar os

casos nos que 1 < p < oo e p=o0.
Teorema 4.4. Se 1 < p < o0, 0 espazo LP(X, %, u, B) é un espazo vectorial normado.
Demostracion. Como comentiabamos, demostraremos o caso p = oo por separado.

= Se 1 <p< oo, temos:
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1. Trivialmente, || f]|, > 0.
2. Da propia definiciéon da norma, é claro que ||af]|, = |a|||fll,,  [10]l, = 0.

3.

1/p
T (/Xufu%) —0 = |fl,= (/X\f\l%> —0 = [flls=0 < f=0.

4. En virtude da desigualdade de Minkowski, temos que:
1f +allp < [Ifllp + llgllp-
= Se p = 00, tense que:

1. || f]lco € unha norma, pois:

a) [[flloe = 0.

b) llaflloe = Il fllocs  [I0llsc = 0.

¢) |flloo =0 = f = 0. En efecto, sexa f con ||f|lcc = 0. Dado un natural
n existira A, de medida nula tal que || f(z)|j < 1 para z € X \ A,. Deste
modo, temos que o conxunto A = |J,cy An € de medida nula e ademais
|f(x)|]| =0 para z € X \ A, polo que f(z) =0sex € X\ A.

d) Por ultimo, sexan f,g € L*°(X,%, u, B). Existirdan logo N1, No € ¥ de
medida nula tales que || f(z)|| < [|f]] e lg()[| < [lg]l para z & Ny e z ¢ Ny

respectivamente. Polo tanto, tense que

1f (@) + g@@) | < [[f @) + llg@@)| < [ £+ llgl

para z ¢ Nj U N, e como esta uniéon ten medida nula, temos que

LF+gll < [1F1 + lgll-

O

Unha propiedade esencial dos espazos LP(X, ¥, u, B) € que son espazos de Banach. Para
probar isto, prodeceremos de maneira similar a calquera demostrracién onde se queira ver
a completitude dun espazo: tomamos unha sucesiéon de Cauchy, construimos un candidato
para que sexa o limite, e comprobamos tanto que se atopa no espazo como que efectivamente

a sucesién converxe a dito elemento.
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Teorema 4.5. Se 1 < p < 00, 0 espazo LP(X, %, u, B) é un espazo de Banach.

Demostracion. Consideremos { f,} unha sucesion de Cauchy en LP(X, 3, u, B). Por ser de

Cauchy, existira unha subsucesion {f,, } que verifica que
—k
ank+1 *fnkH <2 para k> 1.
Consideremos agora a funcién candidata a limite

91(x) + 252 gk (@) — gr(2), w € B,

f:xEX%f(x):{O’ oy

onde

E= {x X :lg@)p+ Y llgrsi(x) — g(@)llp < OO}
k=1

e a funcién medible non negativa dada por:

9(@) = far @) + Y faes (@) = ()]
k=1

Vexamos enton que f € LP(X, X, u, B) e que {f,} — f en LP(X,3, u, B).

1. Polo Lema de Fatou, temos que

n p
[ an <timint [ (nfmnB 3 —mu) du
k=1

e tomando rafces p-ésimas a ambos lados da desigualdade:

1/p
[/ gpd,u} < liminf
n—oo

oo
—k
< Mully +D 27" = Il + 1.
k=1

Hmep + Z ank-H - f"ka]
k=1

Polo que g € LP(X, %, ), e como E € ¥ e u(X \ E), temos que f estd ben definida.

Ademais, como {f,, } converxe a f case para todo x € X,

k—1

fmllz < Mol + Dl foss = funll < 9 € LP(X, 5, 1, B).
j=1

Finalmente, temos polo Teorema da Converxencia Dominada que f € LP(X, 3, u, B).
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2. Vexamos por ultimo que {f,} — f en LP(X, ¥, u, B).
Dado que f — fy, converxe a cero case por doquier e || f — fy,, || < 2P¢P, polo Teorema

da Converxencia Dominada temos que:
i [ = b= [ Jim |  fulld =0,
k—o00 k—o00

Polo que limy_,o0|| f — fn, || = 0, € dicir, {fn, } — f en LP(X, X, u, B). Dado que {f,}
¢ unh sucesion de Cauchy, temos enton que {f,} — f en LP(X,3, u, B). Tomando

m e k suficientemente grandes, temos por definicion que:

/ Vom — o s < €.

Aplicando o Lema de Fatou,

[t = g1y di < it [ gl i <
k—o0 k—o0

Por taltimo, tomando raices p-ésimas, temos o resultado.

Teorema 4.6. O espazo L (X, %, u, B) € un espazo de Banach.

Demostracion. Sexa {f,} unha sucesion de Cauchy en L*°(X, X, u, B), tal que || fn(2)| <
Il fnll para todo = € X excepto nun conxunto de medida nula M. Do mesmo modo, tense
que:

[fn(2) = fm(2) |8 < fn = fnlloo (4.1)

para n,m € Ne xz € X \ M. Temos entén que a sucesion de elementos de B dada por
{fn(z)} & unha sucesion de Cauchy en B, e por ser B un Banach, temos que é converxente

en B. Definimos enton a funcién medible dada por:

limy, oo fr(z), x¢ M.

f:xEX%f(m):{O ve M

Sexa € > 0. Dado que {f,} é de Cauchy en X \ M, temos que existe un indice k tal que se

n,m > k entén:
[ frn = finlloo <e

Tomando limites cando m tende a infinito e tendo en conta a desigualdade 4.1, temos que
se n > k:
| fn(z) = f(z)lB <€, Vo€ X\E

polo que || f, — fll <€, ¥n > M.. E dicir, que {f,} converxe a f en norma infinito.
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Antes de pasar a falar do espazo dual, rematamos cunhas propiedades relacionadas coa
separabilidade dos espazos LP(X, %, u, B).

Teorema 4.7. Sexa (X, %, u) un espazo de medida e sexa B un espazo de Banach. Enton

a familia de funcions simples Bochner integrables é densa en LP, para 1 < p < oo.

Demostracion.

Sexa f € LP(X, %, u, B). Por ser f fortemente medible, existe unha sucesion de funciéns
simples medibles {¢,} que podemos construir como na demostracion do teorema de Boch-
ner. Esta sucesion converxe puntualmente 4 funcién f en B en case todo punto z € X, e

a stla norma estd acotada en B:
[on(@)llB < (1+1/2)[f(2)|B, Vo € X, VneN.

Como as funciéns da sucesion estan en LP(X, X, u, B), temos que, para case todo = € X:

IPn(x) — f(2)llp < (2+1/2)7|[f ()l

e, polo Teorema da Converxencia Dominada, tense que:

lfm / () — f()|Bdu = 0.

n—0o0

é dicir, que {¢,} — fen LP(X, %, u, B) O

Basandonos en que o conxunto das funcions simples Bochner integrables é denso, pode
demostrarse que baixo algunhas condicions os espazos LP(X; B) se tratan de espazos sepa-
rables. Ainda que non se vai incluir aqui esta demostracién, é interesante enuncialo debido

a que se trata dunha propiedade importante & hora de estudar estes espazos.

Teorema 4.8. Se X e B son espazos separables e p é unha medida finita, enton LP(X; B)

€ separable para 1 < p < 0o .

4.2.3. O espazo L2 (X.X,u,B)

Unha parte importante da teoria dos espazos de Lebesgue LP consiste no estudo dos
seus funcionais lineais. No caso escalar existe un conecido resultado que nos permite iden-
tificar o espazo dos funcionais lineais en LP co espazo de Lebesgue L?: o Teorema de
Representacion de Riesz. Asi, é natural preguntarse se esta identificacion segue dandose
nos espazos L™(X, X, u, B) e existe un teorema anéalogo ao de Riesz. En efecto, como ve-
remos a continuacién, isto vai darse baixo certas condiciéns sobre o espazo de chegada B.

Para iso, definamos o seguinte espazo:
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Definicién 4.9. Sexa (X, X, 1) un espazo de medida, B un espazo de Banache 1 < p < 0.
Chamamos entén Lk, (X; B') ao espazo das clases de equivalencia das funciéns debilmente

estrela medibles f : X — B que cumpren que z € X — || f(z)]| € LP(X;R). A este espazo

1/p
u|=(/wwmQ l<p<o

dotamolo coa norma

[f]l = sup ess||f(z)], p=oo.
zeX

Teorema 4.10 (Teorema de representacion de Riesz). Sexa (X, 3, u) un espazo de medida

nito, e B un espazo de Banach. Sexa 1 < p < 00, e q 0 seu exponente conzugado.
g

1. Suporiamos que B ¢ separable. Se T € (LP(X;B)), entén eriste un tinico v €
LL,(X; B tal que

T(u)z/)((v,u) dp (4.2)

para cada u € LP(X; B),e a norma de T concide con ||v||. Ademais, cada funcional
da forma 4.2, onde v € LL,(X; B'), € un funcional linear acotado en LP(X; B).

2. Suporiamos que B ¢ reflezivo. Se T € (LP(X;B)), enton existe un tinico v €
LY(X; B') tal que
700) = [ (o.)d (4.
X

para cada u € LP(X; B),e a norma de T concide con ||v||. Ademais, cada funcional
da forma 4.3, onde v € LY(X; B'), é un funcional linear acotado en LP(X; B).

Corolario 4.11. Sexa (X, %, u) un espazo de medida finito, B un espazo de Banach refle-
zivo e p € (1,00). Enton o espazo LP(X; B) € reflexivo.

Para finalizar o capitulo, expofiemos un interesante resultado que nos mostra a relacién
que hai entre o espazo LP(I; LP(E)), definido neste tema, e o espazo de Lebesgue LP(E x I),

sendo I un intervalo aberto de R e E un subconxunto medible de R,

Teorema 4.12. Seza I € R un intervalo aberto, E € RN un conazunto Lebesque medible,
e 1 <p < oo. Entén podemos identificar os espazos LP(I; LP(E)) e LP(E x I).

Demostracion. » Dado u € LP(E x I), polo Teorema de Fubini, a funcién ¢t € I —

[plu(z,t)Pdx| é Lebesgue medible, con

ﬂ(@waww)m=w;wm<w,
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do que se segue que [g|u(x,t)P|dz < oo, case para todo t € I. Polo tanto, definindo
v(t) = u(-,t), temos, polo teorema de Bochner, que v € I — LP(E) con

T — /||v P, it = / / Juie, )7l dadt = [Jull ) < 00

co que se ten que v € LP(I : LP(E)), con ||v||ze(r.e()) = lullLr(mx1)-

Se consideramos agora o operador linear

T:IP(E x I) — L? (I, L’(E))

u—v

Xa vimos que conservaba a norma e, polo tanto, é inxectivo. Identificando deste modo
u con T'(u), temos o contido LP(E x I) C LP(I; LP(E)).

» Vexamos agora o outro contido. Dado v € LP([; LP(F)) existird unha sucesion {s,,}

de funcions simples Bochner integrables s, : [ — LP(E) tales que:
Tim [lsa(t) — v(8) 1oy = 0

para case todo t € I, e ademais

z - p _
Jm [ () = 0Ol =

zo

Sn = E UinXE; p
=1

onde u;,, € LP(E) e E;, C I son conxuntos medibles disxuntos dous a dous. Defini-

Z Us, n XEI n(t)

onde r € E et € I. Deste modo, cada g, : £ x I — R é Lebesgue medible, pois é

Escribimos logo

mos

suma e producto de funcions Lebesgue medibles. Ademais, tense que

lsn o 1o (i) :/IHSn(t)H’zp(E) dt
- / <Z XEi,n(t)/ |w ()P d:z) dt
I'\i=1 E

= HgnHIzp(EX[) .

De maneira similar, podemos comprobar que ||s, —sml| ze (100 (2)) = |90 —9mllLr(Ex1)-

Como s, — v en LP(I;LP(FE)), temos que {s,} é unha sucesion de Cauchy en
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LP(I; LP(E)). Como consecuencia, tense que {gn,} € unha sucesion de Cauchy en
LP(E x I), e por ser este completo, existirda v € LP(E x I) tal que g, — u en
LP(E x I).
Agora ben, como T'(gy,) = $p, € da primeira parte do teorema temos que LP(E x I) C
LP(I; LP(E)), podemos concluir que T'(u) = v, co que remata a demostracion.

O

Toda a teorfa de integracion que vimos neste traballo, asi como a xeralizacién dos cone-
cidos espazos LP, adquire unha gran importancia 4 hora de estudar uns espazos conecidos
como espazos de Sobolev. Neste traballo non abarcamos este tema, pero é interesante men-
cionalos dado que serdn os subespazos de LP(X; B) onde se tratard de buscar solucions a
problemas con ecuacions diferenciais.

Deste modo, unha posible maneira de continuar despois de estudar a Integral de Bochner e
os Espazos LP(X; B) é introducir o concepto de Espazo de Sobolev, e estudar que propie-
dades fundamentais dos espazos LP(X; B) hereda, como a completitude ou a reflexividade.
Isto permitira desenvolver as ferramentas necesarias para estudar a existencia de soluciéns
de problemas de ecuaciéns diferenciais. Un exemplo de ecuacion cuxas soluciéns se buscan
en espazos de Sobolev é o seguinte:

Sexa Q € R3 un dominio con fronteira suficientemente regular. Se consideramos B = Hg ()
(espazo de Sobolev), f € L?(0,T; L*(Q)) = L?((0,T), L, m, L*(Q)), onde L é a o-dlxebra
de Lebesgue e m ¢ a medida de Lebesgue en (0,7) e ug € L?(£2), podemos buscar a solucién

da ecuacion:

%—Au:f, en Q x (0,7),
u =0, sobre 90 x (0,7,
u(0) = ug, en Q,

en el espacio L2(0,T; HY(2))NC([0,T7; L3(R)), donde, L2(0, T; H} (Q2)) = L*((0,T), £, m, H(Q)).



Bibliografia

[Bartle, 1995] Bartle, R. G. (1995). The Elements of Integration and Lebesque Measure.

Wiley-Interscience, 1 edition.

[Bruckner, 2008] Bruckner, Andrew M.; Bruckner, J. B. T. B. S. (2008). Real Analysis:
Second Edition. 2008. ClassicalRealAnalysis com;CreateSpace, 2ed. free web draft edi-

tion.
[D.S., 1970] D.S., M. (1970). Analytic inequalities. Springer.

[Leoni, 2017] Leoni, G. (2017). A first course in Sobolev spaces, volume 181 of Graduate

Studies in Mathematics. American Mathematical Society, Providence, RI, second edition.
[Rudin, 1986] Rudin, W. (1986). Real and complex analysis. MGH, 3 edition.

[Yosida, 1995] Yosida, K. (1995). Functional analysis. Classics in Mathematics. Springer-
Verlag, Berlin. Reprint of the sixth (1980) edition.

49



