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PRESENTACION

Esta unidade didactica € unha das seis correspondentes a materia de
formacion basica Matematicas Ill, que consta de seis créditos e impartese no
primeiro cuadrimestre do segundo curso do Grao en Enxefieria Civil ! Esta
materia, xunto con Matematicas | e Matematicas |l —ambalas duas materias
de primeiro curso, de formacion basica e seis créditos cada unha—, forma o
maodulo ou bloque de Matematicas, cuxo papel é o de contribuir a acadar tanto
as competencias? xerais do grado como as especificas de resolver problemas
matematicos que poidan aparecer no ambito da enxefieria.

Nesta unidade didactica, que foi desefiada para ser desenvolvida en
aproximadamente dez horas de docencia presencial, abordarase o estudo das
ecuacions diferenciais de orde superior. Cando acometa a preparacion desta
unidade didactica, cada estudante xa tera cofiecementos basicos de alxebra
linear e calculo diferencial e integral de funcions dunha e varias variables reais
—obtidos nas materias Matematicas | e Il—. Tamén estara familiarizado cos
diversos tipos de ecuacions diferenciais, cofiecera o que é un problema de
valor inicial, sabera modelar varios problemas en termos de ecuaciéns de
primeira orde, e sera capaz de resolver alguns deles, competencias adquiridas
nas unidades didacticas previas da materia Matematicas Ill.

Nas unidades precedentes téfiense estudado diversos tipos de
ecuacions diferenciais de primeira orde resolubles en termos de funcions
elementais. Os métodos desenvolvidos para calcular as solucidns
fundaméntanse principalmente no manexo das técnicas integracion, e
preséntanse moitas aplicacions de aparencia interesante, e bastante doadas
de deducir sempre que se tefia ben asimilado o concepto de derivada.

Desafortunadamente, calcular solucions de ecuacions diferenciais de
orde superior é bastante mais dificil, e terémonos que restrinxir, case por
completo, ao estudo das ecuacions lineares con coeficientes constantes.
Desenvolveremos un algoritmo para achar a solucion xeral das ecuaciéns
diferenciais lineares de orde dous, atopando primeiramente a solucién xeral
dunha ecuaciéon homoxénea —unha estrutura bastante simple baseada en
principios alxébricos elementais—, para pasar a calcular soluciéns concretas
ou particulares das ecuaciéons non homoxéneas.

A utilidade e o interese deste tipo de ecuacioéns diferenciais quedara
patente cando se presenten modelos aplicados a problemas derivados, sobre
todo, da fisica, como o estudo das vibracions en sistemas masa-amortecedor.

Porén, hai que recofiecer que durante gran parte do desenvolvemento
desta unidade didactica é frecuente que flote no ambiente unha sensacion de
maxia matematica, como se 0s problemas se resolvesen unicamente grazas
a concorrencia dunha idea feliz.

10 plano de estudos do grao pode consultarse no BOE de 16/04/2011.

20 grao de Enxefieria Civil habilita para a profesion de Ingeniero Técnico en Obras Publicas,
polo que as competencias que cada estudante ten que adquirir vefien determinadas na orde
ministerial CIN/307/2009 (BOE de 19/02/2009).
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Para rematar, sinalaremos que a maior parte das ideas desenvolvidas
para as ecuacions lineares de segunda orde seguen a ser validas cando
consideramos ecuacions lineares de orde superior, sen cambios na estrutura
basica, mais cun nivel moi superior de complexidade na notacion.

Asi mesmo, amosaremos o xeito de propor un sistema de ecuacions
diferenciais lineares de primeira orde a partir dunha ecuacion diferencial
de orde superior, que utilizaremos en unidades didacticas posteriores para
resolver estas ecuacidons numericamente. Tamén veremos que o anterior
método ¢ util para propor unha ecuacion diferencial linear de orde superior
partindo dun sistema de ecuacions lineares de primeira orde, 0 que nos
proporcionara un xeito de resolver ditos sistemas.

OS OBXECTIVOS

Procurarase que, cando remate a unidade didactica, cada estudante sexa
capaz de:

— Comprender o concepto de solucion xeral dunha ecuacion de orde
superior, como tamén o concepto de solucion dun problema de valor
inicial de orden superior.

— Comprender o concepto de solucion xeral dunha ecuacién linear de
segunda orde para os casos homoxéneo e non homoxéneo.

— Entender e manexar o concepto de solucién dun problema de valor inicial
de segunda orde.

— Atopar a solucion xeral dunha ecuacion diferencial linear homoxénea de
segunda orde con coeficientes constantes.

— Calcular, seleccionando o método mais axeitado, unha solucion
particular dunha ecuacién diferencial linear non homoxénea con
coeficientes constantes.

— Atopar a solucién, autonomamente e/ou coa axuda do programa MATLAB,
de problemas de valor inicial formulados en termos de ecuacidns
diferenciais de orde superior. Representar graficamente estas solucions.

— Modelar alguns problemas de enxefieria como problemas de valor inicial
con ecuacions diferenciais lineares de segunda orde.

— Resolver alguns problemas de enxefieria modelados como problemas
de valor inicial con ecuacions diferenciais lineares de segunda orde.
Interpretar as solucions obtidas no contexto do problema.

— Atopar, partindo do cofiecemento obtido sobre as ecuacions lineares
de segunda orde, a solucién xeral dunha ecuacion diferencial linear de
calquera orde, como tamén a solucién de problemas de valor inicial
lineares de calquera orde.
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OS PRINCIPIOS METODOLOXICOS

Para desenvolver esta unidade didactica empregarase unha metodoloxia
activa, na que sera de importancia capital a participacion de cada estudante,
dirixida a que o alumnado acade unha aprendizaxe significativa.

Esta metodoloxia coordinara a exposiciéon maxistral dos contidos
tedricos do tema, por parte do docente, co traballo do alumnado, que sera
fundamentalmente individual e apoiado e complementado cun curso virtual.

Esta previsto desenvolver esta unidade didactica en 10 horas de
actividades presenciais, distribuidas como segue:

— Docencia expositiva (6 horas): clases dirixidas ao grupo completo
de estudantes. Nelas o profesor presentard (en formato leccién
maxistral, utilizando tanto o clasico encerado como diversos medios
audiovisuais) os contidos tedricos e mais conceptuais que se detallan
na seguinte seccion. Non hai que entender o emprego da leccion
maxistral coma un método excesivamente rixido e non realimentado:
cada explicacion conceptual debe ir acompafnada de exemplos que
contriblan a sua asimilacion por parte do alumnado, como tamén
de preguntas e consultas encamifnadas a establecer unha canle de
comunicacion fluida estudante/profesor, que permitira establecer que
grado de aprendizaxe significativo se acada. Cada clase tera unha
duracion de 60 minutos, dos que os ultimos 10 se dedicaran a reforzar
a comunicacioén estudante/profesor antes mencionada.

— Seminarios (4 horas): clases dirixidas a grupos reducidos de estudantes
(aproximadamente vinte por grupo) nas que o persoal docente (en
ocasions, calquera estudante ou grupo de estudantes orientados e
dirixidos polo persoal docente) realizard unha seleccion de exercicios
propostos previamente nas clases expositivas e/ou recollidos en boletins
de exercicios. Sinalaremos que unha ferramenta moi importante
sera o programa MATLAB, que utilizaremos, sobre todo a modo de
supercalculadora, como axuda para a realizacion destes exercicios. O
alumnado cofecera, con antelacién suficiente, os exercicios sobre os
que se traballara en cada seminario, e debera preparalos e debatelos
co resto dos e das estudantes antes de que se realicen na clase.
Tera, ademais, a posibilidade de propofier que exercicios desexa que
se resolvan para, deste xeito, poder analizar con maior profundidade
aqueles problemas que resulten de especial dificultade.

Cada estudante ainda pode utilizar outro recurso presencial: as titorias
clasicas, que se desenvolven habitualmente nos gabinetes do persoal
docente. Nestas titorias —que o alumnado utiliza sé cando o considera
necesario, polo que non se contabilizan como as anteriores actividades—
ofrécese unha atencién mais individualizada aos alumnos e alumnas que o
solicitan.

Como complemento a docencia presencial, cada estudante tera
sUa disposicion un curso virtual, implementado na plataforma que ofreza

[ORNOR
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universidade. Neste curso podera obter material complementario e de apoio:
a propia unidade didactica, o programa da materia, boletins de exercicios
propostos, probas de autoavaliacién da aprendizaxe, enlaces a recursos
que se poden atopar na rede...; como tamén ferramentas de comunicacion,
tanto co persoal docente coma cos seus compafieiros e compafieiras: correo
electronico, foros, sas de chat...

OS CONTIDOS BASICOS

1. Introducion

Unha ecuacion diferencial de orde n € unha ecuacion do tipo

dn d d2 dn—l
y:gb(tyy g y) (1)

dtn A 27 gen1

Por exemplo, para o caso n = 3, tomando ¢(a, b, c,d) = e* + ¢3 + dIna,
a ecuacion (1) convértese na seguinte ecuacion diferencial de orde tres:

dy dy\®  d%y
Y _ ey (Y 29 nt.
a3~ ¢ +<dt> taE "

Un exemplo aplicable, e moi cofecido, de ecuacion do tipo (1) é a
segunda lei de Newton do movemento:

d? d
m—y = F(t.y, =), (2)
que determina, nun intre ¢, a posicion y(t) dun obxecto de masa m que se
move baixo a acciéon dunha forza F'. Entén dy/dt representa a velocidade do
obxecto, d%y/dt? é a aceleracion, e a forza F total que actua sobre o obxecto
pode depender tanto do tempo como da sla posicion e a sua velocidade.

En xeral, non imos dispor dun algoritmo para calcular a solucién deste
tipo de ecuacions. En realidade, as unicas que poderemos resolver dun xeito
xenérico son as que definimos a continuacion.

Definicién 1. Diremos que unha ecuacion diferencial de orde n é unha
ecuacion diferencial linear se adopta a forma

dny dn—ly dy

24Pt e+ P ()2 4+ P,(t)y = R(¢), 3

A P St e Paa (D) + Pal)y = R(Y) @)
onde R(t) e P;(t), parai € {1,...,n}, son funcions reais definidas nun certo

intervalo I C R.
No caso de que R(t) sexa a funcion constante R = 0, a ecuacion

denominase homoxénea:
dny dn—ly

e +P1(t)W +--+ P1(t)

dy
dt

+Pn(t)y:07 (4)
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As funcions P;(t), coni € {1,...,n}, denominanse coeficientes.

Observacion 1. En principio, o intervalo I pode ser de calquera tipo: pechado,
aberto ou semipechado. Tamén se contempla que sexa todo R. Sempre que
sexa un intervalo pechado nalgun dos seus extremos, esta claro que nese
extremo temos que interpretar as derivadas como derivadas laterais.

E frecuente que, ademais da ecuacion (3), se impofian certas condiciéns
iniciais sobre a funcioén y(t), condiciéns do tipo

y(t0) = yo, ¥'(to) = Y1, -, "V (to) = yn_1, (5)

onde ty € I € yo, Y1,-- -, Yn—1 SON NUMeEros reais.

A ecuacion (3), xunto coas condicidns iniciais (5), cofiécese como
problema de valor inicial.

Pasamos a presentar un teorema de existencia e unicidade de solucién
para problemas de valor inicial con ecuaciéns do tipo (3), acompafnado dalguns
corolarios. Non se inclie a demostracién, que pode verse en numerosos libros
de introducién as ecuacions diferenciais, como por exemplo, Simmons (1993).

Teorema 1. Sexan Pi(t),...,P,(t) e R(t) funciébns continuas nun certo
infervalo I C R, tqg € I e yo, y1,---, Yn—1 NUMeros reais. Entén a ecuacion
diferencial linear (3) ten unha e s6 unha solucion y(t), definida no intervalo I,

que cumpra y(to) = yo, y'(to) = y1,---, ¥V (t0) = yn_1.

Corolario 1. Sexan f(t) e g¢(t) duas solucions da ecuacion diferencial
linear (3) no intervalo I. Se nalgin t, € I se cumpre que f(ty) = g(to),
f/(to) = g/(tg), RN f(nil) (to) = g(nil)(to), enton f =gen 1.

Corolario 2. Sexa f(t) unha solucién da ecuacion diferencial linear
homoxénea (4) no intervalo I. Se nalgun t, € I se cumpre que f (to) = 0,
f'(te) =0,..., f*D(ty) =0, entén f =0 en I.

Observacion 2. Hai que resaltar que, igual que nas ecuacions diferenciais
de primeira orde precisabase unha condicién inicial para que o problema de
valor inicial tivese solucién Unica, agora precisanse n condiciéns iniciais para
garantir a existencia e unicidade da solucion.

O Teorema 1 proporciona una ferramenta moi poderosa, xa que garante
que os problemas de valor inicial tefien unha Unica solucién cando os
coeficientes da ecuacion linear e a funcion R(t) son funciéns continuas. Porén,
ainda no caso de que (3) tefia solucién, xeralmente non vai estar expresada
explicitamente en termos de funcidons elementais cofiecidas. A miudo é
necesario recorrer a diversos procesos infinitos, como series infinitas (series
de potencias...), para atopar solucions a este tipo de ecuacions.

Ao longo da unidade didactica daremos por suposto, a non ser que
se indique o contrario, que se cumpren as hipéteses do Teorema 1, como
tamén que as soluciéns das ecuaciéns diferenciais lineares estan definidas
no intervalo I C R.
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2. Ecuacions lineares de segunda orde

A partir de agora, por comodidade de notacion, imos traballar coa ecuacion
diferencial linear de segunda orde, tanto homoxénea como non homoxénea.
Como veremos ao final da unidade, calquera consideracion que fagamos
sobre elas sera extensible as ecuacions diferenciais lineares de orde superior
homoxénea ou non homoxénea respectivamente, coa traducién de notacién
que, en cada caso, sexa pertinente.

Sexan 2 p
5+ PO+ Q)y = R() ®)
e
2
Ty PO 1y =0, ™)

as ecuacions diferenciais lineares de segunda orde non homoxénea e
homoxénea respectivamente.

Supofamos que cofiecemos y;,, a solucion xeral de (7), € I6xico pensar
que adoitara a forma y;, = yx(t, c1,c2), € dicir, que contera duas constantes,
Xa que para cada problema de valor inicial impéfiense duas condicions.

Supofiamos tamén que cofiecemos y,,(t), unha solucién particular de (6),
e sexa y(t) unha solucién calquera de (6). Substituindo y — y, na ecuacién
(7), obtemos que

(y—up)" + Pt)y—wp) + Q) (y —yp) =
(v + Py +Qt)y) + (vy + Pt)y, + Q(t)y,) =

e dicir, y — y,, € solucion de dita ecuacion. Polo tanto, elixindo axeitadamente
duas constantes c; e ¢y, obtemos que y(t) — y,(t) = yn(t, c1,c2) ou, 0 que é o
mesmo, que y(t) = yn(t, c1,¢2) + yp(t).

Con estes sinxelos calculos queda demostrado o seguinte teorema:

Teorema 2. Se y;(t,c1,c2) é a solucién xeral da ecuacion (7) e y,(t) é unha
solucién calquera da ecuacién (6), enton

Yo (t,c1,2) = yn(t, c1, c2) + yp(t)
€ a solucién xeral da ecuacion (6).

Vese claro que é fundamental a determinaciéon da solucién xeral da
ecuacion diferencial linear homoxénea para cofiecer a soluciéon xeral da non
homoxénea. Ademais existen procedementos xerais para obtermos y,(t) se
xa se conece yy,.
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3. Solucion xeral da ecuacion homoxénea

O feito basico no estudo da solucion xeral da ecuaciéon homoxénea, é o
resultado que se expdn a continuacion.

Teorema 3. As solucions de (7) forman un espazo vectorial real de dimension
dous.

Demostracion. Non é dificil decatarse de que a funcion constante y = 0 € unha
solucién de (7), chamada solucién trivial, polo que o conxunto de solucions
de (7) non é o conxunto baleiro. Esta solucion sera o cero do espazo vectorial.

Ademais, dadas suas solucions de (7), y1(t) e y2(t), € dous numeros
reais c; € co, temos que

(cryr +e2y2)" + P(t)(cryr +caya) + Qt)(cryr + coy2) =
cr (v + Pty + Q(t)yr) + ca (s + P(t)ys + Q(t)y2) = 0.

Entdn, calquer combinacion linear de solucions de (7) tamén & unha
solucién e, polo tanto, as soluciéns de (7) son un espazo vectorial real.

Veremos agora que existen bases formadas por dous elementos. Dado
calquera tg € I, o Teorema 1 garante a existencia da Unica solucion de (7) que
verifica as condicions iniciais y(tg) = 1 e y'(to) = 0, que denominaremos vy,
como tamén a existencia da uUnica solucion de (7) que verifica as condicions
iniciais y(tp) = 0 e ¥'(tp) = 1, que denominaremos ys.

Comprobemos que o conxunto {y;,y>} € unha base para o conxunto
de solucidéns de (7). Para isto, verificaremos que y e y» son linearmente
independentes, e que xeran todo o o conxunto de solucions, é dicir, que
calquera solucion de (7) pédese escribir como combinacion linear de y; e ys.

Para probar a independencia linear de y; e ¥y, supofiamos que son
linearmente dependentes, € dicir, que existe un ndmero real & tal que y;(t) =
ky2(t) para todo ¢ € I. Enton, necesariamente 1 = y;(tg) = kya(to) = 0, que
€ imposible.

Vexamos agora que calquer solucién de (7) pddese escribir como
combinacion linear de y; e y». Dada unha solucion y(t) de (7), entdn a funcion
g(t) = y(to)y1(t)+y (to)y=(t) tamén é solucién de (7) por ser unha combinacion
linear das soluciéns y; e y». Ademais, é claro que

g(to) = y(to)y1(to) + ¥ (to)y2(to) = y(to),
e que
g'(to) = y(to)yi (to) + ' (to)ya(to) = ¥ (to)-
A partir de aqui, como consecuencia directa do Corolario 1, resulta que

y(t) = y(to)y1(t) +v (to)y=2(t) en todo I, ou sexa, que y(t) € combinacion linear
de Y1 (t) e yz(t). O

O problema de cofiecer a solucion xeral da ecuacion homoxénea (7)
reducese, como consecuencia do Teorema 3, a calcular duas soluciéns
linearmente independentes y (t) e y»(¢) de dita ecuacién. Non imos dispor dun
método xeral que dea solucion a este problema, pero poderémolo conseguir
nalgun caso particular.
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3.1. Uso dunha solucién coiecida para atopar outra

En ocasions é doado atopar unha solucién y; (¢) da ecuacion (7), ben sexa
por simple inspeccion ou dalgun outro xeito. O método que imos desenvolver
vainos servir para atopar outra solucion y,(¢) de (7) linearmente independente
con y; (t).

Supofiamos que cofiecemos unha solucion y;(t) da ecuacion (7),
sabemos que cy; (t), para calquera ¢ € R, tamén é solucion de (7), ainda
que —desafortunadamente— é linearmente dependente con y; (¢). O método
vai consistir en substituir a constante ¢ por unha funcién non constante w(t), e
tratar de determinar dita funcién w(t) para que y2(t) = w(t)y; (t) sexa solucion
de (7).

Hai que resaltar que nese caso y; (t)/y2(t) = w(t), funcién non constante
de ¢, co que y1(t) e ya(t) seran linearmente independentes.

Sexa y2(t) = w(t)y1(t), entdn

yh=w'yy +wyy e yy =w"y + 2wy + wyf. (8)
Para que y»(t) sexa solucion de (7), necesariamente tense que cumprir
ys + Pty + Q(t)y2 =0,

polo que, sen mais que substituir yo = wy; e as formulas (8) nesta expresion,
chégase a

w”yy + 2wy +wy! + P(t)(w'yy + wyy) + Q(H)wyy =0,
de onde, reordenando os sumandos, pasamos a
w(yy + P(t)y; + Q(t)y1) +w"y1 + w'(2y; + P(t)yr) = 0,
0 que, por ser y1(t) é solucion de (7), convértese en
w'y +w'(2y; + P(t)y:) = 0,

Ou sexa,

" t / t
’LU/( ) _ _2y1( ) —P(t)
w'(t) yi(t)
Integrando esta ultima expresién respecto de ¢t obtemos

infu’ ()] = ~2tnpn(0) - [ POy,

de ai que®
1 .
w'(t) = 67‘[ P(t)dt’
“=or

3En realidade temos infinitas opciéns para a expresion de w’(¢), iso si, todas iguais & expresion
que escollemos aqui multiplicada por un nimero real. Tamén ocorre 0 mesmo coa expresion de
w(t) unhas lifias despois.
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e, integrando de novo respecto de ¢, finalmente atopamos que

w — ;e—f (t)dt
0= [ e 'O

En resumo, se y1(t) € unha solucion da ecuacion (7), enton

1
) =yi(t) | ——ge I POy
y?( ) yl( )/ (yl(t))2
€ unha solucién da ecuacion (7) linearmente independente con y; (t).

Exemplo 1. Atopar a solucion xeral da ecuacion

Py dy
14+ t2)—= —2t—= 42y = 0.
T at Y
Se reescribimos a ecuacién como
d?y 2t dy 2
T 3, T Y=
dt 14+t dt 14+t

0,

é doado decatarse de que y; (t) = t € unha solucién desta ecuacion. Aplicando
o método anterior

1 _ =2t 1 2 1 -1
w(t):/t—ze jl+t2dtdt:/ —;t dt:/t—th—&—/dt:T—&—t.

Enton

y2(t) = wt)yi(t) = t(%l +t)=—1+¢

€ unha nova solucién da ecuacion diferencial. Ademais, é unha solucion
linearmente independente con y;(¢). Polo tanto, a solucion xeral desta
ecuacion diferencial sera

Yo (1) = c1t + 02(t2 —1), c,c0 €R.

3.2. A ecuacion homoxénea con coeficientes constantes

Imos ocuparnos agora de calcular a solucion xeral da ecuacion diferencial
homoxénea (7) no caso de que as funcions P(t) e Q(t) sexan funcidons
constantes, digamos por exemplo P e Q:

Py dy
2J . pY —0. 9
proR i +Qy =0 9)

Partiremos da base de que a funcion exponencial y(t) = e verifica que

y(t) =ac” =ay(t) e y'(t)=a’e" = a’y(t),
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ou sexa, todalas suas derivadas son muitiplos da propia funcion. Este feito
induce a pensar que y(t) = e** pode ser solucion da ecuacién (9) se eliximos
axeitadamente a constante a.

Se substituimos a funcion y(¢) = %' na ecuacién (9), vemos que

a’e™ + Pae® + Qe™ = (a® + Pa + Q)e™ =0,

debido ao cal, ¢* sera solucién de (9) se e sb se a é solucién da ecuacion
auxiliar
2+ Pr+Q=0,
que denominaremos ecuacion caracteristica.
Preséntanse tres casos distintos, en funcion do valor do termo P? — 4Q
e, consecuentemente, das raices da ecuacién caracteristica,

—P+/P?—-4Q o —P — /P2 —-4Q
= ao = .
2 ? 2
e P2 —4Q > 0. Entdn a ecuacion caracteristica ten duas raices reais
distintas a; # a,. Neste caso
yi(t) = et e yat) = e®

son soluciéns. Ademais, como o cociente v (t)/ya(t) = e(®~22)t non é
unha funcién constante, esas solucidns son linearmente independentes
e a solucion xeral de (9) é

a1

Yo (t) = creMt + coe®2t,

e P24Q) < 0. Agora a ecuacion caracteristica ten duas raices complexas

conxugadas
_p 410 — P2 —P 4Q — P?
A I S L L R
2 2 2 2
Enton*

ys(t) = eleTdt = eetedit — oct(cos dt + isendt)

ys(t)elemdDt = ecte—dit — ¢ct(cos dt — i sen dt)

cumpren a ecuacion (9), mais son funciéns con valores complexos,
e 0 noso concepto de solucidon dunha ecuacién diferencial refirese
unicamente a funcions reais de variable real. Atoparemos soluciéns con
valores reais como combinacions lineares de y, e ys:

yi(t) = % + % =ecosdt e ysot) = _;ys - z%r = e sen dt.
Debido a que o cociente ys(t)/y1(t) = tandt non € unha funcién

constante, as soluciéns y; € y» son linearmente independentes e a
solucién xeral sera

Yo (t) = cre cos dt + cae sendt = e (cq cosdt + ca sendt).

4Lembremos a formula de Euler: ¢® = cos 0 + i sen 0
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e P2 4@ = 0. A ecuacion caracteristica ten unha raiz real,

P
a1 = ——
1 2 )
de multiplicidade dous, polo que
yl(t) = 672}”

€ unha solucion de (9). Como a ecuacidn caracteristica non ten
mais raices diferentes, procedendo deste xeito non seremos capaces
de atopar soluciéns da ecuacion diferencial que sexan linearmente
independentes con y;. Para arranxar este problema, utilizaremos o
método explicado na Subseccion 3.1 para calcular y2(t) = w(t)y1(¢),
onde

L pa 1 e Pt
yi () (e=7)2 e

Enton yo(t) = w(t)yi(t) = te=Ft/2 é a nova solucion, linearmente
independente con y; (t), e a solucién xeral de (9) sera

Yo () = cle%m + CQte%m =(c1 + czt)e%m.
Exemplo 2. Atopar a solucion xeral de:
1. — +— -6y =0.
Ecuacion caracteristica: 22+ — 6 = 0. Raices: a; = -3 e ay = 2.

Solucion xeral:
Yz (t) = cre 3t 4 coe?t.

Py | dy
2. — +2— =0
dt? + dt +
Ecuacion caracteristica: 22 + 2z + 1 = 0. Raices: a; = —1.

Solucién xeral:
Y (t) = cre™t + cote™t.
d?y
3. — +2y=0.
a T

Ecuacion caracteristica: 22 + 1 = 0. Raices: a1 =i e as = —i.
Solucién xeral:

Yz (t) = e%(cy cost + cosent) = ¢y cost + co sent.
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4. A ecuacion non homoxénea

Consideremos de novo a ecuacion non homoxénea (6)

d? d,
T+ P2 + Q) = R(1).

Como explicabamos na Seccion 1, se cofiecemos a solucion xeral
de (7), s6 necesitamos calcular unha solucion particular de (6) para cofiecer
a solucion xeral de (6).

Nesta seccion imos explicar dous métodos para calcular esa solucién
particular da ecuacion non homoxénea.

4.1. Método de variacion de parametros

Este método baséase na utilizacién do cofiecemento que se ten da solucion
xeral da ecuacién homoxénea (7) para intentar atopar unha solucién particular
yp(t) da non homoxénea (6).

Partindo de que c¢;y1(t) +coy2(t) € a solucion xeral da ecuacion
homoxénea (7), imos supofier que a solucion y,(t) da ecuacion diferencial (6)
adoita a forma® y,,(t) = v1(t)y1(t) + va(t)y2(t), € intentaremos calcular v; () e
(%) (t)

Ainda que pareza que trocamos o problema de atopar unha funcién y,,(¢)
polo problema mais complexo de atopar duas funcions v;(t) e va(t), temos
certa liberdade para impofier algunha condicién sobre estas funciéns que nos
simplifique os calculos, xa que o feito de que y,(¢) sexa solucién de (6) non é
excesivamente limitativo.

Cando calculamos

y,(t) = vy +v1yy + vyya + vayh = (v1y] + vays) + (Viy1 + vhye),
observamos que, se
vy () (t) +v5(t)ya(t) =0 (10)

para todo ¢, entdn y;/(t) non contera termos con derivadas de segunda orde
de vy (t) e v2(t). Imos impofier, polo tanto, a condicién (10) as funcions vy (t) e
va(t), e asi temos que

Yy (t) = v19) + v1y) + vayh + vayy .

5De aqui provén o nome deste método, varianse os parametros cie ca.
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Outra condicion obterémola ao supofier que y,(t) é solucion da
ecuacion (6). Por unha parte obtemos que

Yp + P)yy" + Q(t)yp =viyy +v1yy + vays + vayy
+ P(v1yy +v295) + Q(v1y1 + v2y2)
= 1Y) +vays +ur(yy + Pyt + Qyr)
+v2(y3 + Pys + Qy2)
=v1y1 + vhys,
xa que y;(t) e y2(t) son soluciéns de (7).
Entén, para que y,(t) sexa solucién de (6) necesariamente ten que
cumprir
v (O)y1(t) + va(t)ya(t) = R(). (11)

Unindo as condicions(10) e (11)) propomos, para todo ¢ € I, un sistema
linear de duas ecuacions e con duas incognitas, v} (t) e v)(t):

Oy (1) + v3(t)ya(t) =0,
Oy (1) + va(t)ys(t) = R(t).

A partir do determinante da matriz do sistema (12) imos definir unha funcion.

v

(12)

/
1
vy

Definicion 2. Dadas duas funcions reais y; € y, definidas nun intervalo I C
R, denominaremos wronskiano de y; e y», € denotarémolo por W (y1,y2), a
funcién real definida no intervalo I por

Wy, 1)(0) = =50 - OO, (19
O seguinte resultado vainos servir para garantir que o sistema (12) ten
solucion.

Lema 1. Sexan y; (t) e y2(t) duas soluciéns de (7). Entén, se y,(t) e y2(t) son
linearmente independentes, o wronskiano W (y1,y2)(t) é distinto de cero en
todo o intervalo I.

Demostracion. Faremos esta demostracion por paso ao contrarreciproco,
€ dicir, suporemos que o resultado non se cumpre e chegaremos a unha
contradicion.

Supofamos, pois, que existe ty € I para o que

y1(to) ya(to)
Y1 (to)  ws(to)

Entdn a primeira e a segunda columnas deste determinante tefien que ser
vectores linearmente dependentes. Noutras palabras, ten que existir un
numero real k tal que

y1(to) = ky2(to) € wi(to) = kys(to). (14)

W (1, 2) () = \ ’ o
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Ademais, resulta que ky2(t) é solucion de (7), porque o € y»(t). Daquela y1(t)
e ky»(t) son ambalas duas solucions de (7), e as condicions (14) revelan que
resolven o mesmo problema de valor inicial, polo que o Corolario 1 garante
que son a mesma funcion, ou sexa, que y; (t) = ky=2(t) no intervalo I.

Pero enton y, (t) e y2(t) son linearmente dependentes. O

As funcions y (t) e y2(t) que aparecen no sistema de ecuacions (12) son
solucions de (7) linearmente independentes, de modo que o Lema 1 garante
que o determinante da matriz do sistema non se anula en todo o intervalo I
e, por conseguinte, que o sistema (12) é compatible determinado para todo
tel.

Resolvendo o sistema, por exemplo polo método de Cramer, calculamos
expresions para v} (t) e vh(t):

0 yaft)
o= RO 50 | —pwm
! W (y1,y2)(t) W(y1,y2)(t)’
yi(t) 0
PR A0 I 0% RSO0
? W (1, y2)(¢) W (y1,y2)(t)

Para obtermos as formulas para v (t) € v2(t) s6 temos que integrar estas
expresions respecto de ¢:

_ [ —5@R({)
u® = | T o (15)

_ [ _n®EE®)
valt) = [ g e (16)

En resumo, unha solucién particular da ecuaciéon non homoxénea (6) é

—y()R(t) y1 (1) R(t)
T @20 oo™ D

Este método de variacion de parametros resolve o problema de calcular
unha solucién particular da ecuacion linear de segunda orde non homoxénea
para o caso xeral, xa que non impén ningunha condicion® sobre as funcions
P(t), Q(t) e R(t) fora das que xa tefien que verificar estas para que exista
solucién da ecuacion diferencial.

Porén temos que sinalar que as primitivas que aparecen nas
expresions (15) e (16) resultan, en moitos casos, moi complexas de calcular.
Incluso pode ocorrer que non sexan expresables en termos de combinaciéns
de funcions elementais cofiecidas, co que non poderiamos atopar unha
férmula manexable para v, e v, e, polo tanto, para y,(t).

yp(t) = y1(t)

8Fixémonos en que o método é valido ainda que as funciéns P(t) e Q(t) non sexan constantes.
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4.2. Método dos coeficientes indeterminados

O método que imos expoier € moito menos xeral que o anterior, xa que s6 o
poderemos aplicar cando a ecuacion diferencial sexa da forma
d? d
s+ P2+ Qy = R(t),
onde P e @ son funcidns constantes, e a funcién R(¢) sexa unha funcion
exponencial, un seno, un coseno, un polinomio na variable ¢, ou ben unha
combinacion de produtos de funcions dos tipos anteriores. Non obstante,
nestes casos adoita a ser moito mais sinxelo calcular a solucion particular da
ecuacion diferencial con este método que non co método anterior de variacion
de parametros.
Un exemplo sinxelo seria
d?y dy at
ﬁﬁ-Pa-‘rQy—e . (18)
& léxico pensar que que a solucion y(t) da ecuacion (18) sexa da forma
Ae®, xa que ao derivar a funcién exponencial sempre se obtén unha nova
exponencial, s6 varia o coeficiente que multiplica ao termo e®t.
Imos supofier, polo tanto, que a solucién é da forma y, () = Ae®, co que
yh(t) = Aae, y!(t) = Aa”e™ e y) + Py, + Qyp = A(a® 4+ aP + Q)e™.
Xa que logo, para que y, sexa solucion de (18), necesariamente ten
que cumprirse que y, + Py, + Qy, = e*, é dicir, y, é solucidn da ecuacion
diferencial (18) se e s6 se

1
a2+ aP+Q°

Obtivemos unha solucién particular y,(t) da ecuaciéon diferencial
determinando o coeficiente A, sempre que a non sexa raiz da ecuacion
caracteristica 22 + Pz + Q = 0.

Por analoxia coa resolucion da ecuacién homoxénea con coeficientes
constantes, se a é raiz da ecuacion caracteristica, imos probar cunha solucion
Yp(t) = Ate®, asi pois y (t) = Ae™ + Aate™, y)/(t) = Aa*te™ 4 2Aae™ e

Yy + Py, + Qup = (Ad*te® + 2Aae™) 4+ P(Ae™ + Aate™) + QAte®
= A(a® + aP + Q)te™ + A(2a + P)e™
= A(2a + P)e*

Se y,(t) € solucion da ecuacion, enton y, + Py, + Qy, = e**, polo tanto,
yp(t) € solucién se e s6 se A =1/(2a + P).

Temos resolto o problema sempre que a non sexa raiz da ecuacion
caracteristica (a2 4+aP+Q # 0), ou se a é raiz de multiplicidade un da ecuacién
caracteristica (a®> + aP + Q = 0 e 2a + P # 0).

No caso de a sexa unha raiz da ecuacién caracteristica de multiplicidade
dous, prébase cunha solucion y,(t)=At%e* e, procedendo de xeito analogo
aos casos anteriores, determinase que y,(t) é solucion se e sé se A =1/2.
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Poderiamos ir dando solucién 6s casos en que a funciéon R(t) sexa un
seno, un coseno ou un polinomio na variable ¢. Non obstante, imos presentar
un algoritmo mais xenérico.

Definiciéon 3. As funcions
1.—t" neN. 3.— sen(bt +c¢) b#0.

2.— e a#0. 4.—cos(bt+c) b#0.

e os produtos de funcions de calquera dos catro tipos anteriores denominanse
funcidns tipo coeficientes indeterminados (Cl).

O método dos coeficientes indeterminados pédese aplicar cando R(t) é
combinacion linear de funcions tipo Cl.

Definicion 4. Se f é unha funcion tipo Cl, o conxunto fundamental de f,
S¢, € o conxunto formado polo minimo numero de funcions linearmente
independentes tales que f e as suas derivadas pddense escribir como
combinacion linear delas.

Exemplo 3. Calcular os conxuntos fundamentais das seguintes funcions:
1. f(t) = t3. Temos que f'(t) = 3t2, f"(t) = 6t, f"(t) = 6 e fM(t) =0
para todo n > 4. Polo tanto

Sy ={t3,t* t, 1}.
2. ¢(t) = sen2t. Calculemos algunhas derivadas:
g'(t) = 2cos 2t, g"(t) = —4sen2t,
g" (t) = —8cos 2t, g¥W(t) = 16 sen 2t.
Continuando coa derivacion chegamos a que, dependendo do valor n,
g™ () =+2"cos2t ou g™ (t) = £2"sen2t.
Enton, o conxunto fundamental sera
Sy = {sen2t, cos2t}.
3. h(t) = t*>sent. Procedendo como nos exemplos anteriores, temos que

h'(t) = 2tsent + t* cost, h"(t) = 2sent + 4t cost — t* sent,
R"(t) = 6cost — 6tsent — t* cost, R (t) = —12sent — 8t cost + t*sent,

de onde se deduce
M (1) = £((n(n — 1) sent — 2nt cost — t* sent)

ou
h™(t) = +£((n(n — 1) cost — 2ntsent — t* cost).

Xa que logo, o conxunto fundamental sera

Sj, = {sent, cost, tsent, tcost, t*sent, t> cost}.
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Supoiamos, pois, que
R(t) = Mui(t) + ... + Apug(t)

€ unha funcién tipo cl, o método dos coeficientes indeterminados consta dos
seguintes pasos:

1. Calculanse os conxuntos Sy, ..., Sy,-

2. Se para algun par de indices i # j acontece que S,, C S,;, enton
eliminase o conxunto S,,.

3. Se algun dos conxuntos S,, contén funcions que sexan solucion da
correspondente ecuacién homoxénea, multiplicanse tdédalas funciéns
dese conxunto pola menor potencia de ¢ que garanta que ningunha das
novas funciéns sexan solucion da antedita ecuacion homoxénea.

4. Férmase unha combinacion linear de tédalas funciéons dos conxuntos
que resultan de aplicar os pasos anteriores. Esta combinacion sera a
que conxecturaremos como posible solucién y, da ecuacion diferencial.

5. Determinanse os coeficientes da anterior combinacién linear,
impofiéndolle a y,, que verifique a ecuacion diferencial.

Exemplo 4. Atopar a solucion xeral da seguinte ecuacion diferencial:

Py L dy 2
—= —3— + 2y = 2% + 2tet + et + 4¢3t
a2~ Var Y
O primeiro que faremos sera calcular a solucidon xeral da ecuacion
homoxénea, para o que previamente calculanse as raices da ecuacion
caracteristica:

2?2 —324+2=0,

que son a; = 2 e a; = 1. A solucién xeral da ecuacién homoxénea é, polo
tanto,
yn(t) = c1e? + coel.

O termo non homoxéneo
R(t) = 2t* + 2te! + et 4 4e3!

& combinacion linear de u; = t2, us = et, uz = tet e uy = €%, funcions tipo
cl. Estamos, polo tanto, en condicidns de aplicar o método dos coeficientes
indeterminados.
1. Sy, = {t? t, 1}, Sy, = {et}, Su, = {te', et} e S, = {e3}.
2. Eliminase S,,, xa que Sy, C Sy,.
3. S,, contén a funcién ¢f, que é solucion da ecuacién homoxénea, polo
que multiplicanse toédalas funcions de S,,, por t. Asi, S,, pasa a ser

Sus = {t%e!, tet},

que xa non contén ningunha solucién da ecuacion homoxénea.
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4. Como resultado dos pasos anteriores, sé hai que ter en conta os
conxuntos

Suy ={t*, t, 1}, Sy, = {t?et, te!} e S, = {*},
de modo que constrio a funcion
yp(t) = At* + Bt + C + Dt*e! + Ete! + Fe?t.
Daquela, temos que
Yy, =2At + B + Dt*e' + (2D + E)te! + Ee' + 3Fe?,
yy =2A+ Dt’e' + (4D + E)te! +2(D + E)e' + 9Fe™.
5. Para rematar, substituindo y, () na ecuacion diferencial chegamos a que
Yy — 3y, + 2y, =2At> + (—6A + 2B)t + (2A — 3B + 2C)
—2Dte! + (2D — E)e! + 2Fe%
=2t2 4 2te! 4 et + 4e*,

logo y,(t) sera solucién da ecuacion diferencial se e s6 se A, B, C, D,
E e F son as raices do seguinte sistema linear de ecuacions alxébricas:

24 = 2
—6A + 2B = 0,
24 — 3B + 2C = 0,
- 2D = 2

2D - E = 1

4.

Por conseguinte,
7 .
yp(t) = t* + 3t + 3~ t2et — 3te! + 2e%,
e a solucion xeral buscada é:

7
Yo (1) = yn(t) + yp(t) = cre® + coel + % + 3t + 3 t?et — 3tet + 2¢%.

5. Aplicacions a diversos modelos na enxeieria

Pasaremos a presentar —e tratar de resolver— agora algins modelos
matematicos, propostos en termos de ecuacions diferenciais ordinarias de
segunda orde, que tefien diversas aplicaciéns no ambito da enxefieria.

Varios deles tefien como obxectivo calcular a ecuacién do movemento
dun obxecto, € dicir, unha funcién z(t) que determine a sua posicién —a
distancia percorrida por el—, respecto dunha posicién orixinal, en cada intre
t de tempo. Alguns dos modelos mais utilizados son os cofecidos como
sistemas masa-resorte-amortecedor.
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5.1. Sistemas masa-resorte-amortecedor

Consideremos un obxecto de masa m suxeito ao extremo dun resorte elastico
de lonxitude | que se atopa pendurado dun soporte rixido horizontal (ver a
Figura 1). O comportamento destes resortes axustase & lei de Hooke: se a
lonxitude natural do resorte € modificada nunha cantidade Al, entdén o resorte
exerce unha forza de restitucion de magnitude kAl, onde a constante & > 0
depende tanto do material co que esta construido o resorte, como tamén do
desefio deste. Esta forza actua de tal xeito que o resorte recupere sempre a
sUa lonxitude natural.

Figura 1: Sistema masa-resorte. Na posicion de equilibrio (PE) a forza que exerce o
resorte sobre a masa equilibrase co peso do corpo

A posicién que ocupa a masa cando sistema esta en repouso cofiécese
como posicién de equilibrio (PE), e sera o punto que elixamos coma orixe
(z(t) = 0) para medir a distancia x(t) percorrida polo obxecto nun intre de
tempo t. Nesta posicidn ocorre que o peso do corpo equilibrase coa forza que
exerce o resorte debido a que esta alongado, é dicir, que

mg = kAL (19)

Ademais, consideraremos que z(t) < 0 sempre que o obxecto estea por
riba da posicion de equilibrio, mentres que x(¢) > 0 no caso de que estea por
baixo dela.

Parece claro que o peso do obxecto e a forza recuperadora do resorte
son forzas que sempre temos que ter en conta nun modelo deste tipo, mais
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hai outro tipo de forzas (a forza de rozamento co medio onde se atopa o
obxecto, forzas debidas a movementos residuais no soporte, forzas debidas a
campos magnéticos...) que poderemos ter en conta ou obviar a sua existencia,
obtendo diversos tipos de modelos mais ou menos complexos.

Asi mesmo, sinalaremos que imos utilizar o Sistema Internacional de
Unidades, polo que as forzas mediranse en newtons (N), as distancias en
metros (m), e o tempo en segundos (s). En tal caso, a unidade da constante k
sera N/m, e a masa medirase en kilogramos (kg), que corresponde a N-s2/m.

5.1.1. Vibracions libres

Imos supofier, inicialmente, que en calquera intre ¢ no sistema so6 actuan duas
forzas’: o peso do obxecto, cuxo valor € mg, e a forza do resorte. A lei
de Hooke dinos que esta segunda forza é a constante k£ multiplicada polo
alongamento do resorte, que vale z(¢) + Al.
Agora ben, aplicando a segunda lei de Newton do movemento obtemos
d’x
My =mg = k(x(t) + Al), (20)

co que, tendo en conta (19), chegamos finalmente a

d*x  k d*x 9
-~ = i = 21
e + mm(t) 0, ouben, e + a”z(t) =0, (21)

onde a = y/k/m.

Xa que logo, calquera solucién de (21) sera da forma
z(t) = ¢1 cos ait + co sen at, (22)

onde o valor dos parametros c; e ¢, dependera das condicions iniciais co que
se propofia o correspondente problema de valor inicial. De feito, o valor de ¢;
vira determinado por z(0), a posicion do obxecto no intre inicial, mentres que
o valor de ¢, sera a velocidade do obxecto nese intre, z'(0).

Por exemplo, se no intre inicial desprazamos o obxecto xy metros por
baixo da PE, e o soltamos sen velocidade inicial, as condiciéns iniciais seran
z(0) = zo e 2'(0) = 0, polo que (22) neste caso convértese en

x(t) = xg cos at. (23)

Esta funcién é periodica®, e o seu periodo vale T = 2r/a. Polo tanto,
0 obxecto repetira a sta posicion cada 27/« segundos, ainda mais, tamén
repetira a sua velocidade, e a sua aceleracion.

"Vaia por diante que esta é unha situacién que non se axusta completamente 4 realidade, na
que sempre aparece, por pequena que poida ser, unha forza de rozamento do obxecto co medio
que o rodea.

8Unha funcién f(t) dise periédica se existe un valor T', denominado periodo, tal que se cumpre
que f(t) = f(t+T) para todo t. Va dicir, a funcién ciclicamente repite o seu valor, e o tempo que
tarda en repetilo é o periodo.

26- UNIDADE DIDACTICA lll. Ecuaciéns diferenciais de orde superior



Por outra parte, o valor absoluto da funciéon coseno é sempre mais
pequeno ou igual que 1, asi que o obxecto nunca estara mais lonxe de zg
metros da PE, iso si: pode estar xy metros por baixo da PE (por exemplo,
z(0) = z(27/a) = xg), ou xy metros por riba (z(7/a) = —xo).

Hai que resaltar que a solucién xeral (22) sempre se pode expresar
dunha forma similar® a (23):

c1cosat + cosenat = Acos (at — @), (24)

onde A = \/c? + 3 € ¢ = arctan (cz/c1).

Polo tanto, sempre que despracemos o obxecto da PE (e/ou
modifiquemos a sua velocidade) este comezara a se mover, e a ecuacion
do seu movemento vira dada pola expresion (24), cuxa grafica amoésase na
Figura 2.

-A

Figura 2: Vibracions libres. Grafica da funcion z(t) = A cos (ot — @)

Asi pois, 0 movemento do obxecto sera un movemento periddico ou
ciclico cofecido como movemento harménico simple:

e A cantidade A cofécese como amplitude do movemento, € marca o
maximo desprazamento do obxecto respecto da PE, tanto por arriba
como por abaixo. Canto mais despracemos inicialmente o obxecto da
PE, mais grande sera a amplitude do movemento resultante. Tamén se
incrementard segundo creza a velocidade inicial do obxecto.

e O periodo natural do movemento &

=2 _or ™ (25)
« k

e o seu valor determina canto tarda o obxecto en completar un ciclo
de movemento. V& claro que canta mais masa ten o obxecto, mais

936 temos que aplicar a formula trigonométrica cos (8 — §) = cos Scosd + senSsend para
comprobar a igualdade (24).
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tardara en completar un periodo de movemento. Asemade, canto mais
grande sexa a constante k do resorte —e con ela a forza restauradora
do mesmo—, o periodo sera mais pequeno.

e A frecuencia natural do sistema é a inversa do periodo:

I (26)

T 21 2r\m’
e mide cantos ciclos ou periodos de movemento se producen por
unidade de tempo. Canto maior sexa a frecuencia, o obxecto pasara
mais veces pola PE no mesmo intervalo de tempo. A frecuencia
diminuird a medida que creza a masa do obxecto, e crecera segundo
creza a constante k do resorte —xusto ao revés que o periodo—.

e ¢ denominase angulo de fase. Dependendo do seu valor, 0 maximo
desprazamento respecto da PE producirase no intre inicial ou mais tarde.
O angulo de fase depende unicamente da posicién e a velocidade iniciais
do obxecto.

5.1.2. Vibracions libres amortecidas

Suporemos agora que, ademais do peso do obxecto e a forza do resorte,
actua sobre o sistema unha forza amortecedora debida ao rozamento do
obxecto co medio no que se move (o aire, auga ou outro liquido, etc.).
Resultados experimentais dinnos que esta forza amortecedora € proporcional
a velocidade do obxecto (tomaremos a constante de proporcionalidade cun
valor ¢ > 0, e unidade N-s/m), e de sentido contrario ao movemento deste, ou
sexa, que tera un valor de —c(dx/dt).
Asi pois, neste caso, aplicar a segunda lei de Newton conducenos a
2

m% =mg — k(z(t) + Al) — CC(%’ (27)

e de ai & ecuacion diferencial

A2z dx A2z c dx k
—_— — +kz(t) = 0 2o e = 28
megE T gy TR =0 ouT Tt mw Tt =0 (28)

cuxa ecuacion caracteristica asociada ten raices

—c+Vc? —4km o —c—+/c? —4km
r = To = .
2m 2m

Debido a isto, para calcular a soluciéon da ecuacién (28) teremos que
considerar tres casos, dependendo do valor de ¢ — 4km.

1ONunca se considera, por motivos evidentes, o caso no que m vale cero.
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5.1.2.1. Vibracions sobreamortecidas

Consideraremos, en primeiro lugar, que c? —4km > 0, de xeito que a ecuacién
caracteristica ten duas raices reais r» < 1 < 0 e, por tanto, toda solucién da
ecuacion (28) sera da forma

z(t) = cre™t + cpe™t. (29)

Como r; e ry son ambalas duas negativas, independentemente do valor
de c; e cg, non é dificil ver que
: _ : rit rot) __
t_l)linooa:(t) =, lim (cre™ + coe™") =0,
0 que significa que, sempre que pase suficiente tempo, o obxecto —como a
intuicion parece indicarnos— volvera sempre a PE.

A ecuacion (29) describe, pois, o movemento dun obxecto que acada
unha posicion diferente da PE, e regresa lentamente a ela. Dependendo do
desprazamento e velocidade iniciais do obxecto, € posible que este pase unha
vez pola PE, pero s6 unha —ou ningunha—. Podemos ver exemplos das duas
situacions nas figuras 3 e 4.

Figura 3: Vibracions sobreamortecidas.  Figura 4: Vibracions sobreamortecidas.
O obxecto pasa pola PE O obxecto non pasa pola PE

5.1.2.2. Vibracions criticamente amortecidas

Estudaremos agora o caso ¢ — 4km = 0, no que a ecuacion caracteristica ten

unha raiz real de multiplicidade dous r = —¢/2m < 0, polo que toda solucién
da ecuacion (28) adoitara a forma
x(t) = (c1 + cat)e™. (30)

Como queira que r é negativo, claramente

lim z(t) =

lim (¢; + cot)e™ =0
t—+oo t—>+oo( ! 2t) ’

calquera que sexa o valor de ¢; e cs.

Este caso é case igual ao anterior, polo que a ecuacién do movemento
describe a un obxecto que acada unha posicién distinta da PE e lentamente
diminue a sua velocidade para retornar a ela.
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5.1.2.3. Vibracions subamortecidas

Para finalizar, analizaremos que acontece cando c? — 4km < 0. Neste caso a
ecuacion caracteristica ten duas raices complexas conxugadas, r; = a + i

ery, =a— fBi,onde a = —c¢/2m e 8 = \/k — ¢2/4m?2. Daquela, toda solucion
de (28) pédese escribir da seguinte forma

2(t) = e~/?™ (cy cos Bt + co sen Bt),
ou, do mesmo xeito que fixemos coa expresion (24), da forma alternativa
z(t) = Ae” /2" cos (Bt — o), (31)

onde A = \/c? + 3 € p = arctan (cz/c1).

O movemento do obxecto é case que periddico, no senso de que o
obxecto pasa pola PE a intervalos de tempo regulares, pero a sia amplitude
decrece exponencialmente (ver Figura 5). O «caseperiodo» deste movemento
viria dado por

2 2
r="-__T (32)
B k
m 4m?2
e a «casefrecuencia» seria
= 1 B 1 [k c2 (33)
T 2 on 4m2’

ainda que é habitual chamarlle frecuencia natural do sistema, igual que no
caso das vibracions libres. Se o rozamento co medio desaparece (¢ = 0) é
inmediato comprobar que (32) e (33) convértense en (25) e (26).

Tamén neste caso se cumpre que

lim z(¢) = lim (Ae*Ct/Qm cos (Bt —¢)) =0,

t——+oo t—+oo

asi que o obxecto ira diminuindo a sua velocidade ata se deter na PE.

7 X()= —A go2m

Figura 5: Vibraciéns subamortecidas. Grafica da funcion z(t) = Ae™"/?™ cos (Bt — )
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Nos tres casos analizados nesta subseccion podemos ver que o
movemento provocado por calquera perturbacion inicial do sistema acaba por
desaparecer —a diferenza do que acontece nas vibracions libres— debido
ao amortecemento. E o fai mais ou menos rapidamente en funcién das
constantes ¢ (amortecemento) e k (forza do resorte), como tamén da masa
do obxecto e das condicidns iniciais.

V4 o funcionamento, por exemplo, do sistema de suspensién dos
automobiles.

5.1.3. Vibracions forzadas amortecidas

Ata o momento temos considerado modelos nos que so6 intervifan forzas
internas ao propio sistema masa-resorte-amortecedor. Analizaremos agora
0 caso no que, ademais da forza do resorte e da forza de amortecemento,
unha forza externa f(t) actua sobre o obxecto. Este tipo de forzas aparecen
en diversas situacions: ben debido a movementos do soporte, ben debido a
accién dun campo magnético sobre o obxecto...

O caso mais interesante preséntase cando a forza externa actua
periodicamente, digamos f(t) = Agcoswt, polo que a aplicaciéon da lei de
Newton lévanos ata a ecuacién diferencial non homoxénea

d’z dx d?>x cdx k Ay
m@**a*‘“‘(t) = Apcoswt ou ﬁ+ga+ax(t) = Ecoswt. (34)

A sua solucion xeral sera a suma da solucién xeral da correspondente
ecuacion homoxénea (28) (z,(t), que xa foi calculada con anterioridade)
e unha solucién particular de (34), que se pode calcular co método dos
coeficientes indeterminados:

Ag
(k — w?m)? + w3c?

z(t) = ((k — w®m) coswt + wesenwt)). (35)
Por tanto, operando de novo como en (24), calquera solucion de (34)
adoitara a forma

Ao
\/(k —w?m)? + w?c?

onde ¢ = arctan (wc/(k — w?m)).

O primeiro dos sumandos denominase parte transitoria da solucién, xa
que vai desaparecendo' segundo crece t. Por tanto, co paso do tempo a
solucién vai adoitando a forma do segundo sumando ou parte estacionaria, e
podemos asumir que, para valores grandes de ¢, a solucion de (34) é igual &
sua solucion particular, é dicir, unha funcion periodica de frecuencia w/27 e
de amplitude

z(t) = zp(t) + cos (wt — @), (36)

Ay
\/(k — w?m)? + w3c? -

(37)

MO comportamento da solucién xeral de (28) xa foi analizado, e en tédolos casos cumpriase
que lim¢— 4 oo Tp, (t) =0.
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A expresion (37) da amplitude amésanos que esta depende tanto da
amplitude (Ap) e a frecuencia (w/2w) da forza externa, coma dos coeficientes
k e ¢, e tamén da masa m do obxecto.

Supofiamos, por exemplo, que o valor de ¢ € moi pequeno, ou sexa, que
0 movemento esta moi pouco amortecido, o que correspondera en xeral cun
movemento subamortecido —ver a férmula (31)— como parte transitoria da
solucién, polo que (36) sera

_ A
x(t) = e=2m /2 + G cos (Bt — ) + N w27r?)2 — cos (wt — ¢).

Como ¢ é moi pequeno, a frecuencia natural do sistema é
aproximadamente igual que no caso sen amortecemento:

271': Vii m2 27TV

de modo que, sempre que a frecuencia da forza externa w/2m estea preto
da frecuencia natural 3/2x, os termos c*w? e (k — w?m) seréan moi pequenos
tamén, polo que a amplitude da parte estacionaria sera moito mais grande que
a amplitude da forza externa.

Este fendmeno cofiécese como resonancia'?>, e podemos ver un
exemplo na seguinte Figura 6, onde tomamos k£ = 0.001 N/m, ¢ = 0.02 N-s/m
e m = 0.25 kg, a forza externa é f(t) = 0.01cos (t/16) e supofiemos que o
obxecto inicialmente esta parado (sen velocidade) na PE.

X

W ANANN
R

10l

Figura 6: Vibracions forzadas amortecidas. Fendmeno da resonancia

Ainda que a amplitude da forza externa é de sé 1 cm, o movemento
estacionario resultante ten unha amplitude de mais de 8 m.

12En realidade a resonancia pura prodiicese en ausencia de amortecemento, € 0 movemento
resultante é case que periddico pero con amplitude crecente —e non limitada— co tempo.
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5.2. Circuitos eléctricos

Consideraremos nesta seccién a aplicacion das ecuacions diferenciais
lineares de segunda orde aos circuitos eléctricos cofiecidos como circuitos
RLC, formados por fontes de voltaxe (baterias, xeradores...), resistencias,

indutores e condensadores.

Na Figura 7 podese ver un esquema dun circuito RLC conectado en
serie, no que hai un xerador ou bateria que produce unha diferenza de

potencial de E(¢) voltios (V), que fai fluir
unha corrente de I(¢t) amperios (A) polo
circuito. Tamén aparece unha resistencia
de R ohmios (2) que se opdén ao paso
da corrente (poderia ser unha lampada
de incandescencia, un secador do pelo...).
Atopamos a continuacién unha bobina ou
indutor, de indutancia L henrios (H), que
almacena enerxia eléctrica en forma de
campo magnético. Por ultimo, temos un
condensador, de capacitancia C faradios
(F), que almacena unha carga eléctrica de
¢q(t) culombios (C).

Como non hai ningunha bifurcacion no
circuito, a primeira lei de Kirchhoff (lei da
corrente) dinos que a corrente I(t) que pasa
por cada elemento do circuito € a mesma.
A segunda lei de Kirchhoff (lei da voltaxe)

=
TR

T

Figura 7: Circuito RLC en serie.

establece que a suma das diferenzas de potencial en calquera circuito
pechado ten que ser cero, pero para poder aplicala teremos que cofecer canto
valen esas variacions en cada elemento do circuito:

e entre os bornes do xerador hai unha diferenza de potencial de E(t)

voltios.

atendendo a lei de Ohm, a diferencia de potencial entre os puntos de
conexion dunha resistencia de R ohmios é proporcional & corrente que
pasa por dita resistencia, e vale —RI(t).

a partir das leis de Faraday e Lenz, deducese que a diferencia de
potencial entre os puntos de conexiéon dunha bobina de indutancia L
henrios é proporcional a variacion da corrente, e vale —L(dI/dt).

a diferencia de potencial entre os puntos de conexiéon dun condensador,
de capacitancia C faradios, é proporcional & carga eléctrica ¢(t) que
almacena, e vale (—1/C)q(t).

Polo tanto,
E(t) — Lﬁ — RI(t) — 1 (t)=0 (38)
dt c?="5
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de onde, tendo en conta que I(t) = dg/dt, deducese directamente que

d? d 1 d? d 1 E(t
Lﬁg + Rd—j + Za(t) = B(t) ou %g %d—z + Fralt) = # (39)
supofiendo, no segundo caso, que L # 0.

Podemos observar sen dificultade que a ecuacién diferencial (39), que
describe un circuito RLC, é absolutamente similar & ecuacion diferencial (34),
que describe un sistema mecanico masa-resorte-amortecedor baixo a
accién dunha forza externa. Onde nos sistemas mecanicos falamos de
desprazamento z(t) do obxecto, nos circuitos falamos da carga eléctrica ¢(t).
Asemade, a masa m do corpo, a constante k£ do resorte e a constante ¢ do
rozamento co medio, correspondense, respectivamente, coa indutancia L, a
inversa da capacitancia 1/C e a resistencia R.

De ai que todo o explicado en relacibn ao comportamento destes
sistemas segue a ser valido para os circuitos RLC, en particular o cofiecido
fendmeno da resonancia, que adoita ter aplicaciéns desexables no caso dos
circuitos eléctricos.

Cabe destacar o caso, non exposto no apartado de sistemas mecanicos,
dun circuito no que non haxa resistencia eléctrica’ e o xerador produza
unha diferencia de potencial que varie periodicamente co tempo, por exemplo
E(t) = Ag coswt.

Entén a ecuacion (39) pasa a ser

©q

A
¥TE + a?q(t) = =2 coswt, (40)

L
con o? = 1/(CL). Para resolvela temos que cofecer a soluciéon xeral da
ecuacion homoxénea, unha funcion periddica que temos xa calculada en (24):

¢y cosat + cosenat = Acos (at — @),

onde A = /c? + % e ¢ = arctan (c2/c;). A frecuencia natural do sistema toma
un valor de 1/(27v/CL).

Tamén temos que calcular unha solucién particular de (40), por exemplo,
polo método dos coeficientes indeterminados. Hai que considerar dous casos
diferentes, segundo a frecuencia natural do sistema e a frecuencia coa que
varia a diferencia de potencial producida polo xerador tomen o mesmo valor
(é dicir, @ = w) ou valores distintos. Analizaremos unicamente o primeiro dos
casos, No que aparece un comportamento pouco comun da carga eléctrica e,
con ela, da corrente.

Cando a = w, resulta que (Ay/L)coswt = (Ag/L)cosat é solucion da
ecuacion homoxénea, e utilizando o método dos coeficientes indeterminados

3|sto corresponderiase cun sistema masa-resorte no que non houbese ningun tipo de forza
amortecedora. Son situacions virtuais que non se producen na realidade, nin no caso dos
circuitos nin no dos sistemas mecanicos. Nun circuito eléctrico os propios cables que o forman
xa presentan unha resistencia ao paso da corrente. Pola sua parte, un sistema masa-resorte
teria que estar situado nun baleiro total para que non se presentase unha forza de rozamento
amortecedora do movemento.
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obtemos que a funcién
Aot sen at
-_— «
2L«

€ unha solucion particular da ecuacion (40).
Polo tanto, calquera solucién da antedita ecuacion (38) adoitara a forma

Aot
q(t) = Acos (at — ¢) + 57 g SN at. 41)
onde A e ¢ dependen dos valores iniciais da carga e a corrente.

Se ben o primeiro sumando en (41) é unha funcién periddica, o segundo
sumando representa unha funcién case que periédica, pero cunha amplitude
que crece indefinidamente co tempo. Xa que logo, se a frecuencia de
variacion da diferencia de potencial producida polo xerador coincide coa
frecuencia natural do sistema, diremos que esta é a frecuencia de resonancia,
€ que o circuito esta en resonancia —ou que é resoante—, o que provocara
oscilacions non limitadas tanto na carga eléctrica como na corrente.

Podemos ver un exemplo da grafica da carga nun circuito RLC (en
realidade un circuito LC, xa que non temos en conta a resistencia) na
Figura 8. Correspéndese cun circuito cunha bobina de indutancia 1 henrio,
un condensador de capacitancia de 0.25 faradios e un xerador que produce
unha diferencia de potencial de cos 2¢ voltios, no que supofiemos que tanto a
carga como a corrente iniciais son cero.

10
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Figura 8: Fendmeno da resonancia nun circuito LC

6. Ecuacidns lineares de orde superior

Se ben na Seccion 2 indicamos que nos centrariamos, por comodidade
de notacidén, nas ecuacions diferenciais lineares de segunda orde —mais
concretamente, nas que tefien coeficientes constantes—, a realidade é que a
meirande parte dos resultados ali expostos pddense estender sen dificultade
as ecuacions lineares de orde n con coeficientes constantes, tanto non
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homoxénea:
y™ 4 Py Y o Py + Py = R(1), (42)
como homoxénea:
y™ 4 Py 4 Py + Py = 0. (43)

En primeiro lugar, o Teorema 3 pddese xeneralizar para ecuacions de
orde n.

Teorema 4. As soluciéns de (43) forman un espazo vectorial real de
dimension n.

Entén a solucién xeral da ecuacion homoxénea (43) contera n
constantes (y, = yn(t,c1,...,cn)), € podemos enunciar un resultado analogo
ao Teorema 2.

Teorema 5. Se y(t,c1,...,¢,) € a solucion xeral de (43) e y,(t) é unha
solucién calquera de (42), entén

ya:(t>cl> ey Cn) = yh(t7 Cly... 7C’n) + yp(t)
é a solucién xeral de (42).

Seguiremos, polo tanto, o guién da Seccion 2 —ainda que non faremos
ningun tipo de demostracion—, é dicir: calcularemos a solucion xeral da
ecuacion homoxénea (43) e unha soluciéon particular da non homoxénea.

Para calcular a solucion xeral da ecuacion (43) procederemos como no
caso da ecuacidn de segunda orde, polo que a funcion et sera soluciéon da
ecuacion diferencial se e s se a € solucion da ecuacion caracteristica

"+ Pz 4. 4P,z + P, =0.

Esta ecuacioén, segundo o teorema fundamental da alxebra, podémola
escribir da forma
(x—a1)(x—az) - (x—a,) =0,

onde, obviamente, a; son as raices da ecuacién para i = 1,...,n (non
necesariamente distintas).

Preséntanse tres casos diferentes, ao igual que nas ecuacions de
segunda orde, dependendo das raices da ecuacion caracteristica.

e Se as raices son numeros reais e todas distintas, entén teremos n
solucions,

alt

et L etnt (44)

linearmente independentes da ecuacion (43) e, debido ao Teorema 4, a
solucién xeral de (43) sera

e

yn(t,ciy ... cn) = cre® + coe®t 4+ - 4 et (45)
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e Se unha raiz real, por exemplo a; ten multiplicidade' k < n, entén as
solucidéns (44) non son linearmente independentes, asi que (45) non sera
a solucion xeral de (43). Cando estudamos a ecuacion de segunda
orde, aplicando o método explicado na Subseccion 3.1 a solucion
e®!, obtifamos unha nova solucion te®t? linearmente independente coa
anterior. Aplicando de novo dito método & solucién te®?, obtemos
t2e** como nova solucion linearmente independente coas anteriores.
Sen mais que aplicar tal método & veces sucesivas, teremos calculado
k solucions linearmente independentes. Neste caso, os k primeiros
sumandos da soluciéon xeral (45) terian que ser substituidos pola
seguinte expresion:

(Cl + cot + 03t2 + .4 cktkfl)ealt'

Para cada raiz real multiple teriamos que obter unha expresion similar a
esta, que substituiriamos a sua vez en (45).

e Se algunha das raices son complexas puras, xa que os coeficientes
da ecuacion caracteristica son numeros reais, € cofecido que ditas
raices complexas aparecen sempre como pares de nimeros complexos
conxugados. Supofamos, por exemplo, que a; = ¢+ di € ay = ¢ — di,
con d # 0. Isto xa foi estudado no caso n = 2, e teriamos que substituir
cre®tt + coe?2t en (45) pola expresion

e (cy cosdt + co sendt).

No caso de que a; = ¢+ di € as = ¢ — di tefian multiplicidade k, haberia
que aplicar o método da Subseccion 3.1 para obter mais solucidns
linearmente independentes, o que nos levaria a substituir os 2k primeiros
sumandos de (45) por

e ((c1 +est + -+ + cop_1t" 1) cosdt + (ca + cat + - + copt™ 1) sendt).

Como no caso anterior, para cada par de raices complexas multiples
teriamos que obter unha expresion similar para substituir en (45).

Exemplo 5. Atopar a solucion xeral de:
1. ¢y —4y” — 11y + 30 = 0.

Ecuacion caracteristica: 2% — 422 — 112 + 30 = 0.
Raices: a1 = -3, a2 =2 e a3 = 5.
Solucién xeral:

Y (1) = cre 73t + coe? + c3e”.

2. y" + 9y + 27y +27=0.

Ecuacion caracteristica: 2 + 922 + 272 + 27 = (z + 3)3 = 0.
Raices: a; = —3, de multiplicidade 3.
Solucién xeral:

Y. (t) = e 3 (cy + cot + c3t?).

14Coa notacién que estamos a usar, isto quere dicir que a1 = as = --- = ay,
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3. y© — 6y + 18y — 32y + 36y — 24y + 1 = 0.

Ecuacion caracteristica: (22 — 2z + 2)% = 0.
Raices: a; =1+ i e as = 1 — i, cada unha de multiplicidade 3.
Solucién xeral:

Yo (t) = e ((e1 + est + c5t®) cost + (c2 + cat + ct?) sent).
4. y® 44y —16y© —100y>®) — 170y —212¢3) —288y” —108y — 135 = 0.

Ecuacion caracteristica: (z — 5)(z + 3)3(2? 4+ 1)? = 0.

Raices: a; = 5, as = —3 (multiplicidade 3), a3 = i € a4 = —i (cada unha
de multiplicidade 2).

Solucién xeral:

Yo (t) = c1€® + (co + cst + cat?)e ™3 4 (c5 + crt) cost + (cg + cst) sent.

Para calcular unha solucién particular da ecuacién non homoxénea (42)
podemos xeneralizar os métodos xa empregados para as ecuacions de
segunda orde.

O método de variacion de parametros non adoita a ser un método
recomendable para este tipo de ecuacions. Ainda que é perfectamente
adaptable para este tipo de problemas, ten un custo operacional —crecente
coa orde da ecuacion diferencial— que o convirte moitas veces en inaplicable.

O método dos coeficientes indeterminados segue a ser vélido, e aplicase
do mesmo xeito, nos mesmos casos que para as ecuacions de segunda orde:
cando a parte non homoxénea é combinacion linear de funcions tipo Cl (ver a
Seccioén 4.2).

Exemplo 6. Atopar a solucién xeral de y(*) — 4y + 6y” — 4y’ = 24t%> +10 cos t.

As raices da ecuacién caracteristica a* — 4a® + 6a? — 4a = 0 son a; =
0,as = 2,a3 = 1+ieay = 1— 1, polo que a solucion xeral da ecuacion
homoxénea sera

yn(t) = 1 + coe® 4 ef(cgcost + cysent).

A parte non homoxénea é combinacion linear de u; = t? e uy = cost,
polo que o método dos coeficientes indeterminados podese aplicar, e temos
que S, = {1,t,t} e S,, = {cost, sent}. O conxunto S,, contén soluciéns da
ecuacion homoxénea, polo que pasamos a considerar S,, = {t,t?,¢3}, que
xa non contén ningunha.

Polo tanto, suporemos que unha solucién particular da nosa ecuacién
adoitara a forma y,,(t) = At + Bt? + Ct® + D cost + E'sent, co que

Yy = A+ 2Bt +3Ct*> — Dsent + F cost,
y, =2B +6Ct — Dcost — Esent,

y,  =6C + Dsent — Ecost,

yz(f) =Dcost + Esent.
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Sen mais que substituir y, na ecuacién diferencial chegamos a que

y$Y — 4y + 6yl — 4y, = — 4A + 12B — 24C + (=8B + 36C)t — 12Ct>
—5Dcost + 5 sent
= 24t* + 10 cost,

de onde, igualando coeficientes, obtemos que A = —15, B = -9, C = -2,
D = —2e FE = 0. Daquela, a solucion xeral que buscamos é

Yo (t) = c1 + coe® +ef(czcost + cysent) — 15t — 9t* — 2t3 — 2 cos't.

6.1. Osciladores harménicos acoplados

Ecuaciéns diferenciais de orde superior a dous aparecen a miudo cando se
aborda o estudo simultaneo de mais dunha ecuacién diferencial, o que adoita a
denominarse sistemas de ecuaciéns diferenciais. Noutras unidades didacticas
podera desenvolverse o estudo —totalmente independente— dos sistemas de
ecuacions diferenciais, pero aqui exporemos un exemplo de como obter unha
ecuacion de orde superior a partir dun deses sistemas.

Consideremos unha carreta de masa m suxeita a parede por medio dun
resorte elastico como a da Figura 9. O comportamento destes resortes foi xa
explicado na Seccidon 5.2 e, asumindo que a constante do resorte vale k e
tendo en conta unicamente a forza do resorte, da segunda lei de Newton do
movemento podemos deducir a ecuacion diferencial que rexe o movemento
desa carreta: 2 N

() =0, (46)
na que z(t) mide o desprazamento da carreta respecto da posicion de
equilibrio, onde o resorte esta sen alongar e, polo tanto, non exerce forza
algunha sobre a carreta.

kax
[ 100 NN
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I .z ]
PE PE

Figura 9: Oscilador harmoénico
Cabe destacar que a ecuacion (46) é exactamente a mesma que a (21)

deducida na Seccién 5.2, polo que, se desprazamos a carreta da posicion
de equilibrio (e/ou modificamos a sua velocidade) sabemos que se movera
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periodicamente cun movemento harmonico simple. Diremos que a carreta é
un oscilador harménico.

Consideremos agora duas carretas de masas m; e my suxeitas cada
unha a unha parede por medio de dous resortes de constantes k; e k>. Se
s6 temos en conta a forza dos resortes, cada unha delas sera un oscilador
harménico cun movemento independente do outro, e coa sla propia posiciéon
de equilibrio.

Se conectamos as duas carretas utilizando un resorte elastico de
constante k3 (Figura 6) obteremos dous osciladores harménicos acoplados.

THHT WA T
WMWY WMWWWW MM
k1 . k3 . ko

Figura 10: Osciladores harménicos acoplados

Supofiendo que os tres resortes estan sen alongar cando as duas
carretas estan nas posicions de equilibrio, e que z1(t) e x2(t) miden
os desprazamentos das carretas respecto desas posicidns (tomaremos
distancias positivas cara a dereita), da segunda lei de Newton deducese
que z1(t) e z2(t) tefien que cumprir simultaneamente as seguintes ecuacions
diferenciais:

d*z

m1—dt21 = —kimy + k3(xe — 11) = — (k1 + k3)x1 + kaxo,
d*z

m2 dt22 = —k3(zg — w1) — kazo = kzzy — (k2 + k3)z2.

Despexando z, na primeira ecuacion obtemos que

myay + (k1 + k3)z
k3

(47)

T2 =
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e, por conseguinte,

i’ + (k1 + ks)x)

Lo kS ) (48)
m1x(4) + (kl + k‘3)1‘”
z = L p L (49)
3

Substituindo estas expresions na segunda ecuacion podemos escribir o
sistema anterior como unha Unica ecuacién de cuarta orde para a funcion z;:

ko + K
%(m1x§4) + (k‘l + k‘g)l‘/l/) = ksz1 — 2/€3 3 (mlx'{ + (k‘l + k‘3)$1),
ou ben

2
x§4) . meo (k1 + ks) + mq (ks + k‘3)x,1/ n (ko + k3) (k1 + ko) — k3 -
mi1ms mims

—0. (50)

Despois de resolvela cofieceremos z(t) e, utilizando a férmula (47),
obteremos tamén a expresion de x5 ().

Exemplo 7. Consideremos dous osciladores harménicos acoplados como os
da Figura 10, nos que m; = my = 1 kge ky = ko = k3 = 1 N/m. Se
inicialmente levamos as carretas a 2 m e 1 m a dereita das suas respectivas
posicions de equilibrio, e as soltamos sen velocidade inicial, calcula as
ecuacions do movemento dos osciladores.

A ecuacién (50) convértese en
2V 42 4 321 =0,

cuxa ecuacion caracteristica ten raices a; = 4, as = —i, a3 = V3ieas = —V/3i,
polo que a sla solucién xeral sera

x1(t) = ¢ cost + ¢y sent + c3 cos V3t 4 c4 sen /3t.

Por outra parte, sabemos que z1(0) = 2 e 22(0) = 1, asi que, a partir
de (47), obtemos que z7(0) = 0. Asemade, como z(0) = z5,(0) = 0, de (48)
resulta que z}’(0) = 0.

Das anteriores condicions iniciais deducese que ¢; = 3/2, ca = 0, ¢3 =
1/2ecy =0, edeaique

1
x1(t) = gcost + 5 €08 V/3t.

Para rematar, utilizando a férmula (47) obtemos que

3 1
xa(t) = B cost — 5 c0s V3t.
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ANEXOS

Amosamos nesta seccion dous exemplos de boletin de exercicios. Non debe
interpretarse isto como que o estudantado sé ten & sua disposicién estes dous
boletins de exercicios, en realidade pode atopar moito mais material no curso
virtual da materia. Incorporamos os dous documentos a modo de exemplo.
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Matematicas I11 Curso 2012-2013
GRADO EN ENXENER{A CIVIL

Ecuaciéns diferenciais ordinarias de orde superior. Boletin 1

1. Atopa a solucién xeral das seguintes ecuaciéns diferenciais:
a) 16y" -8y +y=0. b) ¢y +2y+y=0. ¢ y'+y =0.
d) 4y"—12y'+9y=0. € y"+y —6y=0. f) yv'=4y.

2. Resolve os seguintes problemas de valor inicial:

a) y' =5y +6y=0, y(1)=¢* y(1)=3 b) ¥y -6y +5y=0, y0)=3, ¥

) 2 —-12y+18y=0, y(0)=1, ¢ (0)=0. d) y"+8/ 9% =0, y(1)=2, y'(1)=0.
3. Unha carreta de masa 4 kg estd suxeita a unha parede por medio dun resorte de constante k = 8 N/m.

Suponamos que levamos a carreta a tres metros da sia posicién de equilibrio e a soltamos, no tempo
t = 0 s, sen velocidade inicial. Calcular:

a) A posicién da carreta despois de 7T/\/§ s, se temos en conta s6 a forza do resorte.

b) A posicifon da carreta despois de 1 s, supofiendo que o medio ofrece unha resistencia ao movemento
proporcional 4 velocidade da carreta, cunha constante de proporcionalidade ¢ = 12 N -s/m.

INERINE!
WWWW
k .

PE

4. Unha masa de 2 kg est4 unida 4 parede por medio dun resorte cunha constante de rixidez de 5 kg/s.
A resistencia que o medio ofrece ao movemento da masa é proporcional & velocidade da mesma, cunha
constante de proporcionalidade de 4 kg/s. Supofiamos que desprazamos a masa 50 cm & esquerda da
posicién de equilibrio (PE) e a soltamos cunha velocidade inicial de 2 m/s cara 4 dereita. Suporemos
que na posicién de equilibrio z = 0, e que & dereita da mesma x > 0. Cal das seguintes gréficas é a de
x(t), a ecuacién do movemento da masa?

02
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0
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5. Un resorte de peso despreciable estd suspendido verticalmente. No seu extremo libre célgase unha masa
de m kg. Se a masa se move cunha velocidade de vy m/s cando o resorte estd sen alongar, calcula a
velocidade v como funcién do alongamento x (medido en m).

6. Dende a superficie da terra lanzase cara enriba un foguete de masa 8 kg cunha velocidade inicial de
20 m/s. Se a resistencia que o aire ofrece ao movemento é proporcional 4 velocidade do foguete, con
constante de proporcionalidade k& = 4 N-s/m, e tomamos como aceleracién da gravidade g = 10 m/s?,
cal é a méxima altura que acadard o foguete?.

7. Un corpo de masa 4 kg estéd colgado do teito por un resorte que se estira 32 cm baixo o seu peso. Dende
a sda posicién de equilibrio, estirase 66 cm e séltase cunha velocidade de 5m/s cara a abaixo (direccién
positiva).

a) Determina a posicién do corpo en funcién do tempo.

b) Determina a amplitude (A4), o periodo (T') e a frecuencia da oscilacién (f = 1/T) na ecuacién do
movemento do obxecto.

8. Un paquete suspendido dun paracaidas descende cara ao chan sometido & forza da gravidade. Se a
resistencia do aire produce unha forza proporcional & velocidade do paquete, e este parte do repouso
no intre ¢ = 0, calctlese a distancia que percorre o paquete nun tempo t.

9. Os grandes barcos (transatldnticos, petroleiros...) detefien a sia propulsién varios quilémetros antes
de chegar a porto para que a resistencia da auga reduza a sia velocidade ata a necesaria para poder
manobrar con facilidade na dérsena. Supén que un barco de masa m achégase en lina recta cara
ao porto e, nun determinado intre (intre inicial), no que se move a unha velocidade vg, para os seus
motores. Asumindo que a auga presenta unha forza de resistencia ao movemento do barco proporcional
& velocidade do mesmo, e desprezando a forzas do vento e do rozamento co aire:

a) Escrebe, basedndote na segunda lei de Newton do movemento, un problema de valor inicial cuxa
solucion sexa a funcién que representa, dependendo do tempo, a velocidade do barco despois de
parar os seus motores.

b) Resolve o problema de valor inicial do apartado anterior.

3]
~

Calcula a distancia percorrida en funcién do tempo.

5
=

Sabendo que e~! ten un valor aproximado de 0.36, canto tempo pasara antes de que o barco vaia
a0 36 % da velocidade inicial?

e) A que distancia do porto deberfa parar o barco os motores para entrar na dérsena co 36 % da
velocidade inicial?

10. Atopa a solucion xeral das seguintes ecuacions diferenciais polo método da variacién dos parametros:

A’z dx =2 d*y dy et d?y  dy
a) d—y2—4d—y+3x:(1+e v) b) W763+9y:?2‘ ) 671 E:COSC“.
Py dy -1 Py | dy Py dy ¢
d) TV sy =ttt ) SL 2 Co o) LYW
A A Ch ) ) a2 Y@ =2 e G gy =

11. Atopa a solucion xeral das seguintes ecuacions diferenciais polo método dos coeficientes indeterminados:

Py Py dy — 2y dy s a2y )
a) dm3+2dx2*%*2y:e’+x. b) W*ZEJriiy:t +sent c¢) ﬁ+2y:e + 2.
d? d: 42 e
9) #_4£+4y:t362t+t62t' e) 7;5—927:y+629—scn2y. f) dxz+4y:.7:250n2x.
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Matematicas 111 Curso 2012-2013
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UNIVERSIDADE
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st Ecuacidons diferenciais ordinarias de orde superior. Boletin 2

1. Atopa a soluciéon xeral das seguintes ecuacions diferenciais:

dy  dy Py dy 2y | dy

a) W—‘ra:cosect b) E—Q%—&-y(l«):gx ¢) W+25+2y:t2+sent
?y dy d*y 2y dy .

d 77*76:_t - J 2:t 2 bl A .4 3y = (1 ¢

) dt2  dt y=e e) 2 t2y=e+ 1) a2 p7 + 3y ( +e )

d%y dy . d2y dy . &%y dy ]

9) W*QEJrB'y:t&Jrsent h) ﬁfQ%:e senx i) W,4E+4y:tse2t+t€2t
d? 42 d 3t 22

J) dTg+4y:z2seI12x k) ?g*(;di;‘%gy:% ) dT;*SXE:erezyfsenZy

2. Considera un tubo en forma de U (un mandémetro simple) como o da figura. Os dous brazos tefien unha
seccién de A m?. Cando as presiéns exercidas neles (p; e ps) son iguais, tamén o son as alturas do liquido
en cada un dos brazos.

Cando se produce unha diferencia de presiéns,A p = p; — p2 # 0,
daquela o liquido desprézase para acadar outra posicién de equili-
brio. Chamemos h(t) 4 altura que ten o liquido no intre ¢ respecto
do nivel inicial. Debido 4 segunda lei de Newton do movemento, a
aceleracion estd relacionada coas forzas aplicadas, que neste caso
son:

Nivel inicial
(pl =p2)

= Forza debida & diferencia de presién: (p; — p2)A.

= Forza debida ao peso da columna de liquido desprazado:
pA(2h)g, onde p é a densidade do liquido e g é a acelera-
cién da gravidade.

= Forza debida & friccién do fluido: pola ecuacién de Poiseuille, é proporcional ao fluxo, &k AE'

Polo tanto: )

d°h dh

m—s- +kA—+2Apgh = —pa)A.

P o pgh=(p1—p2)
Supofiamos que a constante k relacionada coa forza de friccién vale 8 N-s/1 , que a seccién de cada brazo
do tubo é de 0,5 m? e que no tubo temos 0.33 kg de fluido de densidade 1.2 kg/m?3. Supofiamos ademais
que inicialmente d&mbolos dous brazos soportan a mesma presién (¢ dicir, h = 0), pero que a partir dese
momento a presién no primeiro brazo pasa a ser 4 N/m? maior que no segundo. Considerando que a
velocidade inicial do liquido é nula, atopa a expresién de h en funcién do tempo (toma g = 10m/s?).

3. Un obxecto de masa 1 kg proxéctase verticalmente cara arriba dende a superficie da Terra, cunha velocidade
inicial de (e —1) m/s. Suponse que o aire ofrece unha resistencia ao movemento proporcional 4 velocidade,
cunha constante de proporcionalidade de 10 N-s/m, e tomaremos como valor da aceleracién da gravidade
g =10 m/s%

a) Cal serd a altura mixima que acadard o obxecto?

b) Expresa a distancia percorrida polo obxecto en funcién do tempo, dende que acada a sda altura
maxima.

4. Outro aparato cun comportamento que pode ser modelado por unha ecuacién diferencial linear é un
transdutor de presién como o da seguinte figura. Un cambio na presién p; do fluido do tubo (debida a
un cambio de presién nun recipiente ou polo cambio no nivel de liquido nun tanque conectado ao tubo)
é transmitido polo tubo ata un diafragma sensible que esta equilibrado polo outro lado con fluido a unha
determinada presion de referencia. A posiciéon do diagrama sensible pode ser medida e asi p; pode ser
estimado.
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O desprazamento z do fluido no tubo é producido pola diferenza de presién nos seus extremos:

d’x d’x
m— =ALp—
at? e

onde A é a seccién do tubo, L a sda lonxitude e p a densidade do fluido.

=p1A —p24,

A forza ps A estd equilibrada con outras dias:
= Coa forza de resistencia & deformacion presentada polo diafragma sensible, que actiia coma un resorte:
—kax.
» Coa forza de friccién debida 4 viscosidade do fluido, que é proporcional 4 velocidade: —cz'(t).

é dicir, que po A — kx — ca’(t) = 0. Polo tanto, a ecuacién finalmente queda:

d’x dx
ALp— =pA—kx —c—.
Pz — M T

Esta ecuacion indica que a resposta do dispositivo, é dicir, o movemento da membrana sensible, axistase
a unha EDO linear de segunda orde. Considera que o tubo ten 2 m de longo, unha seccién de 0.05 m? e
que esta cheo de auga (p = 100 kg/m?3). As constantes de proporcionalidade son k = 500 N/m e ¢ = 400
N-s/m. Calcula a solucién xeral da ecuacién resultante de aplicar unha presién de 40 N no comezo do
tubo.

. Unha das ecuaciéns fundamentais nos circuitos eléctri-

cos é i
i
L—+Ri=E(t 1
e+ Ri = E(1) 1)
onde L (henrios) denominase indutancia, R (ohmios) re- L L

sistencia, 4 (amperios) intensidade de corrente e £ (vol-
tios) a forza electromotriz o f.m.e. (Neste problema con-
sidéranse constantes R e L).

a) Resolver (1) cando E(t) = Ey e a intensidade de J— (N E(0) R
corrente inicial é ig. R

b) Resolver (1) cando R = 3 henrios, R = 15 oh-
mios, E(t) é unha onda sinusoidal de amplitude
110 voltios, ciclo 60, e i = 0 para t = 0.
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AVALIACION

Non esta previsto realizar unha avaliacion inicial para esta unidade
didactica —é a terceira das seis unidades que configuran a materia, polo que
o grao de competencia dos e das estudantes en relacién a materia deberia
xa ser cofecido—, como tampouco unha avaliacién final especifica para ela,
alén, obviamente, da avaliacion final da materia da que forma parte.

A avaliacién procesual realizarase durante todo o tempo en que se
imparta a unidade —incluso a materia no seu conxunto—, tanto ao longo
de tédalas sesidns presenciais (clases expositivas, seminarios e, se é o
caso, titorias clasicas), como nas posibles consultas realizadas en lifia, a
participacion nos foros...

O obxectivo sera recabar, por unha parte, toda a informacién posible
que permita esculcar o grado de asimilacién, por parte do alumnado, dos
contidos tedrico-practicos e os conceptos traballados, e por outra parte, a
rapidez e a dificultade coas que se produce este proceso de aprendizaxe.
Isto permitira non sé poder introducir, se € necesario, algunha modificacion
sobre o desefio inicialmente previsto —a temporalizacién da unidade, e con
ela da materia, por exemplo—, senén tamén abordar, en cursos vindeiros, o
deseno da unidade didactica e a materia & que pertence cunha perspectiva
cada vez mais axustada a realidade.

A avaliacién final da materia levarase a cabo a partir dunha serie de
probas escritas —exames— que consistiran na realizacion de exercicios
completamente similares aos incluidos nos boletins propostos. Non hai que
dicir que os exercicios relacionados con esta unidade didactica que se inclian
neses exames procuraran determinar se os obxectivos detallados na segunda
seccioén desta guia foron acadados.
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