S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE

DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Traballo Fin de Grao

Centros nilpotentes en sistemas
polinomiais

Antonio Iglesias Varela

Curso Académico2024 /2025

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






GRAO DE MATEMATICAS

Traballo Fin de Grao

Centros nilpotentes en sistemas
polinomiais

Antonio Iglesias Varela

Xullo, 2025

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






Traballo proposto

Area de Conecemento: Analise Matematica

Titulo: Centros nilpotentes en sistemas polinomiais

Breve descricién do contido

Tratase de estudar algtn tipo de singularidades non hiperbélicas en
sistemas de ecuaciéns diferenciais polinomiais no plano. Caracteri-
zaranse os sistemas onde ten lugar e estudarase o comportamento

cualitativo das suas orbitas.

Recomendacions

Outras observacions

Este traballo comezouse no marco dunhas précticas curriculares no
Centro de Investigacion e Tecnoloxia Matematica de Galicia (CIT-
MAga).

111






Indice

[Resumd| VIII
Mntroducionl X1
T Prelimi | 1
|2. Clasificacién de centros en sistemas polinomiais| 9
2.1 EstruturaJocal de centros e focod . . . . . . . . . ... ... L. 9
[2.2. Tipos de centros en sistemas polinomiais| . . . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 10

[3.1. Sistemas polinomiais homoxéneos| . . . . . . . . . ... .. L. 13
[3.2. Simetrias e o problema centro-foco| . . . . . ... o oL 13
[3.3. Sistemas hamiltonianos. . . . . . . . ..o o o 19

4. Caracter global dos centros| 21
4.1. Unicidade da singularidade| . . . . . . . .. .. ... oo 21
.2, Orbitas noinfinitd . . . . .. ... 24
[4.2.1. Compactificacion de Poincaré| . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 25

[4.2.2. Singularidades no infinito| . . . . . ... ..o oo 29

[4.2.3. 'Transtormaciéons blow-up| . . . . . . . . . ... ... 34




39









Resumo

Neste traballo de fin de grao, enmarcado na érea de conecemento da Anélise Matematica,
abordase o problema aberto da caracterizacién de centros globais en sistemas dindmicos polino-
miais. Tras unha recopilacién de resultados bésicos da anéalise cualitativa de ecuacions diferenciais
introdiicese o concepto de centro local e global, clasificindoos en funcién do seu sistema linea-
rizado. Dado que o problema é moi amplo, centrouse o estudo na busca de centros nilpotentes
en sistemas homoxéneos de grao 5 que presentasen certas propiedades de simetria. Tamén se

consideraron sistemas hamiltonianos.

Comprobar o caracter global dos centros require cofiecer o comportamento das érbitas no
infinito do plano euclideo. Para afrontalo recérrese 4 compactificacién de Poincaré, que proxecta
o campo definido en R? nunha esfera e permite identificar os puntos no infinito coa lifia do
ecuador. Finalmente, para comprender a estrutura local dalgunhas singularidades, utilizaronse
as denominadas transformaciéns blow up, que expanden o punto singular ao longo dunha recta

e facilitan o seu estudo.

Abstract

In this bachelor’s final thesis, conducted within the field of Mathematical Analysis, we tackle
the typification of global centers at bidimensional polynomial dynamic systems, which is an open
problem. After gathering a collection of fundamental results about dynamic systems theory, local
and global centers are introduced by a classification attending to their linearization. Owing to
the problem’s complexity, we confine the study to find nilpotent centers at systems with quintic
homogeneous polynomials and under certain symmetries. Hamiltonian systems were considered

too.

Studying global centers requires a analysis into orbit behaviour near the infinity of the eu-
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clidean plane. To face it, we draw on the Poincaré compactification. This technique projects the
vector field defined in R? onto a sphere, where points at infinity are identified with its equator
line. Finally, in order to understand the local structure of some singularities, we use blow up
transformations that expand the singular point along a whole straight line, making them easier

to manage.



Introducion

Dende o nacemento do célculo infinitesimal no século XVII, os sistemas de ecuaciéns diferen-
ciais desempefiaron un papel protagonista no paradigma das matematicas modernas, convertén-
dose nunha ferramenta transversal no desenvolvemento cientifico actual. Mediante os sistemas
dinamicos describense fenémenos en campos tan diversos como a Astrofisica, a Bioquimica, a
Ecoloxia, a Demografia ou a Economia; dende o movemento dos astros no espazo ata o crecemento

de poboaciéns nos ecosistemas.

Resolver ecuaciéns diferenciais é, en xeral, un problema dificil. Féra dos exemplos mais ele-
mentais e certos casos para os que existen algoritmos de resolucién, atopar a solucién exacta
dunha ecuacion diferencial ordinaria pode ser complexo, asi como calcular as curvas integrais
nun sistema. de varias dimensions. Afortunadamente, esta non ¢é a tnica forma de enfrontarse aos

sistemas dinamicos.

A Analise Cualitativa para Ecuacions Diferenciais ten por obxecto de estudo os sistemas de
ecuacions diferenciais autonomas. A diferenza doutras abordaxes, en lugar de integrar as solucions
exactas ou calcular aproximaciéns con métodos numéricos, pretende comprender o comportamen-
to cualitativo do sistema atendendo atendendo ao conecemento dalgunhas propiedades do seu
diagrama de fases, é dicir, ao conxunto de Orbitas orientadas que describen todas as soluciéns
que pasan por cada punto do espazo de definicion. A informacién que se pode obter mediante
os métodos da anélise cualitativa abrangue a presenza de puntos de equilibrio ou singulariades,
a sia estabilidade respecto as Orbitas nas stas vecianzas, o seu caricter atractor ou repulsor,
a existencia de orbitas periddicas ao seu redor... asi como o comportamento das 6rbitas cando
o tempo tende a infinito ou a existencia de conxuntos limite. En certas ocasiéns, estes datos
permiten conecer propiedades do retrato de fases a nivel local ou global, que ilustran a natureza
do sistema sen necesidade de resolvelo. Isto converte & teoria cualitativa nunha ferramenta moi
util para aplicar & ampla coleccion de modelos que se basean en sistemas dinamicos e inferir

conclusions sobre os fenomenos que describen.

Este traballo de fin de grao enfécase na caracterizaciéon de centros globais en sistemas polino-

miais. Existe unha gran variedade de modelos en diversos campos da ciencia baseados en sistemas
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dindmicos nos que aparecen centros globais ou locais. Un dos exemplos mais conecidos son as
ecuacions de Lotka-Volterra. Tratase dun sistema de duas ecuaciéns diferenciais de primeira orde

da forma

T = x(a - 5y)7
y=—y(y—0y),

que describe a dindmica de poboaciéns dun sistema depredador-presa, onde x e y son o nimero
de presas e depredadores. Saber cando un modelo como este presenta centros locais e globais

infire un conecemento méis profundo dos procesos que representa.

A caracterizacion de centros € un problema aberto na anélise de sistemas dinamicos debido
& presenza de varias dificultades. En primeiro lugar, as singularidades hiperbolicas e semihiper-
bolicas, cuxas estruturas locais xa son cofiecidas, non son compatibles coa estrutura local dos
centros. En segundo lugar, diferenciar entre centros e focos é en xeral dificil para calquera tipo
de singularidade, pois non existen resultados que permitan, en xeral, diferenciar entra ambas
estruturas, a pesar de teren unha natureza esencialmente distinta. Ademais, comprobar o carac-
ter global dos centros require estudar o comportamento das 6rbitas en todo o plano euclideo,
incluido o infinito, e técnicas como a busca de funciéns de Liapunov non permiten facer unha

distincién xeral neste sentido.

Existen caracterizaciéons de centros globais para certo tipo de sistemas polinomiais homoxé-
neos. Para grao 1 e 3 o problema esta pechado [5] e no articulo Reversible global centers with
quintic homogeneous non linearities || realizase unha caracterizacion de centros globais de ti-
po linear para sistemas polinomiais homoxéneos de grao 5. Basedndonos na stia metodoloxia,

faremos unha aproximacion ao problema analogo para centros de tipo nilpotente.

No tratamento do problema recorreremos a distintas técnicas para abordar cada dificultade.
Para o estudo da estrutura local dos puntos singulares nilpotentes remitirémonos ao Teorema
de Clasificacion de Singularidades Nilpotentes[I.12] Consideraremos simetrias temporais que nos

permitiran distinguir entre centros e focos, para asi acadar unha caracterizaciéon de centros locais.

Con respecto ao caracter global, co obxectivo de examinar se o comportamento periodi-
co das 6rbitas se mantén cara ao infinito, introduciremos a compactificacion de Poincaré: unha
proxeccion do plano euclideo na esfera unidade que permite identificar o infinito de R? coa circun-
ferencia do ecuador. Obteremos un campo vectorial definido en cada hemisferio topoloxicamente
equivalente ao asociado ao sistema orixinal que poderemos extender aos puntos identificados co
infinito. En virtude dun teorema de caracterizacion de centros globais, reduciremos a comproba-
cién do caracter global dos centros ao estudo da estrutura local das singularidades que presente

no infinito.

Neste iltimo paso atoparémonos con puntos singulares dexenerados. Dado que para este



INTRODUCION

tipo de singularidades non existe ningtn teorema de clasificacién, precisaremos técnicas que nos
permitan reducir o problema ao estudo de estruturas locais que saibamos describir. Mediante a
implementacion de transformaciéns tipo blow up expandiremos a singularidade ao longo dunha
recta onde, tras a eliminaciéon de factores comins, apareceran novos puntos singulares. Unha vez
estea analizada a stia estrutura local e desfeitos os cambios de variable, poderemos dar unha

descriciéon da estrutura local da singularidade dexenerada.

A realizacion deste traballo comezou durante un periodo de practicas no Centro de Investiga-
cion e Tecnoloxia Matematica de Galicia (CITMAga). Chegouse a unha caracterizacion parcial
de centros globais en sistemas polinomiais homoxéneos de grao 5 baixo condiciéns de simetrias
temporais. Completouse para o caso de que non existise ningunha singularidade no infinito, e
deuse unha condicion necesaria para sistemas con duias singularidades no infinito. En [6] tamén
se acadou unha caracterizaciéon completa para o primeiro caso, onde se obtenen condiciéns ne-
cesarias e suficientes equivalentes. Cémpre sinalar que os resultados presentados neste trabajo
foron obtidos de forma completamente independente ao estudo de [6], o cal resalta o interés do

problema abordado.






Capitulo 1

Preliminares

Sexa U un subconxunto aberto de R?. Consideremos un campo vectorial X : U — R? tal que
X eC"(U), conr e NU{oo}.

Chamaremos curvas integrais de X = (X1, X2) as parametrizacions ¢(t) = (x(t),y(t)), con

t € I C R, que sexan soluciéns do sistema de ecuaciéns diferenciais

= Xi1(z,y),
y = Xa(z,y), (1.1)
onde & e g denotan % e % respectivamente. Notese que o sistema de ecuacidons diferenciais

é auténomo ao non depender o campo da variable ¢t. Con frecuencia traballaremos co campo

vectorial asociado en lugar do sistema de ecuacions diferenciais.

Os seguintes dous resultados son de relevancia para entender o concepto de érbita como peza

fundamental do anélise cualitativo de ecuacions diferenciais:

Proposicion 1.1. Existencia e unicidade de soluciéon maximal
Dado calquera punto (xo,y0) € U existe unha dnica solucion mazximal P(wo,yo) dO sistema
tal que P(zy.4,)(0) = (T0,%0), que estd definida no intervalo mazimal Iy, . Calquera outra

solucion ¢ : J — U tal que ¥(0) = (x0,y0) cumprird que J C I e = cp‘J.

Proposicion 1.2. Consideremos unha solucion mazximal do sistema P(z0,y0) € tOmeEMOS 0
oeye) €St definida

no intervalo mazimal I (5, ,y = {r —t:7 € I3, y\} € € da forma ©(y, ,)(5) = P(zg.40) (5 + 1)

punto (Te,Yi) = P(zgy0)(t), onde t € Iy, o). Tense que a solucion mazimal ¢

Esta ultima propiedade é consecuencia de que o sistema (|1.1)) sexa auténomo. Ademais, a
proxeccion da grafica das solucions en U é a mesma para todas as que acadan un mesmo valor,

sexa cal sexa o instante no que o fagan.
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Definiciéon 1.3. Sexa (z9,y9) € U. Diremos que (xo,y0) € un punto singular de X ou unha
singularidade de X se o campo se anula en dito punto. Noutro caso diremos que (xg,yo) é un
punto reqular.

Sexa ¢ : I (5 ) C R — U unha solucién maximal do sistema asociado a X tal que »(0) = (o, yo).

Chamaremos drbita & imaxe de dita solucion, v, = {p(t) : t € [z, )}, dotada da orientacion in-

ducida pola curva ¢ se (29, yo) ¢ un punto regular. Denotaremos v, = {¢(t) : t € I(3;,),t > 0}

eV, = {p(t) it € Lizy ), t <0}

Se @(t) = P(ag,y0)(t) esté definida V¢ < 0, chamamos conzunto a-limite de (zo,yo) a a(zo,yo) =

{(z,y) € U : Htntnen tal que tp, — —00 e @(tn) = (2,9)}. Se 9(t) = P(zg40)(t) esta definida

Vt > 0, chamamos conzunto w-limite de (zg, yo) aw(zo, yo) = {(x,y) € U : I{tn}nen tal que t, —

00 e p(tn) = (z,y)}

Como consecuencia da proposicion anterior, cada (xg,yo) € U comparte o6rbita co resto de
puntos da imaxe de ¢(7o,¥o0), 0 que induce en U a relacion de equivalencia pertencer a unha
drbita. Chamaremos retrato ou diagrama de fases ao conxunto de orbitas dun sistema dotadas

da orientacién inducida polas soluciéns que as parametrizan.

Definiciéon 1.4. Diremos que ¢(t) é unha solucidn periddica do sistema asociado a X se existe

un valor real ¢ > 0, ao que chamaremos periodo, tal que ¢(t + ¢) = ¢(t) para todo t € R.

Duas orbitas s6 poden coincidir ou ser disxuntas. Ademais, en virtude dos seguintes resulta-

dos, tense que unha 6rbita ou forma unha curva pechada ou non se autointereseca.

Proposicion 1.5. Consideremos unha solucion maximal do sistema @ tal que, dados dous

instantes t1,to € I, t1 < to, p(t1) = p(t2). Enton I =R e a solucion ¢ ou é periddica con periodo

ta—t1
m

minimo , para certo m € N, ou € constante.

Proposicion 1.6. Sexa ¢ unha solucion maximal do sistema con X € C"(U) e, a sia
orbita asociada. Enton, cumpre algunha das segquintes afirmacions:
1. ¢ €inzectiva e vy, ¢ C"-difeomorfa a R. vy, componse na sia totalidade de puntos regulares.
2. ¢ € constante definida en todo R e v, = {(x0,y0)}, con (xo,y0) € U singularidade.
3. ¢ € periddica con periodo minimo c > 0 de tal forma que ©(t1) # ¢(t2) se |ta —t1] < c. 7,

¢ C"-difeomorfa a S* e conformada unicamente por puntos requlares.

Unha das cuestions a abordar na anélise cualitativa dun sistema de ecuaciéns diferenciais é a
estrutura local que presenta o seu retrato de fases en cada punto; é dicir, como se comportan as
orbitas nas proximidades de cada elemento de U. Neste contexto, son fundamentais os conceptos

de equivalencia e conxugaciéon topoldxica:



Definicion 1.7. Dados X : U ¢ R2 —» R2e¢ X : U c R?2 — R? dous campos vectoriais
(con cadanseu sistema de ecuaciéns diferenciais asociado), diremos que X € topolozicamente
equivalente a X se existe un homeomorfismo h : U — U que preserva as Orbitas e mantén a sta
orientaciéon. Diremos que ademais X e X son topolozicamente conzugados se dito homeomorfismo
preserva os fluxos dos sistemas, ¢ dicir, se @, : I — U e Qp(y) fh(:v) — U son solucions maximais
de X e X respectivamente enton h(p,(t)) = Phn(z)(t) para todo t € I, = fh(x) (as solucions
asociadas a orbitas conxugadas presentan parametrizaciéons coa mesma orientaciéon e os mesmos

intervalos maximais).

En virtude do Teorema do fluxo tubular (enunciado e probado en [4]), existe unha vecinanza
V para cada punto regular dun campo X onde X|y é topoloxicamente conxugado a un campo
Y : (—¢,¢€) x (—6,6) — R? constante, Y = (1,0). Polo tanto, s6 sera de interese a estrutura local
dun digrama de fases nos seus puntos singulares que, a diferenza dos regulares, presentan unha

gran variedade de conFiguracions a nivel local que non son equivalentes entre si.

B .. Py’ 6

IR T T
%: o

> e T £6

Figura 1.1: Idea da transformaciéon do Teorema do fluxo tubular.

A continuacion describimos algunhas estruturas locais relativas a puntos singulares de interese

para este traballo.

Definiciéon 1.8. Sexa X o campo vectorial asociado ao sistema (|1.1)) cunha singularidade (xo, yo).
Consideremos vecinanzas compactas de (xg,y0), V C U, tales que as stas fronteiras 9V sexan

curvas pechadas imaxe dunha aplicacién inxectiva, de clase C? e regular p : S' — R2.

» Se existe V tal que o campo X é entrante ao longo de 9V |, V(z,y) € V — {(xo,v0)}
w(z,y) = {(z0,y0)} e todas as orbitas agas a do punto singular intersecan 9V diremos que

(z0,Y0) € un nd/foco atractor.

» Se existe V tal que o campo X é sainte ao longo de OV , V(z,y) € V —{(z0,y0)} a(x,y) =
{(z0,y0)} e todas as orbitas agas a do punto singular intersecan 0V diremos que (zo, yo) €

un nd/foco repulsor.

= Se existe V tal que OV é unha o6rbita periddica e todas as 6rbitas contidas en V', agas a da

singularidade, son periodicas diremos que (g, yp) € un centro.
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Podemos facer unha clasificacién das singularidades en funciéon dos autovalores da matriz
xacobiana do campo vectorial, DX, avaliada neses puntos. Posteriormente veremos que para

certo tipo de puntos singulares a stia estrutura local vén rexida pola do seu sistema linearizado

(90) = DX (z0, o) <x> : (1.2)
Yy Y

Definicién 1.9. Sexa DX (p) a matriz xacobiana de X en p, sendo p un punto singular do campo

vectorial.

» A singularidade p dirase non derenerada se ningin autovalor de DX (p) é nulo. Se ambos

tefien parte real non nula, dirase que a singularidade é hiperbdlica.

» A singularidade p dirase semihiperbdlica se s6 un dos autovalores de DX (p) é nulo (e en

consecuencia o outro é real non nulo).

» A singularidade p dirase nilpotente se os dous autovalores de DX (p) son nulos, pero DX (p)

non é a matriz nula.

» p A singularidade p dirase dezenerada se DX (p) é a matriz nula.

Teorema 1.10. Teorema de Hartman-Grobman.
Sexa (xo,y0) un punto singular hiperbolico do sistema . Enton, existe unha vecinanza V

de (z0,y0) e V da orize tales que os campos X|y : V. — R? e DX (z0,y0) v V — R? son

topolozicamente conzugados.

Como consecuencia deste resultado, a estrutura local nas singularidades hiperbélicas do re-
trato de fases de é equivalente & da orixe do seu sistema linearizado . A caracterizacion
dos retratos de fase de sistemas lineares de diias ecuaciéns é un problema resolto. Procedemos a
desglosala segundo os autovalores da matriz asociada, que denotamos por A; e Ag, e a stia forma

canoénica de Jordan J.

A1 0
» Se A1, A2 € R— {0} a forma canodnica de Jordan da matriz asociada ¢ J = ( 01 \ > .
2

e Se 0 < A1 < A9 entdn a orixe é un no repulsor.

Figura 1.2: N6 repulsor.



e Se A\ < A9 < 0 entén a orixe é un nd atractor.

Figura 1.3: N6 atractor

e Se A1 < 0 < Ay entdn a orixe é un punto de sela.

Figura 1.4: Punto de sela.

» Se A} = A2 = A € R — {0} a orixe é un nd impropio. Dependendo se a forma canénica de

Jordan ¢é diagonalizable ou non diagonalizable, presentara dous diagramas de fase distintos:

A0
e Se J= (0 )\) enton o retrato de fases é equivalente ao ilustrado na Figura

A>0 A<O

Figura 1.5: N6s impropios con matriz diagonalizable.

Al
e Se J= (0 )\) enton o retrato de fases é equivalente ao ilustrado na Figura .
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Figura 1.6: N6s impropios con matriz non diagonalizable.

m Se\j=a+fiel=a—Lcona,peR—{0} aorixe é un foco. Se a > 0 é repulsor e se
a < 0. O signo de 8 determina o sentido de xiro. Dende o centro cara f(’)ra, levara sentido

horario se 8 > 0 e antihorario se 5 < 0, tal e como ilustra a Figura |

© @

o>0, >0 o>0, B<O
a<0, >0 a<0, B<0

Figura 1.7: Focos.

Para caracterizar as singularidades semihiperbélicas en sistemas polinomiais disponemos do

seguinte resultado, enunciado e probado en [4] (Teorema 2.19):

Teorema 1.11. Teorema das singularidades semihiperbdlicas.

Sezxa (0,0) un punto singular semihiperbolico nun sistema da forma

= A(z,y), (1.3)
y="by+ B(z,y), (1.4)
onde A e B son analiticas nun entorno da orize, A(0,0) = B(0,0) =0 e DA(0,0) = DB(0,0) =

0eb#0. Sexay = f(x) solucion de by + B(x,y) = 0 nun entorno da orize. Se A(z, f(x)) =

amx™ + o(x™), con m > 2 e a, # 0, existe unha curva invariante que pasa pola orize tanxente



ao eizo y e onde o campo € conxugado ao da ecuacion diferencial

y = by.

Se a;, = 0, a curva invariante estard formada por puntos singulares.

Por dltimo, enunciamos un teorema de clasificacién de puntos singulares nilpotentes pre-
sentado en [4] (Teorema 3.5), no que nos basearemos para realizar a caracterizacion de centros

globais.

Teorema 1.12. Teorema das singularidades nilpotentes

Consideremos un sistema da forma

&=y + Alz,y),
y = B(z,y),
cunha singularidade na orize, con A e B funcions analiticas nunha vecinanza do (0,0) e tales

que DA(0,0) = 0 = DB(0,0). Denotamos por f(z) d solucion da ecuacion y + A(z,y) = 0 na

contorna da orize, e definimos as aplicacions F(x) = B(x, f(z)) e G(z) = (% + %—5) (x, f(x)).

1. Se F(x) = G(x) = 0 entdn o diagrama de fases do sistema € como o ilustrado na Figura
(1.8 a).

2. Se F(x) =0 e G(x) = ppx™ +0(z™), n € N e g, # 0 enton o diagrama de fases do sistema
é como o ilustrado nas Figuras (1.8b) ou (I.8.c).

3. Se G(x) =0 e F(x) = Apz™ +o(z™), m € N e A\, # 0 entdn:

a) Se m € impar e A\, > 0 o sistema ten un punto de sela na orize, e o diagrama de

fases € como o ilustrado na Figura . d).

b) Se m é impar e Ay, < 0 o sistema ten un centro ou un foco, ilustrados nas Figuras
[E3e). (T35) ¢ (39

c) Se m par, o sistema ten unha cuspide na orize como se ilustra na Figura .h).
4. Se F(x) = Apa™ + o(z™) e G(z) = ppa"™ + o(z™), n,m € Nym > 2 e A\, pin, # 0 enton:

a) Sem € par e m < 2n+ 1 o sistema ten unha cispide na orize, como se ilustra na
Figura (1.8.h).

b) Sem é par e m > 2n+ 1 o diagrama de fases do sitema € equivalente ao ilustrado
nas Figuras (1.81) ou (1.8j).

c) Sem € impar e A\, > 0 o0 sistema ten un punto de sela como se ilustra en
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d) Se m € impar e A\, < 0 tense que:

1) Sem < 2n+ 1 ou, simultaneamente, m = 2n +1 e pp? + 4\ (n+1) < 0, enton
o0 sistema te@ na orize un centro ou un foco como ilustran as Figuras . e),
(L.81), e (1.89).

2) Sen € impar e m > 2n+1 ou, simultaneamente, m = 2n+1 e um2+4)\m(n+ 1) >
0, enton o sistema ten un retrato de fases arredor da orize formado por un sector
hiperbolico e outro eliptico, tal e como se ilustra na Figura .k).

3) Sen é par e m > 2n+1 ou, simultaneamente, m = 2n+1 e 2 +4X\,(n+1) >0,
entdn o sistema presenta na orize un no, tal e como se ilustra nas Figuras . 1)

e .m), que € atractor se p < 0 e repulsor se p > 0.

=\ e
B

) / S
\QJ,D & ,;//

(d) () (9
BN e S~ -/
() (i ") (k)
k // 71// \\‘ \\ “‘/

() (m)

Figura 1.8: Diagramas de fase asociados a sistemas con singularidades nilpotentes. Imaxe extraida

de [4].)



Capitulo 2

Clasificacién de centros en sistemas

polinomiais

2.1. Estrutura local de centros e focos

Recordemos que unha singularidade p € U do sistema de ecuaciéns diferenciais dado polo
campo X : U C R? — R? é un centro (Figura a) se existe unha vecinanza aberta V de p onde
todos os puntos agéis o singular forman parte de orbitas periodicas. Se V' = U (en particular
V = R? se o campo vectorial esta definido en todo o plano euclideo) diremos que p é un centro

global. Chamaremos anel periddico & maxima vecinanza que cumpra esta condicion.

E claro que os centros sempre son estables, basta tomar como vecinanzas as delimitadas polas
orbitas periddicas. Debido a que para calquera orbita pechada ao redor de p se poden atopar
vecinanzas mais pequenas que a superficie que cercan, os centros nunca seran asintoticamente

estables.

Son estas cualidades de estabilidade non asint6tica as que diferencian aos centros das singu-
laridades de tipo foco, que ou ben son inestables ou ben asintoticamente estables, e son topolo-

xicamente equivalentes a singularidades de tipo nd, ainda que non C"-equivalentes.

(c)

Figura 2.1: Diagrama de fases dun centro (a), dun foco (b) e un n6 (c).
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En virtude do teorema de Hartman-Grobman, e atendendo & caracterizacion de singularidaes
hiperbodlicas en sistemas lineares, un punto singular hiperbdlico nunca pode ser un centro. Do
mesmo xeito, a estrutura local dun centro é incompatible coa curva invariante que interseca as
singularidades semihiperbdlicas. En consecuencia, podemos clasificar os centros en tres tipos:
centros lineares cando a singularidade sexa non dexenerada con autovalores imaxinarios puros,

centros nilpotentes e centros dexenerados.

2.2. Tipos de centros en sistemas polinomiais

A partir de agora centrarémonos nos sistemas diferenciais polinomiais, que estan definidos en
R2. En xeral, todos os sistemas polinomiais cunha singularidade nin hiperboélica nin semihiper-
bolica presentan unha equivalencia topoldxica cun sistema cun punto singular na orixe e unha
comporniente linear mais sinxela. Esta dependerda da natureza da matriz xacobiana do campo

orixinal, como veremos no seguinte resultado.

Proposicion 2.1. Todo sistema diferencial polinomial cun centro na singularidade p € topo-
loxicamente equivalente a algun dos sequintes, onde P e () son polinomios de graos n e m,

respectivamente.

1. Se p € linear:

T = —y—i—P(;U,y),
y=x+Q(z,y). (2.1)

2. Se p € nilpotente:

T =y+ P(x,y),

y=Q(x,y). (2.2)
3. Se p é dexenerado:
&= P(z,y),
y=Q(z,y). (2.3)

Demostracion. En primeiro lugar, un sistema cunha singularidade p = (a,b) # (0,0) é topolo-
xicamente equivalente a outro cunha singularidade na orixe, basta realizar unha traslacién no
espazo. Identificaremos a este sistema equivalente co campo X. Como ten unha singularidade na

orixe, os polinomios que o conforman non teran termos independentes.

Vexamos como é o campo do seu sistema linearizado:
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~ ap b

DX(0,0) = ( ! bl> onde a; e by son os coeficientes dos monomios de grao 1 do polinomio
az 02

relativo a & para x e y, respectivamente; e as e by os andlogos para o polinomio relativo a .

O paso dun sistema linear como o dado por DX (0,0) ao xerado pola stia matriz de Jordan
consiste nun cambio de coordenadas linear, polo que son topoloxicamente equivalentes. Ademais,
este mesmo cambio de coordenadas no sistema dado por X da como resultado outro sistema
polinomial topoloxicamente equivalente no que os coeficientes dos monomios de grao 1 son os
coeficientes da matriz de Jordan relativa a DX (0,0). Se os autovalores de DX (0,0), A\; = a+Ji e

A2 = a— i, non son reais, traballaremos cos bloques de Jordan reais para autovalores complexos

a B
R= .
—B «
Determinaremos para que matrices na stia forma canénica a singularidade (0,0) pode ser un

centro, e veremos que sistemas polinomiais levan asociados.

En virtude da clasificacion de singularidades hiperbdlicas, un centro non pode ser un punto
singular hiperboélico. Como consecuencia do teorema de singularidades semihiperbélicas, tampou-
co pode ser semihiperbolico. En definitiva, a matriz xacobiana asociada a un centro non pode

ter autovalores con parte real non nula.

Se DX (0,0) s6 ten o autovalor 0 admite daas formas de Jordan distintas:

0
= SeJ = (O 0) o punto singular serd dexenerado e non habera termos lineares. O sistema

X sera da forma

s SeJ = (0 0) o punto singular serd nilpotente e o inico termo linear con coeficiente non

nulo serd o da variable y no polinomio relativo a &. Tras un reescalado, o sistema X sera

da forma

T =y+ P(z,y),
¥ =Q(z,y).

Se DX (0,0) ten dous autovalores imaxinarios puros (un o conxugado do outro), o punto singular

_Oﬁ ﬁ) con B € R—{0}. Polo

sera, de ser un centro, linear, e a sta forma canodnica serd R = (
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tanto os tinicos termos lineares con coeficientes non nulos seran o da variable y no polinomio

relativo a & e viceversa. Tras un reescalado, o sistema X sera da forma

= —y+ P(z,y),
v =x+Q(x,y).

O

Detectar centros en sistemas polinomiais é un problema aberto que presenta certa complexi-
dade. Unha delas é a dificultade para diferenciar se as singularidades son centros ou focos, pois
caracterizacions como a do Teorema [I.12] non consegue disternir entre as dias estruturas. Debi-
do ao interese pola presenza de centros en moitos modelos de sistemas dindmicos e o carcgacter
global dos mesmos, na actualidade hai moitas linas de investigacién procurando resultados neste

ambito. Por exemplo, en [7] demostrouse que os sistemas da forma

&= P(z,y),

con P e @) polinomios de grao par non presentan centros globais.



Capitulo 3

Definicién do problema: polinomios

homoxéneos, simetrias e hamiltonianos

3.1. Sistemas polinomiais homoxéneos

Definicién 3.1. Dise que P(z,y) é un polinomio homoxéneo de grao n se o grao de todo os seus

monomios é exactamente n, i.e., é da forma P(z,y) = agny™ + a1n_12y" ! + ... + anor™.

Neste traballo estudaremos a existencia de centros globais en sistemas polinomiais homoxé-
neos de grao 5. Existe unha caracterizacién completa para os centros globais no caso de grao
3 (podese consultar en [5]). Para grao 5, no artigo [8] completouse unha caracterizacion para
os centros lineares. Basearémonos na siia metodoloxia para afrontar o problema anélogo para
centros nilpotentes. Na publicacion ([6]) abordouse a mesma cuestion que estamos a estudar,
chegando a unha caracterizaciéon para sistemas con limitaciéns no ntmero de singularides no

infinito que veremos méis adiante.

De agora en adiante, traballaremos con sistemas da forma (2.2)) con P e @ polinomios homo-

xéneos de grao 5; é dicir, con sistemas da forma

i =y+ P(z,y) =y + aosy® + anazy® + agzx®y* + azx®y? + anzty + asoa®,
§ = Q(x,y) = bosy® + braxy® + bazaz®y* + baaxdy? + byyaty + bsor®. (3.1)

3.2. Simetrias e o problema centro-foco

As singularidades nilpotentes non s6 poden ser centros ou focos, existe unha gran diversidade

de estruturas locais asociadas a este tipo de puntos singulares.

13
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Veremos que ao someter ao sistema (3.1)) a certas simetrias temporais (pares e impares),
en virtude do Teorema de Singularidades Nilpotentes (1.12)), poderemos dar unha condicién
necesaria e suficiente para que a orixe sexa un centro local. Estudaremos o comportamento de

dito sistema fronte a 6 formas distintas de simetria:

1. Simetria de TIPO I
(x,y,t) solucion de (3.1) = (—z, —y,t) solucion de (3.1)), (3.2)

isto é, se @(t) = (x(t),y(t)) é solucion de (3.1)) enton @(t) = (—z(t), —y(t)) tamén o é.

Proposicion 3.2. Todos os sistemas polinomidis homozéneos de grao 5 nilpotentes, é dicir,
da forma , presentan a simetria de tipo I.

Demostracion. Sexa (x,y,t) solucion de (3.1). Consideremos as funcions u(t) = —z(t) e
v(t) = —y(t), enton temos que
u'(t) = —a'(t) = —y(t) — P(2(t), y(t)), (3.3)
v(t) = =y (t) = —Q(x(t), y(1)). (3.4)
Polo tanto, (u,v,t) sera solucion de (3.1)) se, e s6 se, cumpre as seguintes condicions:
a) u'(t) = v(t) + P(u(t),v(t)) = —y(t) + P(—x(t),—y(t)). Por vemos que habera

simetria s6 no caso de que P(—xz(t), —y(t)) = —P(xz(t),y(t)). Como en cada monomio

de P a potencia dun dos termos é par e a do outro é impar, isto sempre ocorre.
b) v'(t) = —Q(u(t),v(t)) = Q(—=x(t), —y(t)). Por vemos que haberéd simetria s6 no

caso de que Q(—=z(t), —y(t)) = —Q(x(t), y(t)). Polo mesmo motivo, isto sempre ocorre.

O

En consecuencia, os diagramas de fase presentaran simetria impar. Tanto centros como

focos poden presentar simetria impar nos seus diagramas de fase.

Figura 3.1: Representacion de dias érbitas suxeitas & simetria de tipo I.
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2. Simetria de TIPO II
(z,y,t) solucion de (3.1) = (—x, —y, —t) solucion de ({3.1]), (3.5)

isto é, se ¢(t) = (x(t),y(t)) € solucion de (3.1)) enton ¢(t) = (—z(—t), —y(—t)) tamén o é.

Proposicion 3.3. Ningin sistema polinomial homozéneo de grao 5 da forma presenta

simetria de tipo II.

Demostracion. A simetria de tipo II é incompatible coa simetria I, definida en (3.2)), pois

as oOrbitas terfan sentidos opostos simultaneamente. O

Figura 3.2: Representacion dunha orbita (negro) e a stias xemelgas baixo simetria de tipo I

(verde) e de tipo II (vermello).

3. Simetria de TIPO III
(x,y,t) solucion de (3.1) = (—=z,y, —t) solucion de (3.1)), (3.6)

isto é, se @(t) = (x(t),y(t)) é solucion de (3.1)) enton @(t) = (—xz(—t),y(—t)) tameén o é.

Proposicion 3.4. Un sistema polindmico homozéneo de grao 5 nilpotente da forma ,

presenta simetria 111 se, e so se,
a4, asz, aso, bos, bas, by = 0.

Demostracion. Sexa (z,y,t) solucion de (3.1). Consideremos as funcions u(t) = —z(—t) e
v(t) = y(—t). Enton, temos que

u'(t) = —(=2')(=1) = y(—t) + Plx(-1), y(-1)), (3.7)
V(t) = =y (=) = —Q(z(-1),y(-1)). (3:8)

Debido a isto, (u,v,t) sera solucion de (3.1)) se, e s6 se, cumpre as seguintes condicions:
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)

u'(t) = v(t) + P(u(t),v(t)) = y(—t) + P(—z(—t),y(—t)). Por vemos que ha-
bera simetria s6 no caso de que P(—z(—t),y(—t)) = P(xz(—t),y(—t)). Iso s6 oco-
rre se a primeira variable esté elevada a unha potencia par en cada monomio, i. e.,

a14,as2, aso = 0

V(t) = —Q(u(t),v(t)) = Q(—x(—t),y(—t)). Por vemos que habera simetria s6
no caso de que Q(—a(—t), y(—t)) = —Q(a(—t),y(—)) = Q(=w(~t), —y(—t)). Iso 6
ocorre se a segunda componente esté elevada a unha potencia par en cada monomio,

bos, b2z, ba1 = 0.

O
Figura 3.3: Representacion de daas érbitas sometidas & simetria de tipo III (3.6)).
4. Simetria de TIPO IV
(x,y,t) solucion de (3.1) = (x, —y, —t) solucion de (3.1)), (3.9)

isto &, se p(t) = (z(t),y(t)) é solucion de (3.1) enton @(t) = (x(—t), —y(—t)) tamén o é.

Proposicion 3.5. Un sistema polinomial homoxéneo de grao 5 da forma presenta

stmetria de tipo IV se, e so se,

a14, a32, aso, bos, bag, by1 = 0.

Demostracion. Debido a que a simetria de tipo I definida en (3.2)) esta presente en todos os
sistemas da forma ({3.1)), a simetria de tipo IV é equivalente & simetria de tipo III, definida
en (3.6)). O
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Figura 3.4: Representacion dunha orbita (negro) e as stas orbitas xemelgas baixo a simetria I11
(verde) e IV (azul).(3.9).

Os diagramas de fase, baixo as condicions da simetria de tipo III e IV, presentaran simetria

par salvo polo sentido das oérbitas.

5. Simetria de TIPO V
(z,y,t) solucion de (3.1) = (—=x,y,t) solucion de (3.1]), (3.10)

isto é, se ¢(t) = (x(t),y(t)) € solucion de (3.1) enton @(t) = (—z(t),y(t)) tamén o é.

Proposicion 3.6. Ningin sistema polinomial homozéneo de grao 5 da forma presenta

stmetria de tipo V.

Demostracion. Sexa (x,y,t) solucion de (3.1]). Consideremos as funcions u(t) = —z(t) e
v(t) = y(t). Enton, temos que

u'(t) = —a'(t) = —y(t) — (P(x(t),y(t)), (3.11)
v(t) =y () = Qa(t),y (1) (3.12)

En consecuencia, se (u, v, t) sera solucion de (3.1)) entéon cumpre a seguinte condicion:
u'(t) = v(t) + P(u(t),v(t)) = y(t) + P(—z(t),y(t)). Vemos que é incompatible con (3.11])

debido ao signo que acompana ao termo linear. O

6. Simetria de TIPO VI
(x,y,t) solucion de (3.1) = (z, —y, t) solucion de (3.1)), (3.13)

isto é, se ¢(t) = (x(t),y(t)) é solucion de (3.1) enton @(t) = (z(t), —y(t)) tamén o é.

Proposicion 3.7. Ningin sistema polinomial homozéneo de grao 5 da forma pre-

sentan simetria de tipo VI.
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Demostracion. Dado que a simetria I definida en (3.2]) est4 presente en todos os sistemas,

as simetrias de tipo V e VI son equivalentes. 0

Tras este estudo, as tinicas simetrias que implican unha restricién sobre os pardmetros do

sistema son as de tipo III e IV.

Proposicion 3.8. Os sistemas da forma sometidos a simetrias de tipo III e IV presentan

a forma

i=y+ P(z,y) =y + aosy’ + azz’y® + anz'y,
= Q(z,y) = buzy® + bsa’y® + bsox”. (3.14)

O certo é que esta imposicién garda certo sentido cando pensamos en que fenémenos podemos
representar con sistemas dinidmicos. As simetrias III e IV pdédense correspoder con simetrias
temporais (pares ou impares segundo cambia o signo), presentes en moitos procesos da Fisica
(velocidades, momentos, enerxias...) e noutras ciencias. En [9] podese acceder a un repositorio

de fontes onde se tratan distintos exemplos de simetrias deste tipo en fenémenos naturais.

Agora vexamos como a accion destas simetrias permitenos obter unha familia de sistemas

nas que a presenza dun centro local na orixe esta garantida.

Teorema 3.9. Caracterizacion de centros locais:
Os sistemas da forma tenen un centro local na orize se, e s se, bsg < 0.

Demostracion. Comprobemos que nos atopamos nas hipdteses do Teorema das singularidades
nilpotentes (Teorema|l.12). Para o sistema (3.14)), A(z,y) = aosy® +agsx®y* +anz*y e B(z,y) =
brazy® + bea3y? + bsox® son funciéns analiticas tales que DA(0,0)(x,y) = DB(0,0)(z,y) = 0.

A solucion de y + A(z,y) = 0 é a funcion f(z) = 0. En consecuencia, temos que

F(z) = B(x,0) = bsoz”,

G(z) = (g‘;‘ + ‘35) (z,0) = 0.

Se consultamos a caracterizacion dada no Teorema ([1.12)), os casos nos que a orixe é un centro

ou foco son:

» Se G(z) =0, F(x) = \pz™ +o(z™) conm e Ne N, <0 (3.b).

» Que G(x) = ppz™ 4+ o(z™), F(z) = Apa™ + o(z™) con m,n € N, m > 2 impar, pm, # 0,
Am <0em<2n+1 (3.d.1).
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s Que G(x) = ppx™ + o(z™), F(z) = \pa™ + o(x™) con m,n € N, m > 2 impar, u,, # 0,
A <0,m=2n+1lep?+4X\(n+1)<0 (3.d.1).

Vemos que para este sistema s6 se pode cumprir o primeiro. Como m = 5 e A, = b5 a orixe
serd un centro ou u foco se bsg < 0. A condicién tamén é necesaria debido a que no Teorema

1.12)) todo sistema polindmico correspondese a algin dos casos considerados.

Ademéis, grazas & imposicion das simetrias II1 e IV , podemos garantir que os
puntos singulares non poden ser focos. Se observamos un diagrama de fases de tipo foco, veremos
que as suas oOrbitas (sen orientaciéon) en ningtn caso pode presentar simetria par. Concretamente,
dado que as 6rbitas proximas a un foco trazan unha traxectoria que vira arredor do punto singular
nun certo sentido mentres se afastan ou acercan a él, percorrendo todos os cuadrantes de forma
periddica, ao reflectilas nun dos eixos coordanados, a 6rbita xemelga que rota no sentido oposto

cortaria & orixinal xustamente no eixo de simetria. Na Figura podese apreciar graficamente.

Figura 3.5: Representacion gréfica das traxectorias xemelgas a unha érbita (verde) nun foco baixo

simetrias 11T (laranxa) e IV (vermello).

Enton, podemos afirmar que se, e 86 se, bsg < 0 entén o sistema (3.14]) ten un centro na

orixe. =

3.3. Sistemas hamiltonianos

Definicion 3.10. Sistema hamiltoniano

Un sistema de ecuacions dferenciais en R? é hamiltoniano se é da forma

_om
OH
)= —— 1

onde H : R? = R, con H € C*(R?,R)
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Consideremos o sistema (3.14)). Sexa H : R? — R tal que

OH
87y =y+ Pz,y) =y + aosy” + azs®y* + anx'y.

2 6 2,4 4,2 . ) . . )
Enton H(z,y) = % 4 905 @858 4 288 4 g(x). O sistema serd hamiltoniano se, e s6 se,

OH aszxy®

I 5 2a12°y* + ¢ () = brazy® + bsaa®y? + byor® = Q(,y).

Polo tanto, cando os sistemas da forma (3.1]) sometidos a simetrias de tipo III e IV son hamilto-

nianos presentaran a forma

&=y + agsy® + ar®y® + agnzty,

) a
Y= —%xyll — 2a4123y% + bsoz®. (3.16)

Ainda que os sistemas hamiltonianos son de gran interese, a meirande parte dos resultados que

desenvolveremos a continuacién centraronse no caso xeral, da forma (3.14)).

Compre observar que, dado que os sistemas da forma (3.16)) estan nas hipoteses do Teorema
m con A, = bsg, a condicién necesaria e suficiente para que a orixe sexa un centro local é que

b50 < 0.



Capitulo 4
Caracter global dos centros

Para estudar o caricter global dun centro repararemos esencialmente en diias cuestions: a
unicidade da singularidade no sistema e o caracter das 6rbitas no infinito. Para isto ultimo intro-
duciremos unha transformacion do plano real, a compactificacién de Poincaré, que nos permitira
identificar o infinito do plano co ecuador da esfera unidade, e analizaremos o comportamento das

orbitas nas stas inmediaciéns.

4.1. Unicidade da singularidade

Unha condicién necesaria para que a orixe sexa un centro global do sistema é que non existan
mais puntos singulares finitos en R?. De non ser asi, existirian érbitas (en particular a do propio

punto singular distinto da orixe) que non serian periédicas en torno & orixe.

Centrandonos no sistema ([3.14]), como X (0,0) = (0,0) a orixe é sempre un punto singular.

Polo tanto, debemos comprobar que o campo s6 se anula no (0, 0).

Proposicion 4.1. Un sistema da forma cun centro na orize ten unha inica singularidade

se, e SO se:

1. b50 < 0.
2. aos > 0.
3. Cumprese algunha das sequintes condicions:

a) b§2 < 4b14b5p.

b) b32,b1a < 0.

21
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+ —bgat/b2,—4bs0b14

- 2
c) Se existen os valores r* = Deg , tense que ags + assr® + agrtc > 0.

Demostracion. Recordemos a forma do sistemas

@ =y + agsy’ + agsr’y* + anxly,
= buzy® + byaa’y?® + bsoa®,
no que suponemos bsg < 0 para que a orixe sexa un centro local. Estudaremos para que para-

metros existen mais puntos singulares. Comecemos polos eixos. Suponamos que (zg,0), zo # 0 é

una singularidade. Como y = 0 entén & = 0. Vexamos cando se anula 7.
i = Q(x0,0) = bsgzo” =0 <= bsg =0,

o cal se contradice coa condicion bsy < 0. Suponamos agora que o punto (0,yg), yo # 0, é unha

singularidade. Como = 0 entén y = 0. Vexamos cando se anula .

i =yo+ P(0,y0) = yo + aosyo’ =0 <= yo = ou yop = 0,

1
V—aos
¢ dicir, s6 se ags < 0 temos que ( (‘/—lTor’ 0) é unha singularidade de 1)

Por ultimo, tratemos os puntos (zo,yo0), Zo, Yo # 0. Primeiro, vexamos cando se anula 3.

xZ 1'05

3
. 0 Ty
i = buazoyo® + bsawoyo” + bsoxo” =0 <= bia— + bga——= + bso—= =0
Yo Yo Yo
4 2 al
< bsor” + b3or“ 4+ b1y =0, onde r = — #£ 0.
Yo

Obtemos unha ecuacién bicadrada cuxas solucions son da forma

—bgy + \/b32” — 4
o4 \/ b32 b32 b14bso

2b50

+

Para que esta solucion r* exista e sexa real, e ¢ se anule en (zg, o), precisase que:

= O denominador non sexa 0: b5y # 0. Isto sempre ocorre baixo a condicién de que bsg < 0,
que imponemos para que a orixe sexa un centro.

= O radicando da raiz interior non sexa negativo: b3a? > 4db14bsp.

= Supotniendo que o anterior se cumpra, o radicando da raiz exterior non pode ser negativo.

Recordemos que para que a orixe sexa un centro, bsg < 0. Polo tanto o numerador tamén

—bsg £/ ba? — 4biabso < 0

e Se b3o > 0, sempre haberd polo menos unha solucién r—.

debe ser negativo:
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e Se b3y < 0, s6 pode haber soluciéon tomando o valor negativo da raiz interior, e s6 en
caso de que v/ 6322 — 4b14bsg > —b3o <= bigbsp <0 <= b4 >0

e Se bz =0, como r # 0, necesariamente b4 > 0.

Baixo estas condiciéns, y = 0. Falta ver cando se anula #: En primerio lugar, teremos en

conta que xg = yps. Se substituimos na expresion de & queda:

t=0 < yo+ a05y05 + 61237"2y05 + a417‘4yg5 =0

4 2 4 4 4
< 1+apsyo +asr yo +aury =0
1
o 2 1
aps + a23r® + a41

4
<~ Yo =

Deducimos que Jyy <= ags + ao3r> + asr* < 0 para r = r+ o r = r~ segundo existan. Unha

vez temos garantida a existencia de yp, tamén se garante a de xg, e (xo,yo) é un punto singular
de (B:1).

Desta forma obtemos as condiciéns para que existan maéis singularidades. Baixo as condicons

opostas, garantimos a unicidade da singularidade na orixe. O

Demostraremos un resultado anélogo para os sistemas hamiltonianos da forma (3.16)):
Proposicion 4.2. Un sistema da forma cun centro na orize ten unha unica singularidade
se, e so se, cumpre as sequintes tres condicions:

1. b50 <0

2. agps > 0

3. Cumprese algin dos sequintes casos:

2 1
a) ag® < —5a23bs50

b) as1,a23 >0

Demostracion. Recordemos a forma do sistema:

& =y + a5y’ + agzx®yt + agzty

.. a23
Yy=y= —7$y4 - 2a41x3y2 + bso2”,

onde suponemos que by < 0 ara que a orixe sexa un punto singular. Reescribamos as condiciéns
da proposicién anterior tendo en conta que byy = —%agg e b3y = —2ay41. (Sh) ten unha tunica

singularidade (que ademais é un centro) na orixe se, e so se, cumpre as seguintes tres condicions:
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1. bsp < O.
2. aps Z 0.
3. Cumprese algtin dos seguintes casos:

-1 1
a) 4&412 < 47(123()50 = a412 < —§a23b50.

1
b) —2a41,—5023 <0 <= aq1,a23 > 0.
+ o 2a41i\/4a31+2b50a23
Este ultimo caso é consecuencia directa de que se dea o inmediatamente anterior

2
, tense que ags + a237”i + a41ri > 0..

c) Se existen os valores r

debido a que r, a efectos préacticos, sempre serd un valor positivo (é o cadrado dunha
raiz) e os coeficientes da inecuacion ags, ass € a41 son non negativos polas condicions

anteriores. Polo tanto, é un caso particular do segundo caso.

O

Baixo as condicions dadas nas proposicions e a orixe é a tunica singularidade dos
sistemas (3.14) e (3.16)), e ademais é un centro local. O seguinte paso na caracterizacion sera

estudar o comportamento das érbitas no infinito.

4.2. Orbitas no infinito

Unha vez cofiecemos os sistemas da forma que tenen un centro na orixe e ningunha
outra singularidade, o derradeiro paso para determinar o seu caracter global é comprobar se a
natureza periodica das orbitas se mantén conforme nos afastamos do (0,0). Noutras palabras,
debemos estudar a tendencia do comportamento das traxectorias nun entorno do infinito do

plano euclideo.

Falar do infinito nun conxunto como R? amésase problemético por varios motivos. O primeiro
é que, a diferenza de en R, onde intuitivamente se pode asociar o infinito a dous puntos limite
da recta real, a dimensién maior do plano euclideo lévanos, xeneralizando a idea do caso de
dimensién 1, a considerar infinitos pares de puntos limite, un por cada direccién lanzada dende a
orixe. O segundo inconvinte é que estes puntos non son elementos de R? onde podamos evaluar o
campo asociado ao sistema. Sera necesario extender a definicién do campo vectorial nun conxunto
compacto onde podamos identificar tanto o plano euclideo como os puntos no infinito, procurando

que exista unha equivalencia co campo orixinal nos puntos onde estaba definido.

Existen varias formas de compactificar o plano euclideo. Por exemplo, a prozeccion estereo-

grdfica relaciona cada punto de R? cun punto da esfera salvo o polo Norte N. A esfera sen N non
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¢ un conxunto compacto. Ao engadir o polo Norte estamos compactificando R? adxuntandolle
un tnico elemento que se pode identificar co infinito do plano, pois conforme nos alonxamos da
orixe (que na esfera é o polo Sur), as proxeccions aproximanse ao seu antipodal. Neste caso non

estamos recorrenndo & idea de miltiples puntos no infinito.

Figura 4.1: Interpretacion xeométrica da proyeccién estereografica.

Identificar todos os puntos limite no infinito nun mesmo elemento conleva algins inconvintes.
Un sistema pode presentar comportamentos no infinito moi diferentes para distintas direcciéns.
Ao colapsar todas no mesmo elemento, a estrutura local nese punto pode resultar moi comple-
xa. Por iso, as compactificaciéns que engadan un elemento por cada punto limite facilitaran a
comprension da natureza das orbitas preto do infinito. A continacién, introucimos unha compac-

tificacion destas caracterisitcas.

4.2.1. Compactificacion de Poincaré

Nesta seccion denotaremos os puntos no espazo como (zj,zg,x3) € R3. Consideremos un

campo vectorial polinomial X (z,y) = (P(x,y), Q(z,y)) definido en R2.

Primeiramente, identifiquemos R? co plano en R? 7 : x3 = 1.
m={(z,y,1) €R’: (z,y) € R?}.

Consideremos a esfera de radio unidade centrada no (0,0,0), S? = {(x1,22,23) € R? : 12 +
w92 4+ w32 = 1}, 4 que chamaremos esfera de Poincaré. O plano 7 é tanxente a S? no polo norte
N = (0,0,1). Dado (z,y) € R?, consideremos a recta que une o correspondente punto no plano
(z,y,1) € m co centro da esfera. A recta interseca coa esfera en dous puntos antipodais, tal e como
se amosa na Figura de forma que un sempre se atopa na semiesfera Si = {(z1,29,23) €
R3 : 212 + 202 + 232 = 1,23 > 0} e o outro na complementaria S?> = {(x1,z2,23) € R3 :
112 + 29?2 + 132 = 1,23 < 0}
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Figura 4.2: Interpretacién xeométrica da proxeccién do plano na esfera de Poincaré.

Podemos construir dias bixeccidéns que proxecten cada punto do plano euclideo nun punto
en cada semiesfera. Notese que ningin elemento de R? se asocia cos puntos do ecuador, que
denotaremos por S! = {(x1,22,0) € R? : 212 + 292 = 1}. A expresion de ditas aplicacions ¢ a

seguinte:

Fia,y) = - d -
’ Va2 + 2 +1 a2+ 2 +1 a2 2 +1)

(@) — — —
x?y = Y Y *
V2 + 2 +1 a2+ +1 a2+ 2+ 1

Conforme tomamos puntos do plano euclideo mais alonxados do (0,0, 1), as stas duas pro-

xeccions aproximanse cara o ecuador da esfera. Se tomamos unha direccion (z1,x2) e facemos o

limite
h h 1
lim f*(hay, hzo) = lim 7 , 2 ,
h—o0 hoo \ \/B2(212 + 222) + 1 /B2 (212 + 222) + 1 /2 (312 + 22%) + 1

B 71 T2
B <\/(SC12 + 5622) ’ \ﬂ:ElQ + :L‘22) ’ 0)

obtemos como resultado o punto do ecuador da esfera de Poincaré na direccion dada por (x1, x2,0).
Polo tanto, podemos asociar os puntos limite no infinito de R? cos puntos do ecuador de forma
biunivoca, de tal forma que podemos identificar o plano euclideo extendido co compacto Si usth.

O mesmo ocorre con SQ_ USl s6 que os puntos limite asoécianse cos puntos do ecuador na direcciéon
Y

contraria.

Esta compactificacién do plano euclideo recibe o nome de compactificacion de Poincaré, e

serd na que nos basearemos para estudar o comportamento das 6rbitas do sistema no infinito.

Pero antes debemos obter o campo vectorial inducido en cada hemisferio e tratar de extendelo

a toda a esfera de Poincaré. Dado que f* e f~ son difeomorfismos analiticos, o campo vectorial
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que inducen nos dous hemisferios X : S?\S! — R? dado por
. Df*(z,y) X (z,y) se (v1,72,73) = f(z,y),
X(z1,22,73) =
Df_(.'IZ‘, y)X(‘T7 y) se (.’El, €2, IIZ‘3) = f_(xa y)a
non s6 é homotopicamente conxugado ao campo X, son analiticamente conzugados.

Para traballar con campos sobre a superficie da esfera faremos uso de cartas locais. Podemos

recubrir a esfera con 6 cartas locais U; e V; con ¢ = 1,2, 3 onde

U; = {(z1, 22, 23) € S* : 7; > 0},
Vi = {(w1, 32, 33) €S : 1; < 0},

nas que definimos os mapas ¢; : U; — R? e 1; : U; — R? como

¢i($1,$2,x3) = (axk> , COIl ]7k' 7& ia ] <k

Ty X

Yi(x1, 2, 23) = <_x]7_$k> .con j,k#i, j<k

T T

E claro que os mapas son bixectivos e diferenciables. Para as vecinanzas Uy, Ua, V1, e Vo coOmpre

salientar que os puntos no ecuador da esfera (x3 = 0) se identificaran no sistema de coordenadas
(u,v) co eixo {(u,0) € R? : v € R} (Figura{4.3).

Figura 4.3: Idea xeométrica da carta en Us.

De agora en adiante traballaremos sobre as cartas de Uy e Us. O noso obxectivo é atopar
unha extension do campo X nos puntos do ecuador, e dado que tales puntos estan recubertos
polas catro vecinanzas coodenadas Uy, Us, Vi, e V5, podemos restrinxirnos a extender o campo
inducido en R? nelas. Ademais, tal e como se constriien ¢; e 1, os campos inducidos seran

simétricos e a extension en V; serd analoga a de Uj.
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Denotamos por X |y, : R? — R? o campo inducido dado por

D1 (f*(x,y)) o Df ¥ (2, y) X (z,y) se v = (o fF)(x,y) >0,

Xl (u,v) =
: Dé1(f~(2,y)) 0 DI~ (2, 9)X () se v = (0 ) (z,y) <.

Podemos centrarnos no semiplano {(u,v) € R? : v > 0} dado que f* e f~ inducen campos

simétricos. Tendo en conta que

o f+ _ z Yy 1 _ <y 1> _
(07 7)y) ¢1<¢x2+y2+1’\/x2+y2+1’\/x2+y2+1> ) =l

e que o campo orixinal é da forma X (z,y) = (P(x,y),Q(z,y)), con P e @ polinomios de grao

m e n respectivamente, tense que

Xlo, (u,v) = D1 (o1 (f 7 (x,1))) o DFF(f(2,9) X (2,y) = D(¢1 0 f7)(w,y) X (2, y)
_ (— ;> (P(w)) _ (—;éP(x,y) + ;@w,y)) _ (—uvp(i,x) +vQ m)) |
_;12 0 Q(x,y) _x%P(xay) —v*P (%7%)

Este campo non é, en xeral, extensible aos puntos do ecuador identificados por (u,0), u € R”.
Para v = 0 o denominador se anula nos polinomios P e ). Porén, multiplicar o campo por un

¢ con expoiiente suficientemente grande permitirfa eliminar os denominadores, de xeito

termo v
que a extension aos puntos do ecuador é trivial. Basta tomar d = max{m,n} — 1. O campo
resultante é topoloxicamente (e analiticamente) equivalente ao orixinal, pois o factor é non nulo

nos puntos do semiplano aberto.

Como indicamos anteriormente, podemos restrinxirnos ao semiplano que identifica o hemisfe-
rio positivo correspondente na esfera, que denominaremos disco de Poincaré. O campo extendido

en U; describe o sistema,

o= —vdHp (1, “> . (4.2)

Agora podemos aplicar a compactificacion aos sistemas da forma [3.14}
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= Na carta local U; obtemos o sistema compactificado

i = —vtu? — agsu® + (b1a — agz)u® + (bsg — as1)u® + bso,

0= —v2u — agsvu’ — agzvud — aqqvu. (4.4)

= Na carta local Us obtemos o sistema compactificado

i = v — bsgu® + (ag1 — bag)u* 4 (agz — bra)u® + aps,

V= —b14vu — bgzvu3 — b501)u5. (4.5)

Notese que v = 0 se v = 0 tanto en Uy como en Us.

4.2.2. Singularidades no infinito

Na etapa final deste proceso de caracterizacién basearémonos no seguinte teorema, demos-
trado en [§]:

Teorema 4.3. Un sistema de ecuacions diferenciais polinomicas (,y) = (p(x,y),q(x,y)) sen
unha linia de singularidades no infinito ten un centro global se, e sé se, ten unha tUnica singu-
laridade, que € un centro, e todos os puntos singulares no infinito, se existen, tenen un retrato
de fases local formado por dous sectores hiperbdlicos cuxas separatrices estin no ecuador (na

compactificacion de Poincaré).

No enunciado deste problema faise referencia ao concepto de sector hiperboélico. Consideremos
un campo X cunha singuaridade illada p nunha veciianza aberta V' de tal xeito que todo ¢ € V'
distinto de p é un punto regular. Suponamos que existen dtas orbitas que tenden a p nalgtn
sentido e que atravesan transversalmente V', delimitando unha rexién na vecinanza. Diremos que
a rexion é un sector hiperbolico se para todos os puntos ¢ no interior da rexién, 9V N 'y; £ 0+

av N V5 - Exemplos de sectores hiperbélicos son os descritos polos puntos de sela.

Nos sistemas da forma ((3.14) xa conecemos baixo que parametros a orixe é un centro local.
S6 queda comprobar como é o retrato de fases en cada singularidade do infinito. Pero antes,

convén facer algunhas apreciacions:

En primeiro lugar, é claro que para o campo extendido (4.4} 4.5)), tanto en Uy como en Uy, © se
anula sempre para os puntos (ug, 0), ug € R. Polo tanto, para comprobar se existen singularidades

no infinito podemos restrinxir o estudo a .

Ademais, nas ecuaciéns de @ en Uy e Us , todas as variables estan elevadas a exponentes

pares. En consecuencia, se (ug,0) é un punto singular, tamén o é (—up,0).
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Por dltimo, a carta local Uj solapase con Us, en concreto, o semiplano positivo respecto a
variable u de Uj coincide co semiplano negativo respecto a mesma variable de Us. Se existe unha

singularidade distinta da orixe en U;, garantiriase a existencia de outra distinta en Us.

Debido a estas tres observacions, podemos limitar o estudo do sistema na carta local Uy &
stia orixe, pois calquera outra singularidade correspéndese coa existencia doutra en Us. Tamén
poderiase estudar a orixe en Us e todo o eixo v = 0 en Uj, pero veremos que para os sistemas

que consideramos a primeira opcién é méais conveniente.

O Teorema [£.3] entinciase baixo a hipotese de que non haxa un continuo de singularidades no

infinito. Vexamos que todos os centros locais da forma (3.14]) cumpren esta condicién:

Proposicion 4.4. Sexa X o campo vectorial asociado a un sistema de ecuacions diferenciais da
forma . Se a orize é un centro local, a compactificacion de Poincaré de X mon presentard

un continuo de singularidades no infinito.

Demostracion. En virtude do Teorema por ser a orixe un centro local, bsg < 0. En conse-
cuencia, como na carta local Uy % |(y,v)=(0,0)= b50, nunca habera un punto singular na orixe de

U;. O

Na proba do resultado anterior concluimos que nunca haberd unha singularidadade na orixe
da carta local Uy, e polo tanto podemos restrinxir a busca de puntos singulares no eixo v = 0 en
Us. Dado que neste eixo se verifica sempre © = 0, o calculo de puntos singulares radica en atopar

raices do polinomio @ en Us.

U ly=o= —bsou® + (as1 — bza)u® + (azz — bys)u’® + aos.

O polinomio terd ao sumo 6 raices, que se corresponderian con 6 singularidades no infinito.
Como en V5 o campo é simétrico a en Us, en total haberd como méaximo 12 singularidades no
infinito (os tnicos puntos fora de Uy e V5 son as orixes en Uy e Vi, onde xa se comprobou a

regularidade do campo).

Para acadar unha caracterizacion completa dos centros globais nos sistemas (3.14) podemos
analizar de forma illada os sistemas que tefian un nimero concreto de singulardaes no infinito.
Unha vez se estuden todos os casos posibles (0, 2, 4, 6, 8, 10, e 12), a caracterizacion estara

completa. No6s imos tratar os dous primeros casos.

Comecemos cos sistemas que non tenen singularidades no infinito. En virtude da proposicion

se os sistemas (4.4)) non presentan ningunha singularidade no infinito son centros globais.

Proposicion 4.5. Un sistema de ecuacions diferenciais polindmicas (&,9) = (p(z,y), q(x,y)) da
forma ten un centro global sen singularidade no infinito se, e sé se, cumpre as sequintes

condicions:
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1. bsp < 0.
2. ags > 0.
3. Cumprese algunha das sequintes condicions:

a) b§2 < —4b14bsg.

b) b3, b14 < 0.

—b2,4/b2,—4b50b14

2
Deo , tense que ags + agsr® + agrtc > 0.

¢) Dado r* =

4. Cumprese algunha as seguintes condicions:

a) (bsa — a41)? < —3bso(ags — b1a).

b) 1 2(bs2—aa1)++/4(bs2—aa1)?+12bso(azz—b14)
we = —6bs0

C) —b50w+3 + (041 — bgg)w+2 + (a23 — b14)w+ + ags > 0.

< 0.

Demostracion. Queremos saber para que parametros o polinomio
U = —b50u6 + (a41 — 632)u4 + (agg — b14)u2 + apgs = g(u)

non ten raices reais. En primeiro lugar, notemos que ¢g(0) = agps. Se ags = 0, o sistema terd unha
singularidade na orixe de Us. En consecuencia, dado que para que a singularidade na orixe sexa

dnica ags > 0, para que o polinomio non tena raices reais debemos esixir ags < 0.

Facendo o cambio de variable w = 42, obtemos o polinomio g(w) = —bsow> + (aq1 — b32>w2 +
(ags — b1a)w + aps. Queremos ver cando este polinomio non ten raices non negativas. Para iso,
consideremos o seu polinomio derivado §'(w) = —3bsow? + 2(as1 — bgz)w + (azz — b14) = g(u) e

estudemos a monotonia de g. Os ceros de ¢, se existen, son da forma

2(bsa — as1) £ \/4(bs2 — as1)? + 12bs0(ags — b14)
—6bs0 '

» Se non existen ceros reais de g', a funcion § é monotona crecente (esiximos que bsg < 0
para que a singularidade na orixe de R? sexa un cero, e polo tanto o coeficiente do monomio
de maior grado de g é positivo). Dado que g(0) = ags > 0, g non tera raices positivas. Isto

ocorre se (bgg — a41)2 < —3b50(a23 — b14).

» Se hai un s6 cero real de g', a funciéon § tamén ¢ monotona crecente, e dado que

G(0) = ags > 0, § non tera raices positivas. Isto ocorre se (bza — a41)? = —3bso(azs — b14).
» Se hai dous ceros reais de g, que denotamos por w~ < w™, tense que:
e Se w™ <0, dado que limy 00 g(w) = 00 e §(0) = ags > 0, § non tera raices positivas.

2(bgz—as1)++/4(bsz—a41)2+12b50 (a3 —b14)
—6bs0

< 0.

Isto ocorre se
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e Se w™ > 0, dado que im0 §(w) = 0o e §(0) = ags > 0, que g tena raices positivas
implica que existe w € [t1,00) N [0,00) tal que g(w) = 0. Os tGnicos puntos onde §
pode acadar o seu minimo nese pechado son w = 0 e w*, pero g(0) > 0 = g(w), polo

que g(w™) < 0. Isto ocorre se —bsow™? + (ag1 — b32)’U)+2 + (a3 — brg)w™ + aps < 0.

O

Tratemos agora os sistemas con duas singularidades na orixe. Como xa se viu en apartados
anteriores, se existe unha singularidade na carta local Us, existiré outra distinta en V5. Polo tanto,
o caso dunha tnica singularidade no infinito non é posible. O caso de dous puntos singulares si
o é, pero de forma moi restrinxida, pois sabemos que calquera punto distinto da orixe da forma
(up,0) terd o mesmo caréacter a efectos de anular @ en (4.5) que (—up,0). En conclusion, a tnica

posiblidade é ter dous puntos singulares nas orixes de Uy e V5.

A continuacién estableceremos baixo que condicions os sistemas da forma ((3.14)), cun centro
local na orixe como tunica singularidade, tefien exactamente dous puntos singulares no infinito,

nas orixes das cartas locais Uy e V5.

En primeiro lugar, recordemos que se o sistema (3.14)) ten un centro na orixe como tnica

singularidade, entén:

1. bs9 < 0.
2. agz > 0.
3. Cumprese algin dos seguintes casos:

a) b3y < —4biabso
b) b3z, b14 <0
¢) Dado rt = —b3,%/b3,—4bs0b1a

2
Sheg , tense que ags + ags3r™ + agrc > 0.

Recordemos tamén a expresion de @ na carta local Uy (4.5)):
U = U4 — b50u6 + (CL41 - b32)u4 + (a23 - b14)u2 + aps.

Vemos que habera un punto singular nas orixes de Us e V5 se, e s6 se, ags = 0; o cal é compatible

coas condicions para a existencia dun centro local como tnica singularidade do sistema ([3.14]).

Vexamos agora baixo que pardmetros non hai mais singularidades no eixo v = 0 de Us.
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Consideremos puntos (u,0) € Us, u # 0. Enton,

ily=o = bsou® + (ag1 — bs2)u + (ags — bra)u® =0 <= bsot® + (aa1 — b32)t> + (azs — ba)t =0
<~ b50t2 + (CL41 — b32)t + (a23 — 1)14) =0

—(aq1 — b32) £ \/(as1 — b32)? + 4(as3 — bra)bso

< =

(4.6)

Se Jt > 0 solucién da ecuacién anterior, o campo compactificado antlase en méis puntos do

infinito. Vexamos baixo que pardmetros iso non é posible.

1. Pt solucién de (@.6): Como bsg < 0, a tinica forma de que non exista solucion para ([4.6)) &

que o radicando sexa negativo, é dicir, que (a41 — b32)? < —4(ag3 — b14)bso.

2. As solucions de ([4.6) non son positivas: Dado que o denominador é positivo, buscamos
numeradores negativos ou nulos. Suponiendo que existan valores reais da raiz cadrada, se
a41 — bza < 0, tomando o valor positivo da raiz sempre existird unha solucién positiva da
ecuaciéon. Se ayq; — bz > 0, para obter un valor do numerador negativo ou nulo saxa cal
sexa o signo da rafz precisamos que o resultado desta sexa, en valor absoluto, maior ou

igual que que (a4q1 — b32), é dicir, que 4(ag3 — bg1)bso < 0 <= ag3 — byy > 0.

Recopilando, para que non haxa maéis singularidades en Uy (e polo tanto en V3) ha de cumprirse

que a3 — b1y > 0 e algunha das seguintes condicidns:

1. (a41 — b32)? < —4(ass — b14)bso.

2. a4 — 532 > 0.

Agora estudemos como é o diagrama de fases da orixe da carta local Us. Recordemos a

expresion do campo extendido na carta local Us 1) que denotaremos por X |, con ags = 0:

0 =vt- b50u6 + (CL41 — b32)u4 + (a23 - b14)u2,

0 = —bygvu — bggvu® — bsguu®. (4.7)

A matriz xacobiana de X avaliada na orixe é nula, DX (0,0) = o) polo que non

podemos obter conclusiéns inmediatas sobre a stia estrutura local. Para estudar o comportamento
das orbitas preto da singularidae, aplicaremos uns cambios de variables, denominados directional
blow ups ou explosions direccionais, de forma que a orixe se expandiré ao longo dun dos eixos,
dando lugar a unha recta formada por puntos singulares. Unha vez estudada a estrutura local
de cada un, ao desfacer correctamente os cambios de variable obtense unha descripcién completa

do diagrama de fases nas inmediaciéns da singularidade inicial.
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4.2.3. Transformaciéns blow-up

Ao contrario que para as singularidades hiperbdlicas, semihiperboélicas e nilpotentres, non
existe un teorema de clasificaciéon de singularidades dexeneradas que permita caracterizar de
forma inmediata a sta estrutura local. Porén, existen técnicas aplicables a cada caso de forma
individual coas que acadar unha descricién precisa do comportamento das 6rbitas nas inmedia-

cions destas singularidades en sistemas polinomiais.

Consideremos o sistema con singularidade na orixe

Mp

&= P(z,y) = Pn(z,y) + Z Pi(z,y)
i=m+1

Mq
J=Qx,y) = Qm(z,y) + Y Qilz,y), (4.8)
i=m-+1
onde P; e (); son polinomios homoxéneos de grao i € N e Mp e Mg son o graos de P e Q,
respectivamente, e m o menor grao para o que P, ou @, non é nulo. S6 consideraremos sistemas

onde P, e @y, sexan coprimos.

Facendo un cambio a coordenadas polares (x,y) — (r,0) e eliminando factores comins obte-

mos o sistema
MP
7= Z Gi(cos(0), sen(6))r
i=1

Mq
0 = F(cos(0), sen(0)) + ZE(COS(G), sen(6))r, (4.9)
i=1

con F, F; e G; polinomios ¢ € N.

Definiciéon 4.6. Chamamos direccions caracteristicas aos angulos 0 € [0,27) que son raices do
polinomio caracteristico F, cuxa expresion en coordenadas cartesianas é F(z,y) = 2Qm(z,y) —
yPp(z,y). Cada término linear do polinomio correspéndese cunha direccion caracterisitca. Dire-

mos que a orixe é una singularidade non diacritica se F non é nulo.

No caso de que o polinomio caracteristico sexa nulo, F = 0, diremos que a orixe é unha
singularidade diacritica. Enton, dado que F(z,y) = 2Qm(z,y) —yPmn(x,y), tense que P, (z,y) =
zRpm—1(x,y) e Qm(z,y) = yRm—1(z,y), con R,,—1 un polinomio de grao m — 1 homoxéneo. Se
y — nz é un factor linear do polinomio R,,—1(x,y), diremos que os angulos 6 e [0,27) tales que

tan (9) = n son direccions singulares.

A continuacioén introducimos dous tipos de cambios de variables que extenden a singularidade

de formas xeometricamente distintas, pero que serdn equivalentes.
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Definicién 4.7. O cambio de variable dado pola aplicacién ¥: R? — R? W(s,t) = (s, st)
denominase transformacion blow up homozénea na direccion de x (en inglés homogeneous z-
directional blow up). Expande a orixe do sistema na direcciéon z = s = 0 en R?, dando lugar
a unha recta formada integramente por puntos singulares, e intercambia o segundo o terceiro

cuadrante. Tras realizar o cambio de variable sobre o sistema (4.8)), obtemos

§ = x."(s,st) = P(s,st)

_ Ul(s,5)T — T|(s,5)Y _ Q(s,st)s — P(s,st)st  Q(s,st) — P(s,st)t

" . = - . (4.10)

S

Podese definir un cambio de variables analogo na direccion y = 0, que expande a orixe nunha
recta horizontal de singularidades e intercambia o terceiro e cuarto cuadrantes. Nos limitarémonos

ao uso das explosiéns z-direccionais.

O factor comiin en forma de potencia de s produce a linia de singularidades no eixo s = 0.
Ao cancelalo, o continuo de singulariades desaparece. O novo campo antilase nun numero finito
de puntos da recta. Estes poden volver a ser dexenerados, e para estudar a siia estrutura local
deberiamos aplicar unha nova transforacion blow up. En [3] demostrouse que o proceso iterativo

de transformar as novas singularidades ata que non resulten dexeneradas é sempre finito.

Ainda que os sistemas obtidos mediante estes cambios non son topoloxicamente equivalentes
aos orixinais (as aplicacion que constrien non son homeomorfismos), unha vez cofiecemos a
estrutura local de todas as singularidades xeneradas, ao desfacer correctamente as transformacion
obtemos a descricion da estrutura do punto singular orixinal. Os seguintes resultados, enunciados
en [I], relacionan o comportamento das orbitas nos sistemas expandidos coas traxectorias dos

orixinais.

Proposicion 4.8. Consideremos un sistema da forma (@ onde a orize € unha singularida-
de non diacritica e suponiamos que existe unha drbita, parametrizada como curva por @(t) =
(x(t),y(t)), que ten d singularidade por conzunto limite nalgin sentido e que € tanzente a unha

direccion angular solucion de tan(f) = n € R. Enton, terase que:

1. As direccions dadas polos dngulos 0 tales que tan(0) = n son direccions caracterisicas en
4.10).

2. O sistema , tras a cancelacion do factor comin, presentard unha singularidade no

punto (0,7).

3. Tras realizar o cambio de variable Wy sobre @), a orbita parametrizada por p(t) trasn-
formase nunha traxectoria que tende d singulardade (0,m) no mesmo sentido. Ademais,

calquera outra orbita do sistema que tenda a esa singularidade corresponderase a
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unha drbita que tende d orize no sistema @, e faino tanzente a algunha das direccions

princiais dadas por tan(f) = n

Proposicién 4.9. Consideremos un sistema da forma [{.8 onde a orize é unha singularidade
diacritica. Enton, para calquera direccion que non sexa singular existird unha unica orbita que
tenda d orize tanzente a dita direccion. Para aquelas direccions que sexan singulares, pode haber
tanto un numero finito ou infinito de orbitas tanzentes que tendan d orize como mon haber

ningunha.

Facendo uso desta técnica trataremos de acadar informaciéon sobre a singularidade dexenerada
na orixe do sistema (4.7)).

U= U4 — b50u6 + (a41 — b32)u4 -+ (CL23 — b14)u2

V= —b14vu — bggvu3 — b5ovu5

Aplicando as transformacions blow up homoxéneas direccionais, acadamos unha condicién nece-

saria para a existencia de centro global:
Proposicion 4.10. Un sistema de ecuacions diferenciais polinomiais (&,9) = (P(z,y), Q(x,y))
forma onde a3y + b3, # 0 cun centro global con diias singularidades no infinito cumpre as
sequintes condicions:

1. bsp <O

2. ags =0

3. as3 >0

4. a3 > b1g

5. Cumprese algin dos sequintes casos:

a) b3y < —4b1abso
b) b32,b14 <0
c¢) Dado r* = —b3, /b3, —4bs0b1s

2
Deo , tense que ags + ansrt + agrtc > 0.

d) Cumprese algun dos seguintes casos:

1) (a41 — b32)2 < 4(b14 — a23)b50
2) ag1 — bz >0

Demostracion. Consideremos un sistema da forma (3.14) que, baixo as condiciéns descritas na
Proposicién presenta unha tnica singularidade de tipo centro na sta orixe. Como conse-

cuencia da Proposicion [£.4] o estudo das singularidades no infinito da sta compactificacion de
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Poincaré podese restrinxir 4 carta local Us, que presenta a forma (4.5)). Supofiamos que ags = 0 e
que polo tanto a orixe da carta Us é unha singularidade. Ademais, se suponemos que asz—b14 > 0
e que se cumple ou ben (as; — b32)? < —4(az3 — b14)bsg ou ben aq; — bz > 0, a singularidade &

tnica no eixo v = 0.

A matriz xacobiana asociada ao sistema avaliada no (0,0) é nula, polo tanto a singularidade
é dexenerada. Se os pardametros asg € bi4 non son simultaneamente nulos, o seu polinomio ca-
racteristico asociado é F(u,v) = —bpguv — (a3 — b1s)u?v = —aszu?v con m = 2. Se a3 = 0, a
singularidade ¢ diacritica, con Rj(u,v) = —biqu. A direccién dada por w = 0 ¢é a tnica singular.
Para o resto de direccions existe unha 6rbita que tende & orixe tanxente a elas. Isto imposibilita
que a estrutura local da singularidade no infinito presente dous sectores hiperboélicos, tal como

esixe o Teorema [3.9| para a existencia dun centro global.

Se ags # 0, a sigualaridade é non diacritica. Obervando o polinomio caracteristico vemos que
u = 0 é unha direccién caracteristica. Dado que s6 queremos facer uso das transformacions blow
up verticais, sera preciso facer un cambio de variable previo (u,v1) — (u1 —v1,v1) = (u,v) que

traslade a direccién caracterisitca © =0 a uw+ v = 0. O resultado é o sistema

1y = (agz — b1a)(ur — v1)? + (ag1 — bsa)(ug — v1)* — bso(ug — v1)°
— bra(u1 — v1)v1 — baa(ug — v1)3v1 — bso(ug — v1)°vy + vt

v = —bra(ur — v1)v1 — baa(ur — v1)>v1 — bso(ug — v1)°v1.

Agora si podemos realizar o primeiro blow up na direccion de u; mediante o cambio de variable

(u2,v2) = (u2,usv2) = (u1,v1). Tras eliminar o factor comin wug, obtemos o sistema

. 2 2 4
g = ug(ag3 — bia + asguj — bagus — bspuy — 2a23v2 + brave

- 4a41u§v2 + 3632u§v2 + 5b50u§vg + CL23’U% + 6a41u§v§
— 3b32u%v§ - 10()5071%’03 - 40,4116%1)3 + bggugv% + 101)5011%1)%
+ u3vs 4 aquivy — Sbsousvy + bsouavy)

vy = —va(ass(— 1+ v2) + uj(as (1 + v2)* + v3)).

Vemos que na direcciéon ug = 0 o campo antilase nos puntos (0,0) e (0,1). Estudemos a

estrutura local no primeiro. Vexamos como é a stia matriz xacobiana:

—b 0
DX,(0,0) = a23 — b14
—az3

Sabemos que agz — b4 > 0. Se ag3 — b4 > 0, a singularidade serd un né para ass < 0 e
un punto de sela se ass > 0. No caso de ser un no6, cada 6rbita do sistema final que tende 4
singularidade corresponderase cunha orita que tende & orixe na carta Us. A sta estrutura local

non presentard dous sectores hiperboélicos e o centro non sera global.
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Figura 4.4: Idea xeométrica do comportamento da 6rbitas ao desfacer o blow up no caso do né.

Se as3—b14 = 0, a singularidade é semihiperbdlica. Na notacién do Teorema de singularidades
semihiperbélicas, b = —as3 € a,m = —bsg,m = 5. En virtude da clasificacién de singularidades
semihiperbélicas que se pode consultar en [4], se ags < 0 o sistema é topoloxicamente un nodo, e
se agz > 0 é topoloxicamente un punto de sela. No primeiro caso, por motivos anélogos ao caso

anterior, o centro non sera global. O

Para o caso no que a singularidade sexa topoléxicamene un punto de sela, que a sta estrutura
local sexa compatibles coas hipoteses do Teorema [£.3] dependera da natureza do punto singular
en (0,1) e como se comporten as oOrbitas ao desfacer as transformacions. Se posteriormente
se estudasen os sistemas onde as3 = b1y = 0 e polo tanto o polinomio carateristico é distinto,
eventualmente chegariase a unhas condicions necesarias e suficientes para a existencia dun centro

global no sistema (|3.14)) con duas singularidades.

Para completar a caracterizacion de centros globais en sistemas da forma ([3.14]) poderiase se-
guir este método para campos con mais singularidades no infinito, ata chegar ao nimero maximo

que admite (tantas como raices tenia o polinomio asociado a ).
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