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Resumen

Las algebras de evolucién son un nuevo tipo de algebras no asociativas que surgen
con el objetivo de modelar la genética no mendeliana, la cual es el lenguaje bésico de la
biologia molecular. El primer estudio profundo sobre las 4lgebras de evolucién data del ano
2008, momento en el que J. P. Tian publica una extensa monografia donde describe sus
propiedades més destacables, sus aplicaciones bioldgicas y sus conexiones con otros campos
de las matematicas, en particular, con la teoria de grafos.

El objetivo de este trabajo es presentar las relaciones existentes entre las algebras de
evolucién y la teoria de grafos, y mostrar cémo esta tltima es una herramienta indispensable
en el estudio de algunas de sus propiedades, como pueden ser la descomponibilidad, la

nilpotencia, el grupo de automorfismos o el algebra de derivaciones.

Abstract

Evolution algebras are a new type of non-associative algebras that arise intending to
model non-Mendelian genetics, which is the basic language of molecular biology. The first
in-depth study of evolution algebras dates back to 2008, when J. P. Tian published an
extensive monograph in which he describes their most outstanding properties, biological
applications, and connections with other areas of mathematics, particularly graph theory.

The aim of this paper is to present the existing relations between evolution algebras
and graph theory and to show how the latter is an indispensable tool in the study of some
of their properties, such as decomposability, nilpotency, the group of automorphisms or

the algebra of derivations.
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Introduccion

Las algebras de evolucién son un nuevo tipo de algebras no asociativas que surgen con
el propésito de modelar la herencia no mendeliana.

Para entender la aparicién de las 4dlgebras de evolucién hay que remontarse a la segunda
mitad del siglo XIX, momento en el cual Gregor Mendel lleva a cabo sus experimentos con
plantas de guisantes y recurre al empleo del lenguaje matematico para formular sus leyes
de la herencia. No obstante, a pesar de que entremedias hubo numerosas contribuciones por
parte de autores como Jennings, Serebrovskij o Glivenko, fue Etherington quien introdujo
por primera vez el dlgebra abstracta en el estudio de la genética en [7]. Llegados a este
punto, muchas otras contribuciones corroboraron que las algebras no asociativas son el
marco matematico apropiado para el estudio de la genética mendeliana. Este es el motivo
por el cual se acufi6 el término de algebra genética para referirse a todas aquellas algebras,
principalmente no asociativas, que permiten modelar la herencia en el campo de la genética.

Sin embargo, los cientificos de la época no tardaron en toparse con situaciones heredita-
rias que no respondian a las leyes de Mendel. De aqui surge la genética no mendeliana, que
puede considerarse como el lenguaje basico de la biologia molecular, pero ... ;las algebras
no asociativas funcionan igual de bien en este caso?

En el ano 2006, J. P. Tian y P. Vojtéchovsky responden afirmativamente a esta pregunta
introduciendo por primera vez el concepto de algebra de evolucion en [15]. No obstante, tan
solo dos afios mas tarde, J. P. Tian publica una nueva monografia [14], donde profundiza en
mayor medida en las 4dlgebras de evolucién y en sus aplicaciones biologicas. En particular,
se estudia como las dlgebras de evoluciéon permiten modelar la genética de poblaciones de
organulos citoplasmaticos, principalmente mitocondrias y cloroplastos, asi como de ciertos
organismos como la Phytophthora infestans, un oomicete causante de una enfermedad
conocida como mildiu de la patata, que afecta a patatas, tomates y otras solaniceas.
Ademés, también se presentan numerosas conexiones entre las algebras de evolucion y otros
campos de las matematicas, como pueden ser la teoria de grafos, los procesos estocasticos,
la teoria de grupos, las cadenas de Markov o los sistemas dindmicos. De hecho, desde este

momento las investigaciones no han cesado y podemos encontrar numerosas publicaciones

IX



X INTRODUCCION

que relacionan las dlgebras de evolucion con campos muy diversos. Por ejemplo, en [13] las
algebras de evolucién estin asociadas a espacios de funciones determinados por medidas
de Gibbs, e incluso se han empleado para describir la herencia genética en poblaciones
bisexuales en [10].

Como se ha visto, a pesar de tratarse de un campo de investigacién emergente en el que
hay muchos aspectos basicos todavia por explorar, las dlgebras de evolucion han suscitado
gran interés dentro de la comunidad matematica, lo que ha hecho que en los ultimos afios
se haya avanzado mucho en su estudio. De hecho, en el presente trabajo se analizan algunos
aspectos y resultados fruto de las investigaciones més recientes, como son la relacién con
la teoria de grafos, la descomponibilidad, la nilpotencia o el grupo de automorfismos.

A continuacién se describe como esta organizado el trabajo y el contenido de cada uno
de los capfitulos. Tras el introductorio capitulo [1|que proporciona el marco teérico necesario
para el desarrollo de este trabajo, en el capitulo [2] se define el concepto de algebra de
evolucién y se demuestran sus propiedades mas bésicas, asi como las relaciones existentes
entre los ideales y las sub&lgebras en &lgebras de evoluciéon. Por tltimo, se estudian las
algebras de evolucién no degeneradas, a las cuales se recurrird en numerosas ocasiones a lo
largo de este trabajo.

En el capitulo [3] se relaciona la teoria de grafos con las algebras de evolucion de tres
formas distintas. La importancia de este capitulo recae en el hecho de que la teoria de
grafos es un recurso indispensable en el estudio de las dlgebras de evolucién, ya que facilita
y simplifica el estudio de sus propiedades.

En el capitulo {4 se estudia como la conexidad del digrafo asociado estd intimamente
relacionada con el hecho de que el dlgebra de evolucion se pueda expresar como suma directa
de ideales. Ademas, también se demuestran las condiciones de existencia y unicidad de esta
descomposicién.

FEn el capitulo [5]se trata la nilpotencia en &lgebras de evolucién, la cual se ve que depen-
de tinicamente de la existencia de ciclos orientados en el digrafo asociado. Ademaés, aunque
en general es un problema complicado, también se presentan un par de resultados sobre
los posibles valores que puede tomar el indice de nilpotencia en un &lgebra de evolucién de
dimension finita.

Para terminar este trabajo, en el capitulo [6] se estudia el grupo de automorfismos
de un Aalgebra de evolucién y se demuestra bajo qué condiciones este es un grupo finito.
Ademas, también se explica y demuestra la interesante propiedad de que, dado un grupo
finito cualquiera, existe un algebra de evolucién cuyo grupo de automorfismos es isomorfo
a dicho grupo finito. Por iltimo, se enuncia un resultado que permite describir el algebra

de derivaciones de un algebra de evolucién y se presentan algunos ejemplos.



Capitulo 1

Preliminares

Antes de comenzar con los contenidos propios de las dlgebras de evolucién, es necesario
proporcionar ciertas definiciones y resultados que se empleardn en numerosas ocasiones a

lo largo de este trabajo.

1.1. Algebras

El proposito de esta primera seccién es abordar los conceptos principales sobre algebras,

los cuales han sido extraidos mayormente de [9] y [11].

Definicion 1.1. Un dlgebra es un espacio vectorial A sobre un cuerpo K dotado de una

aplicacion bilineal A x A — A dada por (a,b) — ab, llamada producto de A.
Entre los conceptos més basicos de un &lgebra se encuentran los siguientes:

= B es una base de un algebra A si B es base del espacio vectorial subyacente.

= La dimension de un élgebra A es la dimensién del espacio vectorial subyacente.
Por tanto, un algebra tiene dimension finita si el espacio vectorial subyacente tiene

dimensién finita.

» Sea A una K-algebra de dimension finita n con base B = {ey,...,e,}. Entonces, el
producto de cualesquiera dos elementos e; y e; de B es una combinacién lineal de

elementos de B:
n
€i€j = Z%‘jkem
k=1

con 7,51 € K. Los escalares 7;;, se denominan constantes de estructura de A relativas

a la base B. Notese que el producto de A con base B esta determinado por las n3

constantes de estructura.
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A continuacion, se presentan los conceptos de ideal y de subdlgebra.

Definicion 1.2. Sea A una K-algebra. Se dice que un subespacio I C A es un ideal por
la izquierda (por la derecha) de A si para cualquier a € A y cualquier = € I, se tiene que
ar € I (xa € I). Se dice que I es un ideal bildtero (o simplemente un ideal) de A cuando

es ideal por ambos lados.

Definiciéon 1.3. Sea A una K-algebra. Un subespacio A’ C A es una K-subdlgebra de A

si ajas € A’ para cualesquiera aq,as € A’.

Es sencillo ver que la interseccion de subalgebras de A es una subalgebra de A. Este

hecho induce la siguiente definicién.

Definicion 1.4. Sea A una K-algebra y S C A un subconjunto. Se define la subdlgebra de
A generada por S como la menor subdlgebra de A que contiene a S. Esta subalgebra se
denota por (S). Equivalentemente, la subalgebra de A generada por S también se puede

definir como la intersecciéon de todas las subélgebras de A que contienen a S.

Dado que ya se ha definido el concepto de subélgebra generada, ya se esté en condiciones
de definir algunas propiedades bésicas que nos van a permitir describir las algebras de

evolucion.
= Un algebra A se dice conmutativa si ab = ba para cualesquiera a,b € A.
» Un élgebra A se dice asociativa si (ab)c = a(bc) para cualesquiera a, b, c € A.
» Un algebra A se dice flexible si (ab)a = a(ba) para cualesquiera a,b € A.

= Un algebra A se dice asociativa por potencias si toda subélgebra generada por un

elemento es asociativa.

A lo largo de este trabajo también se empleard en numerosas ocasiones el cociente de

algebras y el concepto de aniquilador.

Definicién 1.5. Sean A una K-algebra y A’ una subalgebra de A. Dados a,b € A, se dice

que ambos estan relacionados médulo A’ sia —be A
Entre los conceptos méas bésicos del dlgebra cociente se encuentran los siguientes:
= La clase de equivalencia de un elemento a € A viene dada por

a=a+ A ={a+d|d eA}.

= El conjunto de las clases de equivalencia modulo A’ se denota por A/ A’
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» El conjunto A/A" es un K-espacio vectorial con la suma y la multiplicacion por

escalares. A este espacio vectorial se le llama espacio cociente entre A y A’.

Definicion 1.6. Sean A una K-algebra e I un ideal de A. Se define el producto entre clases

de equivalencia como
ab=(a+I1)(b+1)=ab+ I =ab.

Observacién 1.7. Si A es una K-dlgebra e I es un ideal de A, A/I adquiere una estructura
de K-algebra con la suma, la multiplicacion por escalares y el producto interno. A/I se

denomina K-dlgebra cociente entre A e I.

Definicion 1.8. Sea A una K-algebra. Se define el aniquilador de A como
ann(A) = {z € A| zA+ Az = 0}.
En el caso particular en el que A es conmutativa, se tiene que ann(A) = {z € A | zA = 0}.

Seguidamente, se presenta el concepto de homomorfismo de dlgebras y se enuncia el

llamado primer teorema de isomorfia.

Definicion 1.9. Si Ay B son dos K-élgebras, una aplicacion lineal f: A — B entre los
espacios vectoriales subyacentes se dice que es un homomorfismo de K-dlgebras si f(ab) =
f(a)f(b) para cualesquiera a,b € A. Los homomorfismos biyectivos son isomorfismos. Los
homomorfismos de un algebra en si misma se llaman endomorfismos y los isomorfismos de
un algebra en si misma se llaman automorfismos. El conjunto de los automorfismos de un

algebra A tiene estructura de grupo con la composicion y se denota por Aut(.A).

Definicion 1.10. Sea f: A — B un homomorfismo de algebras. El nicleo de f se define

como el conjunto ker(f) :={a € A| f(a) = 0g}. La imagen de f se define como el conjunto

Im(f) == {f(a) | a € A}.

Teorema 1.11 (Primer teorema de isomorfia). Sea f: A — B un homomorfismo de
dlgebras. Entonces, la aplicacion w: A/ ker(f) — Im(f) definida por a + ker(f) — f(a),

es un isomorfismo de dlgebras, esto es, A/ ker(f) = Im(f).

A continuacion, se define el concepto de suma directa de algebras, tomado de [1], y
se presenta un resultado que relaciona el cociente de algebras con el concepto de suma

directa.
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Definicién 1.12. Sea {A,},er una familia no vacia de K-algebras. Se define la suma
directa de dlgebras, denotada por A = @,erAy, con las siguientes operaciones: dados

a=3 cray,b=3rby € A(con ayy by igual a cero para casi todoy € I') y k € K:

a+b:= Z(% +0by), ka:= Z(kaw), ab = Z(avby).

yerl yerl yel

Notese que, con estas operaciones, A es un dlgebra y cada A, es un ideal de A.

Lema 1.13. Sea A una K-dlgebra tal que A = @qerly. Entonces, si J = @, e\ [0ly, se
tiene que A/J = 1,,.

Dada un édlgebra A se introducen las siguientes sucesiones de subespacios y las siguientes

definiciones tomadas de [5].

AN = 4, AL — Ak) 4. (1.1)
Al = A, AR+ iAiAkz—H—i; (1.2)
AD = 4, AkHD : j<k>,4<k>. (1.3)
Observacion 1.14. Si A es un algebra ck()ﬁmutativa es obvio que APAFFTI=E = ARH1=i iy
en consecuencia, se tiene que A1 = LZQ:J Al AR+
i=1

Definicion 1.15. Un elemento x de un algebra A se dice que es nil si existe un ntimero

natural n tal que = = (---((zx)z)---)z = 0. Se dice que el algebra A es nil si todo

~~
n

elemento del algebra es nil.
Definicion 1.16. Un algebra A se dice:

(1) nilpotente por la derecha si existe un n € N tal que A = 0. Al menor indice n que

lo verifica se le denomina indice de nilpotencia por la derecha.

(ii) milpotente si existe un n € N tal que A" = 0. Al menor indice n que lo verifica se le

denomina indice de nilpotencia.

(iii) soluble si existe un n € N tal que A™ = 0. Al menor indice n que lo verifica se le

denomina fndice de solubilidad.

Por 1ltimo, se introducen los conceptos de algebra de Lie y derivacién, los cuales seran

necesarios en la tiltima secciéon de este trabajo.
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Definiciéon 1.17. Sea £ una K-algebra cuyo producto se denota por [-,-]: L x L — L.

Se dice que L es un dlgebra de Lie si:
(1) [x,z] = 0 para cualquier x € L,
(i) [:U, ly, z]] + [y, [z,xH + [z, [x, yH = 0 para cualesquiera x,y, z € L.

La segunda de las identidades recibe el nombre de identidad de Jacobi. Cabe destacar
que las algebras de Lie son anticonmutativas, es decir, [z,y] = —[y,x] para cualesquiera
x,y € L. Si un algebra de Lie £ cumple que [z,y] = 0 para cualesquiera z,y € L, se dice

que es abeliana.

Definicion 1.18. Sea A una K-élgebra. Una derivacion 6: A — A es una aplicacion
lineal tal que 6(ajaz) = d(ay)az + a1d(az) para cualesquiera aj,as € A. El conjunto de las
derivaciones sobre un algebra A, con el producto [0, d2] := d1 0 d3 — d2 041, tiene estructura

de algebra de Lie y se denota por Der(.A).

Notese que, en general, la composicion de derivaciones d1 o d2 no es una derivacion.

1.2. Teoria de grafos

A lo largo de este trabajo se recurrird en numerosas ocasiones a la teoria de grafos,
la cual nos va a facilitar en gran medida el estudio de las propiedades de las algebras de
evolucién. No obstante, para ello es necesario presentar ciertos conceptos basicos que han

sido extraidos principalmente de [3].

Definicion 1.19. Un grafo no dirigido (o simplemente grafo) G es un par (V, E), donde
V' es un conjunto finito no vacio cuyos elementos se denominan nodos o vértices, y E es un
conjunto finito (que puede ser vacio) de subconjuntos de dos elementos de V' que reciben
el nombre de arcos o aristas. Se denotara por V(G) al conjunto de nodos de G y por E(G)
al conjunto de aristas de G.

Si wy v son nodos de Gy a = {u,v} es una arista de G, se dice que u y v son nodos
adyacentes. Dos nodos adyacentes se dice que son vecinos el uno del otro. Al conjunto de
vecinos de un nodo u se le llama vecindades de u y se denotard por I'(u). Ademés, a una
arista {u,u} se la denomina lazo.

El namero de nodos es el orden de G y el numero de aristas es el tamano de G. Un
grafo cuyo tamano es nulo se denomina grafo vacio, mientras que un grafo en el cual todos

los nodos son adyacentes dos a dos se denomina grafo completo.

Definicion 1.20. Se dice que un grafo G es simple si no presenta lazos y dos nodos pueden

estar unidos, a lo sumo, por una finica arista.
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Definiciéon 1.21. Un grafo H es un subgrafo de G si V(H) CV(G) y E(H) C E(G).

Definicién 1.22. Sea G = (V, E) un grafo. Un camino es una sucesion de vértices y
aristas, v = (v1,a1,v2,...,a,-1,0y), tal que a; = {v;,v;41} € E paratodo 1 <i < r — 1.
Ademas, si coinciden vy y v, entonces se dice que 7y es un ciclo. La longitud de un camino

o de un ciclo se define como su nimero de aristas.

Definicion 1.23. Un grafo G se dice conexo si entre cualesquiera dos nodos existe un
camino que los une. En caso contrario, se dice que G es disconexo o no conexo. A los

subgrafos conexos maximales de G se los denomina componentes conexas de G.

Definicion 1.24. Un digrafo o grafo dirigido D es un par (V, E), donde V es un conjunto
finito no vacio cuyos elementos se denominan nodos o vértices, y E es un conjunto finito
(que puede ser vacio) de pares ordenados de elementos de V' que reciben el nombre de arcos
o aristas.

Siuy v son nodos de Dy a = (u,v) es una arista de D, se dice que u es un nodo
adyacente ¢ v v que v es un nodo adyacente de u. El conjunto de los nodos adyacentes
de un nodo u se llama vecindades salientes de u y se denotard por I'y(u). Ademés, los

conceptos de orden, tamafio, lazo y subdigrafo son anélogos al caso de grafos no dirigidos.

Gréficamente, el cardcter dirigido o no dirigido de un grafo se representard mediante

la presencia o ausencia de flechas.

Definicién 1.25. Se dice que un nodo de un digrafo D es un sumidero o sink si no le
salen aristas. En contraste, se dice que un nodo de D es una fuente o source si no le entran

aristas.

Definicion 1.26. El grafo subyacente de un digrafo D es el grafo que surge de sustituir

cada arista (u,v), o su simétrico (v, u), por la arista {u,v}.

Cabe destacar que en el caso de un digrafo D, pueden considerarse dos tipos de caminos
distintos. Por un lado, estan los caminos dirigidos, aquellos en los cuales se respeta el
sentido de los arcos de D como digrafo y, por otro lado, estédn los caminos no dirigidos, en
los cuales no se tiene en cuenta el sentido de los arcos, como si se estuviese empleando el

grafo subyacente al digrafo D. Este hecho induce los dos siguientes conceptos.

Definicion 1.27. Un digrafo D se dice conezo si su grafo subyacente es conexo. Un digrafo
D se dice fuertemente conexo si para cada par de nodos u,v € V existe un camino dirigido

que va de u a v.

A continuacion, se vera como se puede presentar un digrafo a través de una matriz.
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Definicién 1.28. Sea D = (V, E) un digrafo con n nodos. Una forma de representar el

digrafo D es por la denominada matriz de adyacencia Ap definida por:

{ 1, si (vj,vj) es un arco de D,
aij =

0, en otro caso.

Cabe destacar que el concepto de matriz de adyacencia se puede extender al caso no
dirigido, pero como las aristas son subconjuntos de V' en los cuales no importa el orden

({vi,vj} = {vj,vi}), se tienen siempre matrices simétricas.

Por altimo, se presenta el concepto de homomorfismo de grafos y se enuncia el teorema

de Frucht, cuya demostracion y explicacion se puede encontrar en [3, Theorem 9.6].

Definiciéon 1.29. Un homomorfismo de grafos (digrafos) es una aplicacion entre grafos
(digrafos) que conserva la adyacencia, es decir, es una aplicacion f: G — H entre grafos
(digrafos) tal que si u es adyacente a v en G |, entonces f(u) es adyacente a f(v) en H. Si
un homomorfismo de grafos (digrafos) es biyectivo, entonces se dice que es un isomorfismo,
y un isomorfismo de un grafo (digrafo) en si mismo se denomina automorfismo. Ademaés,
al igual que en el caso de élgebras, el conjunto de los automorfismos de un grafo (digrafo)
G tiene estructura de grupo con la composicion y se denota por Aut(G). Notese que un
automorfismo de un grafo (digrafo) no es mas que una permutacion del conjunto de nodos
que preserva la adyacencia, por tanto, el grupo de automorfismos de un grafo (digrafo) con

n nodos siempre es un subgrupo del grupo simétrico 5.

Teorema 1.30 (Teorema de Frucht). Para todo grupo finito G existe un grafo simple finito

tal que su grupo de automorfismos es isomorfo a G.

1.3. Teoria de categorias

Por dltimo, para terminar este primer capitulo introductorio, se presentaran los con-

ceptos de categoria y funtor, los cuales han sido extraidos de [§].
Definicion 1.31. Una categoria € es una estructura algebraica que consta de:
» una coleccion de objetos, Obj(¢),
» para cada par de objetos A, B de €, un conjunto €(A, B) de morfismos de A en B,

= para cada terna de objetos A, B,C de €, una ley de composicion

o: €(A,B) x €(B,C) — €(A,0);
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v que cumple los siguientes axiomas:
(A.1) Los conjuntos €(A, By) y €(Asg, Bs) son disjuntos salvo que Ay = Ay y B; = Bs.

(A.2) Asociatividad: dada una terna de morfismos f: A— B, g: B— Cy h: C — D,
se tiene que ho(go f) = (hog)o f.
(A.3) Eristencia de unidades: para cada objeto A existe un morfismo 14: A — A tal que

para cualesquiera f: A — By g: C — Asetieneque foly=fylpog=yg.

De estos axiomas se deduce facilmente que existe un tinico morfismo identidad para cada
objeto de €.

Definicién 1.32. Sean € y © dos categorias. Un funtor covariante (o simplemente funtor)

es una aplicaciéon F: € — DO que:
» lleva cada objeto A de € en un objeto F(A) de D,

» lleva cada morfismo f: A — B en € en un morfismo F(f): F(A) — F(B) en ©
de forma que se cumplen las dos condiciones siguientes:
F(1a) = 154 para todo A € Obj(€),
F(go f) = F(g)oF(f) para cualesquiera morfismos f € €(A,B) y g € €(B,C).

Esto es, un funtor debe preservar las identidades y la composicién de morfismos.

Definicion 1.33. Se dice que un morfismo f: A — B en € es un isomorfismo si existe

un morfismo g: B— Aen€tal quego f =14y fog=1p.

Observacion 1.34. Cabe destacar que si F: € — © es un funtor, entonces, si f es un

isomorfismo en €, F(f) es un isomorfismo en D.

Es claro que si € y © son dos categorfas y F: € — ® es un funtor, entonces para

cada par de objetos A, B de €, el funtor induce una aplicacion
Fap: €A B) — D(F(A), F(B)).
Este hecho da lugar a la siguiente definicién.

Definicion 1.35. Sean € y © dos categorias y sea F: € — © un funtor. Se dice que F
es fiel si Fa p es inyectivo para cualesquiera A, B € Obj(€).



Capitulo 2
Algebras de evolucién

A lo largo de este capitulo se tratan los conceptos fundamentales sobre las dlgebras de
evolucién, un tipo de algebras no asociativas que permite modelar la herencia no mende-
liana. Ademas, estas también poseen numerosas conexiones con otras ramas de las mate-
maéticas, como pueden ser la teoria de grafos, la teoria de grupos, las cadenas de Markov o
los sistemas dindmicos.

Gran parte de las definiciones, ejemplos y resultados que se tratan en este capitulo se
han tomado de [IJ.

2.1. Concepto y propiedades

Definicion 2.1. Un dlgebra de evolucion & sobre un cuerpo K es una K-algebra provista
de una base B = {e; | i € A}, denominada base natural, tal que e;e; = 0 cuando i # j.
Fijada una base natural B de &, los escalares a;; € K tales que e? = e;e; = ZkeA AikCL
se denominan constantes de estructura de £ relativas a B y la matriz Mp = (a;) se
denomina matriz de estructura de £ relativa a B. El dlgebra de evoluciéon £ con base natural

B est4 determinada por las n? constantes de estructura o por su matriz de estructura
Mp = (a).

Ejemplo 2.2. Un élgebra que tiene una base B = {ej,e2,e3} v cuyo producto viene
dado por e;e; = 0 para cualesquiera i # j, e% = ey + e3, eg =ey eg =e1 +ex+e3
es, en particular, un algebra de evolucion. De igual modo, un algebra que tiene una base
B = {e; | i € N} y cuyo producto viene dado por e;e; = 0 para cualesquiera i # j y

622 = ._; ek para cualquier ¢ € N también es, en particular, un algebra de evolucion.
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Observacion 2.3.

= A pesar de que, tal y como se muestra en el Ejemplo [2.2] existen algebras de evo-
lucién de dimension infinita, a partir de este momento se consideraran siempre 4l-
gebras de evolucion de dimensién finita, es decir, tales que existe una base natural
B = {e1,...,ep} con un nuamero finito de elementos. Consecuentemente, la matriz

de estructura también serda una matriz de dimensiones finitas.

= Un 4algebra de dimensién n es un algebra de evolucién si, y solo si, tiene una base

B = {e1,...,e,} cuya tabla de multiplicacion es diagonal:
€1 e €; e €En
n
€1 Zalkek 0 0
k=1

n

en 0 0 Zankek

k=1

» Biologicamente, si £ es un algebra de evolucién con base B = {ei,...,e,}, los
elementos e; pueden ser interpretados como genotipos. Por tanto, si se tiene que
e? =Y 11 aikek, la constante de estructura a;;, se puede interpretar como la probabi-
lidad de que el genotipo e;, al reproducirse, dé lugar al genotipo e;. No obstante, para
poder hacer estas interpretaciones es necesario que 0 < a;; < 1y que > 7 ajp =1
para cualesquiera i,k € {1,...,n}. De ahora en adelante, siempre y cuando se hagan
interpretaciones biolégicas, se considerara que la matriz de estructura del algebra de

evolucién en cuestion cumple estas caracteristicas, es decir, es una matriz estocdstica.

= Los conceptos de homomorfismo, isomorfismo, automorfismo vy derivacidn entre al-
gebras de evolucion son analogos a los presentados en las Definiciones [[.9]y para
un algebra cualquiera. Ademés, cabe destacar que un isomorfismo entre algebras de

evolucion siempre lleva bases naturales en bases naturales.
Proposicion 2.4. Algunas propiedades de las dlgebras de evolucion son las siguientes:

a) Las dlgebras de evolucidn no son asociativas en general.
b) Las dlgebras de evolucion son conmutativas, y por tanto flexibles.

¢) Las dlgebras de evolucion no son asociativas por potencias en general.
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Demostracion.

a)

Sea & un &lgebra de evolucion con una base natural B = {e; | i € A} tal que para
algtin indice i se tiene que e? = > pea Giker con ag # 0y ek # 0 para algin k # 4.
En efecto, (e;e;)er # 0 pero e;(ejer) = 0, concluyendo asi que en general no hay

asociatividad.

Sea £ un algebra de evoluciéon con una base natural B = {e; | i € A}. Para cua-
lesquiera dos elementos x,y € € tales que = ) ;. 1a;e; e y = >, 4 bie; se tiene

que:

—<Z> S b | = 3 abyleey) = 3 abe?

ieA jeA i,j€EA ieA

= Z biaie? = Z bjai(ejei) = Z bjej (Z aiei> = yzx.

€A 1,jEA jeEA €A

Ademas, también es flexible ya que:

Recordemos que un algebra se dice asociativa por potencias si toda subalgebra gene-
rada por un elemento es asociativa. En particular, esto significa que si un elemento
es operado consigo mismo varias veces, no importa en qué orden se lleven a cabo las
operaciones, es decir, se tiene que z(x(xx)) = ((zx)x)x = (zz)(zz) para cualquier =
elemento del adlgebra. En general, las algebras de evoluciéon no verifican esta propie-
dad. Sea & un algebra de evolucion con una base natural B = {e; | i € A}. Entonces,

se tiene que:

(eie;)(eie;) = (Z azkek> (Z ail€l> = Z@?kei Y

keA leA keA

((eiei)ei)ei = ((Z azk@c) ) = (aii€])e; = <auzamek> = aje}
keA keA

Por tanto, en general (e;e;)(e;e;) # ((eiei)ei)ei, concluyendo asi que en general no

hay asociatividad por potencias.
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2.2. Subalgebras e ideales de un algebra de evoluciéon

En esta seccién se explica el comportamiento y las relaciones existentes entre las subal-
gebras y los ideales en algebras de evoluciéon. Por dltimo, se trata el cociente entre algebras

de evolucién e ideales.

Definicion 2.5. Una subdlgebra de evolucién de un algebra de evolucion £ es una subéal-

gebra £ C & tal que &’ es un algebra de evolucion, es decir, posee una base natural.

Observacion 2.6. Biologicamente, una subalgebra £’ de £ es una poblacién de individuos,
cada uno de los cuales tiene una cierta probabilidad de tener el genotipo e; y tal que su

reproduccion (es decir, su producto) permanece en &'

Cabe destacar que las algebras de evolucién no son cerradas por subdlgebras, es decir,
una subélgebra de un &lgebra de evolucién no tiene que ser subalgebra de evolucién, como

se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.7. Sea £ un algebra de evolucion con base natural B = {ej,es,e3} y cuyo
producto viene dado por €2 = e; +eg, €3 = —e1 — e y e§ = —eg+e3. Sean u; =ej+ezy
ug = €1 + ez y considérese el subespacio & = span{u1, us}, €l cual es subdlgebra de &€ por

ser cerrado para el producto:

ut = (e1 +ex)(er +ex) =el+e2=e +eg—e —eg =0,
u%:(€1+63)(61—|—€3):€%+6§:€1+62—62+63:UQ,
U1U2:(€1+62)(61+€3):e%:€1+€2:u1.

No obstante, se vera que £ no es subélgebra de evolucion.
Supéngase que existen «,S,7v,0 € K tales que v1 = auy + Bus y va = Yui + dus
determinan una base natural de la subalgebra £’. Entonces, por definicion de base natural,

se tendria que verificar que vive = 0,
vy = ayui + Bousz + (ad + By)urug = (@b + By)ur + Bouy = 0,

y, en consecuencia, 50 = 0y ad + Sy = 0. Por un lado, si 5 = 0, entonces ad = 0.
Supongase que a = 0, entonces v1 = 0 y no habria independencia lineal. Supéngase ahora
que § = 0, entonces v; = au; y v2 = yu1, que son linealmente dependientes. El caso § = 0

serfa analogo. Se llega entonces a una contradiccién con que vy y ve forman base natural.

Definicion 2.8. Un subespacio I de un algebra de evolucion € es un ideal si IE C I, es
decir, si es ideal del algebra & segun la Definicion [1.2]

Noétese que no toda subdlgebra de evolucién es un ideal.
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Ejemplo 2.9. Sea £ un éalgebra de evolucién con base natural B = {ej,ea,e3} cuyo
producto viene dado por e% = eg, e% =ey e% = e3. Sean también u; = e; +e2 vy us = e3
y considérese el subespacio & = span{uy, us}. Se tiene que &’ es cerrado para el producto,
ya que u? = e +e3 =eytep = uy, ul = e% =e3=wug y ujug =0, y ademéas B’ = {uy,us}
es una base natural, por tanto £ es subalgebra de evolucion de £. No obstante, no es un

ideal porque uje; = (€1 + ez)e; = €2 = ey ¢ &'

Reciprocamente, no todo ideal es una subélgebra de evolucién, es decir, no todo ideal

tiene una base natural.

Ejemplo 2.10. Sea &£ un algebra de evolucion con base natural B = {ej, e2,e3} y cuyo
producto viene dado por e% = eg+te3, e% =ej+exy e% = —(e1+ez). Sean u; = e% = egte3
¥ uz = €3 = ej + ez, los cuales son linealmente independientes y generan el subespacio
I = {ae; + (a + PBea + Bes | a,f € K}. Como eju; = 0, equ; = ug, e3u; = —ug,
e1u] = u1, sy = ug y esuo = 0, I es un ideal de £. Sin embargo, I no tiene una base
natural. En caso de tenerla, los generadores serian de la forma v; = ae; + (a+ 8)ea + Pes

y v2 = Aep + (A + p)es + pes, con «, B, u, A € K tales que vivo = 0. Entonces:

v1v2 = (aer + (a + B)ea + Bes)(Aer + (A + p)ea + pes)
= a(e2 +e3) + (a+ B) (A + p)(e1 + e2) — Buler + e2)
= alug + [(a+ B)(A+ p) — Buluz = 0.

En consecuencia, aX = 0y (a+8)(A+u) = Su. Ademas, la segunda condicion es equivalente
a aX+ au+ X = 0. Se sigue entonces quea =A=0o0a==00A=pu=0,y por

tanto v y ve no serian linealmente independientes.
Este ultimo hecho motiva la siguiente definicién.

Definicion 2.11. Un ideal de evolucion de un algebra de evolucion £ es un ideal I de £

que tiene una base natural.

Claramente, los ideales de evolucién son subalgebras de evolucion, pero el reciproco no
es cierto, tal y como se ve en el Ejemplo Ademaés, el Ejemplo también muestra

que un ideal de un algebra de evolucién no es, necesariamente, un ideal de evolucién.

Observacion 2.12. Biolégicamente, un ideal de evolucién I de un algebra de evolucién £ es
una subalgebra de evolucion tal que la reproduccion (es decir, el producto) de genotipos

de &€ por individuos de I da lugar a individuos de 1.

Se cierra esta seccién con el hecho de que las algebras de evolucién son cerradas por

cocientes de ideales.
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Lema 2.13. Sea & un dlgebra de evolucion e I un ideal de £. Entonces /1, con el producto

natural, es un dlgebra de evolucion.

Demostracion. Sea B = {ei,...,ey} una base natural de £. El conjunto de las clases
de los elementos de B moédulo I, Bg;r = {& = ¢; + I | 1 < i < n}, genera £/I, y
€iej = (e;+1I)(ej+1)=ese; +1=0parai+#j. En consecuencia, cualquier base de £/1

contenida en Bg,; es una base natural de /1. 0l

Observacion 2.14. Sea £ un algebra de evolucion y B = {e; | i € A} una base natural. Si
I es un ideal de €, Bg)r = {€; | i € A} no es necesariamente una base natural de £/I, tal

y como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.15. Considérese el algebra de evolucién £ y el ideal I descritos en el Ejem-
plo . Nétese que e, ez,e3 ¢ I y en consecuencia Bg/; = {€1,€2,€3}, pero esta no es
una base de £/I ya que la dimension de este cociente es dim (£/1) = dim(€) — dim([) =
3 — 2 = 1. Sin embargo, por el Lema m, si que se puede afirmar que el conjunto Bg;

contiene a una base de £/1.

Corolario 2.16. Sea f: & — & un homomorfismo entre las dlgebras de evolucidn & y

Ey. Entonces, Im(f) es una subdlgebra de evolucion de Es.

Demostracion. Como el ker(f) es un ideal de &, por el Lema se tiene que &/ ker(f)
es algebra de evolucion. Ademaés, por el Teorema se sabe que Im(f) y &1/ ker(f) son

isomorfos, por tanto Im(f) también es algebra de evolucion. O

2.3. Algebras de evolucién no degeneradas

A lo largo de esta seccion se trata el concepto de dlgebras de evolucién no degeneradas

y cémo obtenerlas a través del cociente por ideales.

Definicion 2.17. Un algebra de evolucion £ se dice no degenerada si existe una base

natural B = {e; | i € A} tal que e? # 0 para cualquier i € A.

Observacion 2.18. Biologicamente, que el genotipo e; en un algebra de evolucién £ cumpla
que e? = 0 significa que no puede tener descendientes. En consecuencia, un algebra de

evoluciéon £ es no degenerada si, y solo si, todos sus genotipos se pueden reproducir.
El siguiente lema, presentado en [3], da la relacién existente entre si un &algebra de

evolucién es degenerada o no y su aniquilador.

Lema 2.19. Sea £ un dlgebra de evolucion con base natural B = {e; | i € A}. Entonces,

ann(€) = span{e; | €2 = 0}.



2.3. ALGEBRAS DE EVOLUCION NO DEGENERADAS 15

Demostracion. Para probar la igualdad, se demostrardn ambas inclusiones. En primer lu-
gar, ann(€) C span{e; | €2 = 0}, ya que si x = Y ica @ie; # 0 es un elemento de £ tal que
x€ = 0, para cualquier ¢ tal que o; # 0, se tiene que 0 = e;x = ¢; Zje/l aje; = aie%, por lo
que 612 = 0. Reciprocamente, si e? = 0 para algin ¢, entonces e;€ = 0, porque por un lado

ya se tiene que e% = 0y, por otro, por definicion de base natural, e;e; = 0 para cualquier
j#i. =

Proposicion 2.20. Sea £ un dlgebra de evolucion con una base natural B = {e; | i € A}
y sea Ao(B) := {i € A| e =0}. Entonces:

(1) ann(&) es un ideal de evolucion de E.
(11) |Ao(B)| = |Ao(B")| para cualquier otra B’ base natural de E.

Demostracion. Por el Lema [2.19] ann(€) = span{e; | e? = 0} = span{e; € B | i € Ao(B)}.
En efecto, si i € Ag(B) entonces e? = 0. Sea z = >, , &ie; # 0 un elemento cualquiera
de £. Entonces, para cualquier i € Ag(B) se tiene que e;x = ¢; ZjeA ajej = ae? = 0. Por
tanto, ann(€) es un ideal, y por ser {e; € B | i € Ap(B)} una base natural, en particular es
ideal de evolucién. Por otro lado, |A¢(B)| = dim(ann(€)), siendo la dimensiéon de ann(&)

como algebra de evolucién independiente de la base natural elegida. O

Corolario 2.21. Un dlgebra de evolucion E es no degenerada si, y solo si, ann(E) = 0.
En consecuencia, que un dlgebra de evolucion sea o no degenerada no depende de la base

natural considerada.

Observacion 2.22. Sea € un &lgebra de evoluciéon con una base natural B = {e; |i € A} y
dendtese por Ay := {i € A | e? # 0}. Entonces:

(i) & =span{e; € B | i € A1} no es necesariamente subalgebra de £.
(i) £/ann(€) no es necesariamente un algebra de evolucion no degenerada.
A continuacion, se presentan dos ejemplos que ilustran la observacion anterior.

Ejemplo 2.23. Sea & un algebra de evolucién con base natural B = {ej,e2} v el pro-
ducto dado por €3 = 0 y €3 = e1 + ea. Se tiene entonces que ann(€) = spanf{e;} y que

&1 = span{es}, que no es una subélgebra de € ya que €3 = ezes = €1 + €3 ¢ &1.

Ejemplo 2.24. Sea £ un élgebra de evolucion con base natural B = {ey, ea, €3, €4, €5, €6}

y cuyo producto viene dado por €3 = €3 = €3 =0, 3 =e1 + e, €2 =eay €2 = ea + 5.
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Por el Lema [2.19] ann(€) = span{ey, es,e3} y

6
E/ann(€) = {x +ann(€) |x € £} = {Zaiei+ann(5) la; €K, i= 1,...,6}

i=1
6

w {Z aie; +ann(€) | oy, a5, 06 € K} = span {éy, €5,6} ,
i=4

donde (%) se tiene porque eq, e, e3 € ann(€). Ademas, por otro lado se tiene que €52 =

ecites=e+e=0,62=63 =0y € =es+e; =6 +¢é5 =e5 # 0, y de nuevo por
el Lema se tiene que ann(€/ann(€)) = span{ey, e5}, por lo que £/ann(€) no es un

algebra de evolucion no degenerada.

Para obtener algebras de evoluciéon no degeneradas, se introducen los conceptos de

propiedad de absorcién de un ideal y de radical de absorcion.

Definicion 2.25. Un ideal I de un algebra de evoluciéon £ se dice que tiene la propiedad

de absorcion si € C I implica que = € 1.

Observacion 2.26. Biologicamente, un ideal I tiene la propiedad de absorcién si, al consi-
derar cualquier individuo del 4lgebra cuyos descendientes son tnicamente elementos de 1,

entonces el individuo original también pertenece a I.

Lema 2.27. Un ideal I de un dlgebra de evolucion & tiene la propiedad de absorcion si, y
solo si, ann(E/T) = 0.
Demostracion. Supongase que I tiene la propiedad de absorcion y sea T € ann(E/1). En-

tonces TE /I = 0, y por tanto € C I. Esto implica que = € I, y asi T = 0. Reciprocamente,

si € C I entonces TE /I = 0, lo que implica que T € ann(E/I) =0, y asi x € I. O]

Ademas, es sencillo ver que la interseccién de ideales de absorcién también es un ideal

de absorcién, lo cual motiva la siguiente definicion.

Definicion 2.28. Se define el radical de absorcion de un algebra de evolucion &, rad(E),

como la interseccién de todos los ideales de £ que tienen la propiedad de absorcion.

Resulta evidente que el radical de absorcion es el ideal mas pequeno de £ que tiene la

propiedad de absorcién.

Proposicion 2.29. Si € es un dlgebra de evolucion, entonces £/ rad(E) es un dlgebra de

evolucion no degenerada.

Demostracion. Por el Lema se tiene que £/rad(€) es un algebra de evolucion. Ade-
més, rad(€) es un ideal con la propiedad de absorcion, por tanto, por el Lema se tiene

que ann(€/rad(€)) = 0, y en consecuencia es un 4lgebra de evoluciéon no degenerada. [



Capitulo 3

El grafo asociado a un algebra de

evolucion

A lo largo de este capitulo se hace un recorrido cronologico a través de algunas de las
miultiples formas que han ido surgiendo de relacionar la teoria de grafos con las algebras de
evolucién. En primer lugar, se trata cémo se puede obtener un algebra de evolucién a partir
de un grafo no dirigido y viceversa. Esta asociacion, presente en [14], fue el primer intento
de relacionar las &lgebras de evolucion con la teorfa de grafos. Sin embargo, tinicamente
una cantidad muy reducida de algebras de evolucién admite esta representacion grafica.
A continuacion, se trata la asociacion entre un digrafo y un dlgebra de evolucién, enfoque
empleado en [I] y en [5]. Esta asociacién permite, al contrario que el enfoque anterior,
asociarle un digrafo a cualquier dlgebra de evolucién, y ademaés, se estudia como se puede
hacer que esta correspondencia entre digrafos y algebras de evolucion sea biunivoca. A
pesar de que esta relaciéon es la que se va a emplear en la mayor parte de este trabajo, cabe
destacar que presenta el problema de que no es funtorial, es decir, el digrafo en cuestion
depende de la base natural considerada en el dlgebra de evolucién. Por dltimo, se presenta
una posible solucién a este problema empleando grafos simples, tal y como se describe
en [].

3.1. Grafos no dirigidos y algebras de evolucién

En esta seccion se trata la forma de obtener un algebra de evolucién a partir de un
grafo no dirigido. Ademas, se explican aquellos casos en los que este proceso es reversible

v se presentan algunos ejemplos de ellos.
Definicion 3.1. Dado G = (V, E) un grafo no dirigido finito con V' = {v1,...,v,} su

17
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conjunto de vértices y F su conjunto de aristas, se le puede asociar un algebra de evolucién

& = A(G) con base natural B = {ey,...,e,} y producto

0, si 1 # 7,
i = > e sioi=g;
k con v, €T'(v;)
donde I'(v;) denota las vecindades del nodo v;.
Ejemplo 3.2. Considérese el siguiente grafo no dirigido con V' = {v1,v9,v3,v4}:

U1 U2

V3 V4

Empleando la Definicion este grafo no dirigido da lugar a un algebra de evolucién con

base natural B = {ej, ea,e3,e4} y cuyo producto viene dado por

2 2
€1 = E er = es + e, €y = E e — e1 + eg + e3,
k con vieIl'(v1) k con v, €T'(v2)
2 2
e3 = g e = e1 + eg, ey = E ep = ea.
k con v, €T'(v3) k con v, €T (vy)

Hasta ahora, tinicamente se ha explicado c6mo a partir de un grafo no dirigido se puede
obtener un algebra de evolucion pero, jqué ocurre en sentido contrario? A continuacion,
se definen los conceptos de édlgebras graficables y algebras S-graficables (véase [12]) y se

presentan algunos ejemplos.

Definicion 3.3. Un algebra conmutativa no asociativa A se denomina graficable si tiene

un conjunto de generadores B = {ey,..., ey} cuyo producto viene dado por

e?:Zek, eie; =0, 1 # J; i,7=1,...,n,
ex€EB;
donde cada uno de los B; es un subconjunto de B. En consecuencia, si A es graficable,
se le puede asociar un grafo (ya sea o no dirigido) G de la siguiente forma: sea V = B el
conjunto de vértices de G, y a cada vértice e;, se le asignan los elementos de V; = B; como

sus nodos adyacentes.

Es inmediato que toda algebra graficable es de evolucion, pero el reciproco no es cierto
en general. Este hecho se puede ver, por ejemplo, en aquellas algebras de evolucién cuya

matriz de estructura tiene entradas distintas de ceros y unos.
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Observacion 3.4. Notese que a toda algebra graficable se le puede asociar un grafo, pero este
no tiene que ser necesariamente un grafo no dirigido. De hecho, existen &lgebras graficables

que no admiten un grafo no dirigido, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5. Considérese el algebra de evolucion € con base natural B = {e1, ea,€3,€e4}
y cuyo producto viene dado por €3 = ey + e3 + ey, €3 = ey, e% = ey y €2 = e3. En efecto,
esta es un algebra graficable tal que By = {eg,e3,e4}, Bo = {e1}, B3 = {es} v By = {e3}.
Por tanto, se tendria que construir un grafo G = (V, E)) con V = B en el que, por ejemplo,
e1 fuese adyacente a es pero eg no fuese adyacente a e, hecho que no es posible empleando
un grafo no dirigido, ya que si existe una arista que une dos nodos, ambos son adyacentes
el uno del otro. La construccién de grafos dirigidos a partir de &4lgebras de evolucién se

tratard en la seccién siguiente.

Definicion 3.6. Un dlgebra graficable de dimension n se dice S-graficable si sus constantes
de estructura cumplen que a;; = aj; y a; = 0 para todo 7,5 = 1,...,n. A este tipo de
algebras graficables si se les puede asociar un grafo no dirigido, y ademas, este no va a

presentar lazos en ninguno de sus nodos.

En [I4], se hace una clasificacion de algunas algebras de evoluciéon, que en particular
son S-graficables, en funciéon de su producto, y en consecuencia, de su grafo no dirigido

asociado.
Definicion 3.7.
1) Un algebra de evolucion de dimension n se dice ciclica si, siendo B = {ey,...,en}

una base natural, su producto viene dado por

2 2 2 2
€1 :€n+627 62:61+€37 R €n—1 :en—2+en7 enzen—1+el>

y en consecuencia, su grafo no dirigido asociado es de la forma:

€1
€n, €2

2) Un &lgebra de evolucion de dimension n se dice de camino si, siendo B = {e1, ..., en}
una base natural, su producto viene dado por

2 2 2 2
€1 = €2, 62:61+€37 R €n—1 :6n72+€n7 €n = €n—1,

y en consecuencia, su grafo no dirigido asociado es de la forma:
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€1 €2 €3 €n—1 €n
- ¢ - ----—----- — o
3) Un algebra de evolucién de dimension n se dice completa si, siendo B = {e1,...,en}

una base natural, su producto viene dado por
e? :Zek, 1=1,...,n.
ki

Por ejemplo, en el caso en el que n = 6, se tendria el siguiente grafo no dirigido

completo:

€2 €3

el €4

€6 €5

3.2. Digrafos y algebras de evoluciéon

A lo largo de esta seccidon se ven dos formas, siendo la primera de ellas mas completa que
la segunda, de asociar digrafos y 4lgebras de evolucién. La primera de ellas es a través de
digrafos ponderados. Estos son digrafos en los que todas sus aristas tienen asociado un peso
o ponderacion que viene determinado por la correspondiente constante de estructura. A
continuacion, se define formalmente el digrafo ponderado asociado a un algebra de evolucién

v se presentan algunos ejemplos.

Definiciéon 3.8. Sea £ un élgebra de evolucion con una base natural B = {ej,...,ep}
y matriz de estructura Mp = (a;;). El digrafo ponderado I'*(€,B) = (V, E,w), donde
V = {v1,...,v,} es el conjunto de vértices, E el conjunto de aristas y w es la aplicacion
F — K dada por w((vi,vj)) = a;j, se denomina digrafo ponderado asociado al dlgebra de

evolucion £ relativo a la base natural B.

Ejemplo 3.9. Sea £ un algebra de evolucion con base natural B = {ej, ea} y cuyo producto
viene dado por e = ae; + Bes y €3 = ve; + des con «,3,7,5 € K no nulos. El digrafo
ponderado asociado I'Y(&, B) es:

@ @

v
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Reciprocamente, al igual que dada un algebra de evolucién con una determinada base
natural se le puede asociar un digrafo ponderado, dado un digrafo ponderado también se
le puede asociar un algebra de evolucién con su correspondiente base y su correspondiente

producto.

Definiciéon 3.10. Dado un digrafo ponderado D = (V, E,w) finito, con V = {v1,...,v,},

se le puede asociar un algebra de evolucion & = A(D) con base natural {e1,...,e,} y
producto:
0, sl i # J,
w9 > agex, sioi=j;

k con vpe€l 1 (v;)

donde a;; = w((v,vg)) y donde I'4 (v;) denota a las vecindades salientes del nodo v;.

Ejemplo 3.11. Considérese el digrafo ponderado:

Siguiendo la correspondencia explicada en la Definicion [3.10], se obtiene un algebra de
evolucion &€ con base natural B = {e1, e2,e3} y cuyo producto viene dado por e? = —2e; +

2e3 + €3, €3 = 3e1 —ez y €5 = 0.

En efecto, fijada una determinada base natural, toda algebra de evolucion determina
un unico digrafo ponderado, y viceversa. Se puede decir entonces que existe una corres-
pondencia biunivoca entre los digrafos ponderados y las algebras de evolucién con una
determinada base natural, es decir, A(T¥(€,B)) = (£,B) y T“((A(D),B)) = D para
cualesquiera (&, B) algebra de evolucion £ con base natural B y D digrafo ponderado. Sin
embargo, para nuestros propositos, no se van a necesitar esas ponderaciones o pesos de
los digrafos descritos anteriormente. Lo tinico que se necesita es saber si dos nodos estan
relacionados, y en caso de que asi sea, el sentido en el que lo estan. Por ello, y con afan de

simplificar, es suficiente utilizar digrafos tal y como se describe en la siguiente definicién.

Definiciéon 3.12. Sea £ un 4lgebra de evolucién con una base natural B = {e1,...,e,} v
matriz de estructura Mp = (a;5). El digrafo I'(£, B) = (V, E), con V = {v,v2,..., 00} ¥
E = {(vi,vj) € V xV | aj; # 0}, se denomina digrafo asociado al dlgebra de evolucion &

relativo a la base natural B.
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Ejemplo 3.13. Sea £ un élgebra de evolucién con una base natural B = {e1, ea,€3,€e4}

y cuyo producto viene dado por: e? = es + e3, €3 = 0, e% = —2e4 y €2 = 5e3. El digrafo

I'(E, B) es: @

Reciprocamente, a partir de un digrafo no ponderado también se puede obtener un

algebra de evolucién.

Definicién 3.14. Dado un digrafo D = (V, E) finito, con V = {vy,...,v,}, se le puede

asociar un algebra de evolucion €& = A(D) con base natural {ej,...,e,} y producto:
0, sl i # j,
€i€j = > ex, Sl 1=7.

k con vy €l 1 (v;)

En el caso de digrafos no ponderados, en general A(I'(E, B)) # (€, B). De hecho, la
igualdad se tiene si, y solo si, el dlgebra de evolucion £ es graficable con la base B. Por
tanto, fijada una base natural, se puede decir que no se tiene una correspondencia biunivoca
entre las algebras de evoluciéon y este tipo de digrafos, ya que dos &lgebras de evoluciéon
de la misma dimensién con la misma base natural que tengan las mismas constantes de

estructura no nulas, tienen el mismo digrafo asociado.

Observacion 3.15. Es facil determinar el aniquilador de un algebra de evolucién £ observan-
do los sumideros del digrafo relativo a una base natural. Por el Lema[2.19] el aniquilador de
& es el subespacio generado por los elementos de la base cuyo cuadrado es 0 (en particular,
estos se corresponden con los sumideros del digrafo asociado). Asi, en el Ejemplo , el
unico sumidero que hay es el nodo v, y por tanto ann(€) = span{ez}. De igual forma, si en
vez de tener la representacion del digrafo contamos con su matriz de adyacencia (o con la
matriz de estructura del algebra de evolucion, la cual tiene las mismas entradas no nulas),
también es muy sencillo encontrar los sumideros, ya que el nodo v; es un sumidero si la fila
i-ésima de la matriz de adyacencia es una fila de ceros. En particular, en el Ejemplo [3.13

la matriz de adyacencia es

Are,B) =

o o o o
o o o =
_ O O
o — o o
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que tal y como cabia esperar, tiene la segunda fila de ceros.

Observacion 3.16. Notese que, en general, el digrafo asociado a un algebra de evolucién
depende de la base natural que se haya escogido, es decir, a una misma algebra de evoluciéon
con bases naturales distintas podrian asociarsele digrafos también distintos, uno por cada

una de las bases tomadas, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.17. Sea £ un algebra de evolucién con base natural B = {ej,e2} y cuyo

producto viene dado por e% =eyy e% = ey. Entonces, el digrafo I'(€, B) es:

O——Gr

Por otro lado, se tiene que (e1+e2)(e1 —e2) = €3 —e1ea+ege; —e3 = €2 —e3 = ea —eg = 0,
y de ahi, si la caracteristica del cuerpo K es distinta de 2, B’ = {f; = e1 + e, fo = €1 —ea}
es otra base natural de £ con producto f12 = (e1 +e2)(er +e2) = e% + eg =2e=f1— fo

y con fo = (e1 —e2)(e1 — e2) = €2 + €3 = 2e3 = f1 — f2. Entonces, el digrafo I'(€, B’) es:

“@__®e

A continuacién, se define el concepto de algebra de evolucién regular y se muestra que,

en este caso, el digrafo no cambia independientemente de la base natural empleada.
Definicion 3.18. Un algebra de evolucion & se dice regular si £ = £2.

Proposicion 3.19. Sea € un dlgebra de evolucion con base natural B = {e1,...,en} y
matriz de estructura Mp. Entonces £ es reqular si, y solo si, Mp es regular, es decir, su

determinante es no nulo.

Demostracion. En efecto, para todo i = 1,...,n, se tiene que e? = Z?Zl a;je;. Entonces,
Mp es regular si, y solo si, €2,¢€3,...,e2 son linealmente independientes, y esto ocurre si,
y solo si, & = €2, es decir, €2,...,e2 también generan &. O
Definicién 3.20. Sea £ un algebra de evolucién y B = {ey,...,e,} una base natural.

Para cualquier elemento = aje; + -+ -+ ane, € &, se define su soporte (relativo a la base
B) como supp(z) ={i € {1,...,n} | a; # 0}.

Proposicion 3.21. Sea £ un dlgebra de evolucion regular con base natural B = {ey, ..., ey},

y sean x,y € € dos elementos no nulos tales que vy = 0. Entonces supp(x) Nsupp(y) = 0.
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Demostracion. Sean x,y # 0 elementos de € tales que xy = 0. Si z = a1e1 + -+ - + apen €
y = pre1+- -+ Bnhen, entonces 0 = xy = alﬁuﬁ + - ~+anﬂne%. Pero por hipotesis se tiene
que & es regular, y por tanto & = £2, luego €2, €3, ..., €2 son linealmente independientes,
y asi, o;3; = 0 para cualquier ¢ = 1,...,n. En consecuencia, a; =0 o 5; = 0 (o ambos), y

supp(z) Nsupp(y) = 0. O

Teorema 3.22. Sea £ un dlgebra de evolucion regular y considérense B = {e1,...,en} y
B'={fi1,..., fn} dos bases naturales distintas. Entonces, existe una permutacion o € Sy,

tal que f; € K*e,(;) para cualquier i = 1,...,n, donde K* = K\{0}.

Demostracion. Por ser B’ una base natural, se tiene que f;f; = 0 para cualesquiera i # j,
por tanto supp(f;) Nsupp(f;) = 0, donde supp denota el soporte relativo a la base B.
Entonces, necesariamente, supp(f;) tiene un tinico elemento para cualquier i, y asi se sigue
el resultado. O

Corolario 3.23. Sea £ un dlgebra de evolucion reqular. Entonces los digrafos I'(E, B) son

1somorfos para cualquier B base natural de £.

Demostracion. El Teorema|3.22asegura que si un algebra de evolucién es regular entonces
hay una tunica base natural posible, salvo permutaciones y multiplicacién por escalares.
Por tanto, hay un tnico digrafo posible, salvo el orden de los nodos, y en consecuencia,

todos son isomorfos como digrafos. O

Se concluye esta seccidon con el siguiente resultado, el cual también es perfectamente

aplicable al caso particular de dlgebras S-graficables y de grafos no dirigidos.

Teorema 3.24. Sean &1 y & dos dlgebras de evolucion graficables y D1 y Do sus digrafos
asociados. Entonces, D1 y Dy son isomorfos como digrafos si, y solo si, &1 y & son

1somorfas como dlgebras.

Demostracion. En primer lugar, se probara que si D1 y D2 son isomorfos como digrafos,
entonces A(D;) = & y A(D2) = & son isomorfas como algebras.

Sean Dy = (V1,E1) v Dy = (Va, Eg) y sea @ el isomorfismo entre Dy y Dy. Con el
objetivo de simplificar la notacion, se denotaran de la misma forma los nodos de los digrafos
y los elementos de las bases naturales de las dlgebras de evolucion By y Bs. Supdngase

entonces que V; = {ey,...,e,} = By, entonces

(V1) = Vo = {B(e1), ..., D(en)} = Bo,
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y ademés @ conserva la adyacencia, es decir, si e; es adyacente a e;, entonces (e;) tam-
bién es adyacente a ®(e;). A continuacién, definimos ®(e;) = P(e;) para todo e; € By y

extendemos @ por linealidad:

@: A(Dl) = 81 — .A(DQ) = 52

T = z:alez — 45 (Z az€z> = Zaié@(ei)
i=1

=1

En efecto, @ es lineal y biyectiva por ser una extensién lineal de una aplicacién biyectiva,
es decir, @ es un isomorfismo entre los espacios vectoriales subyacentes. Se vera entonces

que @ también es homomorfismo de 4lgebras. Por un lado, para i # j se tiene que:
91_5(eiej) == Q_S(O) =0= @(61)@(6])

Por otro lado, si i = j resulta que:

D) =D D ]| = D Dlex) =D(er).
en€ly () ex €l (ei)
Asi, por ser ® un homomorfismo biyectivo de algebras, @ es un isomorfismo de algebras,
concluyendo asf el resultado.

Reciprocamente, sean & y & dos algebras de evolucién graficables isomorfas y sean
Dy = (Vi,Ey) y Dy = (Va, E») sus digrafos asociados, respectivamente. Ademas, &; tiene
una base natural By = {e1,...,e,} v &2 tiene otra base natural By = {¢],... e/, }. Sin
pérdida de generalidad, se puede suponer que el isomorfismo entre & y & viene dado
por @: & — & tal que P(e;) = e} para cualquier i = 1,...,n. Por ser D; = (Vi, E1)
y Dy = (Va, Es) los digrafos asociados, se puede suponer que V) = By y Vo = Bs. El

isomorfismo @ induce un isomorfismo @ entre los digrafos D y D de la siguiente forma:
& Vi— Vs
e; — @(61) = 62.

Ademis, el vértice e; es adyacente a e; si e; tiene coeficiente uno en e2. Asi, si el vértice e;

es adyacente a e;, entonces se verifica que:

() =P(e)Pler) =) = | Y ex|= DY  Ble)= Y e
ex€l4 (e;) ekEF+(ei) k con epel’ (61)
es decir, ®(e;) = € es adyacente a P(ej) = ej. Por tanto, @ es un homomorfismo de
digrafos. Analogamente, ~': Vo, — V; también es un homomorfismo de digrafos y se

puede concluir que D1 y Do son digrafos isomorfos. O
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3.3. Grafos simples y algebras de evolucion

A lo largo de esta seccion se desarrolla una manera de obtener dlgebras de evolucion a
partir de grafos simples de forma funtorial. Por tanto, el objetivo principal serd demostrar
la existencia de un funtor de la categoria Graphs;, cuyos objetos son los grafos simples
finitos y los morfismos son los homomorfismos de grafos inyectivos tal y como se describen
en la Definicién en la categoria &k, cuyos objetos son las algebras de evolucién sobre
el cuerpo K y los morfismos son los homomorfismos de algebras tal y como se describen en
la Definicion

Definiciéon 3.25. Dado un grafo simple finito G = (V, E), se define X'(G) como el dlgebra

de evolucion sobre un cuerpo K con base natural B = {b, |v € V}U{b, | a € E}, y cuyo

producto viene dado por

b2 = b, para todo v € V,
bz =b, + va para todo a € E.

vea

Ejemplo 3.26. Considérese el grafo del Ejemplo [3.2] Este es un grafo simple finito con
V = {v,02,v3,04} y E = {a1 = {v1,02},a2 = {v1,v3},a3 = {v2,03},a4 = {va,v4}}.
Empleando la Definiciéon se obtiene un algebra de evolucién cuya base natural es
B = {by,, buy, bug, by, bay s bay, bas, ba, } v cuyo producto viene dado por

by =bu, b2 =ba, + by + by,

b2, = by, b2, = bay + by, + by,

bz, = by, b2, = bay + by, + by,

by, = by, b2, = bay + by, + by,

Ejemplo 3.27. Considérese el grafo simple finito G siguiente:

U1 V2 U3 V4 U5
o ——0

ay a2 as

con V = {vy,vg,v3, 04,05} y E = {a1 = {v1,v2},a9 = {v9,v3},a3 = {04,1}5}}. Empleando
de nuevo la Definicién se obtiene un élgebra de evoluciéon X' (G) cuya base natural es
B = {by,, buy, bug, by, bus, bay s bay, bas by cuyo producto viene dado por

b2 =by,, by = bus,

b2, =by,, b2 = bgy + by + by,

b2, =byy, b2, = bay + by, + by,

by, =bu, b, = bay + by, + by,
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Tal y como ya se ha anticipado, el digrafo I'(X(G), B) no va a depender de la eleccion de
la base natural del 4lgebra de evoluciéon. Este hecho es consecuencia directa de la siguiente

proposicién y del Teorema [3.22

Proposicion 3.28. Si G es un grafo simple finito, entonces X (G) es un dlgebra de evolucion

reqular.

Demostracion. Sea Mp la matriz de estructura de X'(G) relativa a la base natural B
descrita en la Definicion [3.25] En efecto, por la definicién del producto, Mp es triangular
inferior con todo unos en la diagonal. Por tanto det(Mp) = 1 # 0, y asi Mp es regular. En

consecuencia, por la Proposicién X(G) es un élgebra de evolucion regular. O

Ademas, a todo homomorfismo de grafos simples inyectivo le corresponde un homo-

morfismo de algebras de evolucién, tal y como se describe en la siguiente definicién.

Definicion 3.29. Dado un homomorfismo de grafos f: G — Gy inyectivo, donde G; =
(Vi,E1) y Go = (Va, Es) son dos grafos simples finitos, se define X(f): X(G1) — X(G2)
como el homomorfismo de édlgebras dado por X' (f)(by) = b)) ¥ X(f)(ba) = by(a)-

Observacion 3.30. En efecto, la aplicacion X'(f) estd bien definida como homomorfismo
de élgebras. Por ser f un homomorfismo de grafos, f lleva vértices en vértices y aristas en

aristas preservando la adyacencia. Por tanto, para cualquier vértice v € Vi:

X(f)(b0)? = b}y = byw) = X() (o) = X(f)(B), (3.1)

y para cualquier arista a = {v,w} € Ei:

X(f)(ba)? = bFay = bs(a) + brw) + bpaw) = X () (ba + by + buw) = X(f)(b3). (3.2)

Ademas, por la inyectividad de f (véase el anexo [A.1)), si se denota por B = {\1,..., A\p}
la base natural de X(G), donde cada \; = b, para algin v € V; o A\; = b, para alguna
a € Ey, para cualesquiera A\;, \j € B, \; # \; se tiene que:

(XD (X)) = AsaAsi) = 0= X(£)(0) = X(f)(Ni)). (3.3)
Por otro lado, también se cumple que X (f o g) = X(f) o X(g) ya que:
X(f og)(\i) = Apgay) = X(F)(Agi)) = (X (f) 0 X(9))(Ni),

para cualquier i = 1,...,n. Por tltimo, dado que X (f)(Xi) = A¢s) ¥ X(9)(Ai) = Ag(s), s
obvio que X(f) = X(g) si, y solo si, f = g.
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Empleando entonces todo lo visto en esta seccién se puede concluir el siguiente teorema,

el cual se mejorara en el capitulo [6]

Teorema 3.31. Dado un cuerpo K, existe un funtor fiel covariante X : Graphs;, — Ex
tal que para cada G € Obj(Graphs;) se tiene que X(G)* = X(G), es decir, X(G) es regular.

Se concluye esta seccién con un resultado analogo al Teorema [3.24] pero empleando

esta nueva asociaciéon entre grafos simples y dlgebras de evolucion.

Proposicion 3.32. Sean G; = (Vi, E;), i = 1,2, dos grafos simples finitos. Entonces
X(G1) = X(G2) si, y solo si, G = Gs.

Demostracion. Si G1 =2 Gs, entonces existe o: G — Go isomorfismo de grafos, y por ser
X un funtor, se tiene que X'(0): X(G1) — X(G2) también es un isomorfismo de dlgebras
de evolucion. Asi, X(Gy) = X (Ga).

Reciprocamente, si X(G1) = X(G2) entonces existe ¢: X(G1) — X(Gz2) isomorfismo
entre dlgebras de evolucion regulares. Sea entonces B; la base natural de X(G;), i = 1,2,
segtin la Definiciéon Luego, por ser ¢ isomorfismo de élgebras de evolucion, ¢(Bj)
también es base natural de X'(Gz), y de acuerdo con la Proposicion existen escalares
A Ag € K para cada v € Vi y a € FEy tales que A\y(by), \ap(ba) € Bsz. Ademés, el
nimero de constantes de estructura no nulas tiene que preservarse para cada elemento de
la base. Asi, existen aplicaciones o: Vi — Vo y 7: E1 — FE» tales que A\yp(by) = bg(v) y
Aap(ba) = br(q). Ademds, por un lado:

b?,(v) =byw) ¥
(Aop(by))? = Nop(by)? = X2p(2) = Aop(by) = Ao (Aup(by)) = Aubo(v)-

Como A (by) = by(y), se tiene que (Ay@(by))? = (bo(w))* = bo(w), ¥ 881 D) = Avbo(n)-
En consecuencia, A, = 1 para cualquier v € Vj. Analogamente, si a = {v,w} € E; y

7(a) = {v,w} € Ey se tiene que:

b0y = br(a) + b6 +bi ¥
(Aap(ba))? = Agp(b7) = Ao (ba + by + bu)
= N2 (p(ba) + @(by) + ©(bw)) = Aabr(a) + Mo (bo(w) + bo(w))-
Como Aap(ba) = br(a), se tiene que (Aap(ba))? = bi(a) = bra) + b5+ bg, y asi Ay = 1
y 7(a) = {v,w} = {o(v),0(w)}. En consecuencia, la aplicaciéon o: Vi — V5, la cual es
biyectiva por ser ¢ un isomorfismo, también lleva aristas de E; en aristas de Es, preservando

la adyacencia. Asi, o: G; = Go es isomorfismo de grafos y ademéas ¢ = X(0). O



Capitulo 4

Descomponibilidad en algebras de

evolucion

FEn este capitulo se estudian aquellas dlgebras de evolucién que se pueden escribir como
suma directa de dos ideales (de evolucion), las llamadas édlgebras de evolucién descom-
ponibles. Ademés, se estudia como obtener dicha descomposicion, en caso de exista, en
términos de su digrafo asociado o en términos de su matriz de estructura. Por ultimo, se
presenta el proceso de descomposicién en mas de dos ideales, la llamada descomposicién
optima en suma directa, y se analizan sus condiciones de existencia y unicidad.

No estd de méas mencionar que la descomposicién de un algebra de evolucién, a nivel
biolégico, puede ser vista como una unién disjunta de familias de genotipos, en la que cada
uno de los individuos de una de las familias, al reproducirse, da lugar a individuos de esa

propia familia.

4.1. Conceptos basicos

En esta primera seccién se presentan los conceptos esenciales para este capitulo, ex-
traidos mayormente de [IJ.

En primer lugar, si {£,},cr es una familia no vacia de K-algebras de evolucion, la
suma directa de ellas, & = @©,¢r&,, tal y como se define en la Definicién es un
algebra de evolucion. Ademaés, si B, es una base natural para &, para todo v € I', entonces

B = Uy¢rB, es una base natural para &.
Lema 4.1. Sea £ un dlgebra de evolucion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Ezxiste una familia de subdlgebras de evolucion {Ey}~er tales que £ = ®yeré,.

(1t) Eriste una familia de ideales de evolucion {I,} cr tales que € = @ erl,.

29
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(tit) Existe una familia de ideales {I,}~cr tales que € = @ crly.

Demostracion. (i) = (ii). Veamos que toda subdlgebra de evolucién que aparece en la
definiciéon de suma directa es también un ideal de evolucién. Considérese un elemento

a=ay €&,y otro elemento b =) by € £. Haciendo su producto, se tiene que:

yer
ab=ayb=ay 3, crby=ayby €E,,

y en consecuencia &, es ideal, y por ser subdlgebra de evolucion, tiene una base natural.
Por tanto, &£, es un ideal de evolucion.

(ii) = (iii). Obvio.

(i) = (i). Supongamos que £ = @ycrly, donde cada I, es un ideal. Asi, por el
Lema para cualquier p € I" se tiene que:

Iu = 5/(®7€F\{M}L/)'

Por ser @, ¢\ )1y un ideal, por el Lema se tiene que €/(@,er\ (4} o) es un algebra de

evolucion. Asi, por ser isomorfas como algebras, I, también es un 4lgebra de evoluciéon. [0

Se concluye esta seccidén introductoria con la siguiente definicion. Cabe destacar que
aunque en [I] se emplea el término reducible, para este trabajo se ha apostado por el empleo

del término descomponible.

Definicion 4.2. Un algebra de evolucion £ se dice descomponible si se puede descomponer
en suma directa de dos subélgebras de evolucién no nulas, o equivalentemente, en dos ideales
de evolucion no nulos, o equivalentemente, en dos ideales no nulos, en vista del Lema

Un algebra de evolucién que no es descomponible se denomina indescomponible.

4.2. La descomponibilidad en algebras de evoluciéon

En numerosas ocasiones resulta interesante saber si un algebra es descomponible y
conocer sus posibles descomposiciones, ya que esto puede aportar mucha informacién acerca
de sus propiedades. A lo largo de esta seccion se verd como, en el caso particular de las
algebras de evolucién, la descomponibilidad estd intimamente relacionada con la conexidad
del digrafo asociado. No obstante, no en todo tipo de algebras de evolucién su digrafo
asociado nos aporta la misma cantidad de informacién. En primer lugar, se tratara lo que

ocurre con las algebras de evolucién no degeneradas.

Teorema 4.3. Sea £ un dlgebra de evolucion no degenerada con una base natural finita

B ={e; | i € A} y supongase que & = Bcrl,, donde cada I, es un ideal de £. Entonces:
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1) Existe una descomposicion disjunta de A, es decir, existen A, C A con v € I' tales
) ¥

que A = UyepA,. Ademds, I, = span{e; | i € A, }.

(it) Para cada e; € B existe un unico p € I' tal que e; € I,,. Ademds, e; € 1, si, y solo

1, 622 €l

Demostracion. Fijadoun i € A, considérese la proyeccion lineal 7; : £ — Ke;. Sea también
A, = {i € A|m(l,) # 0}. En primer lugar, se verd que A = UyerAy. Que A D Uyer A, es
obvio. Para la otra inclusion, supongase que existe un i € A tal que i ¢ U,erA,, es decir,
existe un ¢ tal que ¢ ¢ A, para ningtn v € I'. En este caso se tendria que m;(/,) = 0 para
cualquier v € I', y por tanto m;(@erly) = m(€) = 0, lo cual es una contradiccién con que
e; €€&.

A continuacion, se verd que si m;(I,) # 0, se tiene que e? € I,, y que, en consecuencia,
mi(1,) = 0 para cualquier p € I'\{v}. Si m;(Iy) # 0, existe al menos un y € I, tal
que m;(y) = ke; # 0 para algin k € K, k # 0. Si se multiplica por e; se tiene que
ey = e;mi(y) = ke? € L, y en consecuencia €2 € I,. Si existiese otro indice yu € I' tal que
m;(I,) # 0, de forma anéloga se llega a que €? € I, y por tanto e € I, NI, = {0}, lo
cual es una contradiccion con que £ es no degenerada. Ademés, este argumento también
muestra como la union A = U,erA, es disjunta.

Ahora, es obvio que para cada v € I se tiene que I, C span{e; | i € A,}. Para
ver la otra inclusion, basta considerar un e; € B con j € Ay y sea J = ®uep\ (43 p-
Como & = I, @ J, se puede escribir ¢; = u + v, donde u € I, y v € J. Entonces,
v =e; —u € span{e; | i € A,} porque e; y u pertenecen a span{e; | i € A,}. Por otro
lado, v € J C span{e; | i € Uyep\(y3Au}, y como I, NJ = {0}, se deduce que v tiene que
ser cero. Se concluye entonces que I, = span{e; | i € Ay} con A = UyerA,, y asi queda
probado (i).

Ademas, (i) se desprende directamente de la definicion de ideal y de que en (i) la

descomposicion de A es disjunta. O

Observacion 4.4. Una posible aplicacién del teorema anterior es que permite reconocer
de forma sencilla cuando un &algebra de evolucién no degenerada es descomponible: si
B =/{e;|i=1,...,n} es una base natural de £, entonces £ es suma directa de dos ideales
si, y solo si, existe una permutaciéon o € S, tal que la matriz de estructura asociada a
B"={es4) li=1,...,n} es

MB/ _ ( mem Omx(nfm) > ’

O(n—m) xm Yv(n—m) X (n—m)
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para algin m € N, m < ny matrices Wy xm ¥ Y(n—m)x(n—m) con entradas en K. En este ca-
so se tendria que £ = I®©J, donde I = span{eg(1),- -, €x(m)} ¥ J = SPAN{€s(mi1)s - -+ Ca(n) }-

La base natural B’ se denomina reordenamiento de B.

Veamos como se puede emplear la observacién anterior a través del siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5. Considérese un algebra de evolucion no degenerada £ con base natural
B = {e1, e, €3, e4,e5} y cuyo producto viene dado por €2 = e1+e3, €3 = ea+es, e% = e1+ey,
6421 =ey e% = e5. Es sencillo ver que, por un lado e, e3 y e4q estéan relacionados entre

si, v que por otro lado ez y e5 también lo estan. Considérese entonces la permutacion
1 2 3 4 5

o= L3 4 9 5 € Ss. Si ahora se aplica esta permutaciéon a la base B se obtiene

un reordenamiento de esta, B' = {flvf?af37f4vf5} = {60(1)760(2)760(3)760(4)760(5)} =

{e1, €3, €4, €2,e5}, cuyo producto viene dado por fZ = e} =e1 +e3 = fi+ fo, f2 = €% =

ertes=fitfa, fi=ei=a=fi,fi=e=cates=fa+[sy[i=e=e5=[s

Consecuentemente, la matriz de estructura asociada a esta nueva base es:

Mp =

S O = =
o oo o =
o OO = O
o RO O O
_ RO O O

la cual es una matriz por bloques con la estructura descrita en la Observacion en el

caso particular en el que m = 3 y n = 5. Por tanto, se tiene que & = I & J, donde

I =span{f1, fo, fs} = span{e1,e3,ea} y J = span{fs, f5} = span{es, es}.

A continuacion, se presenta uno de los resultados mas importantes e ilustrativos de este
trabajo. Para probarlo, se ha optado por el empleo del Teorema que simplifica mucho

la demostracion que aparece en [5].

Corolario 4.6. Sea & un dlgebra de evolucion no degenerada y B = {e1,...,e,} una base

natural. Entonces, £ es indescomponible si, y solo si, T'(E, B) es conezo.

Demostracion. Se probaré que & es descomponible si, y solo si, ['(€, B) no es conexo.

Sea &£ descomponible, es decir, sea £ = 1@ J con I y J ideales no nulos. Por el Teorema
existe una descomposicion {1,...,n} = Ay U Ay tal que I = span{e; | i € Ar} vy
J = span{e; | i € A;}. Considérense entonces los digrafos asociados a cada uno de los
ideales, que por el Lemal[t.1]se sabe que son subalgebras de evolucion, I'(Z, By) y I'(J, By),
donde Br ={e; |i € A;} y By ={e; | i € As}. En efecto, estos son dos digrafos que no
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estan conectados entre si, y dado que I'(I, By) UT'(J, By) = I'(€, B), se tiene que el digrafo
I'(€, B) presenta dos componentes conexas, y por tanto no es conexo.

Reciprocamente, supongase que el digrafo I'(€, B) no es conexo, luego existe una par-
ticion {1,...,n} = A; U As tal que ninguna arista conecta elementos de {v; | i € A1}
con elementos de {v; | j € Az} (y viceversa). Entonces I = spanf{e; | i € A1} y
J = span{e; | j € Aa} son ideales de £ tales que & = I @ J. En consecuencia, & es

descomponible. O

Observacion 4.7. La importancia de este corolario recae en el hecho de que cuando se tiene
un algebra de evolucion no degenerada, que su digrafo asociado relativo a la base natural
considerada sea o no conexo no depende de la base. Dicho de otra forma, para ver si un
algebra de evolucién no degenerada es o no descomponible, basta con ver la conexidad
de su digrafo asociado relativo a cualquiera de sus bases naturales, ya que si para una de
ellas es conexo, lo serd para todas, y si para una no es conexo, no lo serd para ninguna
otra. Ademas, indirectamente, el Corolario proporciona un algoritmo para encontrar la
descomposicién de un algebra de evolucién no degenerada a través de su digrafo asociado.
Para verlo, se empleara el algebra de evolucion descrita en el Ejemplo [£.5] Su digrafo

asociado relativo a la base B es:

c@—0P

Este digrafo no es conexo, ya que presenta dos componentes conexas bien diferenciadas.
Por tanto, se pueden definir Ay = {1,3,4} y Ay = {2,5}, y en consecuencia &€ = I & J
donde:

I =span{e; | i € A1} = span{e; | i € {1,3,4}} = span{ej,e3,eq} ¥y
J =span{e; | i € A2} =span{e; | i € {2,5}} = span{es, e5}.

En caso de que el algebra sea degenerada, el Corolario deja de ser valido. Para

ilustrarlo, se empleara el siguiente ejemplo de [5, Example 2.5]:

Ejemplo 4.8. Sea £ un &lgebra de evolucion y B = {e1,ea,e3} su base natural con
producto dado por e = ey +e3y €3 = e% = 0. En efecto, se trata de un 4lgebra degenerada

con ann(€) = span{es, e3}. Ademas, su digrafo asociado I'(€, B) es conexo:



34 CAPITULO 4. DESCOMPONIBILIDAD EN ALGEBRAS DE EVOLUCION

)
)

Por otro lado, se tiene que ej(es +e3) = 0, erez3 = 0y (e2 + e3)es = €3 = 0 y por tanto
B' = {f1 =ei1, fo =es+es, f3=e3} esotra base natural de £ con producto dado por
fi=el=extes=fo, fi=(eates)(eates)=e3+e3=0y fi=e3 =0.No obstante,

el nuevo digrafo asociado I'(€, B) no es conexo:

Tal y como se ha visto en el Ejemplo 4.8 cuando tenemos un &lgebra de evolucion
degenerada, la conexidad del grafo es una propiedad que depende de la base natural aso-
ciada al dlgebra. Este hecho motiva el siguiente resultado, el cual es una generalizaciéon del
Corolario

Proposicion 4.9. Seqa € un dlgebra de evolucion. Entonces € es indescomponible si, y solo

st, el digrafo T'(E, B) es conezo para cualquier base natural B.

Demostracion. Se probard que &£ es descomponible si, y solo si, existe una base natural B
tal que I'(&, B) no es conexo.

Si £ es descomponible, entonces existen I y J ideales no nulos tales que &€ = I & J.
Ademas, por los Lemas y se tiene que I = £/J y J = £/I son élgebras de
evolucién, y en consecuencia existen bases naturales para cada uno de ellos, By v By. En
efecto, B = By Ll By es una base natural para £ y I'(£, B) no es conexo, ya que no existen
aristas que unan nodos correspondientes a By con nodos correspondientes a Bj.

El reciproco se demuestra de manera similar a la implicacién hacia la izquierda del
Corolario O

Observacion 4.10. Tal y como se ha visto en el Ejemplo 4.8} si el dlgebra es degenerada
la conexidad puede variar de unas bases a otras. Por tanto, a nivel préactico, el resultado
anterior no siempre ayuda. En caso de encontrar una base con la cual el digrafo asociado
no es conexo, se tendria que el algebra es descomponible y las componentes conexas del
digrafo asociado proporcionarian la descomposicion. No obstante, si se quisiese probar que
es indescomponible, seria inviable, ya que habria que analizar la conexidad del digrafo con

cada una de las bases naturales posibles, pudiendo haber una gran cantidad de ellas.



4.3. LA DESCOMPOSICION OPTIMA EN SUMA DIRECTA 35

4.3. La descomposicién ptima en suma directa

En la seccién anterior se ha visto cémo reconocer un algebra de evoluciéon descompo-
nible y como obtener esa descomposicién. Cuando se habla de la descomponibilidad de un
algebra, siempre nos referimos a si se puede expresar como suma directa de dos ideales
(equivalentemente, como suma directa de dos ideales de evolucion, o equivalentemente, co-
mo suma directa de dos subélgebras de evolucion por el Lema. Sin embargo, ;se podria
llegar a descomponer el algebra en suma directa de mas de dos ideales? A continuacién
se presenta el concepto de descomposicién 6ptima en suma directa y se describiran sus

condiciones de existencia y unicidad.

Definicion 4.11. Sea £ un algebra de evolucién y supongamos que & = @I, es una su-
ma directa de ideales no nulos. Si todo ideal I, es un algebra de evolucién indescomponible,

se dice que & = ®,crl, es una descomposicion dptima en suma directa de &.

Teorema 4.12. Sea £ un dlgebra de evolucion no degenerada. Entonces, £ admite una

descomposicion optima en suma directa. Ademds, esta descomposicion es inica.

Demostracion. En primer lugar, se vera la existencia. Sea F = I'(€, B) el digrafo asociado
a & relativo a la base natural B, y supéngase que £ = U,crE,, donde los E, son cada
una, de las componentes conexas. Ademés, como en todo momento se esté trabajando con
algebras de evolucién de dimensién finita, y la dimensién es invariante por cambios de base,
se tiene que toda base va a tener una cantidad finita, n, de elementos. Por ello, a través de
un procedimiento analogo al presentado en el Teoremald.3] se tiene que existe una particién
de {1,...,n} = @,erA, tal que ninguna arista conecta elementos de {v; | i € Ay} con
elementos de {v; | j € Ag} (y viceversa) para cualesquiera o # 3, o, 3 € I'. Luego, los
I, == span{e; | i € A,} son ideales de & tales que & = ®crl,. Ademds, como & es no
degenerada, los ideales I, también son subalgebras no degeneradas, y en consecuencia,
como el grafo asociado a I, E,, es conexo, por el Corolario se tiene que cada uno de
los I, es un algebra de evolucién indescomponible.

Ahora se probara la unicidad. Para ello, fijada una base natural B = {ej,...,e,},
supongamos que existen dos descomposiciones 6ptimas en suma directa, & = @ erly y
E = Puend,. Por el Teorema existen dos descomposiciones {1,...,n} = ®yerd, y
{1,...,n} = ®uen, tales que

I, =span{e; | i€ A}y J, =span{e; | i € A},

para todo v € I' y w € §2. Tomemos un ¢ € A, para un v € I" cualquiera. Entonces, de

nuevo por el Teorema se tiene que va a existir un w € §2 tal que e; € J,. Esto significa
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que I, N J, # 0. Es obvio que
Ly = (I; N Jw) @ (Iy N (Buren\fw)Jur)-

Como I, era indescomponible y I, N J, # 0, necesariamente I, N (Buremfwidw) = 0.
Entonces, se tiene que I, = I, N J,, y por tanto I, C J,. Invirtiendo los papeles de
Iy y Jo, se llega a que I, D J, y en consecuencia I, = J,. Se concluye asi que ambas

descomposiciones son iguales salvo el orden de los sumandos. O

Observacion 4.13. La hipdtesis de que el algebra es no degenerada no puede ser eliminada,
ya que en ese caso no se puede asegurar la unicidad de la descomposicién éptima en suma

directa, tal y como se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.14. Sea £ un algebra de evolucion con base natural B = {e1,ea,e3,e4,e5} y
cuyo producto viene dado por €2 = €3 = ey, e% =e3tesyel = e% = 0 (notese que es
degenerada). Se vera que las dos siguientes descomposiciones 6ptimas en suma directa son

validas. Sean
E=T LDl DI; y E=J L LD I3

dos descomposiciones donde I; = span{es + e5}, In = span{es}, I3 = span{es}, [ =
span{f; = ey, fo = ea +e4} y J = span{hy = e1,ho = ea}. En efecto, I, Iy y I3 son
subalgebras de evolucién indescomponibles por tener dimension uno. Ademas, I y J son
subdlgebras de evolucion no degeneradas ya que f2 = h? = e? = e; = fi = hy # 0,
f3=(eates)(eates) =e3+ef=e1=f1#0,h3=e3=e1=h1 #0y fifs =hihy =0,
y sus respectivos digrafos asociados son:

c@—0 c@—0

En ambos casos se tiene un digrafo conexo y por el Corolario .6} tanto I como J son in-

descomponibles. En consecuencia, se tienen dos descomposiciones éptimas en suma directa

de &.



Capitulo 5
Nilpotencia en algebras de evolucién

A lo largo de este capitulo se particularizan los conceptos de dlgebra nil, nilpotente por
la derecha, nilpotente y soluble al caso de las &lgebras de evolucién y se estudia como los
tres primeros son equivalentes en el caso particular de algebras de evolucion de dimensiéon
finita. Ademas, se trata cémo identificar dlgebras de evolucién nilpotentes a través de
su matriz de estructura y de su digrafo asociado. Por ultimo, también se ven algunas
caracterizaciones sobre los posibles valores que puede tomar el indice de nilpotencia de un
algebra de evolucion nilpotente de dimensién finita.

No esta de méas mencionar que el significado biolégico de la nilpotencia es que los rasgos

originales (o generadores) se extinguen tras un cierto nimero de generaciones.

5.1. Conceptos y relaciones

Esta primera seccién estd dedicada al estudio y demostraciéon de las relaciones existentes
entre los conceptos presentados en la Definicién [I.16] en el caso particular de las algebras
de evolucién. Para ello, es necesario tener presentes las sucesiones de subespacios descritas
en (L.I), y (L.3), y la Observacion la cual se empleard en numerosas ocasiones
debido a la conmutatividad de las 4lgebras de evolucion.

Se dice que un algebra de evolucién es nil, nilpotente por la derecha, nilpotente o soluble
si lo es, como algebra, segin las Definiciones y [[.16] De la misma manera, se dice que
un algebra de evolucion tiene indice de nilpotencia por la derecha n, indice de nilpotencia

n o indice de solubilidad n si lo tiene, como algebra, segun la Definicion [1.16]

37
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Proposicion 5.1. Un dlgebra de evolucion & es nilpotente por la derecha si, y solo si, es

nilpotente.

Demostracion. En primer lugar, se vera que toda algebra de evolucién nilpotente es nilpo-

tente por la derecha. Para ello, se demostrara que £ C £¥. Por un lado se tiene que:

gk = glb=he — (gh=28)e = (... ((EE)E) --- E).
k

Por otro lado se tiene que:

5]
gk‘ — Zgzgkfz — (c/’gkfl +525k72 4. _’_gthgkagJ’
i=1

k-1
=
k-1 k-1

gk—l — Z gigk—l—i _ ggk—? + 526]{,‘—3 NI g\_TJgk—l_?j’
i=1

E? = €.

Por tanto, EF D EEF1 D E(EEF2) D - D EE---(E(EE))---) “Z™ £, tal y como se
k

queria ver.
A continuacién se probard que toda algebra de evoluciéon nilpotente por la derecha es

nilpotente. Para ello, se vera que 2" c g®) . En efecto, se tiene que:
1% g1
g2t _ Z gig2t—i _ Z gig2h—i
i=1 i=1
_ 552k—1 + 5252k—2 bt ngflgzk—Qkfl
— g(c/'Qk—l + €2€2k—2 4+t €2k7152k71
g (g +€2 + . +€2k71)52k71 g 88216717

ya que E271 C €272 C ... C €27 Si ahora se repite el proceso anterior con €2 se
llega a que gX T cge? Después de k pasos se concluye que:

2k—1 2k—2

£ Cee? CE(EET )T CEE - (E(EE)) ) CET EW,

k

probando asi el resultado. O

Observacion 5.2. Noétese que, aunque los conceptos de nilpotencia y nilpotencia por la
derecha son equivalentes en algebras de evoluciéon, el indice de nilpotencia y el indice de

nilpotencia por la derecha no tienen que coincidir.
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Proposicion 5.3. Si € es un dlgebra de evolucion nilpotente, entonces € es soluble.

Demostracion. Para demostrar este resultado, se probaré la inclusion -+ C 2" Por

un lado, se tiene que:

2N ceg? Tl 4 g2t g2 2 g
R i A

2k—2 2k—2 2k—2 2k—1

=& ,

EE =&
Por otro lado, se tiene que:

ck+1) _ (k) g(k) — <g<k—1>g<k—1>) (g(k—l)g(k—1)>
== (- ((€)(EE))---((E€)(EE))--)
= (- (E€) - ((E%67) )
(- () () -)

k—1 k—1 k
C...CE¥ 7 cer

N

tal y como se queria probar. O

Observacion 5.4. Notese que, aunque toda algebra de evolucion nilpotente es soluble, los
indices de nilpotencia y solubilidad no tienen que coincidir. Ademés, también cabe destacar
que no toda algebra de evolucién soluble es nilpotente, tal y como muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 5.5. Sea £ un algebra de evolucion con base natural B = {e1,...,e,} y cuyo
producto viene dado por e? =e1+--Feyparal <i<n—1lye=(1-n)le1+-+en).
En efecto, £2 = span{e; + --- + epn, (1 —n)(ey +--- 4+ e,)} = span{e; +--- +en}, y en
consecuencia se tiene que ) = span{e; +---+ e, } # 0 para todo k € N. Por tanto, £ no

es nilpotente por la derecha, y por la Proposicién tampoco es nilpotente. Sin embargo,

1+ +en)(er+ - ten)=eci+e3---+ep
=n-1er+-+ex) +(1—n)ler1+- +en)
=(n-1+1-n)(ex+ - +en) =0,

lo cual implica que £B) = £ ER) = (£€)(EE) = 0. Se ve asi que, por el contrario, £ si es

soluble.
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5.2. Reconocimiento de algebras de evolucién nilpotentes

En esta seccion se desarrolla un resultado presentado en [5]. Este teorema nos permite
reconocer si un algebra de evolucién es nilpotente o no a partir de su matriz de estructura o
bien a partir de su digrafo asociado. Ademas, también prueba que los conceptos de algebra
de evolucion nil y algebra de evolucion nilpotente (y también nilpotente por la derecha por
la Proposiciéon son equivalentes.

Teorema 5.6. Sea £ un dlgebra de evolucion y sea B = {ei,...,e,} una base natural de

E. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) € es nil.
(73) No hay ciclos orientados en I'(€, B).

(7i1) La base natural puede ser reordenada de tal forma que la matriz de estructura de £ es

estrictamente triangular superior (triangular superior con todo ceros en la diagonal).
(iv) & es nilpotente.

Demostracion. (iv) = (i). Si € es nilpotente, entonces existe un k € N tal que £F = 0.
Tal y como se ha visto en la Proposicién gk C £k y por tanto E%) = 0. Este hecho

significa que:
(---((ara2)as) - - - )ax = 0 para cualesquiera ay, ..., a; € &;

en particular, a® = (--- ((aa)a) - - - )a = 0 para cualquier a € £. En consecuencia, £ es nil.

k
(i) = (i1). Se probara por reducciéon al absurdo. Supongamos que I'(€, B) contiene

ciclos orientados y escojamos el de longitud minima (esta longitud podria ser uno en caso
de haber un lazo en alguno de los nodos). Sea r esa longitud minima y reordenemos los

nodos y los elementos de la base de tal forma que:

aq
S a
Qe .
\@ Qe £°

En primer lugar, se verd que, por minimalidad, no existe ninguna otra arista que conecta
los nodos wvy,...,v, entre si. Supéngase, por ejemplo, que existe una arista que une los

nodos v, vy € {v1,...,v,}, con |s —t| > 1.
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@
od @5@
\@ NN

En este caso se tendria un ciclo de longitud r — |s — t| < r, en contradicciéon con que el

de longitud minima era el de longitud r. Si se define N' = Ke, 1 @ - - - & Ke,,, entonces se

tiene que:
2
e] = ajez +uy, U EN,
2
€5 = apes3 + U2, U2 EN,
2 .
e; = are; +up, U €N
con ; # 0 para todo ¢ = 1,...,7r. Operando ahora el elemento © = e; + - - - + e, consigo

mismo, se tiene que:

r—1)

= ((e1+-Fe)er+-+e)x )z

r—2)

r—3)

= (- ((vgares + -+ -+ ajapes +ug + - +uj)(er +---+e))x - )z

= =(mag-ap)r+u +- - +u =ar+u#0,

con @ = ajasg - a, # 0, por ser todos los a; no nulos, y w4 = u1 + - - - +u,. A continuacién,

si se toma un s € N cualquiera, entonces se tiene que:

20D = (o (@ (5_1.)'(('“))3: — (e (am +u)z (s=1)(r+1)

K

(872-)-@“))3: =---=a’z+u#0.

== (- (Pt u)z

En consecuencia, = no es nil, ya que si existiese un n € N tal que 2™ = 0, se tendrfa una
contradiccion con que 51 # 0 para cualquier s € N. En efecto, bastaria tomar un s € N
tal que s(r +1) > n.

(i) = (#i1). Como el digrafo T'(€, B) es finito y no hay ciclos orientados, existe al
menos un nodo sumidero. Supéngase que este es el nodo ¢, entonces e? = 0. Reordenemos
entonces B de tal forma que i = n y, en consecuencia, e2 = 0. Considérese ahora el
subgrafo formado por los n — 1 nodos restantes. Como este subgrafo tampoco presenta

ciclos orientados, supéngase sin pérdida de generalidad que el nodo n — 1 también es un
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sumidero. Asi ei_l € Ke,. Repitiendo este proceso, se obtendria un reordenamiento B’
de B tal que ¢? € disi

matriz de estructura Mp/ es estrictamente triangular superior.

Ke; para cualquier i = 1,...,n. En consecuencia, se tiene que la

(7i1) = (iv). Sila matriz de estructura es estrictamente triangular superior, entonces
esta es una matriz nilpotente. Esto es debido a que si se eleva al cuadrado una matriz
estrictamente triangular superior, se genera al menos una nueva supradiagonal nula. En
términos de algebras de evolucion, esto significa que & (k) Z;”:k Ke;. Por lo que, en

n+1)

particular, & =0, y por la Proposicién , se tiene el resultado. O

Observacidn 5.7. La implicacion (i) = (i) de la demostracion del Teorema [5.6] aporta
un algoritmo para la obtencién del reordenamiento de la base natural B cuya matriz de
estructura es estrictamente triangular superior.

Ejemplo 5.8. Sea £ un algebra de evolucién con base natural B = {e1, ez, e3,e4,€5} v
cuyo producto viene dado por €2 = ez, €2 = e3, eg =e5, €2 =e3+egy e% = e9. En efecto,

su digrafo asociado relativo a la base natural B es

@@\@

Este digrafo presenta ciclos orientados, ya que en el nodo vy existe un lazo, y ademas existe
otro ciclo orientado que relaciona los nodos v, v3 v vs. Por tanto, este algebra de evoluciéon

no es nilpotente.

Ejemplo 5.9. Sea £ un algebra de evolucion con base natural B = {ej,e2,e3,€e4,€65} ¥

cuyo producto viene dado por €3 = ey + €3, €3 = e3 +e5, €3 = e5, €3 = ez y e2 = 0. En

primer lugar, se vera explicitamente que se trata de un algebra de evolucién nilpotente con
indice de nilpotencia 9:

£? = span{e?, €3, €2, €2, €2} = span{es + e3, €3 + €5, €5, 3} = span{es, 3, €5},

E3 = ££% = Espan{es, e3,e5} = span{e3, €3, e2} = span{es + e, e5} = span{es, e},

EY = €83 + £28% = Espan{es, e5} + span{ey, 3, e5} span{es, e3, e5} = span{es, e5},

E5 = £ + £283 = Espan{es, e5} + span{es, e3, €5} span{es, e5} = span{es},

b =geb 12t 1 £°6°

= span{es, es, e5 } span{es, e5} + span{es, e5 } span{es, e5} = span{es},

ET = €5+ £265 + £36" = span{es, e5} span{es, e5} = span{es},
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E8 = EET + £26° 4 £36° 1 £16* = span{es, e5} span{es, e5} = span{es},
£ =84 28T+ 0 1 g1 = 0.

Ademas, todos los elementos de la base natural son nil ya que €3 = e3e; = (ea +e3)e; = 0,
€3 =e3ea = (e3+es)ea =0, €5 = e3e3 = eze3 = 0, 3 = efes =ezea =0y e2 =0,y en
consecuencia, £ es nil, ya que cualquier otro elemento del dlgebra también es nil por ser
combinacion lineal de los elementos de la base. Por otro lado, el digrafo asociado I'(€, B)

€S

()

Este digrafo, tal y como cabia esperar por ser £ nilpotente, no presenta ciclos orientados.
A continuacién, se empleard el algoritmo antes citado en la Observacién para obtener
el reordenamiento de la base natural tal que la matriz de estructura sea estrictamente
triangular superior. Sea ¢ la permutacién que nos da dicho reordenamiento. En efecto, el

nodo vs es un sumidero, por tanto o(5) = 5. Si ahora se considera el subdigrafo de I'(€, B)

o e

el nodo v es un sumidero, por tanto o(4) = 3. De nuevo, considerando el subdigrafo con

O ONO,

se tiene que tanto el nodo vy como el nodo vy son sumideros. Considérese, sin pérdida

con los cuatro nodos restantes,

los tres nodos restantes,

de generalidad, que o(3) = 2. Finalmente, solo se tiene el subdigrafo con los nodos v;
y v4 sin aristas, por lo que se puede tomar o(2) = 4 y o(1) = 1. El reordenamiento
resultante es B’ = {fl,fg,fg,f4,f5} = {60(1),60(2),60(3),60(4),60(5)} = {61,64,62,63,65},
cuyo producto viene dado por f2 = e? =este3 = fs+ f1, f3 =€l =e3=f1, f2 =

e3=estes=fi+/fs5 fi=e2=e5=f5y f2 =e2 = 0. En consecuencia, la matriz de
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estructura asociada a este reordenamiento es

Mp =

o O o o O
o O O o O
o O O o =

1
1
1
0
0

o = Rk O O

que es una matriz estrictamente triangular superior.

5.3. Indice de nilpotencia

En algunas ocasiones resulta interesante conocer los posibles valores que puede tomar
el indice de nilpotencia de un algebra de evolucién nilpotente. Si se tiene un algebra de
evolucién de dimensién baja, es sencillo hacer los calculos. Veamoslo, por ejemplo, en el caso
de un élgebra de evolucion nilpotente £ de dimension 3 con base natural B = {ej, e, e3}.
Al igual que se hara en el resto de la seccion, gracias al Teorema se puede suponer, sin
pérdida de generalidad, que la matriz de estructura de esta &lgebra de evolucién nilpotente
es estrictamente triangular superior. Asi, su producto viene dado por €? = aey + bes,

€3 =ce3y eg =0, con a,b,c € K. Se tienen entonces los siguientes casos:
» Sia, by cson nulos, entonces £2 = 0.
» Siaesnuloybo cson no nulos, entonces £2 = span{es} y £3 = £€2 = 0.
» Sicesnuloy aobson no nulos, entonces £2 = span{aes + bez} y €3 = £€2 = 0.
= Sibesnuloy aocson no nulos:

e Si a es nulo, entonces £2 = span{e3} y £3 = £€2 = 0.
e Si c es nulo, entonces £2 = span{es} y €3 = £€2 = 0.

e Si ambos son no nulos, entonces £2 = span{es, ez}, €3 = ££2 = span{es},

EY =683 1262 = £26? = span{e3} y £° = €1+ £283 = 0.

= Si los tres son no nulos, entonces £2 = span{aey + bes, ce3} = span{es, ez}, £3 =
EE? = span{es}, £ = £E3 + £26? = £282 = span{e3} y 5 = EEH + £283 = 0.

Es decir, un algebra de evolucién nilpotente de dimensién 3 puede tener indice de nilpo-
tencia 2, 3 0 5. Sin embargo, para valores mayores de n, este se convierte en un problema
dificil. A pesar de ello, en esta seccion se desarrollan ciertos resultados presentados en [2],

los cuales nos permitirdn ver cual es el maximo indice de nilpotencia que puede tener un
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algebra de evoluciéon nilpotente de dimension finita arbitraria y lo que ocurre en los ca-
sos en los que el indice de nilpotencia no sea méximo. Sin embargo, antes de tratar estos
resultados es necesario demostrar los dos siguientes lemas, los cuales aportan informacién

acerca de la dimensién del algebra elevada a una cierta potencia.

Lema 5.10. Si £ es un dlgebra de evolucion nilpotente con base natural B = {eq, ..., ey},

entonces se liene que:

2k 41
E* T C span{epya, ... en}

para todo 0 < k < n—2.

Demostracion. Este hecho se probara por induccién.

Para k = 0 se verifica, ya que £2 = ££ C span{es, ..., e, }.

Para k = 1 también se verifica, ya que £27! = £3 = £€2 C span{es, ..., e, }. Supongamos
entonces que £2° '+ C span{egi1,...,€en} y Se verd que se verifica para £2°+1, Empleando

la hip6tesis de induccién se obtiene que:
52k+1 _ ggzk + 5252‘“71 4t 52‘“*152‘“*1“
C (5 +82 NS g2k71)82k71+1 C 552k71+1

- gspan{ekJrla ceey en} - Span{€k+27 ceey en}a

tal y como se querfa ver. O

Lema 5.11. Si & es un dlgebra de evolucion nilpotente con base natural B = {ey, ... ey},
tal que su matriz de estructura Mp = (a;j) (estrictamente triangular superior) satisface

que a12a23 ... am_1), 7 0, entonces se liene que:

2k 41 2k 42 2k+1
=2 =... =¢ = span{exi2,...,€n}t

para todo 0 < k < n—2.

Demostracion. Este hecho se probard por induccién.
Para k = 0 se verifica ya que £2 = £€ = span{ea, ..., en}.

Para k = 1 también se verifica ya que:

£ = g3 = €62 = Espan{e, ..., e} =spanfes, ..., e},
EF = 4 = £63 + 262 = £262 = spanfes, ..., en}.
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Supongamos entonces que £2° 1 = £2"742 = ... = £2" — gpan{ej 11, ..., en}. Emplean-
do la hipétesis de induccién se tiene que:
Xl —ge? L g2e? ol g g2
—ee? p e 4 e — g2 8T

— e = Espan{egi1,...,en} =span{egio, ..., en},
tal y como se queria probar. Por otro lado,
X =g L g2 L e
) g2 et = span{egi1,...,en}span{egiq,...,en} = span{exio,...,en}.
Asi, tenemos la cadena de contenidos
span{egi2,...,en} = g2+l ) g2 2..-D g2 DO span{egia,...,en},
de la cual se deducen las igualdades buscadas. O

Teorema 5.12. El mdzimo indice de nilpotencia que puede alcanzar un dlgebra de evolu-

cion nilpotente es 1 4+ 271
Demostracion. Por el Lema se tiene que £2" "1 C span{e, }. En consecuencia:

827171_,’_1 _ 8827171 + 528271,71_1 + . + 827172527172_,'_1
CE+E 4+ +EVHEY T+ C Espan{en} =0,

lo que concluye que, en general, el indice de nilpotencia de £ no es mayor que 1 4 27~ L.
Ademés, en particular, si ai2a23 . .. a(,—1), # 0, aplicando el Lema , £ = span{e,}
y gL = Espan{e,} = 0. Se deduce asi, que en este caso el indice de nilpotencia es

exactamente 1 + 271, O

Proposicion 5.13. Sea £ un dlgebra de evolucion nilpotente con indice de nilpotencia

distinto de 1+ 2"~1. Entonces no es mayor que 1 + 2"~2,

Demostracion. Como &£ es nilpotente, supéngase sin pérdida de generalidad que la matriz
de estructura es estrictamente triangular superior. En la demostracion del Teorema [5.12
se ha visto que si a12a23...a(,—1), 7 0 entonces el indice de nilpotencia es méximo. En
consecuencia, la tinica hipotesis empleada serd que aizags ... a1y, = 0.

Esta proposicién se probara por reducciéon al absurdo. Supongase que £ es nilpotente con
indice de nilpotencia estrictamente mayor que 14+2"~2 pero distinto de 14+2"~!. A continua-

.. . . ., n—k—3
cién, se llevara a cabo una induccién en k para ver que £2 1 = span{e, k_1,..-,en}
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Considérese, en primer lugar, el caso k = 0. Por el Lema £2"H1 C span{e,} y
2 C span{e,_1,en} . Por otro lado, como el indice de nilpotencia es mayor que
14 2n=2 £2"7°+1 £ 0. As, se tiene que £2" "1 = span{e, }. Por tanto:

n—3 n—3 n—2 n—2
span{e,_1,e,} 2 R W e e B I i 1 C A s span{e, }.

+1 _ g2n,—3+2 - = gzn—Q

Supongase ahora que g’ = span{e,, }. Entonces:

EXTHL _gg? T L g2 T 4 g e T
CE+E 4+ -+ EY 7+ = Espan{e,} =0,
en contradiccién con que el indice de nilpotencia era mayor que 1 4+ 2772, Asi, como

L= span{e,_1,e,}.

= span{e,_,...,€e,} v se vera si se verifica para

span{e,_1,en} 2 2"+ D span{e,}, se tiene que 2"t

) —k—2
Supoéngase entonces que 2" 1

2"+l Como £2"7F 7L C span{e,_k_1,€n_k;---,€n} por el Lema se tiene que:

n—k—3 n—k—3 n—k—2
Span{en—k—h €n—ks-- > en} 2 52 + 2 82 +2 2 T 2 82
2n—k—2+1
o2& = span{e,_k,...,en}.
. —k—3 , —k—3 —k—3
Si &2 L span{e,_p_1,€n—k, .-, €n}, se tendria que £2" Tl =" T2 = ... =
—k—2
£ = span{e,_g,...,en}. En ese caso:

€2n7k72+1 _ 8827177672 + 8282’”7’67271 + o + g2n7k73€2n7k73+1
_ (8 + 82 + o + 521’1,7](373)82717](3734»1
= Espan{e,_,...,en} Cspan{e,_k_1,...,€n},

g2n—k—2+1

lo que contradice que = span{e,_k,...,€n}, y €n consecuencia se tiene que

gL span{€,_k_1,Cn—k;---,En}-

Por tanto, hemos probado por induccion que £2" "1 = span{e,_k_1,...,€nt, y asi,
E? = span{es,...,e,}, en contradicciéon con que ajpass . .+ @(n—1)n = 0. Se ha probado
entonces que si el indice de nilpotencia es distinto de 1 + 2"~! entonces no es mayor que

14272, O

Observacion 5.14. Nétese que, en principio, no se podrian restringir todavia més los valores
posibles para el indice de nilpotencia, ya que, tal y como muestra el siguiente ejemplo,
existen algebras de evolucién cuyo indice de nilpotencia es mayor que 1 + 273

que 1+ 2772,

y menor

Ejemplo 5.15. Sea £ un élgebra de evoluciéon con base natural B = {ej, ez, e3,e4} y cuyo

producto viene dado por e% =eo+e3+ ey, e% = —ey, e% =eqy 6421 = 0. En efecto, se tiene
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que:

E? = £€ = span{ey + e3 + e4, —ey, e4} = span{es + e3,e4},
E3 = E£E? = Espan{es + e3,e4} = spanfey},
EV =683+ £26% = £26% = span{(ez + e3)%, €3} = 0.

Por lo tanto, su indice de nilpotencia es 4, el cual verifica que:
1+273=1+2=3<4<5=1+4=1+2""2

Observacion 5.16. En la prueba del Teorema se ha visto que si a12a23 ... ag,—1), # 0,
entonces el algebra de evolucién tiene indice de nilpotencia maximo, 1 + 2"~!. Por otro
lado, en la demostracién de la Proposicién se ha visto que si a12a23 ... ap—1), = 0,
entonces el algebra de evolucién tiene un indice de nilpotencia no mayor que 1+ 272 y
por tanto, menor estricto que 1+ 2"~!. Es obvio que una consecuencia inmediata de estas
dos demostraciones es que un &lgebra de evolucién nilpotente tiene indice de nilpotencia

maximo si y solo si ajeao03 . . . A(n—1)n # 0.

Se pone fin a este capitulo con un resultado sobre el indice de nilpotencia por la derecha

v el indice de solubilidad.

Teorema 5.17. Sea £ un dlgebra de evolucion nilpotente cuya matriz de estructura (la
cual podemos suponer que es estrictamente triangular superior por el Teorema cumple
que a12a23 . .. an_1y, 7 0. Entonces £ también es nilpotente por la derecha y soluble, y en

ambos casos tiene indice n + 1.

Demostracion. En primer lugar se tratard la solubilidad. En efecto, £ es soluble por la
Proposicion . Ademas, se tiene que £?) = £€ = span{es, ..., e, }. Supéngase entonces

k-+1)

que EF) = span{eg, ..., e,} y se vera que & = span{exy1,...,en}. En efecto:

gk+1) — glk) gk) — span{eg, ..., e, } span{eg,...,e,} = span{exi1,...,en}.

Por tanto £™ = span{e,} y asi, £+ = ggl) =,

Anélogamente, se tratara la nilpotencia por la derecha. En efecto, £ es nilpotente
por la derecha por la Proposicién Ademas, se tiene que £2 = £€ = span{es, ..., e, }.
Supéngase entonces que £F) = span{eg, ..., e}y se verd que Ekt1) — span{eg41,...,€en}.

En efecto:
gkt — glb) g — span{eg, ..., e, }€ = span{egi1,...,en}.

Por tanto £ = span{e,} y asi, £nt1) = £mg = 0. O



Capitulo 6

Grupo de automorfismos en algebras

de evolucion

Tal v como ya se ha mencionado en la Definicién el conjunto de automorfismos
de un &lgebra tiene estructura de grupo con la composicién. El objetivo principal de este
altimo capitulo es el estudio del grupo de automorfismos en el caso particular de las algebras
de evolucién. En primer lugar, se presenta una condicién suficiente para que el grupo de
automorfismos de un algebra de evolucién sea finito, ya que, en general, no tiene por qué
serlo. Ademaés, se ejemplificard este caso particular con el célculo de algunos grupos de
automorfismos. Posteriormente, se estudia la interesante propiedad de que, dado un grupo
finito cualquiera, se puede construir un algebra de evolucién cuyo grupo de automorfismos
sea isomorfo a dicho grupo finito. Por ultimo, como punto y final a este trabajo, se enuncia
un resultado que permite describir el algebra de derivaciones de un algebra de evolucién y

se presentan algunos ejemplos.

6.1. Finitud del grupo de automorfismos

Esta seccion esté dedicada, en su mayoria, al desarrollo de un resultado presente en [5],
el cual asegura que el grupo de automorfismos es finito en el caso particular de algebras
de evolucion regulares (Definicion [3.18). Ademés, al final se presentan algunos ejemplos
del célculo del grupo de automorfismos de algebras de evolucién regulares empleando la
demostracion del resultado.

En primer lugar, nétese que si se omite la condicién de que el dlgebra de evolucién sea
regular, su grupo de automorfismos puede ser infinito, tal y como se muestra en el siguiente

ejemplo tomado también de [5, Example 4.1].

49
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Ejemplo 6.1. Sea £ un algebra de evolucion sobre R con base natural B = {e1,e2,e3} y

cuyo producto viene dado por €3 = e3, €3 = e3 y e% = e3. En efecto, si ¢: & — € es un

automorfismo, este va a ser de la forma:

p(e1) = aqer + azes + azes,
p(e2) = Bre1 + Paez + Pses,
@(e3) = y1e1 + y2e2 + 3e3,

tal que existe, al menos, un o; # 0, un 3; # 0 y un = # 0. Ademés, por ser ¢ un
homomorfismo de algebras, p(zy) = p(x)p(y) para cualesquiera x,y € £. En particular,

se tiene que:

vier + ez + y3e3 = @(e3) = p(e3) = p(es)p(es) = (1 + 73 +73)es.

Por tanto, v = 72 = 0y 73 = 1. Se concluye entonces que ¢(e3) = e3, es decir, ¢ deja fijo

a ez. De igual modo, se tiene que:
_ _ 2y _ (2 2 2
e3 = p(e3) = pler) = ple1)p(er) = (ai + aj + aj)es,
y en consecuencia of + a3 + a3 = 1. Ademés,
0=0(0) =g(ere3) = p(e1)p(es) = (are + ages + ages)es = ases.

Se concluye entonces que a3 = 0. Por tanto, go(el) = @1€1 + ager con a% + a% = 1.

Anélogamente, ¢(es) = Bie1 + Baez con B2 + 35 = 1. A mayores,

0 =¢(0) = p(ere2) = p(e1)p(e2) = (e1 + agez)(Brer + faea) = (11 + azf)es,

por tanto ay1 + asfB2 = 0. En resumen, la matriz asociada al automorfismo ¢,

cumple que a% + a% =1, ,6’% + ,6’22 =1, 181 + azfe = 0y det(M,) = a182 — i # 0.

Ademas, notese que

ar a2\ (a1 B _ [ of+a3  aifitaf) (10
B Ba) \az B aifi +azby B+ B3 0 1)’
y que ambas matrices son invertibles, por tanto son ortogonales. Asi, Aut(€) es infinito,

ya que existen infinitas matrices ortogonales 2x2.
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Antes de comenzar con la demostracion del resultado antes mencionado, es conveniente
enunciar el siguiente corolario, el cual es consecuencia directa del Teorema [3.22|y del hecho
de que un automorfismo de algebras de evolucion es, en particular, un isomorfismo de

algebras de evolucion, que por tanto lleva bases naturales en bases naturales.

Corolario 6.2. Sea £ un dlgebra de evolucion regular y sea B = {ey,...,e,} una base
natural. Entonces, para cualquier automorfismo ¢ € Aut(€) existe una permutacion o € Sy,
tal que p(e;) € K*e,(;), donde K* = K\{0}.

Teorema 6.3. 5i & es un dlgebra de evolucion regular, entonces su grupo de automorfismos,

Aut(€), es finito.

Demostracion. En primer lugar, fijese una base natural B = {ey,...,e,} de £ y considérese
su matriz de estructura Mp = (a;j). Por el Corolario se tiene que todo automorfismo
de &€ induce un automorfismo en I'(€, B) = (V, E). Es facil ver que la correspondencia

inducida
&: Aut(€) — Aut(I'(€, B))

es un homomorfismo de grupos.
A continuacion, se vera que el ker(®) es finito. Notese que el nucleo de @ esta formado
por los automorfismos diagonales de £, es decir, aquellos automorfismos tales que ¢(e;) =

wie; con u; 7% 0 para todo ¢ = 1,...,n. En este caso se tiene que:
n n n
> Hiaijej = e} = (miei)’ = plei)’ = p(e}) = 9(Y_ aijej) = Y aijpje;.
j=1 j=1 j=1

Entonces, ¢ es automorfismo si, y solo si, ,u%aij = pja;; para cualesquiera i, j tales que
a;; # 0, o equivalentemente, si ,uzz = p1; para cualesquiera i, j tales que (v;,v;) € E. Este

argumento se resume en el siguiente isomorfismo de grupos:
ker(®) = {(ju1, ., 11a) € (K*)" | tj = 22 para todo (v3,v;) € E}.

No obstante, por hipétesis se tiene que & = &2, por tanto e; € E£? para cualquier
i=1,...,n,y, en consecuencia, existe al menos un indice j tal que (vj,v;) € E, es decir,
el digrafo asociado a un algebra de evolucién regular no tiene nodos fuente. Por tanto,
si se fija un i € {1,...,n} cualquiera, ¢ = ip, existe un indice i; tal que (v;,,v;,) € E.
De la misma forma, existe un iy tal que (vi,,v;,) € E. Si se repite este proceso sucesivas
veces, es obvio que, al tratarse de dlgebras de evolucién finitas cuyo digrafo es finito, acaba
apareciendo un ciclo. Tomemos entonces los menores enteros 0 < r < s < n tales que

ir = is4+1 (véase el digrafo en el anexo [A.2]).
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En esta situacion se tiene que:

2 2 2 2s+177‘ 2s+177‘
/’Lir = /’Lir+1 = (/’Lir+2) == Mis_;,_l = /’Lir )
por tanto /L?fkr_l = 1. Ademas, por otro lado, y1; = piy = p?, = -+ = p? . Reemplazando

este valor en la expresiéon anterior se tiene que:

125+17T_1 :( ?:)25-‘—1 r_1 ( 12:4*177“_1)27“ _ 1
En consecuencia, p; es una rafz compleja de la unidad de orden un divisor de 251" — 1y,
por tanto, inicamente hay un nimero finito de posibilidades para cada u;. Asi, se concluye
que el ker(®) es finito.

Por ultimo, se vera por reduccion al absurdo que Aut(€) es finito. Supongase entonces
que Aut(€) es infinito. En ese caso, por ser el ker(®) finito, se tiene que Aut(&)/ ker(P)
es infinito. Por otro lado, la Im(®) es finita por ser un subgrupo de Aut(I'(€, B)), el cual
es finito por ser un subgrupo del grupo simétrico S,. Sin embargo, por el Teorema [1.11
se tiene que Aut(€)/ ker(®) = Im(P), lo cual no es posible por ser el primero infinito y el
segundo finito. Por tanto, se tiene una contradiccion con el hecho de que Aut(€) es infinito,

concluyendo asi el resultado. O

Observacion 6.4. La demostracién del Teoremal6.3| proporciona un algoritmo para el cilculo
del grupo de automorfismos de cualquier dlgebra de evoluciéon regular, el cual se desarrolla

en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 6.5. Considérese un algebra de evolucion € con base natural B = {e1,e2,e3} y

producto €3 = e, €5 = e3 y €3 = e1. Ademds, su digrafo asociado I'(€, B) es

e

En efecto, £2 = span{e?, €3, €3} = span{es, e3,e1} = &, es decir, & es regular. Ademas,
los automorfismos de este grafo son las permutaciones oy = (3 1 2),00=(2 3 1)e
Id=o03=(1 2 3).Asi, los automorfismos de #~!(o7) son de la forma v¢: & — € con

Y(er) = aqes, P(e2) = azer y Y(es) = ages. Por las propiedades de los automorfismos:

ager = P(e2) = Y(ef) = P(e1)® = Y(e)p(er) = af

ages = P(ez) = ¥(e3) = P(ea)® = (e2)ib(ea) = a3es,

arez = P(er) = ¥(e3) = P(ez)? = (es)i(es) = ajes,
P(ei)y(e;

N

= 1(esej) = ¥(0) = 0 para cualesquiera ¢ # j.
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Por tanto, as = a%, a3 = a% y a1 = a%. Asi, se tiene que ap = a% = a% = aff, es decir,

af = 1. Si se denotan por ¢, = exp(Q“Tki) con 0 < k < 6 a las raices séptimas de la unidad,
se tienen siete automorfismos distintos ¢y : € — & tales que i (e1) = eres, Vi (e2) = eres
v Yr(e3) = efes con 0 < k < 6.

Analogamente, es sencillo ver que @ !(03) son otros siete automorfismos distintos
dr: € — &€ tales que ¢i(e1) = exea, dlez) = eres y d(es) = eper con 0 < k < 6.

Solo falta calcular el ker(®), el cual esta formado por los automorfismos diagonales. El
menor y Unico ciclo que presenta I'(€, B) tiene longitud tres. Por tanto, si se supone que
los automorfismos ¢: & — £ son tales que p(e1) = pier, p(ea) = pges v @(es) = uses,

L= /AZ = 1 para cada ¢ = 1,2, 3, es decir, u; es una raiz séptima de la

se tiene que u?s_
unidad. Ademas, por las diferentes relaciones de adyacencia se tiene que p2 = g, u3 = 3
y 13 = p1. En consecuencia, existen siete automorfismos distintos que pertenecen a ker(®)
tales que pg(e1) = exer, pe2) = erea y ¢(e3) = efes con 0 < k < 6.

Ejemplo 6.6. Considérese un élgebra de evolucion £ con base natural B = {e1,es,e3} y

cuyo producto viene dado por e? = ey +e3, €3 = e1 +e3 y e% = e9. Ademés, su digrafo

asociado I'(€, B) es

En efecto, £2 = span{e?, 3, €3} = span{es + e3,e1 + e3,ea} = &, es decir, € es regular.
Ademés, el tnico automorfismo que admite el digrafo I'(€, B) es el homomorfismo identi-
dad, por tanto Aut(€) = ¢~1(Id) = ker(®), es decir, este dlgebra de evolucién solo admite
automorfismos diagonales.

Si se supone que los automorfismos ¢: &€ — £ de ker(®) son tales que ¥(e1) = pier,
(ea) = poes y Y(es) = uses, por las diferentes relaciones de adyacencia se tiene que
p2 = u2, p3 = us, ,u% = po, 3 = 1 vy p? = pg. Estas condiciones se reducen a que
w1 = pa = pug = 1. Por tanto, el unico automorfismo que se puede definir sobre £ es la

identidad.

Ejemplo 6.7. Considérese un algebra de evolucién £ con base natural B = {e1, ea,€3,€e4}
y cuyo producto viene dado por €? = ey, €2 = e3, e% =e1+eqy el = eq Ademas, su
digrafo asociado I'(&, B) es

@/E»\@%
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En efecto, £2 = span{e?, e3, 3, €3} = span{ez, 3, e1+eyq,e4} = &, es decir, € es regular.
Ademas, el unico automorfismo que admite el digrafo I'(€, B) es la aplicacion identidad,
por tanto Aut(€) = ker(®), es decir, este algebra de evolucién solo admite automorfismos
diagonales.

La longitud minima que presenta un ciclo es uno, ya que en el cuarto nodo existe un
lazo. Si se supone que los automorfismos p: £ — £ de ker(®) son tales que p(e1) = pieq,
p(e2) = paez, ples) = pses y ples) = paes, se tiene que p7 ' = p; = 1 para cada
1=1,2,3,4. Por tanto, el Gnico automorfismo que se puede definir sobre £ es la identidad.

Observacion 6.8. A partir del Ejemplo [6.7] es sencillo darse cuenta de que si el digrafo
asociado a un algebra de evolucién tiene un lazo en alguno de sus nodos, entonces el tinico

automorfismo de ker(®) es la identidad.

6.2. Una categoria finitamente universal

Tal y como ya se ha adelantado con anterioridad, dado un grupo finito es posible
encontrar un algebra de evolucién cuyo grupo de automorfismos sea isomorfo a dicho grupo

finito. La siguiente definicién da nombre a esta propiedad.

Definicion 6.9. Se dice que una categoria € es finitamente universal si todo grupo finito
se puede expresar como el grupo de automorfismos de un objeto de €, es decir, si dado G
un grupo finito, existe X € Obj(€) tal que Aute(X) = G, donde Aute(X) denota el grupo

de automorfismos del objeto X de la categoria €.

En general, estudiar si una categoria es finitamente universal es un problema dificil.
Sin embargo, en el caso particular de la categoria de las algebras de evolucién sobre un
cuerpo K, &, el Teorema de Frucht (Teorema simplifica mucho la solucién a este
problema. Cabe destacar que a lo largo de esta seccién se empleard el enfoque descrito en
la seccion [3.3] el cual relaciona grafos simples finitos y algebras de evolucion.

En primer lugar, se presenta un resultado que relaciona el grupo de automorfismos de

un grafo simple G, con el grupo de automorfismos del algebra de evolucion X (G).

Proposiciéon 6.10. Dado un grafo simple finito G = (V,E) y ¢ € Autg, (X(G)), eziste
0 € Aut grapns, (G) tal que p = X(0).

Demostracion. Sea ¢ € Autg, (X (G)). Notese que, por la Proposicion X (G) es regular,
y por tanto, su base natural B, segin la Definicion es Unica salvo permutaciones y
multiplicacién por escalares por el Teorema Ademés, por ser ¢ un automorfismo,

©(B) es otra base natural de X(G) y preserva el nimero de constantes de estructura no
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nulas, entonces p(by) = Auby(v) ¥ P(ba) = Aabr(a), donde o es una permutacion de V, 7 es
una permutacion de E y Ay, Ay € K no nulos.

Por un lado,

Aobo(w) = 9(bu) = g(07) = (9(b0))? = (Mobo(w))® = Aobo(v),

por tanto \2 = \,, y asf A\, = 1.
Por otro lado, si a = {v,w} € E'y 7(a) = {v,w},

)‘abr(a) + )‘Uba(v) + A”Luba(w) = (P(ba + by + bw) = (p(b?z) = (Sp(ba))Q = Acgz(b’l'(a) +bp + bu_))v

por tanto A2 = \,, vy asi A\, = 1. Ademas, 7(a) = {0(v),o(w)}. En consecuencia, o
es una permutacion de los vértices de G que lleva aristas en aristas. En otras palabras,
(S AutGmphsi (g) y ¥ = X(U) O
Observacion 6.11. Reciprocamente, como los funtores preservan isomorfismos, a todo o €
Aut Graphs, (G) le corresponde un automorfismo X (o) € Autg, (X'(G)).

A partir de esta relacién entre el grupo de automorfismos de un grafo simple G y del
algebra de evolucion X (G) y la Proposicion [3.28] se puede mejorar el Teorema de la

siguiente manera.

Teorema 6.12. Dado un cuerpo K, existe un funtor fiel covariante X : Graphs, — Ex

tal que para cada G € Obj(Graphs;) se verifica:
(i) X(G)? = X(G), es decir, X(G) es regular, y

(i4) Autg, (X(G)) = Autgraphs, (9).-

Con todo lo anterior, estamos ya en condiciones de enunciar y demostrar el resultado

de mayor importancia de esta seccién.

Teorema 6.13. Sea &k la categoria de las dlgebras de evolucidn sobre el cuerpo K y sea

G un grupo finito. Entonces, existe un X € Obj(Ek) tal que:
(i) X2 = X, esto es, X es regular, y
(17) Autg, (X) = G.

En particular, £k es finitamente universal.

Demostracion. Dado un grupo finito G, por el Teorema de Frucht (Teorema [1.30)), exis-
te un grafo simple G tal que Autgrapns(G) = G. Por otro lado, dado G un grafo simple
finito, Autgraphs,(G) = Autgrepns(G), ya que, en particular, un automorfismo es un ho-

momorfismo inyectivo. Asi, por el Teorema [6.12] existe un dlgebra de evolucién regular
X = X(G) € Obj(&k) tal que Aute, (X(G)) = Autgraphs, (G) = Aut grapns(G) = G. O
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Ademas, como por el Teorema se tiene que el grupo de automorfismos de un algebra

de evoluciéon regular es finito, el siguiente corolario es inmediato.

Corolario 6.14. Sea G un grupo. Entonces G es finito si, y solo si, existe un dlgebra de

evolucion regular X tal que Autg, (X) = G.

6.3. El algebra de derivaciones

Tal y como ya se ha mencionado en la Definicion [I.I§] el conjunto de las derivaciones
de un &lgebra tiene estructura de algebra de Lie. En esta tltima seccion se expone un
resultado de [[6] que permite caracterizar el algebra de derivaciones de cualquier algebra de
evolucién regular. Cabe destacar que este resultado se presenta sin demostracion, ya que
los conceptos y técnicas empleadas en esta exceden los objetivos de este trabajo.

En primer lugar, se presentan dos conceptos sobre digrafos que van a ser necesarios

para comprender estos dos resultados.

Definicion 6.15. Sea v = (v1,a1,v2,...,Un-1,0n—1,Vy) Un camino no dirigido de un
digrafo D = (V, E), donde vy,...,v, € V, a1,...,an,—1 € Eyparacadai=1,...,n— 1,
se tiene que a; = (v, v;4+1) 0 bien a; = (vit1,v;). Se define el equilibrio del camino v como

el entero
by)=Hill<i<n—1ya = (vyvr)} —Hi|1<i<n—1ya = (vit1,vi)}

esto es, b(vy) se obtiene sumando uno si la arista a; se recorre en el sentido que marca la

flecha, y restando uno si se recorre en sentido contrario a la flecha.

Definicion 6.16. El equilibrio del digrafo D se define como el maximo coman divisor de

los valores absolutos de los equilibrios de los ciclos de D, es decir,
b(D) = mcd{|b(7y)|, con ~ ciclo en D}.
Se ilustraran las definiciones anteriores a través del siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.17. Considérese el siguiente digrafo D = (V,E) con V = {wvg,v1,ve,v3} y
E = {a1 = (v2,v1), a2 = (v2,v3),a3 = (v4,v3), a4 = (v3,v4),a5 = (v4,v1)}:

Gy
a1 a2
as

as
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Considérense los caminos a1 = (v1,a1,v3), as = (ve, az,v3), ag = (v1,a1,v2,a2,v3) y
ay = (v1,a1,v2,a2,vs,a3,vs). Entonces se tiene que b(ay) = —1, b(aw) = 1, b(ag) = 1-1 =
0y b(ag) =1—2=—1. Ademas, todos los posibles ciclos tienen equilibrio un miltiplo de
2. Considérense, por ejemplo, los ciclos 71 = (vs,a4,v4,a3,v3), v2 = (v3,as,v4,aq,v3),
v3 = (v1,a1,v2,a2,v3,a3,v4,a5,v1) ¥ Y4 = (v1,a1,v2,0a2,v3,a4,v4,0a5,v1). En efecto,
b(m1) =2, b(y2) = —2, b(y3) =0y b(y4) = 2. Por tanto, b(D) = 2.

Teorema 6.18. Sea & un dlgebra de evolucidn regular sobre K, sea B = {e1,...,en} una

base natural y I'(E, B) su digrafo asociado. Entonces:
(1) Sila caracteristica del cuerpo K es 0 o 2, entonces Der(€) = 0.

(73) Si la caracteristica del cuerpo K es p # 0,2, considérense I'; = (V;, E;) (Vi C B),
i =1,...,r, las componentes conezas de T'(E,B) tales que p | 220 — 1. Ademis,
para cada i = 1,...,r, fijese un elemento e; € V;. Entonces, Der(E) es un dlgebra

de Lie abeliana de dimension r, y una posible base viene dada por {51,52, . ,(5}},

donde:

e bi(e) =0 para todo e ¢ V;,

>

(€i) = e,

N

e b5i(e)) =2"Me sie! € Vi yy es un camino que conecta e; y €.

Observacion 6.19. En particular, la caracteristica de R y C es 0. Por tanto, cualquier

algebra de evolucion regular £ sobre R o sobre C verifica que Der(&) = 0.

Por dltimo, se presentan algunos ejemplos del cdlculo del algebra de derivaciones en

algebras de evolucién regulares.

Ejemplo 6.20. Considérese un algebra de evolucién regular £ sobre un cuerpo K con base
natural B = {ej, e2} y cuyo producto viene dado por €? = e y €2 = e1. Ademés, su digrafo

asociado I' = T'(&, B) es conexo:

Por un lado, fijado el nodo e, se tiene que o = (e, aq, ez) es un camino de e; a ey con
b(a) = 1. Por otro lado, los ciclos posibles con equilibrio no nulo son v; = (e1, a1, €2, as, 1),
Yo = (e1,a2,€2,a1,€1), v3 = (€2,a1,€1,a2,e2) y v4 = (e2,a2,€1,a1,ez), los cuales verifican
que b(y1) =b(y4) =14+ 1=2y b(y2) =b(y3) = —1 — 1 = —2. En consecuencia, b(I") = 2.
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Asi, 261 — 1 = 22 — 1 = 3, por tanto, Der(€) = 0 salvo que la caracteristica del
cuerpo K sea 3, en cuyo caso Der(€) tiene dimensiéon uno y una posible base es { b} }, donde
5: & — £ es una derivacion tal que 3(61) =ery 5(62) = 20 ey = 25 = —es.

Ejemplo 6.21. Considérese un algebra de evolucién regular £ sobre un cuerpo K con base
natural B = {ej, e, e3,e4} vy cuyo producto viene dado por e% = ey, e% =e1 + e3, e% = e

y e3 = e3. Ademds, su digrafo asociado I' = I'(€, B) es conexo:

3

Por un lado, fijado el nodo ey, se tiene que o = (e1, ag, €4, as, e3, aq, €2) €s un camino
de ey a ey con b(ag) = 3, ag = (e1, a9, e4,as3) es un camino de e a ez con b(ag) =2y asz =
(e1,a2,e4) es un camino de e1 a e4 con b(az) = 1. Por otro lado, sobre este digrafo se pueden
definir gran cantidad de ciclos, pero todos ellos tienen equilibrio un miltiplo de 2. Algunos
ejemplos de ciclos serian v = (eg, as, €3, a4, €2), v2 = (€1, a2, €4, a3, €3,a4,€2,a1,€1), Y3 =
(e2,a4,€3,a5,e2) v 74 = (e1,a1, ez, a4, e3,as,eq,as,e1), los cuales verifican que b(y;) = 2,
b(v2) =4, b(y3) = —2 y b(y4) = —4. En consecuencia, b(I') = 2.

Asi, 260 — 1 = 22 — 1 = 3, por tanto, Der(§) = 0 salvo que la caracteristica del
cuerpo K sea 3, en cuyo caso Der(€) tiene dimension uno y una posible base es {5},
donde §: & —» & es una derivacion tal que 5(61) = eq, 5(62) = 2b(@)ey = Bey = —e,
3(63) = 20(a2)eg = 4eg =e3 y 5(64) = 20(a3)e, = 2ey = —ey.

Ejemplo 6.22. Considérese un algebra de evolucién regular £ sobre un cuerpo K con base
natural B = {ey, ez, e3,e4,€5,€6} y cuyo producto viene dado por e% = ey, e% = e + eg3,

e3 = ey, e? =e3, €2 = ¢ y €2 = e5. Su digrafo asociado I' = I'(€, B) es

(D)
()
m

En efecto, este digrafo presenta dos componentes conexas 'y y I'o. Ademaés, por los dos
ejemplos anteriores, se sabe que 2b1) 1 = 2b(2) — 1 =22 _1 = 3, por tanto, Der(€) =0
salvo que la caracteristica del cuerpo K sea 3, en cuyo caso Der(€) tiene dimension dos
y una posible base es {51,52}, donde (51: E—E&y 52: £ — & son derivaciones tales
que 51(61) = ey, 51(62) = 8ey = —e9, 51(63) = 4e3 = eg3, 51(64) =2e4=—ey 51(65) =

~ ~ ~

d1(eg) = 0; y da(er) = da(e2) = d2(e3) = da(eq) = 0, da(e5) = e5 y d2(eq) = 2e6 = —eg.
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A. Anexo

A.1. Inyectividad en los homomorfismos de grafos

Notese que no es posible definir el funtor X de la categoria Graphs, cuyos objetos son
los grafos simples finitos y los morfismos son los homomorfismos de grafos tal y como
se describen en la Definicion [1.29] en la categoria Ex. Esto es debido a que, en general,
siguiendo la Definicién X no lleva homomorfismos de grafos en homomorfismos de
4lgebras de evolucién, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.

Considérese el grafo simple finito G = (Vi, E1), donde V; = {v1,ve} y E1 = 0:

U1 V2
o [

y el grafo simple finito Gy = (Va, E»), donde Vo = {w} y Ey = (:

w
[ ]

Considérese entonces la aplicacion f: G; — Gy tal que f(v1) = f(v2) = w. En efecto, f
es un homomorfismo de grafos ya que lleva vértices en vértices, aristas en aristas y preserva
la adyacencia. No obstante, notese que f no es una aplicacion inyectiva.

Por otro lado, X(G1) es un algebra de evolucién con base natural B = {by,,by,} ¥
producto b2 = by, y b2, = by,; ¥ X(G2) es un algebra de evolucién con base natural
B = {by,} y producto b2, = by,.

Sin embargo, la aplicacion X' (f): X(G1) — X (Ga), tal y como se describe en la Defini-

cién no es un homomorfismo de algebras de evolucién ya que no respeta el producto:

X(f)(bvlbvz) = X(f)(()) =0 7é by = b’%u = bf(vl)bf(vz) = (X(f)(bm)) (X(f)(bw))

No obstante, este problema es sencillo de solucionar empleando la categoria Graphs;,
en la que Unicamente se consideran homomorfismos de grafos inyectivos. De esta forma,
se consigue que el homomorfismo de dlgebras correspondiente respete no solo el producto
de un elemento de la base por si mismo, tal y como se muestra en y , sino
también el producto de dos elementos distintos de la base, es decir, se verifica . Asi,
si f es un homomorfismo de grafos inyectivo, X (f) siempre va a estar bien definido como
homomorfismo de algebras de evolucién.

Cabe destacar que, en la seccion el empleo de la categoria Graphs; en vez de la
categoria Graphs no causa problema alguno ya que, en particular, los automorfismos son

homomorfismos inyectivos.
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A.2. Digrafo del Teorema [6.3
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