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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Geometria y Topologia

Titulo: Planificacién lineal a trozos en la roboética

Breve descripcién del contenido

La complejidad topologica TC(X) de un espacio topologico X (Farber 2003) mide el ntimero
de algoritmos necesarios para planificar los movimientos de un sistema mecanico. Es un
invariante dificil de calcular, por lo que se han dado diferentes versiones y aproximaciones.
En este trabajo se estudiara la complejidad simplicial SC(K) de un complejo simplicial K
(Gonzalez 2018), que coincide con la complejidad TC(]|K]|) de su realizacion geométrica,

pero que puede calcularse con métodos combinatorios.

Recomendaciones

Cursar o haber cursado las materias “Topologia general” y “Topologia algebraica”.
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Resumen

La complejidad topologica TC(X) es un invariante propuesto por Michael Farber, que surge
en el contexto de la planificacién de movimientos en la robética. En este trabajo se desarrolla
una analogia discreta propuesta por Jesis Gonzalez: la complejidad simplicial SC(K) de un
complejo simplicial K, que resulta equivalente a la complejidad topologica TC(||K||) de su

realizaciéon geométrica, pero que es computable mediante métodos combinatorios.

Abstract

The topological complexity TC(X) is an invariant proposed by Michael Farber, arising in
the context of motion planning in robotics. In this thesis, a discrete analogy proposed by Jests
Gonzalez is developed: the simplicial complexity SC(K) of a simplicial complex K, which is
equivalent to the topological complexity TC(||K]||) of its geometric realization but is computable

using combinatorial methods.
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Introduccion

Originalmente, la topologia algebraica fue topologia combinatoria. Esto se refiere al uso de
objetos combinatorios, como los complejos simpliciales, para modelar espacios topolégicos. La
realizacion geométrica de un complejo simplicial es un poliedro n-dimensional, es decir un espa-
cio con una “triangulacién” generalizada. A partir de mediados del siglo XX, con la aparicion
de nuevos métodos homolégicos y categéricos, dejo de ser necesario trabajar con estas trian-
gulaciones para definir invariantes topoldgicos como los ntimeros de Betti o la caracteristica de

Euler-Poincaré.

Sin embargo, en los ultimos afios el enfoque combinatorio ha vuelto a despertar interés, sobre
todo por la presencia cada vez mayor en las Mateméaticas de los ordenadores y el software de
calculo cientifico y de computacién técnica. Esto da importancia a la posibilidad de programar

el calculo de invariantes topolégicos como el que vamos a considerar en este trabajo.

La categoria de Lusternik-Schnirelmann, o categoria LS, es un invariante homotopico que fué
introducido hacia 1935 en el contexto del célculo de variaciones y que sigue siendo un area activa

de investigacion ya que tiene aplicaciones en roboética. Pero es muy dificil de calcular.

En realidad estas aplicaciones surgieron cuando Farber definié en 2003 la complejidad topo-
ldgica, un invariante analogo a la categoria LS, como una forma de atacar el llamado problema

de planificaciéon de movimientos.

Una idea reciente es buscar aproximaciones simpliciales de este tipo de invariantes. Surgi6
tras los trabajos de los matematicos argentinos Barmak y Minian, que dieron una interpretaciéon
geométrica moderna a la nociéon clasica de contigiiidad, ya utilizada por Brouwer en su teorema

de aproximacion simplicial de 1912.

Fueron Macias, Vilches y Fernandez-Ternero |7, 8], junto con Aaronson y Scoville [1], quienes
dieron por primera vez una nocion de categorfa LS discreta, es decir en el contexto de complejos
simpliciales. Para ello dieron una definicién analoga a la clasica, pero sustituyendo el uso de ho-
motopias por el de clases de contigiiidad. En un trabajo posterior, los mismos autores volvieron

a usar estas ideas para definir una version simplicial de la complejidad topologica [6]. De este
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XII Introduccion

modo, estos invariantes dependen exclusivamente de la estructura combinatoria. Posteriormente,
Jests Gonzalez y sus colaboradores [9] refinaron esta idea para que fuera efectivamente compu-
table y diera una buena aproximaciéon de la complejidad topologica. Es este tiltimo invariante el

que estudiaremos en este trabajo.

El trabajo se organiza como sigue. El Capitulo 1 trata el concepto de complejidad topologica
siguiendo principalmente las referencias de Farber [4] y [5]. Se tratan en detalle los diferentes
aspectos de la definicién, incluyendo la topologia compacto-abierto. Esto se complementa con
varios ejemplos de célculo. Ademés, se prueba una equivalencia entre secciones y homotopias
fundamental para adaptar el concepto al contexto simplicial. Por tltimo, se realiza una reformu-
lacion de la definicion para el caso de los retractos de entornos euclideos. Dado que los complejos
simpliciales se incluyen en esta clase de espacios, dicha reformulaciéon se podré aprovechar més

adelante.

El Capitulo 2 consiste en una introduccién a la teoria de complejos simpliciales abstractos, ex-
trayendo la ideas del libro [14], como sugiere Jests Gonzalez en [9]. Se incluyen principalmente los
conceptos necesarios para entender las ideas de realizacién geométrica, subdivisién baricéntrica,
aproximacion simplicial y contigiiidad, empleadas todas ellas en el siguiente capitulo. Se termina
con una seccién dedicada a la construcciéon del producto de complejos simpliciales expuesta en
el libro [3].

Finalmente, el Capitulo 3 consiste en una explicacion detallada del articulo de Jesiis Gonza-
lez [9], en el que se propone el concepto de complejidad simplicial. Se prueba que coincide con
la complejidad topologica de la realizacion geométrica y se termina el capitulo con un ejemplo

de célculo.



Capitulo 1
Complejidad topologica

En este capitulo introduciremos el concepto de complejidad topologica TC(X), un namero
que mide la discontinuidad en el proceso de planificaciéon de movimientos en el espacio de confi-
guracion X . Presentaremos el concepto siguiendo las explicaciones de Farber en [4]. No obstante,
adaptaremos todas las definiciones y resultados a la version reducida de TC(X), ya que es la

utilizada por Gonzalez en [9].

Antes de nada, presentaremos un concepto preliminar imprescindible para las definiciones

posteriores.

1.1. Topologia compacto-abierto

Dedicamos esta seccién a trabajar con un concepto bastante general, que permite dotar
de estructura topoldgica al conjunto de aplicaciones continuas entre dos espacios topolégicos

cualesquiera. Las siguientes definiciones y resultados se han extraido de la Seccion 46 de [12].

Definiciéon 1.1. Sean X e Y espacios topologicos y sea C(X,Y) el conjunto de todas las apli-
caciones continuas entre X e Y. Si K es un subconjunto compacto de X y U es un subconjunto

abierto de Y, se define:
S(K,U):={feC(X,)Y): f(K)CU}.

La coleccion de todos los conjuntos S(K, U) es una subbase de una topologia sobre C(X,Y") que

se conoce como topologia compacto-abierto.

En general, resulta tedioso trabajar directamente con esta definiciéon. Es por ello que presen-

tamos a continuacién una serie de resultados que nos simplificaran el uso de este concepto.
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Teorema 1.2. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff y localmente compacto. Consideramos

C(X,Y) con la topologia compacto-abierto. Entonces la aplicacion
e: X xCX,)Y)—Y,

definida por
(x7 f) = f(x),

es continua.

Observacion 1.3. Denotamos la aplicacion é con una tilde para distinguirla de la aplicacion

evaluacion e que definiremos en la siguiente seccién.

Definiciéon 1.4. Dada una aplicacion f: X x Z — Y, existe una aplicacién asociada F': Z —
C(X,Y), definida por la ecuacion

F(z)(z) = f(z,2).
Reciprocamente, dada F: Z — C(X,Y), esta ecuacién define la correspondiente aplicacion

f: X x Z =Y. Decimos que F es la aplicacion de Z en C(X,Y) inducida por f.

Teorema 1.5. Sean X eY espacios topoldgicos y consideremos en C(X,Y') la topologia compacto-
abierto. Si f: X xZ —'Y es continua, entonces la aplicacion inducida F: Z — C(X,Y) también

es continua. El reciproco es cierto si X es Hausdorff y localmente compacto.

1.2. Definicién de TC(X)

Ahora que ya sabemos dotar de topologia a un espacio de aplicaciones, comenzamos con el
desarrollo del concepto principal del capitulo. Consideraremos el espacio X de todas las posi-
bles configuraciones de un sistema mecanico. En la mayoria de aplicaciones, este espacio estaréa
equipado con una estructura de espacio topologico. El problema de la planificacién de movi-
mientos consiste en la construccion de un algoritmo capaz de tomar pares de configuraciones
(A, B) € X x X como entrada y producir como salida un camino continuo en X, que empiece en

Ay termine en B. A representa la configuracion inicial, y B la configuracion final del sistema.

Asumiremos que el espacio de configuracién X es conexo por caminos, para evitar asi el
subproblema de tener que determinar si los puntos A y B pertenecen a la misma componente

conexa.

Introduciremos a continuacion las definiciones que formalizan el problema de la planificaciéon

de movimientos.

Definiciéon 1.6. Llamamos espacio de caminos, y lo denotamos por P(X), al espacio de todas

las aplicaciones continuas 7: [0,1] — X con la topologia compacto-abierto. Llamamos aplicacion
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evaluacion y la denotamos por e: P(X) — X x X a la aplicacién que asocia a cada camino

v € P(X) el par formado por sus puntos inicial y final: e(y) = (7(0),~(1)).

Como es habitual en topologia, tras introducir una nueva aplicacién entre espacios topolo-
gicos, resulta casi obligatorio probar su continuidad. En este caso, nos sirve ademas como una

primera puesta en practica de la definicion de la topologia compacto-abierto.

Proposicion 1.7. La aplicacion evaluacion e: P(X) — X x X es continua.

Demostracion. Debido a la propiedad universal de la topologia producto, e sera continua si y solo
si las dos composiciones w1 o e y Ty 0 e son continuas; siendo w1 y mo las proyecciones canénicas.

Comprobaremos que, efectivamente, 1 o e es continua. El razonamiento para my o e serd analogo.

Sea V C X un abierto, veamos que (1 0 e)~1(V) es abierto:

(moe) ' (V) ={y e P(X): (moe)(y) =~(0) € V}
={y e P(X):y({0}) cV}
= S({0}, V).

Efectivamente, se trata de un abierto subbasico de P(X), puesto que {0} es compacto (por ser
finito) y V es abierto. O

Tras esto, podemos reformular el problema de la planificaciéon de movimientos como la bus-

queda de un algoritmo planificador de movimientos, definido como sigue.

Definicion 1.8. Llamamos algoritmo planificador de movimientos a una aplicacién

s: X x X = P(X) tal que eo s =idxxx. Es decir, s ha de ser una seccion de e.

La pregunta a hacerse en este punto es: jExiste un algoritmo planificador de movimientos
continuo en el espacio de configuraciéon X7 Esta cuestion es interesante ya que una falta de
continuidad resultard en un comportamiento inestable del algoritmo. Concretamente, existiran
pares arbitrariamente proximos de puntos iniciales y finales cuyos caminos asociados no son

cercanos.

El siguiente teorema de Farber [4] caracteriza los espacios para los que la pregunta anterior

tiene una respuesta afirmativa.
Teorema 1.9. Dado el espacio de configuracion X, existe un algoritmo planificador de movi-

mientos continuo s: X X X — P(X) si y solo si X es contrdctil.

Habiendo visto que la continuidad de un algoritmo planificador de movimientos no es una

cuestion trivial, tendra sentido el concepto que introduciremos a continuacién: la complejidad
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topoldgica. Intuitivamente, representa una medida de discontinuidad de cualquier algoritmo pla-

nificador de movimientos en X.

Definicién 1.10. Dado un espacio topolégico X conexo por caminos, se define la complejidad
topoldgica de la planificacion de movimientos en X como el menor entero no negativo TC(X) = k

para el cual el producto X x X puede ser cubierto por k + 1 abiertos
XxX=UUUU---UUgy1, (1.1)

tales que para cada i =1,2,...,k + 1 existe un algoritmo planificador de movimientos continuo

si: U; — P(X) cumpliendo eos; = idy,. En caso de no existir dicho k, diremos que TC(X) = oc.

En [9] también se mencionan una serie de términos para referirse a los distintos componentes

de la definicién anterior:

Definicién 1.11. Los abiertos U; del recubrimiento 1.1 se denominaran dominios locales. Llama-
remos reglas locales a las correspondientes secciones s;. La familia de pares resultante {(Uj, s;)}

se conocerd como planificador de movimientos.

Observacion 1.12. Como habiamos comentado al comienzo del capitulo, estamos considerando
la version reducida de TC(X). Se diferencia de la definicién original de Farber simplemente en

una unidad. Es decir, la versién original considera k dominios locales, en lugar de k + 1.

Observacion 1.13. A raiz del Teorema 1.9, se tiene que TC(X) = 0 si y solo si X es contractil.

Terminamos la seccién enunciando un resultado muy importante sobre la complejidad topo-
logica: su invarianza homotoépica. Este resultado permitird a menudo simplificar el espacio de
configuracion X sin cambiar su complejidad topologica. Omitimos la demostraciéon puesto que

no vamos a requerir su aplicaciéon en este trabajo.

Teorema 1.14. TC(X) solo depende del tipo de homotopia de X .

1.3. Ejemplos de calculo

Veamos algunos ejemplos de espacios de configuraciéon junto a sus correspondientes comple-
jidades topologicas. Son precismente los que aparecen en [4]. Aqui trataremos de estudiarlos con

més detalle, para reforzar las ideas que acabamos de presentar.

Ejemplo 1.15. Supongamos que X es un subconjunto convexo del espacio euclideo R". Dado
un par de configuraciones (A,B) € X x X, como X es convexo, el segmento que une A y
B esté contenido en X. De este modo, podemos asociar a este par el camino que consiste en

recorrer dicho segmento a velocidad constante. Intuitivamente, esta claro que este procedimiento
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determina un algoritmo planificador de movimientos continuo en X. Ademas, esto es consistente

con el Teorema 1.9 ya que se tiene TC(X) = 0 por ser X contractil.

Formalizaremos mas en detalle para probar que, efectivamente, dicho planificador es continuo.

Consideremos la siguiente aplicacion, que claramente es continua:

h:IxXxX—X
(t,A,B) — (1 —t)A+tB.

La aplicacion inducida s : X x X — P(X) tal que, dado (A4, B) € X x X, su imagen viene dada

por

s(A,B): I — X
t— (1-t)A+1B,

también serd continua gracias al Teorema 1.5. Y esta aplicacion se trata precisamente del plani-

ficador que hemos descrito.

Ejemplo 1.16. Consideremos ahora el espacio S! = {z € C: |z| = 1}. Sabemos que TC(S!) > 0
porque S! no es contractil. Veamos que, en concreto, TC(S!) = 1. Para ello definimos el sub-
conjunto Uy = {(z,w): z # —w} C S' x S!. Para ver que es abierto, definamos la siguiente

aplicacion:

fi:Stxst—cC

(z,w) — z +w.
Se tiene que Uy = f; 1(C —{0}), de modo que es abierto por ser imagen reciproca de un abierto.

Un planificador de movimientos continuo en Uy vendra dado por la aplicacién s1: U — P(S!)
que le asigna al par (z,w) el camino a velocidad constante a lo largo del tinico arco mas corto
que conecta z y w. Esta aplicacién s no se puede extender de forma continua a S' x S! puesto

que para pares de puntos antipodales el arco mas corto que los une ya no es tnico.

Para probar que la aplicacién s; es continua, primero debemos formalizarla apropiadamente.
Construydmosla paso a paso. En primer lugar, tenemos que considerar la funcién argumento
principal Arg : C — [—7, —7). Esta aplicacién, incluso restringida a S', no es continua; el
problema esta en el punto z = —1. La aplicacion Arg|gi_ (~1} st que es continua. En este caso, la

imagen también se restringe a (—m, —).

Ahora consideramos la aplicacién (z,w) — w - 27!, que es continua en U; C S! x S! por
ser producto de aplicaciones continuas. Su imagen esta contenida en S', puesto que |w - zfl\ =
lw||z7Y = |wl||z| ! = 1. Ademéas, w # —z por la definicién de Uy, lo cual es equivalente a que

w- 2z~ # —1. De este modo, la composicién de esta aplicacion con Arg]sl_{_l} estéa bien definida



6 1. Complejidad topolégica

y es continua. En resumen, hemos construido la siguiente aplicaciéon continua, que calcula la

diferencia de argumento entre dos puntos de la circunferencia no antipodales.

¢1: U — (=7, —m)

(z,w) — Arglsi 1) (w - 27 h.

A partir de ¢1, construimos la siguiente homotopia, que es continua por serlo todas las

aplicaciones que intervienen.

hy:IxU — S!

(t,z,w) —> z - exp(it - P1(z,w)).

Como en el ejemplo anterior, obtenemos la aplicaciéon inducida s; : Uy — P(S!) tal que, dado

(z,w) € Uy, su imagen viene dada por

si(z,w): I — S

t— z-exp(it - $1(z, w)).

Nuevamente, también es continua gracias al Teorema 1.5. Analizdndola con cuidado, puede apre-
ciarse que se trata del planificador que habiamos descrito de manera informal. La funcién ¢q
proporciona el dangulo (con el signo apropiado) entre los puntos z y w. Este valor lo multiplica-
mos por el pardmetro ¢ y aplicamos la exponencial. De este modo recorremos la circunferencia
desde el punto 1 al correspondiente a la diferencia de angulos. Solo queda multilplicar todo esto

por z, y ya tenemos el recorrido desde z hasta w.

A modo de comprobaciéon, podemos evaluar la expresion en ¢t = 0, obteniendo z - exp(0) = z.

Evaluando en t = 1 se obtiene z - exp(i - Arg|gi_y_13(w - ) =z-w- 2zt = w.

Todavia falta definir un planificador en otro abierto que, junto a Uj, recubra S' x S'. Con-
sideremos el conjunto Us = {(z,w) : z # w}, que serd abierto de manera analoga a Uy, sin mas

que considerar la aplicacion:

fo:Stxst —cC

(z,w) — z —w.

Claramente, Uy = fy 1(C - {0}), asi que sera abierto por ser imagen reciproca de un abierto.

En este caso fijaremos una orientacion en la circunferencia. Un planificador de movimientos
continuo en Us vendra dado por la aplicacion sy: Uz — P(S!) que le asigna al par (z,w) el
camino que recorre la circunferencia a velocidad constante desde z hasta w en el sentido positivo

respecto a la orientaciéon fijada. Nuevamente, so no puede ser extendida de forma continua a
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S x S'. Intuitivamente, habria un “salto” en cada par (z,w) tal que z = w, puesto que se pasaria

“de golpe” de un camino casi estatico a una vuelta completa a la circunferencia.

Los detalles técnicos de s son similares a los de s;. Nos sirve practicamente la misma expre-
sion para el planificador, pero es necesario modificar ligeramente la funcién ¢1. En este caso con-
sideraremos la funciéon argumento con determinacion 7, es decir, la funcion arg, : C — [0, 27).
Al igual que el argumento principal, esta aplicaciéon tampoco es continua en S!. Ahora el proble-
ma estd dnicamente en el punto z = 1, por lo que la aplicacién argw|51_{1} si es continua y su

imagen es (0,27). A partir de esto, construimos ¢, de manera analoga a ¢;:

¢2 : UQ — (0,27‘(’)

(z,w) — argls1 g1y (w - 27).

Como ahora (z,w) € Us, tenemos que w # z, o equivalentemente w - z~! # 1. Gracias a esto,
la, composicién con arg, |si_ {1} esta bien definida. Las definiciones de hy y s seran iguales que
las de h; y s1, sustituyendo ¢; por ¢o. La expresion del camino es por tanto z - exp(it - ¢2(z, w)).
Se corresponde con el planificador que describimos anteriormente ya que recorre la circunferencia

desde z hasta w a velocidad constante, y siempre anadiéndole a z un angulo positivo.

1.4. Equivalencia entre seccién y homotopia

El siguiente resultado extraido de [9], nos permite reducir el problema seccional a un proble-
ma homotépico. Esta reformulacién seré la clave para adaptar el problema al contexto simplicial
en un capitulo posterior. Ademas, sera utilizado en este mismo capitulo para demostrar la refor-

mulacién de la complejidad topolégica para ENRs.

Lema 1.17. La aplicacion evaluacion e: P(X) — X x X admite una seccion en A C X x X si

y solo si las dos composiciones A S X x X L X y A 4 X x X ™2 X son homdtopas.

Demostracion. Supongamos que e admite una seccion en A C X x X, i.e., existe 0: A — P(X)
continua tal que e o 0 = id4. Probemos entonces que m; o4 >~ 7y o i. Para ello, construimos la

siguiente aplicacion

H:IxA—X
(t,z) — o(x)(1).

El intervalo I = [0,1] es un subespacio cerrado de R. Por tanto, I es Hausdorff y localmente

compacto por serlo R. En consecuencia, el Teorema 1.5 nos garantiza que H asi construida es
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continua. Ademas, se tiene lo siguiente

H(0,z) =0(x)(0) = (mioeoo)(z) =m(x) = (moi)(z) VzeA
ida
H(l,z) =0(x)(1) = (meoeoo)(zx) =m(zr) = (mp0i)(z) Ve A
id g
Por tanto, H es la homotopia que buscamos. Demostremos ahora la otra implicaciéon. Supongamos

que w1 04 >~ Ty 0 i, i.e, existe una aplicacion H: I x A — X continua tal que

{ H(0,2) = (m oi)(z) Va € A,
H(l,xz) = (mp0i)(x) Vaxe A

Tenemos que probar que existe 0: A — P(X) continua tal que e o 0 = id4. Consideramos la

aplicacion o: A — P(X) tal que, dado x € A, su imagen viene dada por la aplicacion

ox): I — X
t— o(x)(t) = H(t,x).

Nuevamente, el Teorema 1.5 nos garantiza la continuidad. Tan solo falta probar que es una

seccion. Veamoslo:

1.5. Retractos de entornos euclideos

En esta seccién introducimos una clase de espacios conocidos como retractos de entornos
euclideos o ENRs, por sus siglas en inglés (Fuclidean Neighbourhood Retracts). Su nombre es

bastante explicativo, como se puede comprobar al leer la definicion ([5], Definition 4.5).

Definiciéon 1.18. Un espacio topologico X es un retracto de entorno euclideo (ENR) si es
homeomorfo a un espacio X’ C R™ que es retracto de un entorno abierto X’ C U C R", es decir,

existe una retraccion r : U — X, r|x =ro.=idx.

La Proposicién 1.22 se incluye a continuacién como herramienta técnica que serd necesaria
en una demostracion de la siguiente seccion. Se corresponde con el Ejercicio 2 de la Seccion 8 del
Capitulo 4 de |2]. Antes de enunciarla, recordamos el Lema del pegado de aplicaciones continuas
([12], Teorema 18.3), el Teorema de extension de Tietze ([12]|, Teorema 35.1) y el Lema del tubo

([12], Lema 26.8), resultados que seran necesarios en la demostracion.
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Lema 1.19. Sea X = AUB, donde A y B son cerrados en X. Sean f : A—Y yg: B—=Y dos
aplicaciones continuas. Si f(x) = g(x) para cada x € AN B, entonces f y g se combinan para
dar una funcion continua h : X =Y, definida mediante h(x) = f(x) six € A y h(z) = g(x) si
r € B.

Teorema 1.20. Sea X un espacio normal y A un subespacio cerrado de X . Cualquier aplicacion

continua de A en R se puede extender a una aplicacion continua de todo X en R.

Lema 1.21. Consideremos el espacio producto X XY, donde Y es compacto. St N es un abierto
de X XY conteniendo la rebanada {xo} x Y de X XY, entonces N contiene algin tubo W x 'Y

sobre {xo} x Y, donde W es un entorno de xo en X.

Proposicion 1.22. Sea X un ENR. Para cada espacio binormal Y (es decir, I x'Y normal),
A subespacio cerrado de Y y Fy, Fy : Y — X par de aplicaciones continuas tales que Fy|la ~ Fi|a,
existe un entorno V de A tal que Fyly ~ Fi|y. De hecho, cualquier homotopia entre Fy|a y Fi|a

puede ser extendida a un entorno de A.

Demostracion. La clave de la demostracion recae en extender la homotopia en cuestion, aplicando
el Teorema de extension de Tietze, y después emplear el Lema del tubo para ajustar la extensiéon a

un entorno como el que indica el enunciado, de manera que el resultado sea una nueva homotopia.

Para comenzar, consideremos una homotopia entre Fy|l4 y Fi|a, es decir, una aplicacion

H: I x A — X continua tal que

H(0,a) = Fy|la(a) Vae€ A.

{ H(l,a) = Fi|a(a) Vae€ A.
Nuestro primer objetivo es buscar un cerrado F' C I X Y, en el cual aplicaremos Tietze. Cons-
truiremos dicho cerrado como union de los tres cerrados siguientes: I x A (cerrado por serlo A),
{0} x Y (cerrado por serlo {0}) y {1} x Y (cerrado por serlo {1}). El primero de ellos es el
dominio de la aplicacion H. Los otros dos se pueden entender como los dominios de Fy y F7.

Tan solo hay que modificar estas aplicaciones ligeramente de la siguiente manera:

Fo: {0} x I — X
(0,y) — Fo(y).

La aplicaciéon F se construye de manera anéloga sobre {1} x I. Son continuas por ser composicion
de una proyeccién y otra aplicaciéon continua. Ahora pegamos las tres aplicaciones, obteniendo
unanueva f: F CIxY — X, donde F =1x AU ({0} xY)U ({1} xY). La aplicacion f queda

definida de la siguiente forma:

f(0,y) = Fo(0,y) = Foly) Yy €Y,
fty) = H(ty) Yy € A,
f(Ly)=F(ly) =F(y)  VYyevY.
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Esta bien definida ya que en ¢t = 0, y € A se tiene que H(0,y) = Fy(y) por definicion de H.
Anéalogamente, en t = 1, y € A se tiene H(1,y) = Fi(y). El Lema 1.19 garantiza que esta f es

continua.

Todavia no podemos aplicar Tietze, puesto que se requiere que el codominio de la aplicaciéon a
extender sea R (o R™, ver Observacion 1.23). La solucién a este problema consistira en aprovechar
que X es un ENR para definir una nueva funciéon g que tome valores en R"™. Recordemos que,
por definicién, X es homemorfo a un X’ C R™, para el cual existe una retraccion r : U — X,
r|x =rot=1idx,donde U es un entorno abierto de X’. Llamando h al homeomorfismo entre X y
X', lo anterior puede resumirse en el siguiente diagrama. Se incluye en él también la aplicacion g,

que definimos como la composicién que surge naturalmente del diagrama. Es decir, g = totoho f.

R"
]
g U
.
Ff%)(/iﬂiy
~_ —

Ahora si que podemos aplicar el Teorema 1.20 para extender g a todo I x Y. Notese que I X Y

es normal por hipotesis. De este modo, consideramos la extension continua g: I x Y — R™.

El siguiente paso sera utilizar esta g para construir una extension de f. Hay que tener cuidado,
puesto que en este caso no sera posible extender f a todo I x Y. La idea intuitiva seria considerar
la composicién bt orog. Sin embargo, esta aplicacion no esté bien definida, ya que la imagen de §
puede no estar contenida en U (que es el dominio de r). Para solucionar esto, hemos de restringir
la extension § al abierto N = §~1(U) C I x Y, que contiene a F porque §(F) = g(F) Cc U. A

continuacion, actualizamos el diagrama, incluyendo las aplicaciones § y g|n-

Ixy — 9 L pn

(|
I \ D

h71

Ahora si, la aplicacion f = h~! or o §|n esta bien definida; y es continua por ser composicion de

continuas. Verifiquemos que efectivamente es una extension de f:

f|F:(hilorofy’N)]F:hilorog‘p:hilorog:hiloroLohof:hflohof:f
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Hemos logrado extender la funcion f al abierto N. Para completar la demostraciéon basta res-

tringir f a I x V, siendo V un entorno abierto de A, de manera que I x AC I xV C N.

La aplicacion continua H = f lrxv : I x V — X ser& la homotopia que buscamos entre Fyly

y Fi|y. Comprobémoslo:

{ H(0,y) = flrxv(0,9) = F(0,y) = f(0.9) = Foly) Wy e V.

H(Ly) = flnv(0,1) = £(0.1) = f(0,1) = Fi(y) VyeV.

Solo falta, por tanto, justificar la existencia de tal abierto V. Como I es compacto, podemos
aplicar el Lema del tubo (1.21) en el espacio producto I x Y. Sabemos que I x A C F C N, de
modo que, para cada a € A, la rebanada I x {a} esta contenida en el abierto N. En consecuencia,
para cada a € A existird un V, entorno abierto de a en Y tal que N contiene al tubo I x V.
Ahora consideramos el abierto V' := (J,c4 Vo. Claramente, V' es un entorno de A y, ademas,
IxV =1x(UgeaVa) =Ugea I x Vo C N. Por tanto, este V' cumple los requisitos establecidos,

finalizando asi la demostracion. O

Observacion 1.23. Notese que en la demostracion se aplica el Teorema 1.20 a una aplicaciéon g
cuyo codominio es R™ en lugar de R. Esta generalizacion se obtiene considerando las componentes
gi = m;og, para cada i = 1,...,n. Se extiende cada una de ellas empleando la versién que hemos

enunciado del teorema; y finalmente se obtiene la extensiéon g combinando las extensiones g;.

1.6. Reformulacion de TC(X) para ENRs

Con vistas a nuestro objetivo de trasladar el concepto de complejidad topoldgica al marco de
los complejos simpliciales, nos va a resultar de utilidad reformular la definicién en términos de

ENRs, puesto que los complejos simpliciales entran en esta clase de espacios.

A continuacion, analizamos la Proposicion 4.12 de [5]. En ella se definen varios ntmeros del
estilo de TC(X), y se prueba que todos son equivalentes si X es un ENR. Solo nos interesa uno
de ellos, r(X), pero conviene definir también k(X) para poder demostrar que ambos coinciden

con la complejidad topologica. Nuevamente, adaptamos las definiciones a su versiéon reducida.

Definiciéon 1.24. Sea X un ENR. Denotamos por k = k(X) el menor entero no negativo tal

que existe una secciéon s de la aplicacion evaluacion y una sucesion creciente de k abiertos
U, CcU;C '--Uk—i-l =X x X,
tales que s|y,,,y; es continua para cada i = 0,1,..., k. Consideramos Uy = @.

Definicién 1.25. Sea X un ENR. Denotamos por = r(X) el menor entero no negativo tal que

existe una seccién s de la aplicacién evaluacién y un recubrimiento

GiUGU...Grr=XxX, GNG; =3, 1i#j,
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tal que G; es localmente cerrado y s|g, es continua para cada i =1,...,r.

Observacion 1.26. La definicion de r(X) en [5] presenta un recubrimiento por localmente com-
pactos, en lugar de localmente cerrados. Al trabajar con subespacios de R", estos conceptos
son equivalentes, como se demuestra en el Lema 8.3 de la Seccion 8 del Capitulo 4 de [2]. La
demostraciéon de la proposicién realmente hace uso del concepto de localmente cerrado, y luego
se utiliza la equivalencia para hablar de localmente compactos. Se ha optado por reformular de

esta manera la definicion de r(X), con el objetivo de simplificar los argumentos.

Tras haber definido los nimeros en cuestién, ya podemos enunciar y demostrar el resultado

principal de la seccion.

Proposicion 1.27. Sea X un ENR. Entonces TC(X) = k(X) = r(X).

Demostracion. En primer lugar, probemos que TC(X) > k(X). Establezcamos TC(X) =m y
sea Wi U---UWpp1 = X X X un recubrimiento tal que cada abierto W; admite una seccion
continua s; : W; — P(X) de la aplicacion evaluacion. Consideremos U; = Wi U --- U W; para
cada i =1,...,m + 1. Con esta construccién, esté claro que Uy C Uy C -+ C Upy1 = X x X.
Definimos entonces la seccion s : X x X — P(X) de la siguiente forma: s(x,y) = s;(x,y), siendo

i el menor indice tal que (x,y) € W;. Asi, para cada i =0,...,m (Uy = @) se tiene:

UZ‘_H—UZ'=W1U---UW7;UWZ'+1—(W1U~~-UW1')
= i+1—(W1U-~~UWZ').

En consecuencia, dado (x,y) € Uj41 — U; vemos que (z,y) € Wiy pero (z,y) ¢ W; para ca-
da j < . En base a la definicion de s que hemos dado, se cumple entonces que s(z,y) = si+1(z,y)
para todo (z,y) € Uiy1 — U;. De este modo, la restriccion s|y,,,—u, = Si+1|u, ., —v, es continua,

(3

habiendo probado asi que m > k(X).

A continuacion, veremos que k(X) > r(X). Consideremos Uy C Uy C -+ C Ugy1 = X x X
(Up = @) en las condiciones de la definicion de k(X). Para cada i = 1,...k + 1, los conjuntos
G; = U; — Uj_1 son localmente cerrados, pues U; — U;—1 = U; N (X — U;—1). Veamos que forman

un recubrimiento en las condiciones de la definicion de r(X):
GiU- UGk = (U1 — @)U (U —U1) U+ U Upg1 — U) = U1 = X x X.

Para comprobar que G; NG = & si i # j, consideremos s.p.g. que ¢ < j. Entonces U; C U;j_1 y
por tanto G; N Gj = (Ui — Ui—l) N (Uj — Uj_l) cU,n (Uj — Uj_1) C Uj_l N (Uj — Uj_1) = .

Para terminar la demostracion, probemos que r = r(X) > TC(X). Consideremos el recu-
brimento G1 U --- U G,41 = X x X formado por localmente cerrados disjuntos dos a dos, tales

que cada G; admite una seccion continua s; : G; — P(X) de la aplicacion evaluacion. Siguiendo
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la argumentaciéon de la prueba del Lema 1.17, estas secciones se corresponden con homotopias

h; : I x G; — X entre las proyecciones de G; C X x X.

Como G; es localmente cerrado, para cada ¢ podemos considerar un abierto W; C X x X y
un cerrado F; C X x X tales que G; = F; N W,;. Como F; es cerrado en X x X, se tiene que G;
es cerrado en W;. De este modo, estamos en las hipotesis de la Proposicién 1.22; considerando
Y =W, Fo = milw,, Fi = m|w, vy A = G,. Aplicandola para cada i, obtenemos abiertos Uj;
cumpliendo G; C U; C W;, de manera que que las h; son extendidas a unas nuevas homotopias
H; : I xU; — X, en este caso entre las proyecciones de U; C X x X. Nuevamente, el Lema 1.17
hace corresponder estas homotopias con secciones S; : U; — P(X) de la aplicacion evaluacion.
Asi, Uy, ...,Up41 es un recubrimiento de X x X en las condiciones de la definicion de TC(X),
por lo que TC(X) < r.

Como detalle para poder aplicar la Proposicién 1.22, nos ha faltado justificar que I x W; es
un espacio normal. Como X es un ENR, se tiene que X ~ X’ C R". De este modo, el subespacio
IxX'x X' ¢ R*™H! es un espacio métrico por serlo R+ y por tanto I x X x X ~ I x X' x X'
es metrizable. Como I x W; C I x X x X, resulta que I x W; es metrizable y, en consecuencia,

normal. O

Observacion 1.28. Dado que la argumentacion seguida en la demostraciéon no utiliza la condicion
G; N Gj = @ como hipdtesis en ningtn paso, es posible suprimirla de la definicion de r(z).
Simplemente se trataria de una condicién mas fuerte que nos garantiza que podemos tomar

localmente cerrados disjuntos, en caso de necesitarlos. En nuestro caso no seré necesario.
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Capitulo 2
Complejos y aplicaciones simpliciales

En este capitulo introduciremos una serie de conceptos relacionados con el objeto matemaético
conocido como complejo simplicial. Seguiremos las definiciones, resultados y demas explicaciones
del Capitulo 3 de [14], puesto que este es el libro de referencia que emplea Jestis Gonzélez en [9].

Adaptaremos ligeramente la notacién para que coincida con la de [9].

2.1. Complejos simpliciales abstractos

La idea de triangulacién es muy ttil a la hora de estudiar espacios topoldgicos, puesto que sim-
plifica mucho la estructura, reduciéndola a una cuestiéon combinatoria. Los complejos simpliciales
formalizan apropiadamente esta idea, generalizandola a cualquier dimensiéon. Habitualmente se
introducen en términos de simplices geométricos. Es decir, se define un complejo como una co-
leccion de puntos, segmentos, tridngulos, tetraedros, etc. que se “pegan apropiadamente”. No
obstante, también es posible definirlos atendiendo simplemente a sus vértices, capturando de
igual manera la esencia de la estructura simplicial. Esto se conoce habitualmente como complejo

simplicial abstracto, y es precisamente lo que presentamos a continuacion.

Definicioén 2.1. Un complejo simplicial abstracto K consiste en un conjunto V' de vértices y un

conjunto ¥ de subconjuntos finitos no vacios de V' denominados simplices tal que:

1. {v}eX,YveV.

2. 940 CcoeX=o X

Aunque lo hayamos definido como complejo simplicial abstracto, por brevedad habitualmente
nos referiremos a estos objetos como complejos simpliciales, o incluso complejos. A continuacion,

definimos una serie de conceptos asociados a estos.

15
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Definicion 2.2. Se dice que el complejo K es finito si contiene solo un nimero finito de simplices.

Definicion 2.3. Se denomina g-simplice a un simplice o que contiene exactamente g+ 1 vértices.

En tal caso, también se dird que la dimension de o es q, y se escribird dimo = q.

Definicién 2.4. Sea o un simplice. Se dice que ¢’ C o es una cara de o. Si ademéas ¢’ # o, se

dira que o’ es una cara propia de o.

En base a estas definiciones, esté claro que, dado un ¢-simplice o, entonces o es la tnica cara

de dimensiéon g de 0. En consecuencia, una cara o’ de o sera propia si y solo si dimo’ < q.

Observacion 2.5. Dado un conjunto de simplices S, la relaciéon “ser una cara de”, al tratarse
realmente del contenido entre conjuntos, es una relacién de orden. De esta manera, el conjunto

S est4 parcialmente ordenado y denotaremos ¢’ < o si ¢’ es una cara de o.

Observacion 2.6. La condiciéon 1. de la Definicion 2.1 implica que los 0-simplices de un complejo
K se corresponden biyectivamente con los vértices de K. Ademas, de la condicién 2. se sigue que
todo simplice estd determinado por sus caras de dimensiéon 0. Por esta razon, habitualmente se
identificara el complejo K con su conjunto de simplices; y cada vértice de K con su 0-simplice co-
rrespondiente. Asi, si o es un simplice de K, escribiremos o € K, y, si v es un vértice, escribiremos

también v = {v} € K.

Para trabajar un poco las definiciones anteriores, introducimos una serie de ejemplos de

complejos simpliciales.

Ejemplo 2.7. El conjunto vacio de simplices es trivialmente un complejo simplicial denotado

por &.

Ejemplo 2.8. Para cualquier conjunto A, el conjunto de todos sus subconjuntos finitos no vacios

es un complejo simplicial.

Ejemplo 2.9. Si ¢ es un simplice de un complejo K, entonces tanto el conjunto de todas sus

caras como el de sus caras propias son complejos simpliciales.

Ejemplo 2.10. Dado un conjunto X y una colecciéon W de subconjuntos de X, se llama nervio
de W y se denota K (W) al complejo simplicial cuyos simplices son los subconjuntos finitos no
vacios de W con interseccion no vacia. Por tanto, los vértices de K (W) son los elementos no

vacios de W.

Ejemplo 2.11. Un ejemplo concreto de complejo simplicial infinito puede construirse sobre 7Z

como conjunto de vértices, considerando el siguiente conjunto de simplices:

{{n} :neZ}u{{n.n+1}:n e Z}.
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Ya hemos introducido el concepto de dimensién de un simplice. En base a esta, se puede

definir también el concepto de dimensién de un complejo simplicial:

Definicion 2.12. Dado un complejo simplicial K # @, se define su dimension, que se denotaréa

dim K, como el supremo de las dimensiones de sus simplices. Es decir,
dim K :=sup {dims:s e K}.

Notese que este valor puede ser oo si K contiene n-simplices Vn € N. En el caso K = &, se define

directamente dim K = —1.

Observacion 2.13. Esta claro que si K es finito, dim K < oo, puesto que es el supremo de un
conjunto finito de niimeros naturales. Sin embargo, si dim K < oo, esto no implica que K sea
finito. En el Ejemplo 2.11 se construye un complejo simplicial infinito, cuya dimensién es 1, ya
que dim{n} =0y dim{n,n+ 1} =1Vn € N.

Como toda estructura matematica, los complejos simpliciales también disponen de la corres-
pondiente nocién de “subestructura”: los subcomplejos. Este concepto permite definir el analogo

simplicial al recubrimiento por abiertos de un espacio topolégico.

Definicion 2.14. Un subcomplejo L de un complejo simplicial K, denotado por L C K, es un

subconjunto de K que también es un complejo simplicial.

Definicién 2.15. Una coleccién C de subcomplejos de K es un recubrimiento si K = J e L.

Un ejemplo importante de subcomplejos son los esqueletos, que procedemos a definir.

Definicién 2.16. Sea un complejo simplicial K. Se define su esqueleto q-dimensional K9 como

el subcomplejo de K consistente en todos los p-simplices de K, con p < q.

Para terminar la seccién, incluimos la definicién que convierte a los complejos simpliciales en

una categoria.

Definicion 2.17. Sean K; y Ko complejos simpliciales. Una aplicacion simplicial, denotada
v : K1 — Ko, es una aplicacion ¢ definida entre los vértices de Ky y Ko tal que, para cada

simplice o € K1, su imagen (o) es un simplice de Ks.

Observacion 2.18. Dado un complejo simplicial K, se puede considerar la aplicaciéon identidad
en su conjunto de vértices. Claramente, se trata de una aplicacion simplicial, ya que la imagen de
cada simplice coincide consigo mismo, siendo por tanto un simplice. Esta aplicacién se denotaré
por 1 : K — K. Por otra parte, dadas dos aplicaciones simpliciales ¢ : K1 — Koy ¢ : Ko — K3,
su composicién e también es una aplicaciéon simplicial. Para comprobarlo, consideremos un
o € Kj. Su imagen por 9 sera (o) = (p(0)). Se tiene que ¢(o) € Ko por ser ¢ aplicacion
simplicial. Entonces, como ¢ también lo es, ¥(¢(0)) € Ks, habiendo probado asi que ¢ es
simplicial. Todo esto garantiza que los complejos simpliciales junto a las aplicaciones simpliciales

conforman una categoria.
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2.2. Realizacién geométrica

Hasta ahora hemos presentado los complejos y aplicaciones simpliciales de manera abstracta;
sin hacer ninguna referencia a la topologia. Ha llegado el momento. A continuacion, definiremos
un funtor covariante de la categoria de los complejos simpliciales y aplicaciones simpliciales a
la categoria de los espacios topolégicos y aplicaciones continuas. Comenzaremos construyendo el
conjunto asociado a un complejo K, al que més adelante dotaremos de topologia. Recordemos

que extraemos estos conceptos del Capitulo 3 de [14].

Definicién 2.19. Sea K un complejo simplicial no vacio, y V(K) = K° su conjunto de vértices.

Consideremos | K| el conjunto de funciones o : K — I tales que:

1. {ve K a(v) #0} € K.

2. > eroa(v) = 1.

Si K = @, definimos |K| = @. El nimero real a(v) se denomina v-ésima coordenada baricéntrica
de a. Se llama simplice soporte de o € |K|, y se denota oy, al simplice formado por los vértices
v € K tales que a(v) > 0. En el caso de que 0, = {v} identificaremos el punto a € |K| con
el vértice v (y, como ya hemos hecho hasta ahora, con el simplice {v}). Se deduce de forma
inmediata que, en en esta situacion, la aplicacion o = v actia de la siguiente forma: v(v') = 1 si

v="1",y v(v)) =0 en caso contrario.

En el conjunto que acabamos de definir, podemos construir una primera topologia como sigue:

Definiciéon 2.20. Dado un complejo K, consederemos la distancia d en | K| definida por:

d(e, )= [ > la(v) = ()%
veKO

La topologia definida por esta distancia se llamara topologia métrica. El conjunto |K| con la

topologia métrica se denotara | K|,.

Acabamos de darle estructura de espacio topologico al conjunto |K|. Sin embargo, esta to-
davia no es la topologia con la que trabajaremos. Tan solo la usaremos como herramienta para
definir otra topologia nueva, més préctica. Antes de continuar, necesitamos el siguiente resultado
(Teorema 2.5 de [14]), que nos permite construir un espacio topolégico a partir de topologias

definidas en ciertos subconjuntos.

Teorema 2.21. Sea X un conjunto y {A;}jes una familia de espacios topoldgicos contenidos

en X tales que, para cada j,j' € J, AjNAj es cerrado (o abierto) en A; y en Ajr y la topologia
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de AjN Ay inducida por A; coincide con la topologia de Aj N Aj inducida por Ajr. Entonces, la
topologia final con respecto a la familia de las inclusiones {A; — X} estd caracterizada por las

propiedades:

» A es un subespacio cerrado (o abierto) de X, Vj € J.

» X tiene una topologia coherente con la coleccion {A;}jcy, i. e., X tiene la topologia final

respecto a las inclusiones Aj — X.
La topologia en cuestion se conoce como topologia coherente con {A;}jcy.

Volvamos a los complejos simpliciales. Considerando el ¢g-simplice o € K, podemos definir el

siguiente subconjunto de |K|:
lo| :={a € |K|: a(v) #0=v € o}.

El conjunto A? = {z € R¥": 0 < x; < 1,3 2; = 1} se corresponde biyectivamente con |o|.
Es maés, la topologia inducida en |o| por |K|; convierte a |o| en un espacio topologico |o|g
homeomorfo a A? como subespacio compacto de R4T!. Esto sucede debido a que el conjunto y

la distancia escogidos en cada caso son, en esencia, los mismos.

Consideremos ahora dos simplices 01, 09 € K. Estudiemos su interseccién. Una posibilidad es
que se tenga o1 Nog = &, lo cual implica que |o1]| N |o2| = @. La otra opcién es que o1 Nogy # I,
de manera que o1 N oy seria una cara de o7 y también de o9. En tal caso, |01 Nog| = |o1| N o2l
En cualquiera de las dos situaciones |o1|q M |o2]4 es un subespacio cerrado de |o1]q y de |o2|q. En
el primer caso es cierto por tratarse del conjunto vacio. Veamos por qué se cumple en el segundo
caso. A nivel de conjuntos, esta claro que |1 Nog| = |o1|Noz| C |o1| C |K|. A nivel topologico,
también podemos afirmar que |01 N o2|4 es un subespacio de |o1|q4, y este a su vez lo es de | K|q.
Gracias a un razonamiento anterior, podemos asegurar que |01 No3alq = |o1|¢N|o2|q es compacto.
Combinando esto con el hecho de que |o1|4 es Hausdorff (por ser |K|; un espacio métrico), se

concluye que |o1|q N |o2|q es un cerrado de |o1|4. Anélogamente, también lo es de |o2|q.

Por otra parte, esta claro que la topologia inducida en la interseccion |o1|q N |o2|a por |o1]q
coincide con la inducida por |o2|4. Recopilando todo lo anterior, el Teorema 2.21 nos permite

considerar una topologia en |K| que es coherente con la coleccion {|o|q: 0 € K}.

Definicion 2.22. La topologia anterior se denominaré topologia coherente. El espacio topologico

correspondiente se denotaré || K||.

Observacion 2.23. Notese que el Teorema 2.21 garantiza que |o|; = ||o|| es un subespacio cerrado

de ||K||, para todo o € K.
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Definicion 2.24. Dado un simplice ¢ € K, se define su correspondiente simplice abierto como

el subespacio (o) C ||o|| formado por los puntos o € K tales que 0, = 0. Es decir,
(o) ={ael|lK|:av)>0svedoa}.

Observacion 2.25. Notese que ||o]| es la clausura de (o). También es interesante reflexionar que,

como conjuntos, |K| es igual a la union disjunta [[ ¢ (o).

Observacion 2.26. De la observacion previa se deduce facilmente que ||K|| = (J,cx ||o]]. Si con-
sideramos K finito, como cada ||o|| es compacto, || K| resulta ser una unién finita de compactos.
Por tanto, también es compacto. En consecuencia, el Corolario A.8 de [10] garantiza que || K]
es un ENR.

Observacion 2.27. Otra idea que conviene tener en cuenta es la siguiente. Dado un complejo
K, la realizaciéon geométrica de la uniéon de subcomplejos de K coincide con la unién de las
realizaciones geométricas de los subcomplejos. En particular, si C es un recubrimiento de K,

entonces se tiene que (J; ¢ [|L|] = ||K]|.

Para que tenga sentido lo que acabamos de comentar, conviene precisar que dado un sub-
complejo L. € K estamos identificando su realizacién geométrica con el siguiente subespacio de
]

IIL|| = {a € ||K]|| : a(v) >0 < v e L°}.

A continuacion, exponemos un resultado (ver [14]) que caracteriza de forma muy conveniente

la continuidad de aplicaciones definidas en el espacio || K|| que acabamos de construir.

Teorema 2.28. Dados K un complejo simplicial y X un espacio topoldgico. Una aplicacion

flIK|| = X es continua si y solo si flq : |lo]| = X es continua para cada o € K.

Demostracion. Supongamos que f es continua y consideremos o € K. Denotemos a la inclusién
correspondiente por ¢, : ||o|] < X. Por definicion, la topologia coherente es la topologia final
respecto a estas inclusiones, es decir, es la topologia méas fina que hace que estas aplicaciones

sean continuas. Asi, f |||J|| = f o1, es continua por ser composicion de continuas.

Ahora supongamos que f |H0|| es continua para todo o € K. Consideremos un abierto U C X
y veamos que f~1(U) es abierto en ||K||. Nuevamente, la definicion de la topologia coherente
determina que lo sera si y solo si (o) ' (f 7' (U)) = (foto) ' (U)) = (fljjo)) " (U) es abierto

para cada o € K. Pero esto ya se tiene por hipdtesis. O

Ya hemos terminado de construir la realizacion geométrica ||K|| de un complejo simplicial
K. Pero para hablar de un funtor entre categorias, todavia falta concretar como actia || - || sobre
los morfismos. Es decir, tenemos que dar una definicién para la realizacion geométrica ||p|| de

una aplicacién simplicial .
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Definicion 2.29. Dada una aplicaciéon simplicial ¢ : K1 — Kb, se define su realizaciéon geo-
métrica como ||¢|| : ||[Ki|]| = [|K2|| tal que, dado o € ||K;||, su imagen viene dada por la

aplicacion

lell(a): K3 — 1
o= lell@() = Y alv).
(v)=v’

P

Proposicion 2.30. La aplicacion ||¢|| es continua.

Demostracion. El Teorema 2.28 nos caracteriza la continuidad en términos de los simplices de
K1, de modo que ||¢|| sera continua si y solo si lo son sus restricciones a cada ||o|| C || K1]|, con
o € K. Ademas, probaremos a continuacion que ||¢||(||o]|) C ||¢(o)||. De este modo, como la
restricciéon del rango no afecta a la continuidad, nos bastard con probar la continuidad de las

aplicaciones [|¢|] [ o+ llo]] = ll¢(a)]]

Demostremos entonces que ||¢||(||o]]) C |l¢(o)]]. Consideremos « € ||o||. Verifiquemos
si [lp]|(a) € [|p(o)]], es decir, supongamos que ||¢||(a)(v') # 0 y veamos si v/ € ¢(o). Si
lell(@)(v') = 34— @(v) # 0, como a(v) > 0 para todo v, se tendra que existe un o tal que
a(v) # 0. Esto, como « € ||o|| = {B € ||K1||: B(v) # 0= v € ¢}, implica que ¥ € o, y por tanto
o = p(5) € p(0).

Para terminar, falta probar la continuidad de ||¢|[ |, .« [|o]| = [[¢(o)]|. Para ello tan solo hay
que traducirla a la aplicacién correspondiente entre los subespacios A9 C R4+ y A% ¢ R#2+1
homemorfos a [|o|| y ||¢(0)|| respectivamente. Esta aplicacion llevara a cada (zo,x1,...,24 ) €
A aun (Yo, y1,---,Yg) € A?, donde cada y; vendra dado por una suma de varios z;. Esto es
claramente una aplicacion continua entre subespacios euclideos. De este modo, |[¢]| | ol resultara

serlo también como composicion de esta otra aplicacién con los homeomorfismos adecuados. [

Terminamos la seccién definiendo un par de conceptos importantes relacionados con la idea

de realizaciéon geométrica.

Definicién 2.31. Una triangulacion (K, f) de un espacio topologico X consiste en un complejo
simplicial K y un homeomorfismo f : || K|| — X. Si X admite una triangulacion, X se denomina

poliedro.

2.3. Subdivision baricéntrica

En esta secciéon presentaremos el concepto de subdivision de un complejo simplicial. Nos

centraremos en un ejemplo especifico: la subdivisién baricéntrica. Esta sera fundamental para



22 2. Complejos y aplicaciones simpliciales

trabajar las ideas de aproximacion simplicial que utilizaremos en este trabajo. Antes de llegar a
estos conceptos, es necesario presentar una serie de definiciones previas. Comenzamos por una

curiosa idea que permite hablar de linealidad en un contexto topolégico.

Definicion 2.32. Sean K; y Ky complejos simpliciales. Se dice que una aplicacion continua
[ || K] = || K2l es lineal en K si, para cada o € |[K1||, >, cx a(v) f(v) es un punto de |[K;]|
y dicho punto es igual a f(«).

Observacion 2.33. La definicion de aplicacion lineal dada en [14] es un poco mas general. Se
sustituye || K2|| por un espacio topologico X con las propiedades adecuadas para que la suma en

cuestion tenga sentido. En nuestro caso, tan solo nos hara falta esta version simplificada.

Observacion 2.34. FEn base a la definicion, esta claro que una aplicacion lineal quedara determina-
da por como acttia sobre los vértices de K. Ademas, dada cualquier aplicacion fo : K — || K|
sobre los vértices de K1, podra ser extendida a una aplicacion lineal f : |[Ki|| — || K2|| siy solo
si, para cada o € K7, cualquier combinacion convexa de elementos de fy(o) esta bien definida

como elemento de || K3]|.

Ya tenemos el ingrediente que nos faltaba, la linealidad, para poder definir el concepto de

subdivisién:

Definicién 2.35. Sea K un complejo simplicial. Una subdivision de K es un complejo simplicial
K’ tal que

1. Los vértices de K’ son puntos de || K]|.

2. Sio’ € K', existird o € K tal que ¢’ C ||o]].

3. La aplicacion lineal ||K’|| — || K|| que lleva cada vértice de K’ a su correspondiente punto

de || K| es un homeomorfismo.

Observacion 2.36. Notese que la aplicacion lineal del punto 3 de la definicion anterior existe y es
tnica gracias a lo comentado en la Observaciéon 2.34. En genera, utilizaremos este homeomorfismo

para identificar ||K’|| con || K]|.

Observacion 2.37. De la definicion, se deduce facilmente que cualquier subdivisiéon de una sub-

divisién de K es también una subdivision de K.

Tras haber introducido el concepto bésico de subdivisién, pasaremos a construir el ejemplo

fundamental: la subdivisiéon baricéntrica.

Definicion 2.38. Se define el baricentro b(o) del simplice o = {vg,v1,...,v4} como el punto:
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Definicién 2.39. Sea K un complejo simplicial. Se define su subdivision baricéntrica SA(K) como
el complejo simplicial cuyos vértices son los baricentros de los simplices de K y cuyos simplices

son los conjuntos {b(0y),...,b(c,)} tales que o;_1 es una cara de o; para cadai=1,...,q.

Observacion 2.40. Es inmediato comprobar que Sd(K) es un complejo simplicial y que, si L es

un subcomplejo de K, entonces Sd(L) es un subcomplejo de Sd(K).

A continuacion, incluimos el resultado esperado que hace encajar toda la seccion. Omitimos

la demostracion porque puede resultar tediosa. Se puede consultar en [14].

Proposicion 2.41. Sd(K) es una subdivision de K.

Para terminar, definimos un concepto que nos serd muy préctico de ahora en adelante.

Definicion 2.42. Sea K un complejo. Se define para cada entero b > 0, la k-ésima subdivision

baricéntrica iterada de la siguiente forma:

Sd%(K) = K,
Sd*(K) = Sd(Sd*~Y(K)), b>1.

Observacion 2.43. Gracias a la Observacion 2.37, tenemos garantizado que Sdb(K ) es una sub-

division para todo entero b > 0.

2.4. Aproximaciéon simplicial y contigiiidad

En este punto, ya tenemos las herramientas necesarias para poder seguir directamente las de-
finiciones que incluye Jesus Gonzalez en los preliminares de [9]. Se asume por tanto que estamos
trabajando con complejos simpliciales finitos. Comenzamos definiendo el concepto de aproxi-
macion simplicial; pieza fundamental para relacionar aplicaciones simpliciales con aplicaciones

continuas.

Definiciéon 2.44. Sean K y L complejos simpliciales. Una aprozimacion simplicial (o simple-
mente, aprozimacion) de una aplicacion continua f : ||K|| — ||L|| es una aplicacion simplicial

¢ : K — L tal que ||¢||(z) € ||o|| para cada x € ||K|| y f(z) € (o).

Veamos un par de ejemplos importantes de aproximaciones.

Ejemplo 2.45. Una aplicacién simplicial ¢ : K — L es la Gnica aproximacién de su propia
realizacién geométrica ||||. Justifiquémoslo brevemente. Sea v € K? un vértice. Sabemos que
l|||(v) ha de ser un vértice v' € L°, es decir, ||¢||(v) = v' € (v'). Supongamos que 1 es otra
aproximacion simplicial de ||p]|, entonces por definicion ha de cumplir [[¢][(v) € [[v|| = {v'}, 1o

cual implica que 1(v) = v'. Como v era un vértice arbitrario de K, se tiene que ¢ = ¢.
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Ejemplo 2.46. Para cualquier subdivision K’ de un complejo K, el homeomorfismo lineal es-
tandar ||K’|| — ||K|| (ver Definicién 2.35) admite una aproximaciéon K’ — K. Cualquier
aplicacion simplicial ¢ : K/ — K con la propiedad de que v'(:(v")) > 0, para todo vértice v' de
K’, es una aproximacion de dicho homeomorfismo. De hecho, tales aplicaciones ¢ son las tnicas

aproximaciones posibles.

Observacion 2.47. Las aproximaciones se comportan bien respecto de las composiciones. Es decir,

si

son aproximaciones respectivas de
f g
K] == [IL]| = [[M]],

entonces 1y es una aproximacion de go f. Tanto este hecho, como el que se afirma en el ejemplo

anterior, se obtienen de [14] (Capitulo 3, Seccion 4).

Introducimos ahora un concepto analogo a la homotopia para la categoria de los complejos

simpliciales: la contigiiidad de aplicaciones simpliciales.

Definicién 2.48. Dado ¢ un entero positivo, dos aplicaciones simpliciales ¢, ¢’ : K — K se

dicen:

1. contiguas (o 1-contiguas) si p(o) U ¢’ (o) es un simplice de L, para todo simplice o € K.

2. c-contiguas si existe una sucesion g, @1,...,p.: K — L de aplicaciones simpliciales, con

o=y pe=¢, tales que p;_1 y p; son contiguas para todo i € {1,2,...,c}.

Observacion 2.49. En la parte 1. de la Definiciéon 2.48 basta con verificar la condicién en los
simplices maximales de K. Detallémoslo brevemente. Sea ¢ € K un simplice verificando la
condicién y 7 C o una de sus caras. Se tiene que ¢(7) U ¢'(7) C (o) U ¢'(0), de modo que

(1) U ¢'(1) serd un simplice por ser un subconjunto de otro simplice.

Diremos que la sucesion de aplicaciones ¢; en la parte 2. de la Definicién 2.48 es una cadena
de contigiitdad de longitud ¢ entre ¢ y ¢, y lo denotaremos ¢ ~. ¢’. También escribiremos
o ~ ' para referirnos a ¢ ~. ¢’ para algun c. Esto tultimo define una relacion de equivalencia en
el conjunto de las aplicaciones simpliciales K — L. La correspondiente clase de equivalencia de
¢ serd denotada por [¢], v se denominara clase de contigiiidad de p. A continuacion, razonamos
sobre como se relaciona la contigiiidad con la composicién de aplicaciones simpliciales. El siguiente

lema se extrae de [14].

Lema 2.50. Si ¢, ¢ son contiguas y 1,10’ son contiguas, entonces 1} y '@’ son contiguas.



2.4. Aproximacién simplicial y contigiiidad 25

Demostracion. Supongamos que o, ¢’ : K1 — Ko son contiguas y 1,1’ : K9 — K3 son contiguas.
Dado o € K1, entonces ¢(0) U ¢'(0) € Ks. Por tanto,

(o) Ud'e' (o) C ¥(plo) U (o) Ui (o) Ug'(0)) € Ks,
de modo que Yp(c) Uy’ (o) € K3. En consecuencia ¢ y 1'¢’ son contiguas. O
Proposicion 2.51. Dadas las aplicaciones simpliciales
J Y KPS L2,

st @ y ¢ son c-contiguas, entonces wy y we'th también lo son.

Demostracion. Por hipotesis, podemos considerar ¢ = ¢p,...,0. = ¢ tales que ¢; y p;_1
son contiguas para cada i € {1,...,c}. Consideraremos entonces las composiciones wpip) =
W, . .. ,wpe) = wp'th. Para cada i € {1,...,c} se tiene que wp;1h y wp; 11 son contiguas, sin
més que aplicar el Lema 2.50 dos veces, teniendo en cuenta que tanto w como 1 son contiguas

consigo mismas trivialmente. O

Proposicion 2.52. La composicion de clases de clases de contigiiidad estd bien definida.

Demostracion. Supongamos que ¢ ~ ¢’ y 1 ~ 1)/. Aplicando la Proposicion 2.51 dos veces obte-

nemos: Y ~ ' ~ Y'Y, Esto garantiza que la siguiente composicion de clases de contigiiidad:

[¥] o lg] = [¥¢]

est4 bien definida. O

Recordemos que se ha introducido el concepto de contigiiidad con la intencién de introducir
un anélogo de la homotopia en el contexto simplicial. Para formalizar adecuadamente la relacion
entre ambos conceptos, es necesario permitir subdivisiones baricéntricas iteradas para realizar
las aproximaciones. La idea intuitiva consiste en que la realizaciéon geométrica lleva a una co-
rrespondencia biyectiva entre las clases de contigiiidad de aplicaciones simpliciales que parten de
un complejo suficientemente subdividido y las clases de homotopia de las aplicaciones continuas
entre las realizaciones geométricas de los complejos correspondientes. El siguiente Teorema, ex-
traido directamente de [9], recopila de manera precisa estas ideas acerca de las aproximaciones

v la contigiiidad.
Teorema 2.53. FEuxistencia y unicidad de aproximaciones:

(1) Dos aprozimaciones de la misma aplicacion continua son I1-contiguas. En consecuencia,

st existe, la clase de contigiitdad de aprorimaciones de una aplicacion continua dada es unica.
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(2) Para toda aplicacion continua f: ||K| — ||L|| existe un entero no negativo by tal que,
para cada b > by, f admite una aprozimacion py: SA°(K) — L. (Recordemos que ||SA*(K)| =
|K|.) En consecuencia, siv: SA*TH(K) — SA®(K) es una aprozimacion de la identidad en | K||,

entonces ppL Y Pp1 son 1-contiguas.
Relacion entre contigiitdad y homotopia:

(3) Las aplicaciones simpliciales que estin en la misma clase de contigiiidad tienen realiza-

ciones geométricas homotdopicamente equivalentes.

(4) Dadas dos aplicaciones homdtopas fo, f1: || K| — ||L||, existe un entero no negativo
bo tal que, para todo b > by, cualquier par de aproximaciones g, 1 : Sdb(K) — L de fo, f1
respectivamente, satisface oo ~. @1 para algin ¢ > 0 (que depende de pg y ¢1).

2.5. Producto de complejos

Para terminar este capitulo introductorio a los complejos simpliciales, presentaremos el ul-
timo ingrediente imprescindible para la definiciéon de la complejidad topoldgica: el producto de
complejos simpliciales. Recordemos que nuestro objetivo consiste en trasladar el concepto de
complejidad topoldgica al contexto simplicial. Para ello, sera fundamental la idea dada por el
Lema 1.17. Esto provocaré la necesidad de considerar una estructura simplicial en un producto
de complejos simpliciales de tal manera que la realizacién geométrica del producto recupere el
producto de realizaciones de los factores. Esta condicién nos obligara a trabajar en la categoria
de los complejos simpliciales ordenados. Seguiremos la construccion proporcionada en 3], tal y

como se comenta en [9)].

El producto cartesiano de dos complejos simpliciales no es de forma inmediata un complejo
simplicial. Una primera forma de solventar esta dificultad viene de la mano de la siguiente

definicion.

Definicion 2.54. Sean K y K5 dos complejos simpliciales. Dados 01 € K1 y 09 € Ko simplices
de dimensiones ¢; y g2 respectivamente, se define su producto simplicial o1 A o9 como el simplice
de dimension (g1 +1)(g2 + 1) — 1 cuyos vértices son todos los pares (A, B), con A € 01y B € o9.
Se define el producto simplicial K1 A Ks como el complejo simplicial cuyos simplices son los

conjuntos o1 A o9, y todas sus respectivas caras, para cada o1 € K1y 09 € Ks.

Observacion 2.55. En la definicion se afiaden de forma explicita al complejo todas las caras de
los simplices 01 A o9, puesto que las caras de dichos simplices no tienen por qué obtenerse del
producto de caras de o1 y 02. Esto es debido a que un subconjunto de un producto cartesiano

no es necesariamente un producto de subconjuntos de los factores.
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Observacion 2.56. En base a la definicion, se deduce que el conjunto de vértices de K1 A Ks es
(K1 A Ky)? = KY x KY.

Definicién 2.57. Se definen las proyecciones del producto simplicial como las aplicaciones sim-
pliciales:
7['1:K1AK2—>K1, 7T2:K1AK2—>K2,

que actiian de la siguiente manera respectivamente: (A4, B) — Ay (A, B) — B, paracada A € K?
y B € KJ.

Aunque el producto que hemos construido si es un complejo simplicial, todavia no cumple la
condicion de homeomorfia requerida. Antes de llegar a eso, debemos introducir el concepto de

complejo simplicial ordenado.

Definiciéon 2.58. Un complejo simplicial K se dice que estd ordenado si cada simplice estéa
dotado de un orden total que concuerda con los érdenes de sus caras. Dado un subcomplejo

L C K siempre se asumira en él el orden inducido por el orden de K.

Observacion 2.59. Notese que todo complejo simplicial puede ser ordenado simplemente selec-
cionando un orden total en su conjunto de vértices. En general, denotaremos la relacién de orden
por A < B.

Definicién 2.60. Sean K; y Ky complejos simpliciales ordenados. Definimos un orden parcial

en el conjunto de vértices de K1 A Ko de la siguiente manera:
(A,B)< (A,B) <= A<A y B<B.

Se definird entonces el producto cartesiano K1 X Ko como el complejo simplicial cuyos simplices

seran aquellos de K1 A Ko que estén totalmente ordenados por esta relacion.

Finalmente, con esta definicion del producto, si que se cumple la condicién de homeomorfia

que comentamos al comienzo de la seccion.

Proposicion 2.61. Sean K; y Ko complejos simpliciales ordenados. Entonces
1K1 % K| & [[Kq ] < |[Kel].

Observacion 2.62. Notese que los complejos simpliciales ordenados han sido necesarios para esta
definicion del producto. Sin embargo, no requeriremos que las aplicaciones simpliciales conserven

los 6rdenes dados.

Observacion 2.63. En el libro de Kozlov [11] se define otro producto de complejos, denotado
por K ]] K2, que en esencia es el mismo que K; A Kj. La realizacion de este producto no

es homeomorfa al producto de las realizaciones de los factores. No obstante, sigue teniendo
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cierto interés. Resulta que es el producto categorico en la categoria de los complejos simpliciales
abstractos. Esto significa que cumple la siguiente propiedad universal. Dados cualquier complejo
K y un par de aplicaciones simpliciales p;1: K — K, p2: K — Ko, existe una tnica aplicaciéon

simplicial ¢ : K — Kj [[ K2 tal que el siguiente diagrama conmuta:

Esta propiedad puede ser interesante en algunos contextos, pero en nuestro caso daremos prio-
ridad a la condiciéon de homeomorfia que nos garantiza K x Ko, puesto que la requerimos para

poder definir apropiadamente el concepto de complejidad simplicial.



Capitulo 3
Complejidad simplicial

3.1. Definiciéon de SC(K)

En este capitulo seguiremos esencialmente la exposicion del articulo de Jests Gonzélez [9].
Asi, llevaremos a cabo el objetivo principal de este trabajo: trasladar el concepto de complejidad
topologica al contexto simplicial. El Lema 1.17 nos permite reducir el problema seccional a un
problema homotoépico. Gracias a esto, podemos hacer uso del Teorema 2.53 para proponer un
concepto andlogo a TC(X) descrito en términos de contigiiidad de aplicaciones simpliciales.

Conviene recordar que trabajamos con complejos simpliciales finitos.

Comenzaremos definiendo unas “proyecciones” m; que seran necesarias para la definicion de
la complejidad simplicial. Dado un entero b > 0, consideremos la subdivisién baricéntrica iterada
Sd°(K x K). Como ya sabemos, Sd*T! (K x K) es una subdivision de tal complejo. De este modo,
tal y como se explica en el Ejemplo 2.46, podemos considerar una aproximacién del homemorfismo
lineal ||SA*TH(K x K)|| — ||SA®(K x K)||:

v: SAPHK x K) — Sd°(K x K). (3.1)

A partir de ahora, para adaptarnos a la terminologia de [9], nos referiremos a estas aplicaciones ¢
como aprozimaciones de la identidad en || K|| x ||K|| = ||K x K[| (notese que los identificamos por
medio del homeomorfismo garantizado por la Proposicion 2.61). Podemos justificar este término
debido a que ||SA*(K x K)|| ~ ||K x K|| para todo b > 0 (tan solo hay que componer varios

homeomorfismos lineales).

Haciendo un abuso de notacién, denotaremos a las composiciones iteradas de estas aplicacio-

nes de la siguiente manera:

v: SA°(K x K) — Sd¥ (K x K).

29
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Observacion 3.1. La Observacion 2.47 garantiza que cualquiera de estas ¢ es una aproximacion
simplicial del homeomorfismo entre ||SA°(K x K)|| y ||Sd” (K x K)|| dado por la composicion de

los homeomorfismos lineales correspondientes.

Finalmente, denotamos por
mi: SdP(K x K) — K, ic{1,2}

a la composicion de ¢: SA®(K x K) — Sd°(K x K) = K x K con la i-ésima proyeccion K x K — K.

Observacion 3.2. Las aplicaciones 7; son simpliciales por ser composicion de aplicaciones simpli-

clales.

Observacion 3.3. Cuando pueda haber lugar a confusién escribiremos 7r§’, para aclarar cuél es el

dominio de la proyeccién.

Ya tenemos los ingredientes necesarios para dar la primera definicién que nos acercara al

concepto que buscamos.

Definicién 3.4. Dados dos enteros b,c > 0, la (b, c)-complejidad simplicial SCY(K) de un
complejo (ordenado) K es una unidad menos que la menor cardinalidad de los recubrimientos

de Sdb(K x K') por subcomplejos J para los cuales las composiciones
JoSP(KxK) K y JoSdKxK) K

son c-contiguas. Cuando no existan tales recubrimientos, establecemos SC8(K) = oc.

Como analogia al contexto general de la complejidad topolégica, los complejos J que apa-
recen en la definicién se llamaran dominios locales lineales a trozos, las cadenas de contigiiidad
que conectan las dos aplicaciones se llamaran reglas locales lineales a trozos, y una colecciéon de
dominios locales lineales a trozos que recubren K junto a sus correspondientes reglas locales li-
neales a trozos se llamara planificador de movimientos lineal a trozos. el término “lineal a trozos”
hace referencia al hecho de que las aplicaciones simpliciales 1-contiguas son homoétopas a través

de una homotopia lineal a trozos.

Observacion 3.5. La ordenaciéon de K tan solo se usa para la construccion de la estructura
simplicial de K x K. No afecta al valor de SC%(K).

Si dos aplicaciones simpliciales son c-contiguas, estéa claro que también seran (¢+1)-contiguas.
Para justificarlo, como una aplicacion simplicial es trivialmente 1-contigua consigo misma, tan
solo habria que repetir uno de los miembros de la cadena de contigiiidad. Asi, teniendo en cuenta
la definicion de SCY(K), esté claro que SC(K) > SCb.,(K) para todo entero ¢ > 0. De este

modo, podemos considerar la siguiente sucesién monétona decreciente:

SC}(K) > SCY(K) = SCH(K) > --- > 0.
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La definicién de SCZ(K ) garantiza que la sucesion esta acotada inferiormente por 0. Esto, junto
a la monotonia, implica que ha de tener limite. Entonces, como todos los valores son enteros, se
tiene que la sucesion serd eventualmente constante. Denotaremos por SCP(K) al valor estable

correspondiente.

Noétese que, en principio, los valores de SCg(K ) dependen de las aproximaciones de la iden-
tidad escogidas. Sin embargo, gracias al Teorema 2.53, probaremos a continuacién que esto no

sucede para el valor SC?(K).

Lema 3.6. El valor estable SCY(K) es independiente de las aprozimaciones de la identidad

escogidas en 3.1.

Demostracion. Sea @IC)(K) la (b, ¢)-complejidad simplicial asociada a un nuevo conjunto de
aproximaciones de la identidad 7: SA**}(K x K) — Sd’(K x K). Denotaremos por 7; a las

correspondientes proyecciones.

Debido a lo que explicamos en la Observacion 3.1, ¢ y © son aproximaciones simpliciales del
mismo homeomorfismo. Asi, el Teorema 2.53 garantiza que son 1-contiguas. Ahora, como m; y 7;
resultan de la composicién de estas aplicaciones con la correspondiente proyeccion K x K — K,
la Proposicién 2.51 nos implica que 7; v 7; son 1-contiguas. Si ademas consideramos la inclusién
jid = Sdb(K x K) de un subcomplejo J, esta misma proposicion implica que ;0 j y 7; 0 j son

1-contiguas.

Consideremos una cadena de contigiiidad ¢g, ¢1,...,¢c: J = K de longitud c entre ¢g =
M 0J y . = mg o j. Entonces, se tendra que 71 © j,©0,©1,---,%c, T2 © j €s una cadena de
contigiiidad de longitud ¢+ 2 entre 77 0 j y 73 o j. En consecuencia, SC4(K) > @ZH(K). De
manera analoga se prueba que @Z(K ) > SC?, ,(K). Como las sucesiones se estabilizan, se tiene
que, a partir de un cierto c,
SCY(K) = SCl,(K) =SC(K) y SCL(K)=S5C,,y(K)=SC'(K).

Combinando esto con las desigualdades anteriores obtenemos finalmente la igualdad

SCP(K) = SC'(K). 0

A continuacién, realizaremos un argumento similar para justificar la siguiente cadena de
desigualdades:
SCY(K) > SCY(K)>SC?*(K)>--->0. (3.2)

En el contexto de la Definicion 3.4, sea A;: Sd(J) — J una aproximacion de la identidad. Recor-
demos que con esto nos referimos a una aproximacion del correspondiente homeomorfismo lineal;

que en este caso es una restriccion a ||Sd(J)|| del homeomorfismo lineal entre las realizaciones
|SA* (K x K)|| y ||Sd*(K x K)]||. Consideremos el siguiente diagrama:
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S N Sd*(K x K)

] T

Sd(J) < Sd"H(K x K)

La tinica aplicacién que no hemos definido explicitamente atn es la que hemos denotado por
h. Esta se trata simplemente de una inclusién. Al ser J un subcomplejo de Sd°(K x K), por
construccién las respectivas subdivisiones baricéntricas verifican la misma relacién. La inclusién

correspondiente es esta aplicacion h.

No lo habiamos comentado hasta ahora, pero dado un subcomplejo L de un complejo cual-
quiera K, la realizacion geométrica de la inclusion L < K sera siempre la inclusion ||L|| < || K||
entre las realizaciones geométricas. El Ejemplo 2.45 garantiza entonces que L — K es una

aproximacion de ||L|| < ||K]||. De esta manera, el siguiente diagrama conmuta:

11
1] ——— [ISd"(K x K)]|

I Ti

8d()]| 2L jisab+1 (K x K|

Aplicando la Observacion 2.47 junto a esta conmutatividad, se obtiene que las dos composi-
ciones del diagrama simplicial, j o Ay y toh, son aproximaciones de la misma aplicacién. De este

modo, el Teorema 2.53 garantiza que son 1-contiguas.

Ahora, razonando de modo similar a la demostracién anterior, supongamos que w05 ~. m20].
La Proposicién 2.51 garantiza que w0 jo Ay ~. ma0j o As. Por otra parte, como jo Ay ~q toh,
haciendo uso de la misma observacién, se tiene que mj0joA; ~1 M otoh y también mgojoAy ~1
mo ot oh. Combinando todo lo anterior se obtiene la siguiente cadena de contigiiidad. Escribimos

las proyecciones con los superindices (Observacion 3.3) para aclarar el argumento:

ﬂ_ll)—i—l b b+1

Oh:Td'lOLOhNlﬂlfojo)\JNCWngO)\leWgOLOhZﬂ'Q oh.

Hemos deducido entonces que 70"

oh ~cta 7T12)+1 oh. La aplicacion h era precisamente la inclusion
del subcomplejo Sd(J) en Sd*TH(K x K). Como los subcomplejos J recubren Sd°(K x K), esta
claro que los subcomplejos Sd(J) van a recubrir SA®"!(K x K). En consecuencia, se tiene que
SCh(K) > SCZI;(K}, de donde se deduce inmediatamente 3.2.

Después de todas estas consideraciones, podemos definir finalmente el concepto central de

este trabajo.

Definiciéon 3.7. La complejidad simplicial SC(K) de un complejo K es el valor estable de la

sucesiéon monodtona 3.2.
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Observacion 3.8. Notese que SC(K) es independiente de cualquier aproximacion de la identidad
por serlo SC?(K) para todo b > 0.

Para llegar a la definicion de SC(K), se han requerido unos ciertos parametros b y ¢ que no
carecen de significado. Juegan un cierto rol en la medicién del problema simplicial de planificacion
del movimiento. El parametro b nos da una nocién de “complejidad” en el siguiente sentido.
Cuanto mas retorcida sea una determinada regla local, mas grande tendré que ser el valor de
b para aproximar esta regla por una que sea lineal a trozos. Por otra parte, el parametro c
conlleva una nocién de “distancia’, puesto que cuenta el ntiimero de segmentos lineales a trozos
necesarios para obtener un planificador del movimento combinatoriamente. Estas consideraciones

seran ilustradas por los resultados computacionales de la Secciéon 3.4.

3.2. Relacién con TC(||K||)

En esta seccion presentaremos el resultado central del trabajo: la relacién entre la complejidad
simplicial de un complejo con la complejidad topolégica de su realizacién. En concreto, tendremos
una igualdad entre estos dos conceptos. Esto nos permitira trasladar las buenas propiedades de

la complejidad topologica al contexto simplicial.

Para comenzar, se tiene la siguiente relacion entre la (b, ¢)-complejidad simplicial y la com-

plejidad topologica:

Proposicion 3.9. Sea K un complejo simplicial finito y b,c > 0 dos enteros. Se tiene la siguiente

desigualdad:
SCY(K) > TC(|K])).

Demostracion. Consideremos un recubrimiento de Sdb(K x K) por k subcomplejos J, de tal
forma que las aplicaciones
JoSPKxK) ™S K vy JoSdKxK) =K

sean c-contiguas. En consecuencia, gracias al Teorema 2.53 (punto 3), las siguientes aplicaciones

son homoétopas:
1] = K] < K] (KL 1] = (K] > 2 (1K

Los subespacios ||.J|| son localmente cerrados por ser cerrados. Asi, como ||K|| es un ENR (ver
Observacion 2.26), podemos combinar el Lema 1.17 con la Proposicion 1.27 y la Observacion 1.28,
para concluir que k > TC(||K]|]). O
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Como la desigualdad es cierta para cualesquiera valores de b y ¢, claramente
SC(K) = TC(|| X))
Probaremos finalmente que la relacién entre estas dos cantidades es, de hecho, una igualdad.

Teorema 3.10. Para cualquier complejo finito K se tiene la igualdad

SC(K) = TC(|K]).

Demostracion. Veamos que es cierta la desigualdad que falta. Consideremos TC(||K||) = k. De

este modo, podemos escoger un planificador de movimentos

{(Uo,00), (U1,01)y..., Ug,0or)}

en ||K|| con k + 1 dominios locales. Notese que los U; recubren ||K|| x ||K||. Tomamos ahora
un entero positivo b suficientemente grande de manera que la realizacién de cualquier simplice
de SA°(K x K) esté contenida en alguno de los U; (0 < j < k). Consideraremos, para cada
7 €{0,1,...,k}, el siguiente subcomplejo de Sd°(K x K):

Lj:={0€SdK x K) : ||o|| C Uj}.
Como todo ||o|| esta contenido en algtn Uj, esta claro que

Sd(K xK)= ] I
je{0,....k}
es decir, se cumple que los L; recubren Sd°(K x K).
Por otra parte, las proyecciones mi,m2: ||K|| x |[K|| — | K] son hométopas en cada Uj
gracias al Lema 1.17. En consecuencia, también lo serdn en cada ||L;|| = UaeLj |lo|| € Uj. De

este modo, haciendo uso del Teorema 2.53, existiran b’ y ¢ enteros positivos tales que, para cada

j €40,1,...,k}, las composiciones
SAd”(L;) — SA"Y (K x K) ™5 Ky Sd¥(L;) — S (K x K) 2% K

son c-contiguas. Notese que, como los L; recubrian Sd°(K x K), se tiene que los Sd” (Lj) recubren
Sd¥ (Sd*(K x K)) = SV (K x K). De este modo, obtenemos que SC¥ (K) < k. El siguiente

razonamiento garantiza la desigualdad que nos faltaba por probar:

TC(||K|)) = k > SCVY (K) > SC'"Y(K) > SC(K). O

El teorema que acabamos de demostrar nos permite extrapolar las propiedades de la com-

plejidad topolégica al contexto simplicial. Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 3.11. La combinacién del Teorema 3.10 con el Teorema 1.14 da lugar al hecho de
que dos complejos con realizaciones homotopicamente equivalentes tienen la misma complejidad
simplicial. De manera anéaloga, el Teorema 1.9 garantiza que un complejo K tiene SC(K) = 0 si
y solo si || K| es contractil. Por tltimo, podemos aplicar el Corolario 4.51 de [5] para razonar lo

siguiente:

SC(Ky x -+ x Kp) = TC(||K1 x -+ x Kp||) = TC(||K1| x -+ x || Knl|)
< TC(|[KA]]) + -+ - + TC([[Knl[) = SC(K1) + - - + SC(Kx).

3.3. Subdivisiones no necesariamente baricéntricas

Si el espacio de configuracién de un robot puede modelarse a través de una estructura de
complejo simplicial, el Teorema 3.10 garantiza que es posible construir planificadores 6ptimos
con reglas locales lineales a trozos. La importancia de esto radica en que, de este modo, se abre
la posibilidad de que un ordenador sea capaz de ayudar en la busqueda de dichos planificadores.
Sin embargo, se tiene que el espacio de busqueda en cuestién crece exponencialmente con cada

subdivisién, de manera que una bisqueda exhaustiva resulta inviable.

Con el objetivo de suavizar el problema de complejidad que acabamos de comentar, des-
cribiremos a continuaciéon una forma de mejorar el rendimiento basada en la consideracién de
subdivisiones no necesariamente baricéntricas. En la siguiente secciéon usaremos esta técnica para

simplificar el calculo de SCIC’(K ) para valores pequenos de by c.

Sea entonces K un complejo simplicial. Consideremos S una subdivision de K x K tal que

Sd°(K x K) sea a su vez una subdivision de S. Fijemos las aproximaciones
SPKxK)“SS v SO KxK

de la identidad en ||K x K| y denotemos por ¢: Sd°(K x K) — K x K a la aproximacion
composiciéon /¢, Si S admite un recubrimiento C formado por k + 1 subcomplejos J para los

cuales las dos composiciones (j = 1,2) de la fila superior del siguiente diagrama

7

J S L KxK 24 K

| I

(")) —— Sd*(K x K)

son c-contiguas, entonces las composiciones de la fila inferior también lo son. Justificaremos este

hecho razonando a través de varios diagramas intermedios. Partimos de que las composiciones

Je—s 8§ Yy KxK 2y K
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son c-contiguas. La Proposicién 2.51 nos garantiza que podemos anadir al comienzo la aplicacion

/, de modo que las composiciones resultantes siguen siendo c-contiguas:

/

J S YV KxK -4 K

Ahora utilizamos la conmutatividad inmediata del siguiente subdiagrama

J—————S

LNT L//T

(YN(J) —— Sd*(K x K)
para concluir la c-contigiiidad de las composiciones

S — Y L KxK ULy K

L//T

(Y"U(J) —— Sd*(K x K)
Como ¢ = ///", tenemos finalmente que las composiciones de la fila inferior con c-contiguas:
(L) —— SA(K x K) — K x K — K.

Ahora detallaremos, a través de las siguientes igualdades, por qué los k+1 subcomplejos (+")~*(J)
recubren Sd°(K x K):

U0 = )7 ) = @)7HS) = Sa(K x K).
Jec Jec

De este modo, queda probado finalmente que SCZ(K ) < k, y seré este hecho lo que tendra

utilidad practica en el siguiente capitulo.

3.4. Un ejemplo: la circunferencia S!

En esta seccién utilizaremos como espacio la circunferencia S', para ejemplificar los conceptos
que hemos desarrollado en el capitulo anterior, tal y como hace Jests Gonzélez en [9]. Para ello
consideraremos el complejo K correspondiente al esqueleto 1-dimensional del simplice A2. De

este modo, ||K|| ~ S!. El procedimiento que haremos a continuacién puede verse, al fin y al
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cabo, como una forma “computacional” de calcular TC(S'). Como ||K|| no es contréctil, se tiene

que SC(K) > 0. Nuestro objetivo concreto seré probar que
SCh(K) <1,

para cierta selecciéon de aproximaciones de la identidad, siempre que b > 1 y ¢ > 5. En conse-
cuencia, se tendra que SC(K) = 1. En particular, esto quiere decir que la sucesion mondtona 3.2

se estabiliza ya en el segundo término.

Denotemos a los vértices de K por 0,1 y 2 (ordenados de esta manera). En la Figura 3.1
(extraida de 9], al igual que el resto de figuras de la seccion) se muestra la realizacion del producto
K x K. Al observarla, hay que tener en cuenta que los bordes del cuadrado estan identificados,

tal y como sucede en la representaciéon habitual del toro en topologia.

O/ 1/ 2/ OI

OII OII
10 12 5
9 11 6
" 1
2 2
8 3 13
7 4 14
1// 1//
1 18 15
2 17 16
0// OI/

0’ 1 2/ 0’
Figura 3.1: Representacion de S' x S'.

La numeracién de los 18 2-simplices que se puede apreciar en la figura, se usara para definir
ciertos subcomplejos J; de K x K (i = 1,2, 3). En concreto, J; estara formado por los 2-simplices
desde el 67 — 5 hasta 6i. Con esta disposicion, resulta que ||J2|| y ||J3|| son contractiles, mientras

que ||J1]| es un retracto por deformacion de la diagonal del espacio ||K x K|| = ||K|| x || K]|.

Observacion 3.12. Para continuar con el razonamiento, necesitamos un pequefio resultado topo-
logico. Sean dos aplicaciones continuas f,g : X — Y y un retracto por deformacién A C X. Es
decir, existe una aplicacién continua r : X — A tal que ¢ or ~ idx, donde 7 es la inclusion.

Supongamos que f|4 ~ g|4. Entonces, el siguiente razonamiento garantiza que f ~ g:

fla~gla < foi~goi = f=foidx~ foior~goior~goidy =g.

Tras esta observacién podemos volver al razonamiento anterior, observando que tanto en la

diagonal como en los conjuntos de un solo punto (a,b) € K x K, la aplicaciéon evaluacion admite
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secciones continuas muy sencillas. En el primer caso solo hay que considerar caminos constantes,
y en el segundo hay que considerar un camino cualquiera que una a y b. Todo esto, junto a la
Observacion 3.12 y a que {Ji, J2, J3} recubre K x K, sirve para concluir que TC(||K||) < 2.
En consecuencia SC2(K) < 2 para valores de b y ¢ suficientemente grandes. En realidad, esta
desigualdad se cumple también para valores bastante pequenos, como se muestra en el siguiente

resultado.

Proposicion 3.13. SCY(K) < 2.

Demostracion. Consideremos las proyecciones 7; : K x K — K (j = 1,2). Examinando direc-
tamente el dibujo (Figura 3.1), se puede comprobar que sus respectivas restricciones a J; son
1-contiguas. Consideremos las aplicaciones ¢; que llevan cada vértice de Jo al vértice ¢ de K. Se

tendra entonces la siguiente cadena de contigiiidad:

7Tl|J2 = 0, ¥1, P2, Y3 = 7T2’J2-

El caso de J3 es completamente analogo al de Js. OJ

Enunciemos también la desigualdad que hemos puesto como objetivo.

Proposicion 3.14. Ezxiste una aproximacion de la identidad para la cual SC% <1

Tal y como hemos hecho con la desigualdad anterior, antes de probar esta nueva proposi-
ci6n daremos una explicacion tedrica que nos servird ademas para introducir notaciéon auxiliar.
Comenzaremos llevando a cabo una subdivisién baricéntrica de K x K, como se muestra en la
Figura 3.2. Notese que solo se ha dibujado la subdivisiéon en los “cuadrados” cuya diagonal tiene
pendiente negativa (aunque el resto también estan subdivididos), con el objetivo de facilitar la

comprensiéon de los siguientes razonamientos.

Figura 3.2: Subdivisién baricéntrica.
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Consideraremos ahora dos subcomplejos de Sd(K x K). El primero de ellos, que denotaremos
J4, sera aquel cuya realizacién geométrica viene dada por el drea sombreada de la Figura 3.3.

Denotaremos por J_ al subcomplejo dado precisamente por las franjas no sombreadas.

c /6] d
— — —

b1t b

Figura 3.3: Subcomplejos Jy y J_.

Notese que las franjas que determinan el espacio ||J_|| pueden “pegarse” por el borde etique-
tado por @, obteniendo asi el resultado que se muestra en la Figura 3.4. Si se identifican también
los bordes 6 , se obtiene finalmente un cilindro. Se puede retraer a su linea discontinua central,
que se corresponde con la anti-diagonal A_ = {(z, —x)} de S! x S' (las dos lineas discontinuas
de la Figura 3.3).

—

B

Figura 3.4: Realizacion de ||J_||.

Para ||J+|| se puede hacer un razonamiento similar. En primer lugar se pegan los dos trian-
gulos sombreados a la parte sombreada central (por los bordes @ y b respectivamente). Asi, se
obtiene como resultado el mostrado en la Figura 3.5, que también se convierte en un cilindro de

la misma manera. En este caso, también se puede retraer a su linea central, que se corresponde
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con la diagonal A} = {(z,x)} de S* x S!.

Figura 3.5: Realizacion de ||J||.

Ya razonamos antes que una secciéon de la evaluacion sobre la diagonal Ay se puede construir
de manera inmediata. En A_ se hara de la siguiente manera. Fijamos una orientacion de la
circunferencia y, dados dos puntos antipodales, el camino entre ellos serd el tnico posible a
velocidad constante en el sentido marcado por la orientaciéon. En el Ejemplo 1.16 se ha trabajado

con una construccién muy similar.

A raiz de lo razonado en el parrafo anterior, se obtiene que SC(K) < 1, es decir, SC4(K) < 1
para valores de b y ¢ suficientemente grandes. La Proposicion 3.14 es todavia més especifica. La
probamos a continuacién. Néotese que la demostracion es independiente de nuestro conocimiento
de las secciones sobre las diagonales. De hecho, los argumentos consisten en determinar de forma

explicita las cadenas de contigiiidad necesarias.

Demostracion. Los argumentos de la Seccién 3.3 nos permiten sustituir SA(K x K) por una
subdivision intermedia entre esta y K x K. De hecho, trabajaremos con dos subdivisiones S’ y

S” de K x K para simplificar los calculos.

2 3 2 3
1 1 1 1
10 11 10 11
5 3 9 5 5 3 9 5
12 12
14
6, 6,
4 . 4 1 7 1
15 13 13
1. I 1 1
2 3 2 3
(a) Subdivision S”. (b) Subdivision S’.

En la Figura 3.6b se muestra la realizacion de la subdivision S’. Consiste en subdividir de
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manera no baricéntrica los cuatro cuadrados cuya diagonal tiene pendiente negativa. Por otra
parte, en la Figura 3.6a se muestra la realizacion de S”. Esta se ha obtenido subdividiendo
también los dos cuadrados restantes que no son atravesados por la diagonal. Claramente, S” es
una subdivision de S” y Sd(K x K) es una subdivision de S”.

Consideremos aproximaciones de la identidad " : S — 8"y / : S — K x K (ver el comienzo
de este capitulo, y el Ejemplo 2.46). Estas aplicaciones estan obligadas a comportarse como la
identidad en los vértices que son comunes a su dominio y codominio. En los demas vértices,

determinaremos:

J(10)=/(13) =1, J(A1)=/(12)=9, [S(14)=8, (15 =T.

Para terminar, consideramos los subcomplejos J', y J! de S’ cuyas realizaciones vienen dadas

nuevamente por la sombra de la Figura 3.3. De forma analoga, se consideran J'/, J” C S”. Notese
que JY = ()7 (JL).

Volvemos al argumento de la Seccién 3.3, concretamente con S = ', J = J, y b = 1.
Las composiciones de la fila superior del diagrama son ¢y = (71t gy 1= (mal)] - En la
Figura 3.7 se muestra una cadena de contigiiidad de longitud 2 entre estas aplicaciones. Gracias
a lo razonado en dicha seccién, esto garantiza también una cadena de contigiiidad de longitud 2
definida en J.

123456 7 89 10 11 12 13
(m)J,=¢ 0120012120 2 2 0

1 01 21011120 2 2 0
(e )| J.=ps 0001211220 2 2 0

Figura 3.7: Cadena de contigiiidad de longitud 2 para J, .

Para el caso de ||J_||, trabajamos directamente con la subdivision S”. Ahora S = S", J = J”

y b = 1. En la Figura 3.8 se muestra una cadena de contigiiidad de longitud 5 entre py =

(') gy 1 = (o’ d")| o

O

Finalizamos esta seccion, y el trabajo, exponiendo varias reflexiones que hace Jestis Gonzéalez
en [9]. Resulta que la desigualdad SCY%(K) < 1 se trabajo mediante experimentacion compu-
tacional semi-automatizada guiada por la intuicién geométrica del autor. De ahi se obtuvo la
demostracion combinatoria que acabamos de presentar. Cabe destacar que puede ser verificada

sin ninguna preconcepcion geométrica. La intencion de Jesis Gonzélez con los resultados de esta
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- 2345 — 78 — 10 11 12 13 14 15
(mddJ"=¢ — 1 200 —21— 0 2 2 0 1 2
o1 — 1 200 —-21 -1 1 0 2 0 2
2 — 1 120 —-—20-01 2 2 0 1
3 — 0122 —10-0 0 2 1 2 1
4 — 0012 — 12— 2 0 1 1 2 0
(ot J" =¢p5 — 0012 —12— 0 2 2 0 2 1

Figura 3.8: Cadena de contigiiidad de longitud 5 para J” .

seccion consiste en motivar el desarrollo de implementaciones completamente automatizadas que

busquen planificadores de movimientos 6ptimos en cualquier poliedro.

Claramente, la intuicién geométrica ha ayudado mucho en las demostraciones, tanto para
escoger las subdivisiones intermedias y los subcomplejos, como para guiar la busqueda de las
cadenas de contigiiidad mostradas en las Figuras 3.7 y 3.8. Una busqueda exhaustiva de la cadena

de contigiiidad de la Figura 3.8 tendria que considerar un espacio de busqueda de 372

instancias,
lo cual seria inviable con la tecnologia actual. Jestis Gonzalez sugiere que una autimatizacion
completa podria sustituir la intuicién humana por medio de componentes heurisiticos como
pueden ser algunos métodos estocasticos o técnicas de aprendizaje automatico. De este modo,

podria obtenerse una bisqueda automatica inteligente.

En el articulo [13], Jestis Gonzalez junto a otros autores como Carlos Ortiz proporciona una
continuacion de [9]. En ella se propone finalmente un algoritmo explicito que toma como entrada
un poliedro, considerado como el espacio de configuracién de un sistema mecanico, y devuelve

un planificador de movimientos lineal a trozos.
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