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Resumo

Unha superficie é de traslacion se pode obterse ao desprazar unha curva 3(t) ao longo
doutra curva a(s) e a sta parametrizacion obtense sumando ambas curvas, x(s,t) = a(s)+
B(t). As propiedades da superficie obtida dependeran da xeometria das curvas xeratrices « e
5. O noso obxectivo é analizar as superficies de traslacion con curvatura de Gauss constante
e, nalgins casos, con curvatura media constante. A analise dependera do caracter plano
ou espacial das curvas xeratrices e da posicién relativa dos planos osculadores da situaciéon

plana.

Abstract

A translation surface can be obtained by moving a curve f(t) along another curve a(s)
and its parametrization is obtained by adding both curves, x(s,t) = a(s) + S(t). The
surface properties will depend on the geometry of the generating curves o and 8. Our goal
is to analyze translation surfaces with constant Gauss curvature and, in some cases, with
constant mean curvature. The analysis will depend on the plane or spatial character of the

generating curves and the relative position of the osculating planes in the plane situation.
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Introducién

As superficies de traslacion forman unha familia de superficies en R? que se obtefien ao
desprazar unha curva dada sobre outra fixada previamente. Este feito fai que dita clase de
superficies sexa especialmente ttil en procesos de construcion. As superficies de traslacion

son de uso habitual na arquitectura, constituindo a base dun gran niimero de cubertas.

Modelo da cuberta da Terminal T4 do Cuberta da Estacion de Melbourne
Aeroporto de Madrid Barajas

Asimesmo, as superficies de traslacién son obxectos de uso industrial que aparecen no
noso dia a dfa como as caixas de ovos. E por iso que a sta descricion ten, ademais do seu
interese matemaético, un claro interese practico.

Dende un punto de vista mateméatico, unha grafica x(u,v) = (u,v, f(u,v)) é unha
superficie de traslacion se a funcion f(u,v) se descompoén como suma f(u,v) = fi(u) +
f2(v), o que permite separar as variables e, en consecuencia, simplificar a andlise dun bo
numero de problemas. Tal é o caso das superficies minimais de Scherk.

De modo xeral, dadas duas curvas «a(s) e (t) no espazo, a superficie de traslacion
determinada por elas ven dada pola parametrizacion x(s,t) = «(s) + ((t). Ainda que
ditas superficies presentan similaridades coas superficies regradas, existindo superficies que
son 4 vez regradas e de traslacion, a stia xeometria é esencialmente diferente. O estudo
das superficies de traslacién dependera das propiedades das curvas xeratrices a e 8. Na
situacidén mais sinxela, cando « e 8 sexan curvas planas, a xeometria resultante dependeré

da posiciéon relativa dos planos nos que se sittien ambas curvas.

XI
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E importante sinalar que, a pesar das siias restriciéns, as superficies de traslacion
xeradas por curvas planas son as mais utilizadas tanto na construcién como na industria

por ser as de maéis facil manipulacién.

O estudo das superficies de traslacion ten as stas orixes no traballo de Darboux [2].
Unha superficie de Darboux definese como a superficie xerada polo movemento dunha curva
mediante unha familia uniparamétrica de movementos rixidos de R?. Tendo en conta que
todo movemento rixido de R? ¢ composicién dunha transformacion ortogonal A, seguida por
unha traslacion mediante un vector, a superficie de Darboux parametrizase como x(s,t) =
A(t)-v(s)+(t), onde y(s) e 5(t) son duas curvas espaciais e A(t) é unha matriz ortogonal.
As superficies de traslacion correspéndense, enton, coa situacion mais sinxela das superficies
de Darboux nas que a curva de transformacions ortogonais A(t) é constante e a(s) =
A - ~(s). A pesar da historia destas superficies, problemas bésicos como a clasificacion
das superficies de traslacién con curvatura de Gauss constante [3|, ou a clasificacion das

superficies de traslacion minimais [9], non foron resoltos ata a actualidade.

O obxectivo deste traballo é analizar as superficies de traslaciéon con curvatura de Gauss
constante e minimais baixo certas restriciéns na stia construciéon. De forma un pouco mais

precisa, esta memoria estruturase como segue.

O Capitulo 1 dedicase & introducién dos elementos béasicos da xeometria de curvas e
superficies en R3. Moitos dos conceptos xa foron abordados na materia "Curvas e Super-
ficies", ainda que son recordados coa intencién de fixar a notacion empregada no traballo.
Outros resultados, como a interpretaciéon xeométrica da curvatura de Gauss, en termos
da distorsién da area causada pola aplicaciéon de Gauss, ou a interpretaciéon xeométrica
da curvatura media, en termos da distorsién da area causada polas variaciéns normais da

superficie, son analizadas con detalle.

O Capitulo 2 dedicase en primeiro lugar a introducir as superficies de traslacion. Mos-
tramos a existencia de superficies de traslacién que son, ademais, regradas. Aparte das
superficies cilindricas mostrase que o helicoide é regrada e de traslacion (algo que non pa-
rece obvio nunha primeira impresién). Ambalas diias clases de superficies son, sen embargo,
diferentes, como mostra o paraboloide eliptico, que é unha superficie de traslacién non re-
grada. En segundo lugar, centramonos na anélise da situaciéon méis simple: as superficies
de traslacion de tipo plano con curvas xeratrices situadas en planos ortogonais. Mostramos
que tal superficie ten curvatura de Gauss constante se, e s6 se, é unha superficie cilindrica,
en cuxo caso, a curvatura de Gauss é nula (Teorema 2.3). Analizamos as superficies de
traslacién minimais, mostrando que unha superficie de traslacién de tipo plano con curvas
xeratrices situadas en planos ortogonais é minimal se, e 86 se, é localmente un plano ou

unha superficie de Scherk (Teorema 2.4). Asimesmo analizamos outros tipos de superficies
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de traslacién habitualmente utilizadas na practica, como os paraboloides ou a superficie
caixa de ovos. E importante sinalar a existencia de superficies de traslacion xeradas por
curvas espaciais, como é o caso do helicoide ou o sinusoide.

O Capitulo 3 constitie a parte central da memoria. Nel analizanse as superficies de
traslaciéon con curvatura de Gauss constante, centrandonos na anélise de duas situacions
particulares.

Na Seccion 3.1 mostramos que unha superficie de traslaciéon con curvatura de Gauss
nula ten que ser localmente isométrica a un plano ou a unha superficie cilindrica (Lema
3.2). O caso de curvatura de Gauss constante non nula é considerado na Secciéon 3.2 para
superficies de traslacion onde unha das curvas xeratrices é plana. Mostramos a non exis-
tencia de tales superficies cando as duas curvas xeratrices son planas na Seccién 3.2.1 para
mais tarde analizar a situacion na que s6 unha das xeratrices é plana na Seccién 3.2.2. En
cada un dos casos, o resultado obtense a partir da consideraciéon de parametrizacions ade-
cuadas e a posibilidade de separar variables en certas ecuacions diferenciais determinadas
pola curvatura de Gauss. Consideramos importante sinalar que, ainda que a demostra-
cion presentada segue as linas xerais de [8], en certos puntos o noso argumento difire do
considerado por ditos autores.

O resultado mais xeral, que establece que as tnicas superficies de traslacién con curva-
tura de Gauss constante son os planos e as superficies cilindricas (probado recientemente

en [3]), escapase dos obxetivos deste traballo.
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Capitulo 1

Unha introducién a curvas e

superficies

Neste capitulo introduciremos os conceptos relacionados coas curvas e superficies regu-
lares en R? que seran necesarios para o desenvolvemento do traballo.

Comezaremos cos conceptos basicos sobre as curvas, a curvatura, a torsion e o Tri-
edro de Frenet. A continuacién consideraranse os conceptos basicos de superficies en R?;
especialmente a curvatura de Gauss e a curvatura media. Mostraremos unha interpreta-
cién xeométrica da curvatura de Gauss como unha medida da distorsién na area causada
pola aplicacién de Gauss. Despois de introducir a curvatura media moéstrase que as super-
ficies minimais correspéndense coas superficies criticas do funcional area para variacions
normais.

Ademais, recérdanse as nociéns de isometria local e congruencia, e a sta relaciéon coa
primeira e segunda formas fundamentais en termos do Teorema Fundamental da teoria de

superficies en R3.

1.1. Curvas regulares.

Sexa o : I — R? unha curva diferenciable parametrizada. Diremos que «(t) é unha
curva parametrizada regular se o/ (t) # 0 para todo t € I.

A condicion de regularidade permite definir unha nova parametrizacion da curva en
termos do parametro lonxitude de arco s = h(t) = ﬁi(a’(t),o/(t»lmdt, de xeito que
a(s) é unha reparametrizacion de «, para calquera valor ¢y € I. Isto ven garantido polo
feito de ser h/(t) = ||o/(t)|| # 0 pola hipotese de regularidade. Ao parametro s = h(t)
chamarémoslle pardmetro lonzitude de arco e, 4 curva reparametrizada a(s) = (aoh™1)(s)

denominarémola curva parametrizada polo pardmetro lonxitude de arco. Dada unha curva
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regular sempre é posible reparametrizala polo parametro lonxitude de arco.

Movementos Rixidos. Curvas congruentes

Un movemento rirido (ou isometria) de R? é unha aplicacién F : R?® — R3 que conserva
as distancias, i.e., d(F(p), F(q)) = d(p, q) para calquera puntos p,q € R3.

Todo movemento rixido de R? podese expresar como composicién dunha traslacion
T v € R3 Ty(v) = 7+ b onde b € R3, e unha transformacion ortogonal, ¢ dicir, unha

transformacion linear G : R? — R3 tal que
(Gu, Gy = (u, V).

Toda transformacién ortogonal de R? obtense como composicién de simetrias respecto
a puntos, rectas ou planos xunto con xiros arredor dunha recta dada. Diremos que un
movemento rixido conserva ou inverte a orientacién segundo o faga a sia parte lineal G,
isto é, segundo det G =1 ou det G = —1.

Diremos que dtas curvas a(s) e [(s) son congruentes se existe un movemento rixido
F : R? = R3 de xeito que 3 = Foa. Un célculo sinxelo, utilizando a regla da cadea, mostra
que en tal caso '(s) = dF, s (a/(s)). Dado que todo movemento rixido de R? se descompon
como unha transformacién ortogonal, GG, seguida dunha traslacion 77, entén B =God.
Polo tanto, se a curva «(s) esta parametizada por arco, calquera curva congruente con ela

tamén estard parametrizada por arco.

Curvas planas

O estudo das curvas planas seréd interesante como motivacién para o estudo posterior
das curvas no espazo e, ao mesmo tempo, xogara un papel esencial no estudo das secciéns

normais de superficies. Consideremos en R? a transformaciéon ortogonal dada pola rotacion

:C’ ‘01>.

Para cada curva parametrizada por arco a(s) no plano, definimos o seu diedro de Frenet

de angulo 7/2:
R

vl

como

T(s) :=d(s) N(s) == Rz T(s).

Chamamos curvatura da curva plana os) & componiente normal da variaciéon do vector
velocidade, k(s) = (T"(s), N(s)). Asi, derivando obtemos

{T’<s> = K(s)N(s),
N(s) = —kr(s)T(s).
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Se a e § = F o« son dias curvas planas congruentes, entén os correspondentes diedros

de Frenet verifican
Ty = G(T,),
Nﬁ = RgT/g = (R% o G)(Ta) = det(G) (G o R%)(Ta) = det(G) G(Na),

onde det G = +1 é o determinante da transformacién ortogonal asociada ao movemento

rixido F'. Polo tanto, as curvaturas de a e 8 = F o « verifican
tg = (T, Ng) = det(G)(GT,,GNy) = det(G)(T,, No) = det(G)kq -

En consecuencia duas curvas planas congruentes tefien a mesma (ou oposta) curvatura
segundo a transformacion ortogonal asociada ao movemento rixido conserve (ou invirta) a
orientacion.

O Teorema Fundamental da teoria local de curvas planas asegura a existencia de curvas
para calquera curvatura prefixada e, ademais, garante que diias curvas planas coa mesma

curvatura son congruentes.

Teorema 1.1 (Fundamental da teoria local de curvas no plano). Dada unha funcion
diferenciable k(s) definida nun certo intervalo I € R, existe unha curva reqular « : s €
I — a(s) € R? de velocidade unidade para a que k(s) € a sia curvatura.

Ademais, se dias curvas planas tenen a mesma curvatura (salvo o seu signo), enton

son congruentes.

Curvas no espazo

Sexa «a(s) unha curva regular no espazo parametrizada polo pardmetro lonxitude de
arco. Sexa T'(s) = &/(s) o vector tanxente 4 curva. Como (T, T) = 1, enton (T, T") = 0.
Dado que o vector T é ortogonal ao vector tanxente unitario, chamamos vector normal ao
vector unitario na direccion de T”, isto é N(s) := MT’(S) = ||afl(s)”o/’(s), sempre que
T'(s) # 0. Asemade chamamos curvatura da curva no espazo & funcion k(s) = ||a”’(s)]]. A
diferencia da curvatura das curvas planas, a curvatura das curvas no espazo sempre é non
negativa. Se a curvatura k(s) = 0 nun certo intervalo, entén a restriccion da curva a dito
intervalo é un segmento de recta.

Definese o vector binormal da curva a(s) como o vector normal unitario asociado ao

plano osculador determinado polo produto vectorial
B(s) =T(s) AN(s)

onde A denota o produto vectorial de R3. Definese a torsion de a(s) como a funciéon dada

por
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ou 0 que € 0 mesmo, a funcion dada por B'(s) = 7(s)N(s). Referirémonos a {T'(s), N (s), B(s)}
como o triedro de Frenet asociado & curva a(s). A stia variacion ven dada polas expresions
T'(s) = r(s)N(s),
N'(s) —(s)T(s) —7(s)B(s),
B'(s) = 7(s)N(s)

E importante sinalar que se duas curvas a e = F o a son congruentes, entéon os

correspondentes triedros de Frenet {T', N, B} venen dados por
Ts = GTy,, Ng = GNg, Bg = det(G)Ba,

onde G denota a transformaciéon ortogonal asociada ao movemento rixido. En consecuencia

a curvatura e torsion das curvas « e § = F o «v estan relacionadas por
KB = Ka 78 = det(G) 7o,

polo que a curvatura é invariante por congruencia, mentras que a torsién é invariante salvo
o signo, segundo a transformacién ortogonal GG conserve ou invirta a orientaciéon. Ao igual
que para as curvas planas, o Teorema Fundamental da teoria local de curvas no espazo
mostra que toda curva esta determinada pola siia curvatura e torsién salvo un movemento

rixido do espazo.

Teorema 1.2 (Fundamental da teoria local de curvas no espazo). Sezan k,7: 1 CR — R

funcions diferenciables con k(s) > 0, para todo s € I. Enton existe unha curva reqular o(s)

parametrizada por arco de xeito que kqo(s) = k(S) e To(s) = 7(s), para todo s € I.
Ademais, se dias curvas o e B tenen a mesma curvatura e a mesma torsion (salvo o

seu signo), enton son congruentes.

Finalmente é importante sinalar que, ainda que teoricamente é posible, en moitos casos
resulta imposibe cofiecer a parametrizaciéon por lonxitude de arco dunha curva dada. Polo
tanto, serd de importancia poder calcular tanto a curvatura como a torsiéon dunha curva
a(t) a partir dunha parametrizacion arbitraria da mesma. As seguintes expresions son ben
cotiecidas (véxase, por exemplo [5])

P (OO S DR O R0
le/ @)1 [lo/ () A o (2)]2

1.2. Superficies regulares

Definicién 1.3. Unha superficie reqular en R? é un subconxunto non baleiro S C R? de

xeito que para cada punto p € S existe un entorno aberto ¥ C R3 do punto p e unha
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aplicacién
x:UCR?>—VNS

verificando as seguintes condiciéns:

(1) x: U C R? — R3 ¢ diferenciable.

(2) x: U C R? = x(U) = V ¢ un homeomorfismo, ¢ dicir, é bixectiva na imaxe e a stia

inversa é continua.

(3) Para todo p € U, a diferencial dx,, : R? — R3 ¢é inxectiva, é dicir, se representamos

por (z1,z2) os puntos do plano e as funciéns componentes de x como
x(z1,22) = (x(21, 22), y(21, 22), 2(21, T2))

entén a matriz Jacobiana

dxy = | 32-y(p) %y(p)

¢é de rango maximo en cada p € U.

Notacion 1.4. Diremos que:
1. x ou (U, x) é unha parametrizacion local ou carta local da superficie.
2. Ao aberto U chamarémoslle dominio da parametrizacion.
3. Os parametros (x1,x2) seran as coordenadas locais da superficie.

Teorema 1.5. Sexa f : U C R3 — R unha aplicacion diferenciable e a € R un valor reqular
de f. Enton f~'({a}) C R3 € unha superficie reqular de R e chamarémola superficie de

nivel da funcion f.

Sexa S unha superficie regular e F' : S — R™ unha aplicaciéon. Consideramos a para-
metrizacion local (U,x) de S e denotamos por ' = Fox : U C R? — R™ a lectura en
coordenadas. Unha funcion F : S — R™ é diferenciable se o é na sta lectura en coordena-
das.

Sexan S7 e Sy dias superficies regulares e F' : S — So unha aplicaciéon. Diremos que F

é diferenciable nun punto p € Sy se para calquera parametrizacion (U, x1) de St e (Ua, x2)
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de Sy en F(p), a expresion en coordenadas de F, F= Xy L' F o x;, é diferenciable no
punto xl_l(p). Diremos que unha aplicaciéon F' : S1 — S entre dias superficies regulares é
un difeomorfismo de F' se é un homeomorfismo entre S7 e Sy e, ademais, F' e a sia inversa
son diferenciables como aplicaciéns entre superficies.

Unha curva diferenciable nunha superficie S é unha aplicacion diferenciable v : I C
R — S, onde I ¢ un intervalo aberto. Se consideramos unha parametrizacion local (U, x)

de S, a curva lerase localmente en coordenadas como a aplicacion:

a(t) = (x"'oa)(t) = (21(t), 22(1)),

obtendo asf unha curva en R2.

Un vector ¥ € R? é tanxente a unha superficie regular S nun punto p € S se existe
unha curva a : (—e,€) C R — S diferenciable tal que a(0) = p e o' (0) = 7.

Chamamos espazo tanxente a superficie S nun punto p, e denotamos por 7,5, ao

conxunto formado por todos os vectores tanxentes en p.

Lema 1.6. Sexa S unha superficie reqular e p € S. Sexa (U,x) unha parametrizacion local

de S nunha vecinanza de p e sexa x '(p) = q € U. Enton T,S = dx,(R?).

Sexan S C R? unha superficie regular, p € S e f : S — R unha funcién diferenciable.

Definimos a diferencial de f en p como a aplicacion
dfp : T, — R
7 dfy (@) = (f o) (0),

onde «(t) é unha curva diferenciable que representa ao vector . A aplicacion df, esta ben

definida e é lineal.

1.3. A primeira e segunda formas fundamentais

1.3.1. A primeira forma fundamental. Xeometria intrinseca

Sexan S unha superficie regular e un punto p € S. Sabemos que 7,S ¢ un espazo
vectorial de dimensién 2 contido en R3. Logo, dados dous vectores @, € TS, podemos
calcular o produto escalar (¥, 1), como vectores de R>.

Sexa (-,-)p o produto escalar usual de R3 e consideremos a stia restricién ao espazo

tanxente en cada punto p € S como a forma bilineal simétrica e definida positiva

(,)p : TpS x T,8 = R.
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A sua forma cuadratica asociada
I, : 0 € Tp,S — I,(0) = (¥,0) = HUHQ >0

chamarémoslle primeira forma fundamental de S en p.
Chamaremos coeficientes da primeira forma fundamental correspondentes 4 parame-

trizacion (U, x) &s funcions:

gii(r1,22) gra(w1,m2)\ [ (x1,x1) (x1,%X2)
g21(71,22)  g22(7w1,72) (x2,%1) (X2,%2)
Os coeficientes da primeira forma fundamental verifican o seguinte:

911,922 > 0 e g11 - g22 — g%z >0.

A primeira forma fundamental permitenos construir e falar da xeometria intrinseca
dunha superficie. Definimos unha isometria local entre dias superficies regulares S; e So
como unha aplicacién diferenciable ® : S; — So que conserva a primeira forma fundamen-
tal, é dicir,

(dPp (), dPp(W))a(p) = <‘77 W)p

para calquera vectores tanxentes ¥, w € 1),51.

Se @ : S; — S é unha isometria local, enton existen parametrizacions locais (U, x) de
S1 e (U,x = Pox) de S nas que os coeficientes da primeira forma fundamental son iguais,
¢ dicir, gij(z1,22) = §ij(x1,22). Reciprocamente, se é posible parametrizar localmente as
superficies S e Sy de modo que os coeficientes da primeira forma fundamental coincidan,

entén existe unha isometria local entre ambas superficies.

1.3.2. A segunda forma fundamental. Xeometria extrinseca

Definimos a aplicacion de Gauss como a aplicacion S — S?(1) que a cada punto da
superficie lle asocia un vector normal unitario. Sexa (U, X) unha parametrizacion local da

superficie S. Enton a aplicacion de Gauss ven dada por:

. . x1(p) Axa(p) 2
N:peVCS+— N(p) _iHX1(p)/\X2(p)H € S*(1),

onde “A” denota o produto vectorial de R3.
Se ben a aplicacién de Gauss dunha superficie non é necesariamente continua, como é
o caso da cinta de Md&bius, a sta continuidade garante a diferenciabilidade da mesma sen

maéis que ter en conta a expresion anterior. En calquera caso, como a analise que levaremos
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a cabo neste traballo é de caricter local, podemos asumir que a aplicaciéon de Gauss é
diferenciable no que segue.

Sexa S unha superficie regular. Chamaremos operador de configuracion da superficie S
no punto p € S 4 aplicacion lineal: A, : T,,S — T},S definida por A, = —dN,,. O operador
de configuracion é autoadxunto, é decir, (A4,(7), W) = (U, Ap(W)), para calquera ¥, @ € T),S.

Definese a sequnda forma fundamental de S en p como a forma cuadrética asociada &

forma bilineal simétrica determinada polo operador de configuracion
I, : T, x T, — R

(177 lﬁ) — H]Ip(ga IU) = <AP(U)’ u7>,

—

que ven dada por ¢ € T),S — II,(¥, ¥). Tendo en conta que
I(xi,x5) = (Ap(xi), x5) = —(dNp(x:),%;) = (N, %i5),
chamaremos coeficientes da sequnda forma fundamental &s funciéns
Liy=(N,x11)  Lo2a=(N,x22)  Li2 = Loy = (N,x12) = (N, x21)

e representamolas coa seguinte matriz:

<L11($1,$2) L12(CC1,562)>

Loy (z1,22) Loa(z1,x2) (N,x21) (N,x22)

<<N, X11> <N, X12>> '

1.4. Curvatura de Gauss e curvatura media

Como o operador de configuraciéon é unha transformaciéon lineal autoadxunta podese

diagonalizar respecto dunha base ortonormal {€}, e} de forma que
Apgl = )\1 (p)€1 Apgg = )\2(]))52.

Os autovalores A1(p) e A\a(p) denominanse curvaturas principais da superficie S no punto
p € S, e os autovectores asociados €] e € chamanse direccions principais do punto p € S.

Tendo en conta a expresion do polinomio caracteristico do operador de configuraciéon
det(A, — AId) = A? + 2traza(A,)\ + det(A,),

definense as curvaturas de Gauss e media da superficie en termos dos invariantes alxébricos

do operador de configuracion.

Definicion 1.7. Sexa S unha superficie regular. Definese a curvatura de Gauss en cada

punto p da superficie S como a funcion K(p) := det(A,). Definese a curvatura media en

cada punto p € S como a funcién H(p) := jtraza(4,).
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En termos das curvaturas principais temos o seguinte:

K@) =X dol), )= 5(4(p) +Xa(p).

A aplicacion de Gauss dunha superficie non é tnica, estando definida salvo o signo (en-
trante ou sainte) do vector normal. Séguese, das expresions anteriores, que a curvatura de
Gauss ¢ independente da escolla da aplicaciéon de Gauss, mentres que o signo da curvatura
media depende da aplicaciéon de Gauss. As curvaturas de Gauss e media exprésanse en

termos da primeira e segunda formas fundamentais como

_ Li1 Loy — L2,
911922 — 9%2

guLoy 4 g2aLl11 — 2g12L12

K 2
911922 — 912

-1
2
O Teorema Egregium de Gauss asegura que a curvatura de Gauss de toda superficie
pode ser expresada somentes en termos da primeira forma fundamental, polo que é inva-
riante por isometrias locais. En consecuencia se duias superficies son localmente isométricas,
entén as stas curvaturas de Gauss son iguais en puntos correspondentes. O reciproco non
é certo. De feito, o helicoide x(u,v) = (ucosv,usenv,v) e a superficie de revolucion x =
> 1

(ucosv,usenv,logu) tefien a mesma curvatura de Gauss K (u,v) = K(u,v) = — Tz @

pesar de que non pode existir ningunha isometria local entre elas.

1.4.1. Interpretacién xeométrica da curvatura de Gauss

Nos seguintes capitulos trataremos as superficies de traslacion con curvatura de Gauss
constante. Por ese motivo introduciremos a continuacién a interpretaciéon xeométrica da
curvatura de Gauss.

Sexan S e S duas superficies regulares orientadas. Diremos que unha aplicacion dife-
renciable F : S — S conserva a orientacién nun punto p € S se, dada unha base positiva
{x1,x2} de T},S, enton {dF,(x1),dF,(x2)} é unha base positiva de Tp,)S. No caso con-
trario, diremos que F invirte a orientacién en p.

Sexa S unha superficie regular orientada por N : .S — S%(1), onde consideramos a esfera
S%(1) orientada polo normal exterior. Se {x1,x2} ¢ unha base ortonormal positivamente

orientada de 7,5, entén o produto vectorial
dNp(x1) A dNp(x2) = det(dNp) x1 A x2 = K(p) X1 A X2.

En consecuencia a aplicacion de Gauss conserva a orientacion se K(p) > 0 e invirtea se
K (p) < 0. Polo tanto: se a aplicacion de Gauss N conserva (resp., invirte) a orientacion

en p, enton escolleremos o signo positivo (resp., negativo) para a curvatura de Gauss en p,

K(p).
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Denotemos con B(p,e) = {G € R?/d(p,G) < €} a bola aberta no plano de centro
p € R? e radio € > 0, respeto da distancia Euclidiana. Sexa (i, x) unha carta local sobre
a superficie S, e sexa p € x(U) C S. Para valores de ¢ > 0 suficientemente pequenos
podemos supoiier que B(x~(p),e) C U e polo tanto podemos considerar a imaxe da bola
aberta baixo a parametrizacion, Ve = x(B(x~!(p),€)), que é un aberto sobre a superficie.
O seguinte resultado mostra que a curvatura de Gauss proporciona a medida de como a

aplicacion de Gauss distorsiona o volume de rexiéns pequenas da superficie.

Teorema 1.8. Sexa S unha superficie regular orientada, con aplicacion de Gauss N : S —
S2(1), ep € S tal que a curvatura de Gauss K(p) # 0. Enton,

Demostracion. Considerando a aplicacién de Gauss N : x(4) C S — S%(1) para algunha
parametrizacion local (U,x) de S, como det(dN,) = K(p) # 0, enton N é un difeomor-
fismo local. Polo tanto existe un aberto ¥V C U tal que Ny : x(V) — N(x(V)) é un
difeomorfismo. En tal caso, (V, N o x) é unha parametrizacion local da esfera S?(1).
Ademais, B(x~1(p), €) = (N ox)~}(N(V;)) para e > 0 suficientemente pequeno. Entén

as areas de Vg e N(V;) venen dadas por
Area(V, // lx1 A x2||dudv, Area(N / (N ox)1 A (N ox)slldudv .
Tendo en conta que
(Nox)1 A(INox)y =dN(x1) ANdN(x2) =det(dN)x; Axo = Kx1 AXg,
a area da rexion N (V;) resulta

Area(N(V,)) = // |K o x| ||x1 A x2|dudv .
Be

O Teorema do valor medio para integrais dobres, permite concluir que existen certos

q,q¢ € Bc CU de modo que

oy Area(N(Ve)) Jp, [K ox|[[x1 A x| dudv 1t (@) ][x1 Ax2[(q) A(Be)
=0 Area(V.) =0 [, %1 A xo||dudv =0 lIx1 A x2||(q") A(Be)
%1 A x2]|(q)
= lim |K = |K(p)|,
iy R Cx(a) | PR E D g

de onde se segue o resultado. O
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1.4.2. Interpretacion xeométrica da minimalidade

Unha superficie S C R? dirase minimal se a stia curvatura media H = 0. A continua-
cion mostraremos que a condiciéon de minimalidade aparece de forma natural estudando o
comportamento da area dunha rexiéon da superficie dada en relacion és superficies obtidas

ao desprazala na direcciéon dun campo de vectores normais prefixado.

Co obxetivo de medir como varia a area dunha rexién da superficie ao mover esta nunha

direccién normal, introdiicese a nociéon de variaciéon normal.

Sexa S C R? unha superficie regular parametrizada mediante unha aplicacion x : U C
R? — R? e sexa Q = x(Q) unha rexion acotada de S para Q C U. Sexan N = N(u,v)
un vector normal unitario & superficie e ¢ : @ — R unha funcién diferenciable. Chamamos

variacion normal da rexién da superficie @ na direcciéon do vector normal N & aplicacién

x[t] : (—e, ) x Q - R"
(t, (u,v)) — x(u,v) + t o(u,v) N(u,v)

definida para ¢ € R suficientemente pequeno. A funcién ¢ proporciona o tipo de deforma-
ci6én, mentras que o parametro ¢t indica a magnitude e o sentido da mesma. Se ¢ se anula,
a superficie non cambia e os distintos valores deste parametro determinan unha familia de
superficies x[t](u,v). Ademais, dado que a primeira forma fundamental (g;;) da superficie
x[t](u,v) é definida positiva, manterase definida positiva para valores de ¢ suficientemente
proximos a t = 0, polo que podemos supofier que x[t](u,v) é unha superficie regular para

todo valor de t.

Variacién normal do paraboloide hiperbo-

lico z = 22 — y? dada por
x[t](u,v) = x(u,v) + tN(u,v).

Mentras que para valores de t préximos

a cero os conxuntos x[t] son superficies

regulares, para t = 1 preséntanse auto-

interseccions.
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Variacion normal do paraboloide hiperbo-

lico z = 22 — y? dada por
x[t](u, v) = x(u,v) + tp(u, v)N (u,v) woz |

para una funcion ¢(u,v) = senu.

A funcién ¢ modifica a magnitude e direc-

cion do vector normal & superficie.

2

En cada un dos casos anteriores debuxouse a superficie inicial z = 22 — y? na cor verde,

indicando noutras cores as stas variaciéns normais.

Os campos coordenados correspondentes as parametrizacions x[t] venen dados por
X[t]l =x1 +to1N +1toNy, X[t]Q =X +tpoN + 1Ny,

onde ¢ = 2. Asi, os coeficientes da primeira forma fundamental correspondente as
axk ’

parametrizacions x[t] venien dados por:

gltlis = (xi,%5) + o (xi, N) + to(xi, Nj) + toi(N,x5) + t*0i0;(N, N)
+ t20ip (N, Nj) + to(x;, Ni) + 200 (Ni, N) + t20% (N, Nj)
= (x;,X;) — 2tp(X5, N) + t20i0; + t20*(N;, Nj)
xa que, ao ser 0 = (x;, N), tense que (x;, N;) = —(x;j, N) = L;j. Asi, os coeficientes da

primeira forma fundamental evolucionan ao longo da variacién como
gltlij = gij — 2teLi; + t2pipj + 20 (Ni, N;)

polo que
0

ag

En particular, evaluando en t = 0 as expresions anteriores tense que

[tij = —2¢Lsj + 2tpip; + 2t*(N;, N;) .

0

Teorema 1.9. Unha superficie regular S C R}, € minimal se, e so se, € un punto critico

da aplicacion drea de calquera rexion acotada para toda variacion normal.

Demostracion. Sexa x(u,v) unha parametrizacion local da superficie definida nun aberto

U C R? e sexa Q C U de tal forma que @ = x(Q) é unha rexion acotada. Sexa x[t] unha
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variacion normal determinada polo vector normal unitario N e unha funcién de deformacion

. Entén a aplicaciéon area da variaciéon normal ven dada por

= //Q \/g[ﬂng[t]m—g[t]% dudv

Derivando a expresién anterior, e tendo en conta as expresiéons anteriores das primeras

formas fundamentais (g[t];;), tense

glthigltlee — g[t]3s)
glt]11g[t]22 — dudv = // dudv .
T dt // \/ ti o) 2\/975119 tl2a — g[t]1

Tendo en conta que g[0];; = g5 ¥ atg[O] —2¢L;;, enton A’(0) ven dada por
—2¢ (L Loos — 2g12L
// ¢ ( 922 +gule —2g12Li2) o
911922 — 912

L11922 + g11L22 — 2g12L12)
—p\/ 911922 — 912 dudv

911922 - 912)

= // —2p H\/ g11922 — 9%2 dudv.
Q

Se § ¢ minimal (H = 0) entéon A’(0) = 0 para toda variacion normal. Reciprocamente,
supofiamos que a superficie non é minimal e vexamos que existe unha variacién normal
onde A’(0) # 0. Se a superficie non é minimal en Q, existe un punto en dita rexién no que
H # 0. Dado que H é continua, existe @ un entorno aberto dese punto onde a curvatura
media non se anula. Sexa N un campo de vectores normal definido en Q e consideramos a

variacion normal determinada por ¢ = %H , & dicir, x[t] =x+ %H N. Temos

= // —HQ\/gHgQQ — g%Q dudvv < 0,
Q

polo que existe unha variacién normal que non ten un punto critico en ¢ = 0. O

1.5. Superficies congruentes

Diremos que duas superficies S e Se son congruentes se existe un movemento rixido
F :R3 — R3 de forma que Sy = F(S1). En tal caso, cada parametrizacion local (i, x) de
S7 induce unha parametrizacion local (U,x = F o x) de Sy de xeito que os coeficientes da

primeira e segundas formas fundamentais verifican que
gij('xlv $2) = gij(l'l, x2)7 Lij(xla .1172) = iLij(xlv .352),

onde o signo +1 depende de que o movemento rixido preserve a orientacién ou a invirta.

Séguese de forma inmediata das expresions anteriores que a curvatura de Gauss, K(p), é
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invariante por movementos rixidos, mentras que a curvatura media H(p) é invariante por
movementos rixidos que conservan a orientacion.

Reciprocamente, séguese do Teorema Fundamental das superficies en R3 que se duas
superficies tefien as mesmas primeira e segunda formas fundamentais, entén son congruen-
tes. Intentaremos analizar isto méais a fondo. En primeiro lugar, introduciremos a férmula
de Gauss e as condicions de compatibilidade a fin de dar sentido ao enunciado do Teorema
Fundamental.

Sexa S unha superficie regular orientada por N e sexa x : Y C R> — S unha para-
metrizacién de S positivamente orientada, é dicir, tal que {x1,%2, N} é unha base de R?
positivamente orientada. Podemos expresar os vectores x11, X192, X21, X22, IN1, No en funcién

de dita base da seguinte maneira

x11 = If;x1+T%x2+ L11N,
x12 = IDiyxg +T%x2 + L12N,
x21 = I3;x1+T3 %2+ Lot N, (1.1)
x11 = IDdyx1 +T%x2 + LN,
N1 = anxi + azxa,
[ N2 = a2x1 + axxs,

para certos coeficientes aij,l“fj e Lij, con 4,5,k € {1,2}. Como X312 = X21 tense que

I'ly =T}, e 'Y, =T43,. Os coeficientes a;; venien dados por:

~1
ain az\ _ (Lu Liz) (g1 g12
aiz a2 Loy L2z \ga1 922

Os simbolos de Christoffel estan determinados por

-1

1 1 1 1 0 1 0 0 1 0
'y T Ty g11 912 2927911 2053911 355912 — 39,7922
9 12 2 N P 1.0 10 10
Fll Flg FQQ g21 922 371912 - 587352911 5%922 5%922

En consecuenca as expresions das derivadas de x1,x2 € IV s6 dependen dos coeficien-
tes da primeira e segunda forma fundamentais de S. O Lema de Schwarz permite obter

relacions entre estes coeficientes
(x11)2 — (x12)1 =0, (x22)1 — (x21)2 =0, Njg— N9y =0. (1.2)

A formula de Gauss

9
81‘2

0
I - Txlr‘%z + TS, + THTS, — Tl — Tl = gu K, (1.3)



1.5. SUPERFICIES CONGRUENTES 15

e as ecuacions de Codazzi

0 0

—— Ly — —Lig = L1 T}y 4+ Lip(T%, — T1) — Laol'3,,

8.732 8a:1 (1 4)
3 )

0
873321;12 - 87551[/11 = Ly DY + L15(T3, —Tiy) — LooT'%,,

resultan ser equivalentes 4s condicions (1.2). A formula de Gauss (1.3) e as ecuacions de
Codazzi (1.4) son conecidas como ecuacions de compatibilidade da teoria das superficies.
O Teorema Fundamental de superficies asegura que as ecuacions de compatibilidade

son suficientes para asegurar a existencia dunha superficie.

Teorema 1.10 (Teorema Fundamental da teoria de superficies en R?). Sezan 9ij, Lij con
i,j = 1,2 funcions diferenciables definidas nun conzunto aberto U C R?, verificando as

ecuacions de compatibilidade (1.3)—(1.4) e tales que

911 >0, g22>0, gi1g2 — gl > 0.

Enton, existen un aberto V C U e un difeomorfismo x : V — x(V) C R3 | de forma
que x(V) € unha superficie reqular, parametrizada por x tal que os coeficientes das sias
primeira e seqgunda formas fundamentais son g;;, L;j con i,j = 1,2, respectivamente.

Ademais, se W ¢ conexo e X : W — (W) C R3 € outro difeomorfismo que satisfai

tamén as condicions anteriores, enton existe un movemento rizido de R3 que transforma

x(V) en x(W).
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Capitulo 2
Superficies de traslacion

O obxectivo deste capitulo é, despois de establecer a definiciéon de superficie de trasla-
cion, proporcionar exemplos significativos de tales superficies. Mostrarase a existencia de
superficies de traslacion regradas e de revolucién, e estudarase a xeometria das superfi-
cies de traslacion xeradas por curvas planas situadas en planos ortogonais, o que supén a

situaciéon mais sinxela posible.

2.1. Definiciéon e exemplos de superficies de traslacion

Unha superficie de Darbouz definese cinematicamente como o movemento dunha curva
mediante unha familia uniparamétrica de movementos rixidos de R? [2]. Polo tanto, unha
parametrizacion de dita superficie ven dada por x(s,t) = G(t) - a(s) + 5(t), onde « e 8
son dias curvas no espazo e G(t) é unha matriz ortogonal. Neste traballo trataremos a

situacion particular na que G(t) sexa a identidade.

Definicién 2.1. Unha superficie S en R3 é unha superficie de traslacion se pode ser
expresada localmente como a suma W(s,t) = a(s) + 3(t) de ditas curvas o : I CR — R3 e
B:JCR—=R3 tales que &’ A S £ 0.

As curvas a e 8 denominaranse curvas reratrices de S. Ademais, se « e 5 son curvas

planas, diremos que a superficie de traslacion é de tipo plano.

17
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A superficie z = (22 — 1)2 — y? obtense como

traslacion da curva (debuxada en vermello)
i (1,0, (r* —1)?)
ao longo da parabola (debuxada en azul)

s+ (0,s,1+ s?),

eje OX

que representan as curvas xeratrices. Ademais,

este é un exemplo de superficie de tipo plano.

A superficie de traslacion ¥(s,t) = a(s) 4+ 5(t) obtense mediante a traslacion de « ao
longo de B, ou reciprocamente, dado que os papeis desempenados por ambas curvas son
simétricos.

As curvas paramétricas s = sy son congruentes entre si, ao igual que as curvas para-
métricas t = tg.

A continuacion veremos alguns exemplos de superficies de traslacion

2.1.1. Superficies de traslaciéon regradas

Unha superficie é regrada se a superficie contén unha recta pasando por cada punto.
Estas superficies estan caracterizadas a partir dunha curva xeratriz «(t) e unha curva
direccional v(t), de xeito que determinan unha parametrizacion x(¢, s) = a(t) + sv(t).

Ademais do plano (que é un exemplo trivial de superficie regrada), os cilindros e os
conos son superficies regradas con curvatura de Gauss cero. Pero tamén existen outras
superficies regradas con curvatura de Gauss non nula (e polo tanto estritamente negativa)
como son o hiperboloide dunha folla ou o helicoide.

Toda superficie regrada da forma x(¢,s) = «(t) + sv(t) con v(t) constante é unha
superficie de traslacion. Tal é o caso das superficies cilindricas. Sen embargo, existen su-
perficies regradas coma o helicoide que poden ser vistas como superficies de traslacion sen

corresponderse coa situaciéon anterior.

Superficies cilindricas

Unha superficie cilindrica é unha superficie regrada x(s,t) = a(s) + tv(s) coa curva
direccional constante, v(s) = ¥, é dicir, a superficie contén rectas paralelas pasando por
cada punto da mesma. Todas estas superficies son invariantes baixo calquera traslaciéon na

direccion do vector U.
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Para cada superficie de traslacion cilindrica x(s,t) = a(s) + tv, tense que
A _
X1 =, X2=U
"
xnn=a", xX12=0, X2=0.

Polo tanto, os coeficientes da segunda forma fundamental verifican Lo = Lo; = Loy = 0,

de onde se segue que det(L;;) = 0 e polo tanto a curvatura de Gauss K = 0.

sen2x+y2= 1

Outro tipo de superficie cilindrica que, a stia vez, é unha superficie de traslacion é a
superficie parca (ou superficie "grim reaper”).

Sexa U C R? un aberto e sexa x[t](u,v) : U C R? — R? unha familia de superficies
dependente dun pardametro t € I C R definida nun intervalo que contén 4 orixe. A ecuacién
en derivadas parciais

%X[ﬂ = Hpy) Nxpy
coniecese como ecuacion do fluzo por curvatura media, onde Hyp;) representa a curvatura
media da superficie X[t] e Ny denota a stia aplicacion de Gauss.

Toda superficie minimal (i.e., H = 0) permanece constante baixo o fluxo de curvatura
media, xa que a familia de superficies constante x[t] = x[0] é solucion da ecuacion.

Unha clase especial de soluciéns do fluxo de curvatura media é a dada polos soliténs de
traslacion. Estas son solucions x[t] que se moven por traslacions: x[t + s] = x[t] + st para
algtin vector fixo ¥ € R3. Neste caso, todas as superficies x[t] son congruentes e verificase
que o vector curvatura media Hy [Ny, coincide coa proxeccion do vector v na direccion
normal & superficie, Hy Nyjy = (¥, Nx[]) Nxpy- Por tanto, Hypyy = (¥, Nypy)-

Mediante un movemento rixido de R3, un pode asumir que o vector ¥ esté na direccion
de €5 = (0,0, 1) e suponendo ademais que as superficies se moven con velocidade unidade,

fixamos U = €3.
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A superficie parca é o cilindro en R3 sobre a curva plana s ~ (s, —logcoss). Esta
superficie é un solitén de traslacion para o fluxo de curvatura media. A familia de curvas
representadas abaixo corresponden & evolucion da curva parca ao longo do fluxo na direc-
cion do vector €3, mentras que a superficie da dereita corresponde & superficie parca, que é

unha superficie de traslacion onde as curvas xeratrices estan debuxadas en azul e vermello.

Dado que a curva debuxada en vermello é unha recta, a superficie parca é unha superficie
cilindrica de tipo plano xerada por duas curvas situadas en planos ortogonais.

A superficie parca inclinada é unha modificacion da superficie parca, onde se modificou
a parametrizacion da curva parca orixinal como s — log(cos(s cosf)), situandoa no plano
y = 0. Ademais rotouse a recta situada no plano ortogonal para colocala agora no plano

z = ytan#. As curvas xeratrices
1
et _ 1 =
a(s) (5,0, p—y og(cos(scosﬁ))) ,  B(t)=(0,t,ttan?),

dan lugar & superficie de traslacion z = a(s) + B(t) determinada pola ecuacion

1
= oy log(cos(z cosh)) + ytan.
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A superficie parca inclinada é unha superficie cilindrica de tipo plano cuxas curvas xera-
trices estan situadas sobre planos non ortogonais. Alternativamente, pode ser vista como

a grafica da funcion

g.gi( 2cos(9’2cos9)><]R - R
(z,y) — Go(x,y) = g log(cos(z cosh)) + ytan 6.

As duas superficies anteriores son os tnicos grafos que son solitéons de traslacién para
o fluxo de curvatura media baixo certas condicions que se escapan dos obxectivos deste
traballo [6].

Helicoide

O helicoide é unha superficie regrada que pode parametrizarse como x(u,v) = (ucosv,usenv, v).

Introducindo dous novos parametros s, t dados por

9 r—s r+s
u = 2 cos v =
2 ’ 2’

a parametrizacion anterior resulta

X(ris) = (2eon(T5%) cos(742), Zeon( 752 sen(550), 742
= (cosr+coss,senr +sens, 5 + 5)

= (cosr senr, 2) + (coss sen s, 2)

O helicoide é unha superficie de traslacion xerada por duas curvas idénticas

r S
c(r) = (COST, senr, 5) , ca(s) = (cos s,sen s, 5) )
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O helicoide ¢ a tnica superficie regrada minimal en R?, ademais dos planos, o que mostra
a existencia de superficies de traslacion que son regradas da forma x(t,s) = a(t) + sv(t)

con curva de direcciéns v(t) non constante, e polo tanto de tipo non cilindrico.

2.2. Superficies de traslaciéon de tipo plano con curvas xera-

trices en planos ortogonais

Sexa S unha superficie de traslacion de tipo plano ¥ = « + § con «, 8 curvas planas
situadas sobre planos ortogonais. Neste caso, é posible realizar movementos rixidos no
espazo, suponiendo que os planos son y = 0 e x = 0. Ademais, como cada curva é localmente

a grafica dunha funcién, podemos supoiier que
als) = (5,0, /(s),  B(t) = (0,1, h(1)),
de xeito que a superficie S' parametrizase como
x(s,t) = (s,t, f(s) + h(t)).

Un céalculo sinxelo mostra que os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental

venen dados por

I 1 4 f/2 f/h/ . 1 f'// 0
- R 1+ h?2 ’ 1 + 2+ h2 0o A ’
Polo tanto, as curvaturas de Gauss e media resultan

f//h//
(1 +f/2 +h’2)2 ’

(1+hl2)fl/+ (1+f/2)h”

K= (1+ f2 + W2)3/2

1
= _ 2.1

: (2.)
Observacion 2.2. En xeral, a condicién para que o grafo Gy = {(z,y,2) € R3/z = ¢(z,9)}
dunha funcion ¢ : R?> — R sexa unha superficie de traslacién é que a funcion ¢ verifique
@%yqb =0, en cuxo caso ¢ se descompoén da forma ¢(z,y) = a(z) + 5(y). Nesta situacion a

superficie podera ser parametrizada localmente como

x(u,v) = (u, v, (u) + B(v)) = (u,0,a(w)) + (0,0, 5(v))

e correspondese cunha superficie de traslacion de tipo plano con curvas xeratrices situadas

en planos ortogonais.
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2.2.1. Superficies de traslacién planas con curvas xeratrices en planos

ortogonais con curvatura de Gauss constante

Se unha superficie de traslaciéon de tipo plano, con curvas xeratrices situadas sobre
planos ortogonais, ten curvatura de Gauss cero, entéon f” = 0 ou h” = 0, en cuxo caso,
a curva « ou a curva f3 verifican o = 0 ou 8” = 0, polo que son rectas e a superficie é
cilindrica.

A situacion na que a curvatura de Gauss sexa constante K = const # 0 non pode
darse. Se a funcion f(s) (resp., h(t)) verifica que f”(s) = 0 (resp., h”(t) = 0) nun certo
intervalo, enton a curva «(s) = (s,0, f(s)) (resp., 8(t) = (0,t, h(t))) cumpre que o’/ (s) =0
(resp., B”(t) = 0), polo que é un segmento de recta nese intervalo e a superficie resultante
é cilindrica. En tal caso, a curvatura de Gauss ten que ser necesariamente nula.

Se a curvatura escalar é constante, entéon séguese da expresion da curvatura de Gauss

n (2.1), derivando respecto as variables s’ e ', que

fmh”(l + f/2 + h/2)2 _ 4f/f//2h//(1 + f/2 + h/?) =0,

f//h///(l + f/2 + h/2)2 . 4h/f//h//2(1 + f/2 + h/2) =0.
Suponiamos agora que f”(s) # 0 e h”(t) # 0. Enton séguese das dtias expresions anteriores
que

f///(1 + f/2 + h/2) _ 4f/f//2 =0, h/”(l + f/2 + h/Q) _ 4h,h”2 —0.

Se a funcion f”(s) = 0, entén f(s) = as® + bs + ¢ e da primeira identidade anterior
(f'f? = 0) séguese que a = 0 e polo tanto f(s) = bs + ¢ co que a superficie é cilindrica e

enton K = 0. Polo contrario, suponendo que f” # 0, entén da primeira identidade anterior

séguese que

2 _ A (8)f"(5)2 = f"(s) L+ f'(5)?)
n(t) = ) .

Como a ecuacion anterior separa as variables, entén h’(t)2 = const. e polo tanto h”(t) = 0,
de onde se segue que 5(t) = (0,t, h(t)) é unha recta e a superficie S ¢é cilindrica.

O anterior correspéndese co resultado de H. Liu:
Teorema 2.3. 7| Sexa S unha superficie de traslacion de tipo plano con curvas xeratrices

situadas sobre planos ortogonais. Enton S ten curvatura de Gauss constante se, e so se, €

unha superficie cilindrica, en cuxo caso K = 0.
2.2.2. Superficies de traslacion planas minimais con curvas xeratrices en
planos ortogonais

Sexa S unha superficie plana de traslacion xerada por curvas situadas en planos or-

togonais. Enton séguese da expresion (2.1) que S é minimal (é dicir, a curvatura media
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H=0)seesose (1+hn)f"+ (14 f2)h" =0.Se f"=0e h" =0, entén as dtas curvas
xeratrices son rectas e a superficie é un plano. Se f” =0e h” # 0, entéon 1 + f2 =0, o
que é imposible. Se f” # 0 e h” # 0, enton

(40 _ (1447

h/l f/l

Como os dous lados da igualdade dependen de variables diferentes, enton ten que ser

(1+h%) 1 (1+f7)
- f//

h' K

para algin x € R\ {0}. Integrando as ecuacions h”(t) = —r(1 + h'(t)?) e f"(s) = k(1 +
f'(s)?), obtemos

h(t) = ay + %mq cos(kt + b)), () = as — %ln(| cos(rs — b))

para constantes ap,as,by,bs € R. Despois dunha traslacién en R3 podemos asumir que

).

Teorema 2.4. |7 Sexa S unha superficie de traslacion de tipo plano con curvas xeratrices

a1 = ag = 0 e by = by = 0. Asi obtense a superficie minima

1

1 1
x(s,t) = (s,t, f(s) + h(t)) = (s,t, —In|coskt| — = In | cos ns\) = (s,t, —In
K K K

cos Kkt

COS KS

situadas sobre planos ortogonais. Enton S € minimal se e s se € localmente un plano ou

unha superficie de Scherk.

Superficies de Scherk

A superficie de Scherk esté dada por S = {(z,y,log (£2%)) /(z,y) € (-3.%3) x (-5,5)}.

coszT 2

E unha superficie de traslacién de tipo plano obtida a

partir das curvas xeratrices
a(s) = (s,0,—logcoss), B(t) =(0,t,logcost).

Realizando os célculos da curvatura de Gauss e curva-

tura media obtemos

—1
(cosx cosy(tan® z + tan?y + 1))2’ ’

o que proba que a superficie de Scherk é minimal.
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2.2.3. Exemplos de superficies de traslaciéon planas con curvas xeratrices

en planos ortogonais

A continuaciéon mostramos algtins exemplos de superficies de traslacion planas. Nalgins
casos, como sucede co paraboloide eliptico, ditas superficies son tamén superficies de revo-
lucion. En calquera dos casos, considerando unha parametrizacion x(u,v) = (u,v, f(u) +
g(v)), as curvaturas de Gauss e media venen dadas por

1" (w)g" (v) Ha o) — G0 + (4 (29" (0)

o) = G e + g @ )

2(1+ f'(u)? + g'(v)?)3/2

Paraboloides hiperbdlico, eliptico e parabdlico

O paraboloide hiperbdlico, descrito pola ecuacién
z = %25 — %; é unha superficie de traslacion que
se obtén ao trasladar a pardbola z = ﬁ—; ao longo
da parabola z = —ZI’J’;.

Podemos parametrizar a superficie como

B u?  v?
x(u,v) = U,y =y )

O paraboloide eliptico, descrito pola ecuacion

¢ unha superficie de traslaciéon que se obtén ao

2
trasladar a pardbola z = 5 ao longo da parébola
2
z= 4.
Esta superficie é tamén unha superficie de revo-

lucién.
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O paraboloide parabdlico obtense desprazando unha parabola ao longo doutra con con-

cavidade en distinta direccién e sentido.

Desprazando a curva s — (s,52,0) ao longo da curva r + (0,7,72) obteremos o para-
boloide parabélico parametrizado como x(u,v) = (u, v + u?, v?).
Superficie de caixa de ovos

Chamaremos superficie de caiza de ovos & superficie dada por
S ={(z,y,senz +seny) / (z,y) € R?}.

E unha superficie de traslacion de tipo plano, dobremente periédica, obtida a partir das
curvas xeratrices

a(s) = (s,0,sens), B(t) = (0,t,sent).

Polo tanto a parametrizacion da superficie sera x(s,t) = (s,t,sens + sent).
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2.3. Superficies de traslacién de tipo plano non ortogonais

A superficie parca inclinada descrita xa anterior-
mente neste capitulo é unha superficie de trasla-
cién que se obtén desprazando unha parabola ao
longo dunha recta. Esta superficie é un exemplo
de superficie de traslacién de tipo plano cuxas

curvas xeratrices non son ortogonais

_1
cos2 0

Se consideramos a parametrizacion x(s,t) = (5, t,ttand +

vaturas de Gauss e media da superficie parca inclinada seran

1
K =0, H=§|C089COS(SCOS9)|.

Outras superficies de tipo plano non ortogonal podense visualizar facilmente sen mais
que considerar as superficies descritas anteriormente e mover un dos planos dende a sia
posicién ortogonal a un angulo distinto.

2.4. Superficies de traslacién xeradas por curvas non planas

Como vimos na Seccién 2.1.1, o helicoide é unha superficie de traslacion xerada por
curvas que non son planas. A modo de exemplo, a superficie sinusoidal mostrada a conti-

nuacién tamén é unha superficie de traslacion que non é de tipo plano.

Sinusoide

O sinusoide é unha superficie parametrizada por
x(u,v) = (acos(u + v) cos(u — v),acos(u + v)sen(u — v), b(u + v)) .

As curvas que xeran estas superficies son duas hélices circulares simétricas que vefien dadas

por

a(u) = (2cos(2u),4cosusenu,3u), [(v) = (2cos(2v),—4cosvsenv,3v).

log(cos(s cos))), as cur-
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As curvaturas de Gauss e media do sinusoide na parametrizaciéon anterior estan dadas

por

4v? V2b(a? + b?) sec(u + v)

Klwv) = (a2 +2b2 — a2 cos(2(u +v)))?’ Hlwv) = a(a? + 2b% — a® cos(2(u + v)))3/2

O sinusoide é tamén unha superficie de revoluciéon. Basta considerar o cambio de va-
riable t = u 4+ v, § = u — v, para observar que o sinusoide é a superficie de revolucién
xerada pola curva y(t) = (acost,acost,bt) ao redor do eixo 0Z correspondente ao vector
és = (0,0,1).



Capitulo 3

Superficies de traslaciéon con

curvatura de Gauss constante

Neste capitulo trataremos as superficies de traslacién que tenen curvatura de Gauss
constante. O resultado que clasifica ditas superficies foi probado recentemente por Hasanis

e Lopez en [3]| na sta total xeralidade.

Teorema 3.1. As tnicas superficies de traslacion con curvatura de Gauss cero son 0s

planos e as superficies cilindricas.

Distintas situacions particulares foran consideradas con anterioridade (como é o caso
do Teorema 2.3). Neste capitulo trataremos duias siutacions particulares. En primeiro caso
analizaremos a situacion na que a curvatura de Gauss é nula para superficies de traslacién
arbitrarias, mostrando que as tnicas superficies de traslaciéon con curvatura de Gauss cero
son os planos e as superficies cilindricas. O segundo caso a considerar é aquel no que unha
das curvas xeratrices da superficie de traslaciéon é plana. Mostraremos nesta situaciéon que
a curvatura de Gauss non pode ser constante distinta de cero.

En primeiro lugar estableceremos a expresion da curvatura de Gauss dunha superficie
de traslacion arbitraria. Para elo, sexa S unha superficie de traslacién obtida como suma
de ditas curvas a(s) : I C R - R3 e 3(t) : J CR — R3.

Dado que as curvas « e 8 son localmente graficas de funciéns multivaluada, pédense
expresar (probablemente en entornos méais pequenos, que seguiremos a denotar de igual

modo) como
a(s) = (s, fi(s), fa(s)),  B(t) = (ha(t),t, ha(t))
para certas funciéns fi, fo : I CR — R, hy,he : J C R — R. En consecuencia a superficie

29
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S parametrizarase localmente como
x(s,t)(s + hi(t), f1(s) + t, fa(s) + ha(t)), (s,t) € I x J. (3.1)

Coa fin de simplificar a notacion, no que segue omitiremos a variable (’s’ ou 't’) nas funciéns

f1, f2 e hi, ha.

Un célculo directo mostra que os campos de vectores coordenados estan dados por

xi(s,t) = (L, fi(s), f3(s)),  xa(s,t) = (h1(1), 1, (1)),

e polo tanto os coeficientes da primeira forma fundamental

g1 gi2 (x1,x1) (x1,%2) L+ (D)2 4+ (f5)*  fi+hh+ fahh

921 922 (x2,%1) (x2,%2) LR+ f3hhy o 14 (B))? + (hy)?
Ademais, det(gi;) = (1 + (f1)? + (f3)*)(1 + (h)? + (h5)?) — (f{ + hy + hof3)%.

O produto vectorial dos campos coordenados determina un vector normal & superficie

X] AXg = (f{hlz—féa 1fo—hy,1— ﬁf{),

polo que a aplicacion de Gauss da superficie esta dada localmente (salvo o signo) por

_ X1 N\ X2 _ (fihy — fo, Wi fo — by, 1 — R f1)
[x1 Axall  \/(finh, — )2+ (KL fh — hh)2 + (1 — Ky )2

Calculando as derivadas parciais segundas da parametrizacion

X11(87t) = (07 f{/(S), él(s))v X22(Svt) = (hlll(t)v()?hg(t))v X12(S7t) = (07070)7

temos que a segunda forma fundamental ven dada por
Ly Ly
(Lij) =
Loy Lo

1 (fahy — h5) + f3(1 — f1h))
V(fihy = f3)2 + (Wi fy — Hy)? + (1= ki f1)?
Wy~ S5+ Fi(yht — BB)
V(fihy = F3)% + (W fs — h)? + (1= )%
Polo tanto, a curvatura de Gauss dunha superficie parametrizada por (3.1) resulta
(fs = fihy + I (1 fo — f112)) (hg — foht + fi(hYhG — By h))
((+ ()2 + (F)) (A + (h1)? + (h5)?) — (f1 + By + hof3)?)?

A anélise a desenvolver dependeré en gran medida das simetrias na expresion anterior

onde L12 = L21 =0e

L =

Loy =

K =

(3.2)

e na dependencia das variables 't’ e ’s’ e das funciéns f1, fo e hy, hs.
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3.1. Superficies de traslacién con curvatura de Gauss nula

Lema 3.2. Unha superficie de traslacion ten curvatura de Gauss constante K = 0 se, e

so se, € localmente isométrica a un plano ou a unha superficie cilindrica.

A demostracion do resultado anterior séguese da analise realizada ao longo desta sec-
cion.

Tendo en conta que os coeficientes da segunda forma fundamental Lo = Loy = 0, entén
det(L;j) = L11L2a. Se a curvatura de Gauss K = 0, entéon L1; = 0 ou Loy = 0. No que
segue suporemos que L1; = 0, procedendo de forma completamente analoga se Lo = 0.

Considerando a expresion de Li1, tense que

y — fihy+ I (ffa = fify) =0. (3:3)

A continuacion examinamos de forma separada as duas posibilidades f;’ = 0 e f{ # 0 nun

punto arbitrario da superficie.

3.1.1. Suponamos que f; =0 nun intervalo [, C I.

Se f{(s) = 0 nun aberto Iy C I, enton fi(s) = as + b para constantes a,b € R.
Trasladando a curva se é necesario (co que obteriamos unha curva congruente) podemos
supotier que b = 0 e polo tanto f1(s) = as. Asi da expresion do coeficiente L11 na ecuacion
(3.3) tense

0=f3 = fihy + hi(f{ fo = f1f)) = f3 — ali f3 = f5(1 — ahh).

Consideraremos as duas posibilidades seguintes

Suponamos que f}(s) =0

Como f{ = fIf =0, entén a curva a(s) = (s, f1(s), f2(s)) é unha recta e polo tanto,
a superficie S é cilindrica, ao estar xerada por unha recta fixa que se traslada ao longo
dunha curva S(t) = (hi(t),t, ha(t)).
Observacion 3.3. Un calculo directo mostra que a torsion da curva (¢) ven dada por

oy = et 0,6"0), 5 1) Ry (t)hy () — hy (t)hy ()
’ 16°(t) A B (1)|2 ()2 + ()2 + (R (t) Ry (t) — hy(t)R, ()2

e polo tanto a curva 3 sera plana se, e s6 se, hY(t) = x hf(t) para algunha constante £ € R.
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Suponamos que f}(s) # 0

Neste caso, séguese da expresion 0 = fJ(1 — ah)) que, salvo posiblemente unha trasla-

ci6n da curva B3(t), hi(t) = 1t. Asi a parametrizacion (3.1) da superficie redicese a

x(s,t) = (s + 2,@8 + 1, fa(s) + h2(t)> ;

que é unha reparametrizacion do plano de ecuaciéon ax —y = 0.

3.1.2. Suponamos que f] # 0 nun intervalo [, C [

Consideraremos separadamente os casos nos que hf(t) se anule ou non nun intervalo

Jo C J.

Suponamos que h{(t) =0

Neste caso, salvo unha traslacién da superficie, podemos asumir que hi(t) = at para

algin a € R. Enton, séguese da ecuacion (3.3) que
0=f3 = o+ W (s = [112) = 3 = fihe + a(fi' fo = f112),

e polo tanto

{ -+ alfl sy~ FiFY)
1 :
1

Agora ben, a parte dereita da ecuacion anterior é funcién da variable ’s’, mentras que ho

hy =

é funcién da variable 't’ polo que as dias expresions anteriores deben ser constantes e, asf,
ha(t) = bt para algin b € R. Polo tanto, a curva 8(t) = (hi(t),t, ha(t)) = (at,t, bt) verifica
que ”(t) = 0, o que mostra que é unha recta, e polo tanto a superficie S ¢é cilindrica con

base a(s) = (s, fi(s), f2(s)).

Suponamos que A/ (t) # 0

Derivando a ecuacion (3.3) con respecto & variable 't’; tense

d
0=— (f5 = f'hy + B (f fs — F1F9) = — RS + By (f f5 — £115),

€ aSi " el ! £l "
15— Sy hy

P
De novo cada lado da igualdade anterior depende dunha variable distinta, polo que ambos
tenien que ser constantes e, asi, hy = xh{ para algin x € R. Asi tense que a curva 3(t) =

(hi(t),t, ha(t)) verifica

5/ = ( /17 17h/2)7 B” = ( /1/707h/2/) = ( ,1/707 K/hlll)v ﬁ/// = ( /1//707 K/hllﬁ)’
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de onde det(8’, 8", ") = 0 polo que a torsion da curva 8 ¢é nula e asi 8 é unha curva

plana.

Suponamos que hi(t) =0

Suponamos agora que a curva plana /3 esta contida no plano x = 0, é dicir, h;(t) = 0,

enton tense que a curvatura de Gauss dada en (3.2) redicese a
(8 — femo )1
(U + (D)2 + () (A + (B)? + (hy)?) — (f1 + Iy + hof3)?)?

Dado que K = 0, tense que (fy — f'h4)hf = 0 e polo tanto hf = 0 ou f5 — f{'hf. Se

' =0, enton 8”(t) = 0 e polo tanto a curva é unha recta e a superficie S é cilindrica.
Se hl # 0, enton escribindo h)(t) = 53,—8; tense que h4(t) é constante e polo tanto
1
h4(t) = 0.

3.2. Superficies de traslaciéon con curvatura de Gauss non

nula xeradas por unha curva plana

As superficies de traslacion con curvatura de Gauss constante non nula foron finalmente
clasificadas en [3], mostrando que non existe ningunha superficie de traslacion con curvatura
de Gauss constante non nula.

A demostracion deste resultado na sitia completa xeralidade é significativamente mais
complexa que o caso que abordaremos a continuacién ainda que as ideas subxacentes na
proba son esencialmente as mesmas. Centrarémonos na situacion especial na que unha das

curvas xeratrices é unha curva plana, probando o siguiente resultado.

Lema 3.4. Non existe ningunha superficie de traslacion con curvatura de Gauss constante

K # 0 se unha das curvas zeratrices da superficie € plana.

A proba dividirase en duas partes nas con considerarameos as situaciéons en que ambalas
duas curvas sexan planas (no primeiro caso) ou somentes unha delas sexa plana na parte

final.

3.2.1. Superficies de traslacién con duas curvas xeratrices planas

Suponamos que « e [ son planas. Se « e 3 se encontran en planos ortogonais, sabemos
que as superficie de traslacion con curvatura de Gauss constante tefien K = 0 e tratase
de superficies cilindricas como se mostrou no Teorema 2.3. Polo tanto consideraremos s6 o

caso no que « e § estan en planos que non son ortogonais.
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Se as curvas estan en planos paralelos, a superficie de traslaciéon é parte dun plano. Polo
tanto, sen perda de xeralidade, podemos asumir que a curva « esté contida no plano X Z,
e [ esta contida nun plano que ten como ecuaciéon xcos — ysenf = 0 con cosf sen 6 # 0

(para que non sexan ortogonais). Enton « e 5 podemos escribilas como
a(s) = (s,0, f(s)), PB(t) = (tsenb,tcosb, h(t))
con f(s),h(t) funcions diferenciables. Prametrizamos a superficie como
x(s,t) = (s+tsenb, tcosb, f(s)+ h(t)),
de forma que
x1(s,t) = (1,0, f'(s)) xo(s,t) = (senf, cosf, h'(t)).

Polo tanto a matriz asociada & primeira forma fundamental sera

(911 912> _ ( 1+ (f'(s))? sen 6 + h,(t)f/(5)>
g21 922 send + 1/ (t) f'(s) 1+ (B'(t))? ’
cuxo determinante ¢ det I, = (A'(£))® + (f'(s))? + cos? 6 — 2sen 0 f'(s)h'(t). Asi

_ X1AXp (—f'(s)cosB, —h'(t) + f'(s) sen b, cos b))
Ix1 Axall  /(R(1))2 + (f'(s))% + cos? 0 — 2sen Of(s) ()

determina un campo de vectores unitarios normais & superficie. Tendo en conta que

x11(8,t) = (0,0, f"(s)), x22(s,t) = (0,0,h"(t)), x12(s,t) = (0,0,0),

a segunda forma fundamental da superficie ven dada por

I — cos @ f(s) 0
P V)2 + ((5)2 + cos? 0 — 2senOf () (t) \ 0 Rn'(t))
En consecuencia, a curvatura de Gauss da superficie ven dada por

cos? 6 f"(s)h" (t)
(W ()2 + (f'(s))2 +cos20 — 2sen O f'(s)h'(t))2

Dado que a curvatura de Gauss K # 0, enton f”(s)h”(t) # 0 e despexando na ecuacion

K=

anterior obtemos
cos? 0f"(s)h"(t) = K ((I'(t))* + (f'(s))? + cos® 6 — 2sen 0 f'(s)h'(t))? . (3.4)
Derivando a ecuacion (3.4) con respecto a s e con respecto a t obtemos, respectivamente,

cos? 0 f"(s)h"(t) = 4K ((W(t))* + (f'(s))* + cos® 6 — 2send f'(s)h'(t))
X(f'(s)f"(s) —senf f"(s)h'(t)) ,
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cos? 0 f"(s)h"(t) = 4K ((W(t)*+ (f'(s))? + cos? 0 — 2send f'(s)W (1))
X (W' ()R (t) —sen O " (t) f'(s)) -
Usando agora que f”(s)h”(t) # 0, podemos dividir as dias expresions anteriores ob-

tendo

J{,, (S)Q (K (t) —senbf (s)) = Z (gl (f'(s) — sen 6K (t)). (3.5)
Se derivamos de novo con respecto a s obtemos
(52 wtr-tr £ morts -5

e agora, derivando o resultado obtido con respecto a t, tense

(Fep o= (58 o

Dividimos a igualdade anterior entre f* (s)h” (t) para obter

<J{(())> f”I(S) N (Zé?) h”l(t)'

Temos asi que os dous termos da igualdade anterior dependen das variables independentes

t e s, polo que a siia igualdade tan s6 pode suceder se ambolos dous termos son constantes,

polo que existe a € R de forma que

f’”(s) ! h/”(t) /
(Fp) = (o) =0
polo que existen b, c € R tales que
h/”(t)

ORI T
f”(S)Z - f( )+b h”(t)z h (t) +c.

Substituindo os resultados anteriores na ecuacion (3.5) obtemos

(af'(s) + b)(H'(t) — sen0f'(s)) = (ah'(t) + ¢)(f'(s) — sen 61/(2)),

polo que
(asen@f'(s) +bsend + c)f'(s) = (asenOh'(t) + csen + b)A'(t).

Como os dous lados da igualdade anterior dependen de distintas variables, obtemos de

novo que ambos termos son constantes. Asi existe kK € R de xeito que
(asenff'(s) +bsen® +c)f'(s) =k, (asenfh'(t)+csen+ b)h'(t) = k.
Derivando as expresiéns anteriores tense que
(2asenff'(s) +bsenf +c)f"(s) =0, (2asenbh/(t) + csen + b)h"(t) =0,

o que resulta unha contradiciéon coa hipotese de que f”(s)h”(t) # 0.
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3.2.2. Superficies de traslacién cunha Gnica curva xeratriz plana

Suponiamos agora que « é unha curva plana, mentras que a curva § ten torsién non
nula. Despois dun movemento rixido adecuado podemos suponer que a curva « esta contida

no plano y = 0 e asi

a(s) = (3707 f(S))a B(t) = (hl(t)7t7 hg(t)),

con f(s),h1(t), ha(t) funcions diferenciables. En consecuencia, temos unha parametrizacion

da superficie como

x(s,t) = (s + ha(t),t, ha(t) + f(s)) -
Considerando os campos coordenados
x1(s,t) = (1,0, f'(s)),  xa(s,t) = (R1(t), 1, h5(1)),
a matriz asociada & primera forma fundamental resulta

<gn gm>:< L+ f'(s)? ha<t>+f'<s>h'2<t>>
g ge2) PO+ ()hh(t) L+ RG(0)2+Rp(1)?)

e polo tanto det(g;;) = 1+ f/(s)? + (hh(t) — Ry (1) f'(s))?. Asi

xiAxy  (=f'(s), =h5(1) + by (1) f'(s), 1)
Per Axall /T4 f1(s)2 + (hy(t) — hi(1) F'(s))?

é un campo de vectores unitario normal & superficie. Tendo en conta que

N =

x11(s,t) = (0,0, f"(s)), x22(s,t) = (RY(t),0,h5(t)), x12(s,t) = (0,0,0),

os coeficientes da segunda forma fundamental respecto ao vector normal unitario N vefien

dados por

<L11 L12) _ 1 (f”(s) 0 )

Liz L) 1+ ()2 + (W) =Ry F ()2 \ 0 hy(t) =h{(1)f'(s))

Séguese entén que a curvatura de Gauss da superficie esta determinada por
f"(s)(hy(t) — hi(t)f'(s))

(1+ f7(s)% + (ha(t) — hy (1) f'(s))?)?

Dado que estamos asumindo que a curvatura de Gauss é constante K # 0 tense que
f"(s) # 0 e polo tanto

K =

P (1) — RY() 1 (s)
F7(s) ~ L+ F()2 + (1) — W) ()22
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Como o lado esquerdo da ecuaciéon anterior non depende do pardmetro ¢, o mesmo sucederé

co lado dereito e, derivando respecto a t, tense

0= /(s {n? (1) + B ()R (1) - am 0] ()%}
+ 1) {8 (OB (1) = shy (R (1) + at) (20 OB (1) — 4 (0?) + 157 () |
— £/(5) {7 (0my()? + ) (8) — amy (h(1)2 + w(e) (2057 (RA (1) — SRY(DRE(D)) }
+ 17 (8) + Y (D) (1)2 — ARy()R5 (1)?
= f/(s)?As(t) + f'(5)* Aa(t) + f'(s)Ar(t) + Ao(t)

que resulta unha ecuaciéon polinémica en f'(s).
Os coeficientes Az e Ag determinan as funcions hy(t) e ha(t) a través das ecuacions
W
S RN LR S RN AL
Observacion 3.5. Dado que a curvatura de Gauss é non nula, as derivadas h{(t) e hi(t)
non poden anularse simultaneamente. Veremos que, de feito, non pode anularse ningunha

delas nun intervalo.

Suponiamos que h{(t) = 0 polo que hi(t) = a1t + by para algunhas constantes reais

a1, b1. Entén un célculo directo mostra que os coeficientes Ay, ..., Az se reducen a
Ao(t) = —4hy(t)h5(8)* + (1 + hy(t)*)hy' (1) ,
Aq(t) = 4a1hy(t)? — 2a1hh(t)RY' (1),
As(t) = (1 +a)hy'(t),
As(t) =

Polo tanto h'(t) = 0 e asi ha(t) = cat? + ast + by para algunhas constantes ag, by, ca € R,

en cuxo caso as expresions anteriores rediicense a
A()(t) = —166%(@2 + 27502) , A (t) = 160,163,, Ag(t) = Ag(t) =0.

de onde se segue que co = 0 e polo tanto hf(t) = 0.

Integrando as expresions anteriores obtemos para as funcions h;(t), i = 1,2, que
log |h{ (t)] = 2log [1 + (hj(1))*| + pi
para algunha constante de integracion p;. Polo tanto

B (8) = (1 + hi(1)*)? (3.6)
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para algins \; > 0, nun entorno de cada punto onde hf(t) # 0. Derivando en (3.6) obtense
A (E) = AN+ RE)LD).

Utilizando as expresions de Y (t) e h}”(t) obtidas anteriormente, tense que os coeficien-

tes A1 e Ag reduicense a
Ar = X3R5 () (14 Ry (0)2)” (1 + By (1))

+Ada(1+ hy(1)%)2 {Aah] (£)(1 — (1)) + 2Xahy(8) (1 + Ry (1)%)?}

Ay =41+ R (1)) {3 (=1 + R (1)) (1 + Ky (1)?)2hh(2)
=2\ A2k (1) (1 + R (6)%) (1 + hh(1)%) + AR5 (1) (1 + h5(t)%)* } -
Asi tense que

0= Ay hh(t)(1 + Ry (1)?) + Ag By (#)(1 + R (2)?)
= =8(1+ hy(1)*) (1 + hy(1)*) { M () (1 + hy()?) — Aol (1) (1 + ho(2)?) }
x AR5 ()(1+ k5 ()% + Ahi (B)(1 + R5(1)%)}

e polo tanto
0= { M ()1 +R1()?) — Ahy(8)(1+ h5 (1)) }

< Ay () (1 + h(£)%) + Ak (6) (1 + hy(8)) } -

No que segue, utilizaremos as expresions anteriores para probar que a curva fS(t) é

(3.7)

plana. Un calculo inmediato mostra que a curva 5(t) = (hq(t),t, ho(t)) verifica

Bl(t) = (hll(t)7 1, hl?(t)) ’ /Bll(t) = (hlll(t)v 0, h/2/<t)) ) Bm(t) = (hllll(t)7 0, hgl(t)) ,

e polo tanto, utilizando as expresions de hf(t) e h!’(t) obtidas anteriormente, a torsion da

curva ((t) resulta

18'(t) A B" ()7 75(t) = det(B'(1), B (t), B (t))

" "

= hy(D)hy' () — by (t)hy (t)
= 42 {1+ hL(1)?) — Xahb(8) (1 + Ry (1)%) } (1 + R (£)%)* (1 + hh()?)?.

Se o primeiro factor na expresion (3.7) se anula, isto &, se Aih|(t)(1 + Rh}(#)?) —
Aol (t)(1 4 hb(t)) = 0, enton 75(t) = 0 co que se segue que a curva [ é plana.

Por outra parte, se se anula o segundo factor dado pola expresion (3.7), como A hh(¢)(1+
Ry (1)?) 4+ A2l (8)(1 4 R ()?) = 0, entén
A1 By (t)

1+ hy(t)?* = -
S0

(1+ K4 (D).
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Unha consecuencia inmediata da igualdade anterior é que as derivadas h)(t) e hi(t) tenen

signos opostos, i.e., Z?Eg < 0.
1

Sustituindo no coeficiente A7 obtemos que

_ANRG(0) (1 + B (1)?

0= A, P 0RO (L 4 K (1)) + 2ol (0P (0)?

AShy(8)?®
—Aa (L4 R ha(8)}
3p/ / 2)\3 / / 2
- 4/\1h2(f\)%(hl,122)g1(t) ) <1 + R (1)* + 2h5(t)* — 228 :\\; Z?EQQ (1+ h’l(t)2)> :
hy(t)

Como 7 o < 0, todos os sumandos na expresion anterior son non negativos, e chegamos
1

asi a unha contradicién.
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