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Resumen

La teoria de distribuciones surge con el objetivo de generalizar el concepto clasico de
funcién y dar cabida a elementos que, si bien son tutiles a la hora de estudiar problemas
fisicos, no tienen sentido en el cédlculo tradicional, como la delta de Dirac. Dicha teoria se
introduce en este trabajo de manera clara y sencilla, permitiendo un acercamiento al tema
sin tener conocimientos previos de distribuciones, pero conservando el rigor matematico.
Partimos de las funciones test para después definir las distribuciones, de las que vemos
sus propiedades mas importantes, desde la derivacién hasta la operacion de convoluciéon. A
continuaciéon vemos cémo es la topologia sobre la que se asienta esta teorfa, haciendo una
breve introduccién a los espacios localmente convexos. Finalmente tratamos como aplicar
la transformada de Fourier sobre las distribuciones, para después aplicar los resultados

vistos hasta ahora a la busqueda de soluciones fundamentales de EDPs.

Abstract

The theory of distributions arises with the aim of generalizing the classical concept

of function and to make room for elements that, although they are useful when studying
physical problems, do not make sense in traditional calculus, such as the Dirac delta. This
theory is introduced in this dissertation in a clear and simple way, allowing an approach to
the subject without previous knowledge of distribution theory, but preserving the mathe-
matical rigor.
We start studying test functions and then we define the distributions, of which we see
their most important properties, from the derivative to the convolution operation. Then
we study the topology on which this theory is based, making a brief introduction to locally
convex spaces. Finally we discuss how to apply the Fourier transform on the space of dis-
tributions, and then apply the results seen so far to the search for fundamental solutions
of PDEs.
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Introduccion

A la hora de analizar funciones, la manera més sencilla y 'natural’ de hacerlo es estudiar
su comportamiento punto a punto, es decir, dado un abierto Q € R® y f: Q — R, estu-
diamos la evaluacion y = f(z) y vemos sus propiedades. Sin embargo, aunque la utilidad
de dicha nocién de evaluacién esta fuera de toda duda, esta forma de analizar funciones se
vuelve demasiado rigida en algunas situaciones, impidiendo llegar a resultados que, aunque
en el sentido del andlisis tradicional no tengan cabida, no por ello son de menor utilidad.
A partir de esta idea surge la teoria de distribuciones que busca generalizar el concepto de
funcién, aportando nuevas técnicas para estudiar funciones clésicas y expandiéndolas, in-
cluyendo nuevos conceptos como la delta de Dirac. El objetivo de este trabajo es presentar
dicha teoria de una forma sencilla y progresiva, que permita una facil introduccion al tema,
dejando las cuestiones més complejas para mas adelante, una vez los conceptos previos ya
estan bien asentados. Para ello este trabajo esta dividido en 5 capitulos que resumimos a

continuacioén.

En el primer capitulo construimos y motivamos una nueva forma de evaluacién funcio-
nal, definiendo el elemento sobre el que se asienta la teoria de distribuciones, el espacio de
las funciones test, D(Q2) siendo 2 C R™ un abierto. Para ello damos ejemplos sencillos de
funciones test, vemos sus propiedades y como las funciones localmente integrables actiian
sobre ellas. Para acabar el capitulo definimos la convergencia en D(f2) sin entrar en detalles

topoldgicos.

En el siguiente capitulo ya definimos el concepto de distribucién, introducimos la con-
vergencia en D'(Q2) y vemos como cada funciones localmente integrable da lugar a una
distribucién a través de su accién sobre las funciones test. A partir de estas definiciones
pasamos a mostrar algunas propiedades de las distribuciones, desde como estudiarlas local-
mente, pasando por operaciones bésicas, hasta llegar a la derivacién. En esté dltima parte
se muestra la gran facilidad con la que se pueden derivar funciones en el sentido distribucio-

nal, gracias a la integracion por partes. Una vez definida la derivaciéon de distribuciones se
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presenta (como la derivada de la funcion de Heaviside) la delta de Dirac, una distribucion
que no viene dada por ninguna funcién ordinaria y que es de gran importancia en muchos

dmbitos de la fisica como la mecanica cuantica.

En la ultima parte del capitulo 2 se trata principalmente la operacién de convolucion
con distribuciones, no sin antes mencionar los problemas resultantes al intentar definir la
multiplicacion en el espacio D'(€2). La convolucion se presenta a partir del caso de dos
funciones y se muestran los problemas a la hora de definirla para dos distribuciones cua-
lesquiera. Posteriormente se trata la convolucién entre una distribucién y una funcién test,
viendo sus caracteristicas més importantes, para finalizar demostrando que podemos defi-

nir la convolucién entre dos distribuciones si una de ellas tiene soporte compacto.

La topologia de los espacios de funciones test y de distribuciones se deja de lado al principio
del trabajo para hacer més sencilla la toma de contacto, es por esto que empezamos a es-
tudiarla en el capftulo 3. Primero se hace una breve introduccién a los espacios topologicos
localmente convexos y sus conceptos més importantes, para después tratar la topologia del
espacio Dk () e introducir la topologia limite inductivo sobre el espacio de las funciones
test. Se estudiaran las propiedades de dicho espacio vectorial topoldgico y veremos que
efectivamente da lugar a la convergencia definida anteriormente. Para finalizar el capitulo
se introduce el espacio D'(€) con la topologia débilx, asi como el concepto de orden de una

distribucién.

En el capitulo 4 buscamos una forma de definir la transformada de Fourier sobre el espa-
cio D(R™) y asi poder extenderla a las distribuciones. Empezamos viendo las dificultades
de definir dicha transformada sobre las funciones test, por lo que definimos el espacio de
Schwartz S. Una vez definidas las funciones de decrecimiento rapido, comprobamos que
la aplicaciéon de la transformada de Fourier es continua y va de S en sf mismo. Ademés
estudiamos algunas de sus propiedades como su comportamiento con las derivadas, con
los exponentes y la férmula de la transfromada inversa. Para cerrar el capitulo se definen
las distribuciones temperadas, un subconjunto de las distribuciones que acttian sobre el

espacio S y conservan sus buenas propiedades con la transformada de Fourier.

En el dltimo capitulo se estudian las aplicaciones de la teoria de distribuciones en la reso-
lucién de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Para ello definimos los operadores
diferenciales lineales con coeficientes constantes (ODLCC), el simbolo de dicho operador

y la nocién de solucién fundamental. Después se estudia la busqueda de soluciones fun-
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damentales y se ejemplifica con un caso sencillo en el que la soluciéon fundamental viene
dada por una funcién. Finalmente, usando varios resultados vistos a lo largo del trabajo, se
realiza una demostracion del teorema de Malgrange-Ehrenpreis, que asegura la existencia

de soluciones fundamentales para cualquier ODLCC que no sea idénticamente cero.



XII

INTRODUCCION



Capitulo 1

Funciones test

En primer lugar debemos definir el elemento sobre el que se asienta la teoria de distri-
buciones, y el que nos va a permitir estudiar funciones sin recurrir a la evaluaciéon puntual,
las funciones test. Estas funciones se caracterizan por tener muy buenas propiedades, que
nos van a ser muy utiles a la hora de analizar funciones que carecen de ellas (funciones no
derivables o con discontinuidades de salto).

Es importante aclarar que aunque estas son la base de la teoria de distribuciones, no tienen
un gran valor por sf solas, su utilidad radica a la hora de usarlas como "herramienta’ para

estudiar otras funciones y permitirnos generalizar su definicién.

Definicion 1.1. Sea {2 C R" abierto. Diremos que ¢ : 2 — C es una funcidn test si su

soporte (sop(y) = {z € R*/p(z) # 0}) es compacto y ¢ € C>(€2). Denotamos por C5°(£2)

al conjunto de funciones test definidas en el abierto (2.

Observacion 1.2. Las funciones test también pueden ser definidas como funciones de 2 C
R"™ en R, de hecho recurriremos a esta definicién al principio para simplificar la introduc-
cion.

Veamos unos ejemplos sencillos de funciones test:

Ejemplo 1.3. Tomamos h : R — R de la forma:

0 stx <0

W) = { exp(—1/x) six >0

Vemos que h € C*°(R), por lo tanto si tomamos ¢ : R — R de la forma ¢(z) = h(z)h(1—x)

tenemos una funcién test sobre R que es infinitamente diferenciable V& € R y su soporte



2 CAPITULO 1. FUNCIONES TEST
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Figura 1.1: Gréficas del soporte de 3 funciones test (¢, ¢l =c- ¢, P2 =qy )

es el intervalo compacto [0, 1]. A partir de esta funcién podemos construir una funcion test

cuyo soporte sea cualquier intervalo [a,b] C R definiendo:

Pap(t) = ¢ (i:;) (1.1)

Ademaés si multiplicamos ¢ por cualquier escalar ¢ € R™ obtenemos otra funcién test puesto

que sop(p) = sop(c- ) y ¢-p € C*(Q).

Proposicion 1.4. El conjunto C5°(2) con la suma usual y el producto por escalares de R

es un espacto vectorial.

Demostracion: Claramente dadas dos funciones p, ¢ € C*°(Q) tenemos que ap + bp €
C>(f2) para cualquier par de escalares a,b € R. Ademés la multiplicacién por escalares
conserva el soporte original y la unién finita de compactos es compacto, por lo tanto
ap + bp € C°(12). O

Definicién 1.5. Dada f € L}, (Q) vy ¢ € C5°(£2), definimos la accién[] de f sobre ¢ como:

loc

<f,so>=/ﬂf-s0

Veamos ahora un ejemplo de como podemos usar la acciéon de una funcién localmente

integrable sobre C5°(€2) para estudiar sus propiedades.

'Recibe el nombre de accién, pero no guarda ninguna relacién con la definicién usual de accién de un

grupo.



Ejemplo 1.6. Supongamos que tenemos un determinado material y queremos estudiar
una propiedad suya (dependiente de la temperatura) en un determinado punto Tp, es de-
cir, queremos estudiar f : R — R (f localmente integrable) en dicho punto. Sin embargo
conseguir con exactitud la temperatura Ty es muy dificil, por no decir imposible, por lo

que el estudio de la evaluacion puntual, f(Ty) = y, se antoja complicada.

Lo mas probable en esta situacién es que la temperatura varie a lo largo de un inter-
valo a < T < b. Podriamos pensar entonces que la forma adecuada de estudiar f consiste
en calcular la media a lo largo de [a,b]. Sin embargo de esta forma estarfamos presupo-
niendo una distribucién uniforme de las temperaturas a lo largo del intervalo, lo cual no
tiene por qué ser cierto. De hecho no seria de extranar que las temperaturas cercanas a los
extremos sean mucho menos frecuentes y la mayoria se concentren el interior del intervalo.
Una posible densidad de la temperatura viene dada por ¢, (7') vista en (1.1)), por lo tanto
podemos usar dicha funcién para 'testar’ f.

Si nuestra idea original era calcular la media de f a lo largo de [a, b],

b
1
/ f(T)dT (omitimos el factor 5 por simplicidad),

ahora podemos calcular una 'media ponderada’ de f teniendo en cuenta la funcion de

/f “pap(T)dT.

Por comodidad, como ¢, (1) =0 VI € R\ [a, b], podemos simplemente tomar:

/ f(T) - @ap(T)dT.

Esta expresion es exactamente la definicién de la accion de f sobre ¢, ;. De esta forma

densidad ¢, (1), es decir,

viendo como actua f sobre ¢, obtenemos informacién sobre ella.

La cuestion natural que surge ahora es:
Dada g € L

C5°(£2), conocemos la estructura de la funcién?

Lo (R™), jconociendo la accién de g sobre cada una de las funciones test de

Para que esto sea asi es necesario que g quede definida de forma inequivoca por como actta
sobre C3°(€2).

Sean f,g € L} () tales que

loc

< f,o>=<g,0> Ypel(Q).

Entonces tenemos que Yy € C5°(9):

/Q(f—g)-soz()-
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Esto es suficiente para asegurar que f — g = 0 en c.t.p., como nos asegura el siguiente

teorema.:

Teorema 1.7. Dada f € L}, () tal que < f, >= 0 para toda ¢ € C(R), entonces
f =0 para c.t.p. en Q.

Demostracion: Consideremos la funcion ¢ satisfaciendo las siguientes condiciones (podria-

mos tomar ¢ = ¢ - ¢, como en 1) cona=0,b=1,c=1/[¢o1):

» ¢ € C°(R™), ¢(x) >0, Vo € R”

= sop(¢) C B(0,1)

o o O(x)dr =1

y para cada € > 0 definimos:
be(a) = 6 () (1.2)

Por lo que Ve > 0 tenemos:

» ¢ € CP(R™), ¢pe(x) >0, Vo € R”

= sop(dc) € B(0,€)
fR" de(z)dr =1

Sea z € Q fijado y € € (0, dist(x,0)). Entonces B(z,€) C Q que ,junto con las propiedades

€ C5°(€2). De esta forma usando las hipotesis iniciales, si f

/ f(0) - bel — y)dy =0
Q

Ahora aplicando lo visto antes, tenemos que:

o
acttia sobre esta funcién test:

de ¢, implica que ¢c(z — -)

)| =

/ F(2) ez — y)dy — /Q F() - ez — y)dy
/ (@) — F@)locla —y)dy

/ » )62

1
< nr|¢|m/3( )!f(w)—f(y)ldy

%)y



Acotando (tomamoeﬂk = “2=1||¢||o) y aplicando el teorema de diferenciacion de Lebesgue,

obtenemos que para c.t.p. x €
k
£@) < oy [ 1F@) = f)ldy — 0 cnando e 50
|B(JJ, 6)‘ B(z,e€)

Por lo tanto f = 0 para c.t.p. de Q y el teorema estaria demostrado. O

De esta forma si dos funciones f, g € L}, (R™) definen la misma accién sobre C5°, f = g
en LI (R™).

loc

A continuacion definimos de manera ’sencilla’ la convergencia en el conjunto C§°(€2).
Observacion 1.8. Dada ¢ € C*(Q2), o € NJ y |a| = a1 + ... + oy, usaremos la notacion

D* = Di"...D4" donde Dy* denota derivar 'aj’ veces con respecto a la variable k-ésima.

Definicion 1.9. Dada (¢ )ken sucesion de funciones test, ¢ € C5°(£2), diremos que (¢g)ken

converge a ¢ en D(Q) si:
a) D% — D%y uniformemente Vo € Nj
b) Existe K C R™ compacto que contiene el soporte de pp Vk € N
El espacio C3°(€2) junto con esta nocién de convergencia se denota por D(£2).

Esta es una definicién de convergencia 'muy fuerte’, puesto que es necesario, no solo
que la sucesién de funciones test converja uniformemente, sino que lo hagan también todas

las sucesiones de sus derivadas.

Observacion 1.10. En el caso de trabajar en todo R", denotaremos D(R™) simplemente

como D.

Observacion 1.11. Con el fin de facilitar la introduccién se omiten por ahora las cuestiones
topoldgicas. En el capitulo 3 se estudiaran més en detalle las caracteristicas de la topologia

de D(£2) y como surge esta nocion de convergencia.

2Denotamos por wy,_1 la medida de la superficie de la esfera n-1 dimensional de radio 1 y de esta forma

Wn—1 n

tenemos |B(x,¢)| = —2— - €
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Capitulo 2

Distribuciones

2.1. Introduccién

Definiciéon 2.1. Una distribucién 7" es una forma lineal continua de D(12), es decir, una

aplicacion T': D(Q) — R; ¢ — T'(p) =< T, >, que cumple las siguientes condiciones:

1. Linealidad: < T,ap + b >=a < T,p > +b < T,¢ > para cualesquiera funciones
test ©,1) y constantes a, b.

2. Continuidad: Si ¢, converge a 0 en D(2), entonces < T, p,, >— 0.

El espacio de las distribuciones es (al igual que el de las funciones test) un espacio vectorial
con la suma y el producto por escalares, es decir dadas S y T distribuciones, a,b € R
escalares entonces:

<aT+bS;p>=a<T,p>+b<S,p>

también es una distribucion.

Definicion 2.2. Sea (Tj)r € N una sucesién de distribuciones y 7" una distribucién.

Diremos que T} converge a T' en D'(Q), si:
<Tg,p >=<T, o> YpeDQ)

Denotamos por D'(Q2) al espacio vectorial topologico dado por el espacio vectorial de
las distribuciones y la nocién de convergencia que acabamos de definir. En caso de trabajar
en todo R™ denotaremos D’(R™) simplemente por D’.

Esta es una nocion de convergencid!| debilx. Como las condiciones sobre la convergencia

'Al igual que en D(R), con D’'(Q) también dejamos el estudio méas detallado de la topologia para el

capitulo 3.
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en D(Q) son tan estrictas, nos permite trabajar con la convergencia débilx en el espacio
de las distribuciones. Gracias a esto podremos probar la convergencia en D'(§2) de manera
sencilla bajo una gran variedad de circunstancias.

Tal y como hemos comentado antes, las distribuciones surgen como una generalizaciéon de
la nocién tradicional de funciones. Una vez hemos comprendido que una funcién puede
ser conocida sabiendo como actiia sobre el espacio D, es facil ver que dada f : R" — R,

f € L} (R") da lugar a una distribucion T : D — R; ¢ —< T}, ¢ > donde:

<Tf,<p>=/]R fo

Como vimos en el capitulo 1, esta distribucion es tnica para cada funcién de L} (R™).
Ademas satisface claramente las condiciones de linealidad y continuidad. Por otro lado si
u ¢ Lj (R") entonces no da lugar a ninguna distribucién. Este es el caso de f(z) = 1/z

que no es una funcién localmente integrable.

Definiciéon 2.3. Dado un abierto w C R" y T' € D'(Q), diremos que T es nula en el abierto
w si < T, >= 0 para todas las funciones test ¢ € D tal que sop(p) C w.

Al igual que pasa con las funciones ordinarias, existen distribuciones definidas sobre un
abierto que no pueden ser prolongadas a todo R™. Por ejemplo, exp(1/z) solo esta definida

para x > 0 y no puede ser prolongada a todo R.

Definicién 2.4. Dada una distribucion T € D/(Q) y A C R™ la union de todos los abiertos

donde T es nula, definimos el soporte de 1" como:
sop(T) =Q\ A
Diremos que es una distribucion de soporte compacto si sop(T) es compacto en R™.

Observacidon 2.5. El conjunto de las funciones C*°(R™) con la topologia dada por la conver-
gencia de todas sus derivadas se denota por £(R™). El espacio dual &'(R™) es exactamente
el espacio de las distribuciones de D’ con soporte compacto. No entraremos en mas deta-
lle sobre este tema, pero si usaremos mas adelante el hecho de que una distribucién con

soporte compacto puede actuar sobre C>°(R™).

Estas definiciones nos permiten estudiar las distribuciones desde un punto de vista
local y nos ayudan a entender las distribuciones como funciones generalizadas y no sim-
plemente como formas lineales sobre las funciones test. Recordamos que las funciones test
son herramientas para generalizar el concepto clasico de funcion, necesarias a la hora de
hacer un planteamiento riguroso, pero que pueden resultar confusas a la hora de facilitar

la, comprensién.
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Ahora definiremos algunas operaciones en D’. Todas ellas surgiran de la misma forma,
vemos como se comporta para una funcién arbitraria u € L}OC(R") y comprobamos que se

puede extender VT € D’

Definicion 2.6. Sean T € D', a € R (a #0) y g € C*™. Se definen:
(1) < T(az),>= o] < T,p(x/a) >;
(2) <T(z—a),p>=<T,¢(x+a)>;
(3) <g@)T (), >=<T,g(x)p(x) >;

Demostracion: Para demostrar que estan bien definidas las distribuciones anteriores,
hay que comprobar que cumplen las condiciones de linealidad (trivial) y continuidad. Lo
veremos para (1) ya que el resto de demostraciones son similares:

Dada (¢k)r € N sucesion de funciones test tal que ¢ — 0 en D veamos que efectivamente
< T(ax),pr >— 0:
Definimos la sucesion de funciones test (¢f)r € N tal que ¢f(x) = ¢r(x/a), entonces:

or = 0en D' = D%y (z) - 0 Vor € R", Va € Nj =

= D%y (z/a) - 0 Vo e R", Va e Nj = ¢f = 0en D’

Por lo tanto tenemos que:

lim < T(ax),p >=|a|™* klirgo <T,pr(x/a) >=|a|™* kli)rrolo <T,¢p>=0

k—o0

O

Observacion 2.7. La notacion T'(ax) y T'(z — a) busca facilitar la escritura y dejar ver como
‘actiian’ las distribuciones sobre R™. Sin embargo, no es muy precisa ya que las distribu-
ciones no actuan sobre R™ sino sobre D, lo que denotan en realidad es la composicién de

T con las funciones f(x) = ax y g(z) = x — a.

Proposicion 2.8. Sea (Tx)r € N una sucesion de distribuciones tal que Ty, — T, a € R
(a #0) y g € C>®, entonces:
(1) Tk(ax) — T(ax);
(2) Ti(z —a) — T(x - a);
3) g(z) Ty — g(z) T;
Este resultado se demuestra de manera sencilla gracias a la convergencia en D’, s6lo es
necesario ver que por la definicién de los operadores llegamos a una expresiéon en la que

la sucesion sigue estando aplicada sobre una funcién test por lo tanto la convergencia se

mantiene.
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2.2. Derivacion

Ahora introduciremos el concepto de derivacion en el espacio D’. Esto nos permitird
derivar en el sentido distribucional funciones que en el sentido clasico no son derivables.
Para que esta nocién sea interesante debemos asegurarnos que dada f € C'(R"), su deri-
vada distribucional sea la misma que la distribucién definida por su derivada, es decir:

0Ty of
<—Lpo>=[ —-
(%:k A Rn aibk 14

Partiendo de esta igualdad tenemos por el teorema de Fubini que:

d
R® 63% / /81‘ (z) de
= //(/ 87:1% 2 dl’k> d.l‘l,...,dib’k_l,dwk+1,...,dl‘n

Si aplicamos integraciéon por partes en la integral entre paréntesis, como ¢ tiene soporte
compacto la parte de fuera de la integral se anula y llegamos a que:
0 8
! “p dxy = / fo diEk
w0 0T

Finalmente sustituyendo en las ecuaciones anteriores obtenemos:

)
<—,gp> / / / f- gpdxk)dxl,.dxk 1 ATy ooy ditn = — /f e

Y esta Gltima expresion es la definicién de Ty aplicada sobre , es decir:
oTy Oy
<L po>=—<Ty "2 >
oxy, 4 ! oxy,

Y ahora si generalizamos esto al resto de distribuciones obtenemos nuestra definicién de
derivada.

Definicién 2.9. Dada T € D', definimos la derivada de T con respecto a la variable xy,

oT /
Dar € D’ como:

<§T,¢>——<T . o
La sencillez de esta definicién viene dada por las buenas propiedades que tienen las
funciones test y la integraciéon por partes. De esta forma la tarea de derivar una distribucion,
que a priori parece compleja, se traduce en derivar una funcién infinitamente derivable.
Por lo tanto tenemos que toda distribucién es infinitamente derivable y dado a € Nf

multiindice, podemos definir cualquier operador diferencial como:
D*: D' — D
T— D*T:D—R
@ —< DT, >= (—1)l*l < T, D¢ >
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Observacion 2.10. Utilizaremos la notacion B%k para las derivadas de primer orden, sobre
todo al principio para que quede claro cual es la variable respecto a la que se deriva, mas

adelante también usaremos la notacién Dy.

Proposicion 2.11. Dada (T),),en sucesion de distribuciones convergente a T € D', en-

tonces:
oT, oT

dzp Ok

Demostracion: Dada T, — T en D’ entonces < Tp., 0 >—< T, ¢ > Vo € D. Como

se tiene para toda funcién test, también se tiene en concreto para gT‘Pk € D, por lo tanto:

oT, 0 0 oT
< T,¢>:—<TT,—SO>—>—<T,—90>:<—,go>

0

Teorema 2.12. Sea T € D', y e, € R" (1 < k < n) el k-ésimo vector candnico de R",

entonces
or I T(x+ hey) =T

= = D/ 2.1
Dz hos0 h . 2D

Demostracion: Por definicion, Vo € D tenemos que < 9T /0y, p >= — < T,0¢/0x) >.

Ademas:
T(z + hey) — T7 o< T o(z — he) — p(x) -
h h
Ahora cuando h — 0
p(z +her) —p(x) . Oy en D
h oxy,

Y como T € D’ es una forma lineal continua sobre D el resultado queda demostrado. [
Proposicion 2.13. Dada T,S € D', a € R (a #0) y g € C* tenemos que:
a) Di(T + S) = DiT + Dy S
b) Di(aT) =a- DT
¢) DyT(ax) = a- DT (ax)
d) DiT(x —a) = DT (x — a)

e) Dip(gT) = (Drg)T + g(DyT)
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Demostracion: Realizamos la demostracion para e), el resto son similares.

< g(DiT), ¢ > =< DT, gp >= — < T, Di(gyp) >
=<T,(Drg)p + 9(Dpp) >= — <T,(Drg)p > — < T,9(Dyyp) >
== < (Drpg)T,p > — < gT, Dyp >= — < (Dpg)T, 0 > + < Di(gT), 0 >

Por lo tanto g(DyT) = —(Drg)T+ Dy (gT), lo que implica que Dy (gT') = (Drg)T+g(DxT),
y el resultado queda probado. O

Como podemos derivar cualquier distribucién y toda funcién localmente integrable
puede representarse mediante una distribucién, todas ellas son derivables en el sentido
distribucional. Veamos un ejemplo de una funcién que no es derivable y cémo es su derivada

distribucional.

Ejemplo 2.14. (Funcién de Heaviside) Definimos la funcién escalon F' : R — R

como:

0 stx <0

h(m):{ 1 stx >0

-1.8 -16 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -06 -0.4 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8

Figura 2.1: Funcién escalén de Heaviside

Esta funcién claramente no es derivable en el punto x = 0 al presentar una discontinuidad

de salto. Sin embargo, si que podemos derivarla como distribucién al ser una funcién
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localmente integrable.
00 e 0o
<Tp,p >=—<Tp,¢ >= —/ F(z)- ¢'(x) = —/ ¢ = —90‘ = ¢(0)
—00 0
Por lo tanto la distribucién derivada de F' es aquella que lleva a cada funcién test a su valor
en el punto z = 0. Esta derivada tiene sentido de manera intuitiva, ya que béasicamente

consiste en un ’impulso unidad’ en el punto en el que F' presenta la discontinuidad de salto.

Definicion 2.15. (Delta de Dirac) Se define la distribucion delta de Dirac § € D'(Q)
como:
<0, >= ¢(0) Ve € D(2)

Observacion 2.16. Claramente § € D'(Q) pues < §,ap + bp >= (ap + bp)(0) = ap(0) +
bp(0) = a < 6,0 > +b < §,¢ > y ademas si g, — 0 en D(Q) tenemos que < J, ) >=
vr(0) =0

Observacion 2.17. La delta de Dirac se puede definir centrada sobre cualquier punto xg €

R™ tomando d,, = d(x — x¢), de esta forma tenemos < d,, p >= Y(zp).

Hasta ahora nos hemos centrado en las distribuciones que provienen de funciones tra-
dicionales para facilitar la comprensién de las mismas. Sin embargo, las distribuciones no
se quedan solo ahi, sino que son una generalizacién del concepto de funcién, por lo que nos
permiten estudiar ’elementos’ que no tienen cabida en el anélisis clasico. La delta de Dirac
es un ejemplo de este caso, es una distribucién que no esta definida por la accién de una

funcién sobre el espacio D. Veamos una demostracion de que efectivamente este es el caso:

Proposicién 2.18. No existe u € L _(R") tal que < Ty, o >= ¢(0), Vo € D.

loc

Demostracion: Supongamos que existe una funciéon u € LlloC y T, € D' con,

<Tu,<p>:/u'g0

de forma que T,, = 0.
Sea (k) € N una sucesion de funciones test en R™ con ¢y,(0) = 1y con sop(py) = [, £]™
Entonces tenemos por un lado que:

klggo - u-pp = kli)ngo < Tyy o >= kh_)ngo vr(0) =p(0) =1
Pero por otro lado tenemos que u-p; — 0 puntualmente cuando k£ — oo, como |u(x)pk(x)| <

|u(z)| - ||k (®)]|co < |u(z)], por el teorema de convergencia dominada tenemos que:

lim u-pr = lim u-pp =20
k—oo Jrn k—o0 [—1,1]%

lo que es una contradiccién. O
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La delta de Dirac, a pesar de su sencilla definicion, juega un papel fundamental dentro
de la teoria de distribuciones. Un primer ejemplo de su utilidad teérica lo tenemos en el

siguiente resultado, del cual no daremos demostracién.

Proposicion 2.19. Dada T € D’ tal que sop(T) C {a} con a € R", entonces puede ser

expresada como combinacion lineal de la delta de Dirac en {a} y sus derivadas. Es decir,

T = Z CaD%0q, conm € Ng y ¢, € R™.

laj<m

2.2.1. Distribuciones vectoriales

Ahora que hemos definido la derivacion distribucional podemos introducir también

otros operadores del calculo vectorial.

Definicion 2.20. El espacio de funciones test D(£2,R™) es el espacio vectorial formado

por los vectores ¢ = (1, ..., pn) cuyas componentes pertenecen a D(S2).
Definicion 2.21. Una distribucion T' € D'(Q,R™) viene dada por T = (T4, ...,T,) con
T, € D(Q) Vi =1, ...,n. La relacion entre D(Q,R") y D'(2, R™) viene dada por:

n
i=1

Definicion 2.22. Definimos a continuacién algunos de los operadores de calculo vectorial
en D'(Q) y D'(Q,R"):

» El gradiente de T' € D'(Q) es
VT = (DiT, DoT..., D, T).

VT € D'(,R") y ademas dada ¢ € D(2,R"™):

n n
<VT,p>=> <DT,p;>=-Y <T,Dip;>=—<T,divg > .
i=1 i=1

Por lo tanto tenemos que:
<VT,p>=—<T,divp > .
» La divergencia de T' € D'(2, R™) viene dada por:
n
divT =Y D;T;.

i=1

Claramente divT € D'(2) y dada ¢ € D se tiene:

n n
< divT, o >=<Y DiTj,o >=—Y <T;,Dip>=—<T,Vp>.
=1 =1
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» Definimos el Laplaciano en D'(2) como:
n
AT = DIT.
i=1
Por lo que entonces dada ¢ € D:

n n
< AT, >=< ZD?T,@ >=(-1)2 < T,Zap >=<T,Ap > .

i=1 =1

Usando los puntos anteriores podemos ver ademés que:
< AT, p >=<T,Ap >=<T,divVy >= — < VT,V >=< divVT,p >,

es decir, AT = divVT, como sucede con los correspondientes términos en el ambito

de las funciones.

2.3. Operaciones

En este capitulo veremos como podemos definir algunas operaciones entre distribucio-

nes, centrandonos sobre todo en la convolucién y las restricciones necesarias para definirla.

2.3.1. Dificultades a la hora de definir la multiplicacién

En primer lugar veremos si podemos definir la multiplicacién entre dos distribuciones.
Para ello intentaremos definir el producto ¢ - § = 4% como una distribucién en D’(R). Una
idea para definir 62 es: dada (ug)ren sucesion de funciones L} (R) tal que up — & en
D'(R), definimos:

6% = lim i en D'(R)
k—o00
De esta forma si comprobamos que esta multiplicacion no depende de la sucesion (ug)ren
tomada, entonces estaria bien definida. Sin embargo esto no es posible.
Si tomamos up = kX[o,1/k tenemos que ux — & en D’ pero, si ¢ € D(R), por el teorema

del valor medio tenemos:
1/k
/ urp = k‘2/ ¢ = kp(z) para algan xy € [0,1/K]
R 0
Ahora, si tomamos ¢ € D tal que ¢(0) > 0 deducimos que:
/ upp — +00, k — 400
R

Por lo que (u?)gen no converge en D'(R). Por lo tanto no tenemos una definicién clara de

multiplicacién entre dos distribuciones cualesquiera.



16 CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES

2.3.2. Convolucion

Para definir la convolucion en D’ vamos a necesitar algunas restricciones. En el caso
de dos funciones f,g € L'(R"), la funciéon h : R® x R® — R" definida como h(x,y) =
f(x —y)g(y) es absolutamente integrable en R™ x R™:

[ L wtewldady = [ e[ 1= wldaidy = 1l ol

De esta forma la convolucién de f y g queda definida como:
[rg:R* =R (f * g)(z) = A fx—y)g(y)dy

y satisface que f x g € L'(R™). Al ser una funcion integrable existe T, € D’ tal que:

<Tpp>= [ ([ 5= natits) etwrio= [ [ s@aeta+ nayas

Sin embargo esta definicion no puede extenderse para dos distribuciones T, S € D’ cuales-
quiera, ya que dada ¢ € D, p(z + y) no tiene por qué tener soporte compacto. Pero si una
de las dos distribuciones tiene soporte compacto si que se puede definir la convolucion.
Partimos del caso de la convolucién de una distribucién y una funcién test.

Sea f € Li,.(R™) y ¢ € D la convolucién entre la distribucién que define f (T}) y ¢ deberia

coincidir con la convolucién de f y ¢, es decir:
(Ty = @)(x) = A f)e(x —y)dy =<Ty(y), oz —y) >
Definicién 2.23. Dada T € D' y ¢ € D definimos

(T p)(x) =< T(y), p(z —y) > (2.2)
Observacion 2.24. En esta seccion usamos la notacion < T'(y), ¢(x — y) >, donde T'(y)
sirve para denotar que la distribucién T acttia sobre ¢ en la variable y.

Ahora veremos algunas propiedades de la convolucién de distribuciones y funciones
test, que mas adelante nos ayudaran a definir convolucién entre dos distribuciones (una de

ellas de soporte compacto).

Teorema 2.25. Dada T € D' y ¢ € D, entonces T x ¢ es una funcion C°(R"™). Y si T

tiene soporte compacto entonces T * ¢ es una funcidn test.
Demostracion: Para demostrar este teorema haremos uso de varios lemas:

Lema 2.26. T * ¢ es continua
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Demostracion: Al ser ¢ una funcion test, Vo € N§, D%p(z —y) — D%p(xz — y) cuando
z — x, es decir p(z —y) = ¢(x —y) en D. De esta forma como T es continua, tenemos que
<T(y),p(z —y) >—<T(y),p(r —y) > cuando z - x
Asi que T * ¢ es continua. O
Lema 2.27. D*(T * ¢) = T % (D%) = (D°T) * ¢

Demostracion: Realizamos la demostracion para |a] = 1 y el resultado se sigue por

induccién para todo a. Sea e € R™ el vector canénico k-ésimo de R”™, entonces

(T = A x4+ heg) — (T = z
Dk(T*(p):(axk‘/’):%g%< #)( ;Z) (T * ¢)(x)
— i = T(y),p(x —y+ heg) > — < T(y),p(x —y) >
h—0 h
_hm<T()90(37_3/+h6k)_80($_y)>
h—0 h
dp dy
=<T(y), —y)>=Tx ——— =T x (D
Ademaés como,
0 0
- E(m—y)

e Y= oy,

tenemos por la definiciéon de derivada en D’ que

Oy oT
< _ il — = (=
< ak(:ﬂ y) >= <8yk()¢(x y) > (ayk

Por lo tanto concluimos que

) x = (DiT) x ¢

v asf ya queda probado el resultado original para todo «. ([l

Con estos dos lemas ya quedaria demostrado que la convolucién de una distribucién y
una funcion test da lugar a una funcion de C*°(R™), veamos ahora que si T tiene soporte

compacto, su convolucién con ¢ es una funcion test.

Lema 2.28. Si el soporte de T estd contenido en [—a,al™ C R™ y sop(p) C [-b,b]"
entonces sop(T * @) C [—a — b, a + b]".

Demostracion: Como funcion sobre y, sop(p(x —-)) C [-b+x,b+z]". Six ¢ [—a —
b,a+b]", entonces sop(p(z —y)) N[—a,a]” =0y (T * )(x) =<T,p(xz —y) >=0. Por lo
tanto sop(T * ¢) C [—a — b,a + b]™. O

Queda asi demostrado el teorema [2.25]
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Ejemplo 2.29. Sea ¢ € D se tiene

(0% p)(x) =< 0(y), p(z —y) >= p(z)

es decir, d * ¢ = . Por lo tanto la delta de Dirac actiia como la identidad con la convo-

lucién.
Teorema 2.30. Sea T € D' y v, € D, entonces,
Tx(pxt)=(Tx¢)x1

Demostracion: Para € > 0 tomamos la suma de Riemann
felw) =) ola — je)g(je)
J

donde j recorre todos los puntos con coordenadas enteras. Entonces tenemos sop(f.) C

sop(p) + sop(¢), y es compacto, entonces para todo a multiindice,
D fe(x) = €Y D¥(x — je)(ge) = (D*¢) * §)(x) = (D*(¢ * ¢))(=)
J
y la convergencia es uniforme cuando € — 0. Por lo tanto

(T + (9 * 6))(w) = ln(T )(x)

= lim e”Zso(:r —je)p(je) = ((T * @) = ¢)(x)

v el teorema queda probado. O

Teorema 2.31. Sea T una distribucidn con soporte compacto, entonces si pr, — p en D,

entonces T x ¢, =T * ¢ en D.

Demostracion: Tenemos que por el lema , T * @, tienen un soporte uniformemente
acotado. Sea [—c, c]™ una caja que contiene el soporte de T' % ¢ Vk € N.
Sea K un compacto de R"™! formado por todos los puntos (z,s) siendo x € [—c,c]” vy
s €{1l/k:k e N}U{0}. Ahora definimos la siguiente funcion:

’ (T * ¢)(x) s =

O =

Lema 2.32. Si ¢, — ¢ en D, y xr, — x en R", entonces como funcién sobre y, se tiene

que iz —y) — @(x —y) en D.
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Demostracion. Como ¢ — ¢ uniformemente y ¢ es uniformemente continua, ok (xr—y) —
©(z—1y) uniformemente como funcién sobre y. Este mismo argumento aplica para cualquier

derivada de ¢ por lo tanto ¢i(zr — y) — ¢(x — y) en D. O

Usando el lema (2.32) con la continuidad de la distribucion 7', tenemos que F'(x,s) es

continua en K. Por lo tanto es uniformemente continua. De esta forma cuando k tiende a

infinito
1
F(z, ) = (T * gi)(2) = F(z,0) = (T * ¢)(2).
T * ) _ 0 oT x o) o . .
Como por (2.27 Tk% =T % %: y Tk“’ =T % Wi’ lo mismo se mantiene para
cualquier derivada. Asi queda demostrado que T * ¢ — T * @ en D. O

Tanto la siguiente observaciéon, como el siguiente teorema son necesarios para definir la
convolucién entre dos distribuciones, una de ellas con soporte compacto. Sin embargo los

enunciaremos sin entrar en mas detalle pues tratan sobre el espacio &’
Observacion 2.33. Se puede definir la convoluciéon entre una distribucion de soporte com-

pacto y una funcion infinitamente diferenciable igual que en (2.2)).

Teorema 2.34. Sea T € D' con soporte compacto (T € E'(R™)) , p € D y ¢ € C*(R"™)

entonces,
Tx(pxd)=(Tx*¢)*o

Observacidn 2.35. A partir de ahora usaremos la notacion T' = T(—z) tanto con funciones

como con distribuciones.

Definiciéon 2.36. Dadas T, S € D', siendo T de soporte compacto. Definimos su convolu-
cion como

<S*xT,p>=< S,Tv x>, siendo T = T(—x)

Esta definicién es consistente con la definida siendo T una funcion test, gracias a la
identidad < S, >= (S * ¢)(0) y la asociatividad vista en (2.30). Ademés S * T es
continua por el teorema ([2.31)). Queda claro entonces que S * T define una distribucion.

Lema 2.37. Esta definicion de convolucion es asociativa, es decir dados T,S,W € D' con

al menos dos de ellos de soporte compacto se tiene
Tx(S*«W)=(T=x8S)«W
Teorema 2.38. Supongamos S, T,W € D',

a) Si al menos uno de S, T tiene soporte compacto, entonces S * T =T * S.
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b) Dado o € Njj, entonces DT = (D*§) % T.

c) Sial menos uno de S, T tiene soporte compacto, entonces dado o € Ny se tiene que
DT « S) = (DT) « S =T * (D).

Demostracion: a) Tenemos que dos distribuciones Ty S son iguales si Vo, ¢ € D,
T % (p *x ¢) =8 % (p * ¢)). Pues usando la asociatividad de la convoluciéon tenemos
T x o =8 % ¢ para todo ¢ € D y por lo tanto T" = S. Entonces aplicando que la
convolucion de funciones es conmutativa y los teoremas y tenemos que

(T S)x(p*@) =T (S*(p*9¢)=Tx*((S*¢)*9)
=T x(p* (S*¢))= (T *¢)* (S *p)

De manera similar llegamos a
(S*T)x(pxd)=(S*T)*(px¢)=(5*¢)*(Txp)=(Tx¢)x(Sx*¢)

Por lo tanto (S x T) * (¢ x ¢) = (T * S) * (¢ * ¢) y la conmutatividad queda probada.

b) Usando las propiedades de la convolucion y que § acttia como la identidad en la convo-

lucién, tenemos que
(DT« =T % (DT) =T % (D%) * § =T % (DY) * o = (D) « T % ¢

c) Gracias al apartado anterior y la asociatividad y la conmutatividad de la convolucion

llegamos a

DT x S)= (DY) * (T« S)=((D*) «T) « S=(D*T) * S=T % (D*S)



Capitulo 3
Topologia de las distribuciones

En esta seccién profundizaremos en la topologia de D, viendo su construccién y sus
propiedades. En primer lugar veremos algunas definiciones y resultados (pasando por alto

la demostracion) que nos seran de gran utilidad a la hora de estudiar la topologia de D.

3.1. Espacios localmente convexos

Definicion 3.1. Una funcién p : X — R sobre un espacio vectorial X es una seminorma
si:

= p(z +y) < px) +ply) para z,y € X

p(Az) = |Ap(x) con N\e Ry z e X

Lema 3.2. Sea p una seminorma sobre X espacio vectorial. Entonces se tiene:

a) p(0) =0

b) p(x) =0

¢) lp(z) = p(y)| < plz —y)

d) {x € X : p(x) =0} es un espacio lineal
Definicion 3.3. Dada una seminorma p sobre un espacio vectorial X, el conjunto

Bye(p) ={r € X :p(z —y) <¢}

recibe el nombre de p-semibola de radio € > 0 centrada en y € X. Ademas dada una co-
leccion finita de seminormas py, ..., p definimos la (p1, ..., px)-semibola de radio e centrada

en y € X como
By,e(pla ~--;pk) = By7€(p1) N...N By,e(]?k) (31)

21
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Definicion 3.4. Dado X un espacio vectorial y P una familia de seminormas sobre X se
puede definir una topologia en X de la siguiente forma:
Dado A C X es abierto si Vo € A existe una semibola By ¢(p1, ..., pr) C Aconpy,...,pp € P

y € > 0. El par (X, P) recibe el nombre de espacio localmente convexo.

Observacidon 3.5. Dadas dos seminormas p1, p2 tenemos que la aplicacion z — max{pi(x), p2(x)}
también es una seminorma y ademéas By ((pi1,...,pk) = By.(maxpi,...,p). Por lo tanto
dado (X;P) espacio localmente convexo, la topologia no varia si aiadimos las normas ma-
ximos entre normas. A partir de ahora consideraremos siempre que estas estdn contenidas

en P para asi simplificar notacién.

Definicién 3.6. Dado (X, P) un espacio localmente convexo definimos:
- (zk)ken es de Cauchy si Vp € P, p(z; — x) — 0 cuando j, k — oo
- A C X esta acotado si Vp € P, sup,ec 4 p(z) < 00

Lema 3.7. Dada f : X — Y aplicacion lineal entre dos espacios localmente convexos con
P y Q sus respectivas familias de seminormas. Entonces f es continua si y solo si Vg € Q

existe p € P y una constante C > 0 tal que

q(f(z)) < Cp(z), =z€X

Lema 3.8. Una seminorma q : X — R (no tiene por qué pertenecer a P) es continua si

y solo si eriste una seminorma p € P y una constante C € RT de manera que
q(z) < Cp(x), zeX

Definicion 3.9. Una familia de seminormas P es separable si Vo € X \ {0} existe p € P
tal que p(x) # 0.

La importancia de esta definicién viene de que si espacio localmente convexo (X;P)
tiene una familia de seminormas separable P, entonces la topologia definida sobre X es
Hausdorff.

Lema 3.10. Un espacio localmente convexo (X, P) es metrizable con una distancia inva-

riante por traslaciones si y solo si P es numerable y separable.

Definicion 3.11. Un espacio de Fréchet es un espacio localmente convexo que es metri-

zable con una distancia completa invariante por traslaciones.

Ahora ya estamos en condiciones de empezar a construir la topologia sobre D(2)
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3.2. Los Espacios Dk ()

Definiciéon 3.12. Sea 2 un abierto de R” y K C € compacto. Definimos Dk (£2) como el

espacio vectorial topologico de funciones u € C*(Q2) tal que sop(u) C K.

Dotamos Dk (£2) de una topologia localmente convexa dada por la familia de seminor-

mas {pm}mENo

Definiciéon 3.13. Definimos las seminormas p, : D (2) — R en Dk, m € Ny como:

pm(u) = sup [D%u(z)]
zeK
la|<m

De esta forma la topologia de D (2) viene dada por una familia de seminormas nu-
merable y separable, por lo tanto es metrizable. Ademas es un espacio completo con la

distancia generada por la familia de seminormas. Por lo tanto es un espacio de Fréchet.

3.3. El Espacio D(12)

Aqui daremos una nueva definicion del espacio D(£2), a partir de los espacios Dk (€2)

que nos permitird introducir la topologia sobre D(€2) de forma mas natural.

Definicion 3.14. Dado 2 C R" abierto. Definimos el espacio de las funciones test sobre
Q como:
D(Q) = U Dk (), K compacto
KcQ
Ahora introduciremos una topologia sobre D(€2). Al hacerlo queremos que la inclusion
Dk (Q2) C D(Q) sea continua, es decir, para cada seminorma p de la familia de seminormas
P que induce una topologfa sobre D(Q2), p|p, (o) debe ser continua en Dy (). La familia

P = {pm} cumple esta propiedad sin embargo no es la mejor eleccion.

Observacion 3.15. El espacio D(£2) no es completo con la familia de seminormas P = py,.
Por ejemplo en el caso 2 = R, si tomamos ¢ € D(£2) con un soporte 'pequeno’ y que esté

concentrado en el 0, (se puede tomar como en ([1.1))) y consideramos la sucesion
er(x) = p(z) + 27 p(z = 1) + -+ 27 p(x — k), k=12,

Tenemos que la sucesién es de Cauchy con respecto a la familia de seminormas, pero el

soporte de la funcién limite no es compacto.

Por lo tanto necesitamos una familia mas grande de seminormas pero de manera que

su restriccion sobre Dg (§2) sea continua.
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Definicion 3.16. Definimos la familia de seminormas P como:
P ={p : pesuna seminorma en D(Q) y p|p, (o) es continua VK C {2 compacto}

La topologia generada por P recibe el nombre de topologia limite inductivo. Esta
topologia se comporta muy bien con la definicion que hemos dado de D(2) pues este espacio

es la union de los D (), donde cada uno tiene su propia topologia.

Observacion 3.17. Denotaremos las semibolas en Dg (§2) como By, (pm; K) y las semibolas
en D(Q2) por Bye(p)

Lema 3.18. La topologia de D(Q2) es exactamente la inducida por los embebimientos

Dk (Q) — D(Q) para cualquier K C Q compacto.

Demostracion: Sea A C D(R) abierto y K C € compacto. Veamos que A N D ()
es abierto en Dk (). Por ser A abierto, para cada ¢ € A, existen p € P, € > 0 tal que
B, (p) C A. Si tomamos la seminorma p,, tal que p < epy, en Dg () con ¢ > 0. De esta
forma B, /c(pm; K) C By (p)NDi C ANDg, probando asi que ANDy es abierto en Dy.
Por otro lado, como {py,,} C P, cualquier semibola By, ((pm; K) es igual a la interseccion
de la semibola By ((pm) con Dk (§2). Esto implica que cualquier abierto en Dg (§2) puede

escribirse como la interseccion de un abierto de D(Q2) con Dg (). O

Observacion 3.19. De esta forma tenemos que el embebimiento D (2) — D(2) es trivial-

mente continuo para todo K C ) compacto.

Teorema 3.20. Un conjunto A C D(Q) es acotado si y solo si existe un compacto K C
tal que A C Dk ().

Demostracion: Supongamos que A estd acotado en Dy () para algin K C . Por la
continuidad del embebimiento D () — D(Q2), A también estd acotado en D(Q2). Dada
p € P, entonces existe p,, seminorma de D () tal que p(¢) < Cpm(p) para ¢ € Di ().
Por suposicion, p,(¢) < M para todo ¢ € A y alguna constante M € R, implicando que
p esté acotada en A y como p es arbitraria, tenemos que A estd acotada en D(f2).

Para la otra implicacion supongamos que A ¢ Dy () para ningun compacto K C .
Entonces existen sucesiones (¢x)ken C Ay (Tg)reny C Q2 tal que i (zk) # 0,y que (zx)ken

no tiene puntos de acumulacion en €. Definimos entonces:

- klo(zk)|
A S

, v € D(Q).
Es claramente una seminorma y ademdas p € P ya que para cualquier compacto K’ C Q
existe C' € RT de forma que p(¢) < C||¢||co para todo ¢ € D). Sin embargo, tenemos que

p(pr) > k, asi que p no estd acotado en A y por lo tanto A no esta acotado en D(Q2). O



3.3. EL ESPACIO D(Q) 25

Corolario 3.21. a) La sucesion (pg)ren es de Cauchy en D(Q) si y solo si (¢k)ken C
Dg($2) para algin compacto K C 2,y ||¢i — @jllem — 0 cuando i, j — 0o, ¥Vm € Ny

b) v — 0 en D(Q) si y solo si (varphiy)ken C D para algun compacto K C Q, y
llok|lem 0 cuando k — oo, Vm € Ny

c) D(Q) es completo.

Demostracion: a) Si (pg)ren € Dg(2) es de Cauchy en Dy para algin compacto K C
(2, entonces es de Cauchy en D(Q2) por la continuidad del embebimiento Dg (2) — D(Q).
Ahora sea (¢r)ken C D(2) de Cauchy en D(Q2). Como las sucesiones de Cauchy estan
acotadas, por el teorema anterior (¢ )reny C Di(€2) para algiun compacto K C Q. Ademads
como {pm} C P, pm(pi —¢;) = 0 cuando 7, j — 0o, para todo py,.
b) De manera similar a la demostracion anterior, toda sucesion convergente en Dy (£2) es
convergente en D(Q2) por la continuidad del embebimiento D () — D(R). Ademas si es
convergente en D(2) estd acotada y por el teorema anterior estaria contenida en D ()
para algun K C Q. Ademads como todas las seminormas de D (2) estan contenidas en P,
la sucesion también es convergente en D ()
c¢) Dada (pr)ren C D(€2) de Cauchy en D(€2). Por a) es de Cauchy en algin Dg (2). Como

Dk () es Fréchet, la sucesion es convergente en Dy (€2) y por b) también lo es en D(2).

Observacion 3.22. El espacio de las funciones test no es metrizable. Pongamos el caso
=Ry tomemos ¢ € D(R) con sop(¢) = [—1,1], y definimos:

1

m = y k, = 1, 2,
Phom(2) = () m

E

Para todo k la sucesion ¢y 1, ¢k.2,... converge a 0 en D(R). Entonces si D(R) fuese me-
trizable por una distancia d, podemos tomar una subsucesiéon mi, msg, ... de forma que
©km, — 0 en D(R). Si tomamos my, suficientemente grande tal que d(@km,,0) < %, para
todo k. Pero esta sucesion no converge en D(R) pues sop(pk.m,) = [—k, k] que, cuando k

tiende a infinito, acaba siendo més grande que cualquier compacto en R.

Teorema 3.23. Sea (Y, Q) un espacio localmente convezo, y sea f : D(Q) — Y wuna

aplicacion lineal. Entonces equivalen:
a) [ es continua
b) v — 0 en D(Q) implica f(pr) = 0 en Y.

¢) Para cualquier compacto K C Q, f:Dg(Q) = Y es continuo.
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Demostracion: a)=b). Por la definicion de continuidad, f es continua si para cualquier

q € Q, existe p € P tal que

q(f(p)) <ple), D). (3.2)

Como ¢ — 0 en D, tenemos que p(pr) — 0, por lo tanto ¢(f(vr)) — 0. Como esto se
tiene para toda ¢ € Q, concluimos que f(¢r) — O en Y.

b)=-c). Sea K C Q compacto. Por b) queda claro que para cualquier suscesion ¢, — 0 en
Dk () tenemos que f(¢x) — 0 en Y. Por lo tanto como Dg (2) es un espacio metrizable,
la continuidad de f viene dada por el hecho de que para un espacio métrico X y un espacio
topologico Y, una aplicacion g : Dg(2) — Y es continua si dada una sucesion (xp)ren
convergente a x en Dg(2), entonces f(xr) — f(z) en Y.

c)=-a). Queremos probar que para cualquier ¢ € Q, existe p € P tal que se cumple .

Dada ¢, definimos la funcién

p(p) =q(f(»), ¢€DW).

Esta funcién es una seminorma sobre D(f2), vy ademés para cada compacto K C €, la

restriccion plp, (o) es continua pues

q(f(¢)) < Cpm(p), » € Dk(Q),

para algtin C'y m que dependen de K. Por lo tanto p € P, y claramente se cumple (3.2)). O

3.4. El Espacio D'(Q2)

Definicion 3.24. Una distribucion en €2 es un funcional linal continuo sobre D, es decir
el espacio de las distribuciones es el dual del espacio de las funciones test, y lo denotamos
por D'(Q).

Lema 3.25. Un funcional lineal T : D(Q2) — C es continuo si y solo si se tiene alguna de

las siguientes:
a) pr — 0 en D(Q) implica < T, >— 0.
b) Para cualquier K C Q compacto, existe m € Ny y C € RT tal que

| < T, > | < Cllpllem, Vi € Dk (1)

Este lema es consecuencia directa del teorema [3.231

Tal y como hemos visto en el segundo capitulo, dotamos al espacio D(2) de la topologia
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débilx, esta en el caso de espacios localmente convexos, es la inducida por la familia de
seminormas P’ = {p, : ¢ € D(Q)}, con p,(T) = | < T,¢ > | para T € D'(Q).

Por lo tanto una sucesion de distribuciones (Ty)gen converge a 0 en D'(Q) si y solo si
< Tk, >— 0, Vo € D(R).

A continuacién veremos una propiedad que nos permite en cierta forma catalogar las dis-

tribuciones segtn su ‘regularidad’.

Definicién 3.26. Sea T € D'(Q). Si existe m € N tal que para todo K C € compacto
existe C € RT que cumple

| < T, >[<Cllgllem, Vi € Dr(Q),

entonces decimos que el orden de T' es menor o igual a m. El menor m que cumple esto es
el orden de T.

Observacion 3.27. Se puede comprobar facilmente que tanto la delta de Dirac como las

distribuciones dadas por funciones localmente integrables tienen orden 0.
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Capitulo 4

La transformada de Fourier

4.1. Funciones de decrecimiento rapido

Definicion 4.1. Dada f € LY(R"), la transformada de Fourier de f es la aplicacién
f: R™ — C definida por:
fo) = [ e (@.1)

Bajo las condiciones anteriores, se tiene que la integral (4.1)) es absolutamente conver-
gente y ademaés

sup [FO <Ml v TeC'®Y (42)
De esta forma la aplicacion F : LY(R) — {g € C°(R")/ g esta acotada} es la Transfor-
mada de Fourier y esta bien definida.
Queremos extender la transformada de Fourier al espacio de las distribuciones. Al igual
que al definir las operaciones anteriores, dada una distribuciéon T buscamos una forma de
definir T llevando la transformada sobre las funciones test.

Sin embargo dada ¢ € D que no es idénticamente cero, se tiene que
PO = [ el
no pertenece a D.

Ejemplo 4.2. Sea ¢ € R tal que sop(p) C (—a,a), entonces

50 = [ pnar= 03 CH e = 3 CE [ o

n!
“%n=0 n=0

y €omo

a
| 2" p(x)dz| < méx|p|a”
—a

29
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se tiene que @ es una funcion analitica en C. Por lo tanto @ no puede tener soporte compacto

siendo idénticamente distinta de cero.

Por lo tanto necesitamos otro espacio de funciones, que contenga a C3°(R™), sea inva-
riante con respecto a F y que su dual sea un subespacio de D’. Este espacio es el espacio

de Schwartz, que definimos a continuacién.

Definicion 4.3. Denotamos por S el espacio de las funciones de decrecimiento rapido

o de Schwartz, es decir,
S:={p e C™:Va,B c N}, sup |2°90%(z)| < oo}
zeR?

Esta definién nos dice que una funcién es de Schwartz si es infinitamente diferenciable
v el supremo del producto de cualquiera de sus derivadas por una potencia de cualquier
grado de x siempre estd acotado en R™.
Se tiene claramente que:
CP(R") C S (4.3)

Ejemplo 4.4. La funcion e 17 es un ejemplo de funcién rapidamente decreciente

Otro conjunto de funciones que nos van a ser muy tutiles son las funciones de crecimiento

lento que definimos a continuacién.

Definicion 4.5. El espacio de las funciones de crecimiento lento en R™ se denota por
L(R™) y es el conjunto de las funciones f € C*°(R") tal que Va € Nf, existe k € Ny y
C, R € R" tal que

Df(z)| < Clal™, |2 > R.

Basicamente una funcion es de crecimiento lento si tanto ella como todas sus derivadas

crecen infinitamente més despacio que algin polinomio.

Definicion 4.6. Sea (vi)reny C Sy v € S. Entonces decimos que (vg)gen converge a v en

S si para cualquier par de multi-indices «, 3,
2P D%y, — 2’ D%, uniformemente en R". (4.4)
Observacion 4.7. Si (pr)ken C Dy ¢ — v en D, entonces ¢ — ven S

Lema 4.8. § es un espacio de Frechét, es decir, S es un espacio vectorial topoldgico

localmente convezro, metrizable y completo sobre C.

Proposicion 4.9. D — S y es un embebimiento continuo.
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Demostracion: Consideramos la aplicacion ¢ : D — S definido por ¢(p) := ¢. Por (4.3)
esta aplicaciéon estd bien definida y es lineal. Consideramos una sucesion de funciones test
(¢j)jen tal que p; — 0 en D cuando j tiende a infinito. Entonces existe un compacto K €
R™ con la propiedad de que sop(yp;) C K para todo j € N, y im0 SUp,cx [D%pj| =0
para todo o € Njj. Por lo tanto, para todo «, 5 € Njj,

sup 27 D%p;(2)| = sup |2” D%p;(x)| < C'sup [D*p;(w)] —— 0
TzER™ zeK zeK J—0o0
De esta forma y gracias al teorema la aplicacién 7 es continua y define un embebimiento

continuo. u
Lema 4.10. C°(R") es un subespacio denso de S.

Ahora que hemos definido un espacio que contiene a D, veremos que S se comporta
como queremos con respecto a la transformada de Fourier, es decir, dada una funcién
de decrecimiento rapido, su transformada de Fourier también pertenece a S. El siguiente
resultado nos asegura justo eso, ademés de una propiedad que nos facilitara el calculo de

dicha transformada.

Teorema 4.11. La transformada de Fourier es una aplicacion continua de S en st misma.

Ademds se tiene:
F[D%] =i¢a  y  Flz®u] =i*Da, VaeN ueS (4.5)

Demostracion: Dada u € S, si derivamos su transformada de Fourier bajo el signo de

la integral obtenemos

ilaDaa(g):/ ey (x)d,

y esta bien definido por ser una integral uniformemente convergente. Por lo tanto u € C*°
y il DG es 1a transformada de Fourier de z%u. Integrando por partes obtenemos que
ilol+1BleB pagy = / e~ DA (z%u(x))d. (4.6)
Estas operaciones estan bien definidas ya que u € S. Por (4.6)) y el hecho de que D (z%u(z)) €
S C LY(R™), queda claro que £” D4 est4 acotada y por tanto 4 € S. Ademés cuando o = 0
se tiene que i%1€PT es 1a transformada de Fourier de DPu. Finalmente si multiplicamos y
dividimos el lado derecho de (4.6) por (1 + |x|)"*!, entonces lo podemos acotar por una
constante multiplicada por el sup,cga[(1+ |2])" T D?(x%u(z))|], pues (1 + |z|)~" ! es in-
tegrable, y con esto queda demostrada la continuidad de la transformada de Fourier en
S. O
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Teorema 4.12. Lo formula inversa de la transformada de Fourier se cumple en S, es

decir dado u € S.

1 .
ua) = / eEa(e)de = F il () (4.7)
Demostracion: Tenemos que calcular la integral
/ e de u(y)e = dy, ues.
n R

Esta integral no es absolutamente convergente as{ que no podemos invertir el orden de
integracion. Sin embargo, si introducimos el factor v(£), con v € S, obtenemos convergencia
absoluta. Entonces por ser v, u funciones L!'(R") e invirtiendo el orden de integracion se

tiene:

[ a©u©esde = [ oy oputs)dy

R

— [t -+ .

Sustituyendo v(&) por u(e€), € > 0, con transformada de Fourier e "9(y/¢€), obtenemos

[ a@ueoesae = [ aute+ ey

R

Como tanto u, v estan en S, por lo tanto son integrables, v u y v son continuas y acotadas,

podemos pasar el limite bajo la integral cuando € — 0, y de esta forma

o0) [ aleetd = utw) | D)y

n

Si tomamos ahora v(z) = e~ 1#1"/2 tenemos que T(y) = (2m)/2e /2 y Jon 0(y)dy =

(2m)", quedando demostrado el resultado. O

En particular usando el teorema anterior, tenemos que

T
u0) = o [ €y (48)

4.2. Distribuciones temperadas

Ahora definiremos la transformada de Fourier para las distribuciones de D’ que sean
continuas con respecto a la convergencia definida en (4.4)). Estas distribuciones reciben el

nombre de distribuciones temperadas.
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Definicion 4.13. Definimos el espacio de las distribuciones temperadas, S’, como el dual

algebraico de S, es decir,
§:={T:8— C /T eslineal y continua}
Es decir T es una distribucion temperada si es una funcional sobre S y satisface:
n < T ciup 4 cous >=c1 < T,u1 > +co < T,us > para todo ¢1,c0 € Cy uj,uo € S
» Para toda up — 0 en S, entonces < T,up >— 0 en C.

Definicion 4.14. Una sucesion (Tx)gen C S’ converge a T € 8’ siy solo si cuando k — oo,

entonces < Ty, >—< T, > VYo € S, es decir, dotamos a S’ de la topologia débilx.
Proposicion 4.15. 8’ < D’ es un embebimiento continuo.

Demostracion: Consecuencia de la proposicion y el lema [4.10 O

Gracias a este resultado queda claro que todas las distribuciones temperadas estan
incluidas dentro del espacio de las distribuciones, v por lo tanto hay distribuciones en D

cuya accién se puede extender a S definiendo asi una distribucién temperada.

Ejemplo 4.16. Claramente § € D’ también es una distribucion temperada pues cumple
las condiciones de linealidad y continuidad. Sea (v)ren una sucesion de funciones en S tal

que v — v en S. Entonces:
< 0, v >=vE(0) = v(0) =< §,v >

Proposicion 4.17. Toda funcidn [ de crecimiento lento genera una distribucion temperada

St a través de la igualdad
< Sp,u>= f(z) - u(zr)dz, ues
Rﬂ,

Demostracion. Claramente Sy es una forma lineal sobre S. Para probar la continuidad,
debemos demostrar que si (up)ren tiende a 0 en S, entonces < Sy,up >— 0 cuando k
tiende a infinito. Ahora para cada k, tenemos que

[ W@
[t = [

o o oy (1Y el

siendo I > 0 un entero. Para [ suficientemente grande, f(z)/(1 + |z|?)! es absolutamente

integrable, y tenemos

z)

Cuando uy — 0 en S, el lado derecho de la expresién anterior tiende a 0, quedando probada

f(@)ug(x)dx dx.

]Rn

la continuidad. O
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Observamos ahoraE] que, si u,v € S,
<u,v > :</ e~y (x)dx, v >=/ (/ e~y (x)dx)v(€)dE
= /n(/n e~y (€)dé ) u(x)dr =< u,v >

por lo tanto < u,v >=< u,v >. Lo importante de esta igualdad es que se mantiene para

la distribucion temperada T,, € S’ definida por w. De hecho:

Proposicion 4.18. Sea T € S'. El funcional lineal dado por
vi=< T, 0 >, YveS

es una distribucion temperada.

Demostracion: Sea vy, — v en D. Entonces v, - vy v — 0 en S. Como T € 8, se tiene

Iim <T,v, >=<T,0 >

k—o0

por lo que v —< T, v define una distribucién. Si vy — 0 en S, entonces vy — 0 en S y
< T,v; >— 0. Por lo tanto v —< T,7 > es una distribucién temperada. O

Con estos resultados ya estamos en condiciones de definir la transformada de Fourier
sobre S’.

Definicion 4.19. Dada T € S'. La transformada de Fourier T = F[T] es la distribucion
temperada definida por

<T,v>=<T,7>, Yo eS.

Gracias a esta definicién, la transformada de Fourier se aplica sobre las funciones del
espacio de Schwartz, haciendo que este bien definida y conserve todas las propiedades

validas al aplicarla sobre funciones.
Proposicion 4.20. Sea T € S' yv e S.

s Traslacion. Sia € R™,
FT(z — a)] = e "¢T y Fle T = T(€ — a).

» Reescalado. Sih € R, h # 0,

Lpor simplicidad denotamos de la misma forma u,v y las distribuciones a las que dan lugar
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» Derivacion:

FID,;T) = i&;T y Fla;T) = iD;T

n Convolucion:
FIT x v] = T %70

Ejemplo 4.21. Como ya vimos § € 8’ por lo tanto su transformada de Fourier esta bien

definida y tenemos:

< 8,0 >=< 5,6>:/ v(z) do =< 1,v >

n

Ademas aplicando la formula (4.7),

<Tuv>=<1,7 >:/ v(€) d¢ = (2m)"v(0) =< (2m)"0,v > (4.9)

n
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Capitulo 5

Aplicaciones en EDPs

5.1. Operadores diferenciales lineales con coeficientes cons-

tantes

En este capitulo veremos como tanto las distribuciones, como las distribuciones tempe-
radas, nos pueden ser de utilidad a la hora de estudiar y resolver ecuaciones en derivadas
parciales.

En primer lugar estableceremos la notacion que usaremos a lo largo del capitulo. Da-
do m € Ny, definimos un operador diferencial lineal con coeficientes constantes
(ODLCC) como:

P(D):= Y ia.D¥ = aq€C, VaeNg, o] <m (5.1)
|a]<m
Ademés, si tenemos P(D) igual que arriba, definimos P(—D) := ngm(—i)*‘o"aQDo‘ y

definimos el simbolo de P(D) como:

P&):= ) aal® (5.2)
la|<m
Decimos que P(D) es de ordenﬂ m si existe o € Nj con || = m y aq, # 0y definimos
su simbolo principal como:

Pr(§) == Z aag” (5.3)

|a|=m

Observacién 5.1. El hecho de definir P(D) con el factor il®! dentro de la suma es simple-

mente para facilitar los calculos al aplicar la transformada de Fourier. En cualquier caso

'No confundir con el orden de una distribucion, este orden se refiere exclusivamente a un operador

diferencial.

37
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esto no hace que los siguientes resultados pierdan generalidad pues todo operador dife-
rencial lineal de coeficiente constantes se puede expresar de esta forma modificando los

coeficientes.

5.2. Soluciones Fundamentales

Definicion 5.2. Sea P(D) un operador diferencial lineal con coeficientes constantes en

R™. Entonces E € R" es una solucién fundamental de P(D) si
P(D)E=6, enD (5.4)

De esta forma tenemos que como < P(D)E,p >=< E, P(—D)y > para toda ¢ € D,

entonces F € D' es solucion fundamental de P(D) si y solo si
< E,P(—=D)p >= ¢(0), Vo €D (5.5)

Definiciéon 5.3. Sea P(D) un operador diferencial lineal con coeficientes constantes, de-

finimos la ecuacién de Poisson para el operador P(D) como
P(D)u = f (5.6)

Si el operador diferencial P(D) tiene una soluciéon fundamental FE € D’ entonces para
todo f € D' tal que E * f tiene sentido (por ejemplo si f tiene soporte compacto) la

ecuacion de Poisson tiene solucion en D’. Tomando u := E * f, se tiene
P(D)u=P(D)(E * f)y=(P(D)E)« f=6% f=f enD (5.7)

Vamos a hacer el ejercicio de encontrar la formula de una solucién fundamental. En primer
lugar, supongamos P(D) un operador diferencial lineal con coeficientes constantes que
cumple

J ¢ € (0,00) tal que |P(§)| > ¢, V€ € R” (5.8)

De esta forma tenemos que % € L(R™), entonce por la proposicién , % e §'.Si

E € 8§’ es una solucion fundamental de P(D), entonces P(D)E = ¢ en S’. Si aplicamos la
transformada de Fourier, obtenemos que P(f)E = 1en §'. En particular, como P(f)% =

1 en 8’ tenemos que multiplicando por %, obtenemos E(f) = % entonces:

<E,p>=02r1)"<E, o>
=@2r) " <E,§>

= (2m)™" /n ﬁﬁ(‘f)) dé, VoeS (5.9)

2Con el fin de simplificar la notacién denotamos igual a la funcién y la distribucién a la que da lugar.
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La formula (5.9) es el punto de partida para construir una solucién fundamental en el caso
més general en el que la condicion (5.8]) no se satisface. (Obviamente seguiremos asumiendo
que P(D) # 0 pues en ese caso no existiria solucion de (5.5)). A continuacion ejemplificamos

este razonamiento con un caso sencillo.
Ejemplo 5.4. Vamos a hallar una distribuciéon que satisface:
~E'+E=9§
es decir, la solucién fundamental del operador
P(D) =i 2a3D* +i %aoD’, donde ay = ag = 1.
En este caso, su simbolo es
P(§) = ag&® + apt” = € +1,

y cumple que P(§) > 1 para todo £ € R.

Tomando la transformada de Fourier en la ED

P(D)E =4,
obtenemos
POEE) =d=1,
de donde ) )
as{ que

1
E(z) = §e*|x‘, z €R.

Comprobamos ahora que el resultado efectivamente es correcto. Dada ¢ € D(R), tenemos
que comprobar que
< —E"+ E, ¢ >= (0),

o0, equivalentemente, que

<E,—¢" + ¢ >=¢(0).

Como E es una funcion localmente integrable en R, da lugar a una distribucién por lo que
1 (o ¢]
<B ' re>= 5 [ @) + o)is
—o0

1 0 x, I 1 0 x

B e*o" (x)dx + B e“o(zr)dr

1 > —x, I 1 > —T
= e “¢"(z)dr + - e To(x)dx.
2.Jo 2 Jo
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Integrando dos veces por partes

y, andlogamente

de donde < E, —¢" + ¢ >= ¢(0).

5.3. Teorema de Malgrange-Ehrenpreis

En esta seccidon usaremos algunos de los resultados vistos hasta ahora para llevar a cabo
la demostracion del teorema de Malgrange-Ehrenpreis. En primer lugar debemos demostrar

el siguiente lema.

Lema 5.5. Sea m € N y P(D) un operador diferencial lineal con coeficientes constates de
orden m. Ademds, supongamos que Py, (n) # 0 para algin n € S"~1. Entonces existe € > 0,

70,71, .., T > 0 y conjuntos cerrados Fy, F1, ..., Fy,, en R™ tal que:
a) R" = UM o Fj.

b) Si& e Fj, meC, || =rj, entonces |P({+ 1n)| > €, para cada j =0,1,...;m

_ j+1

Demostracion: Tomamos rj := 2= con j € {0,1,...,m} y tomamos € := (2m)~"| Py, (n)| >

0 y ademaés,
Fj:={{eR":|P({+1n)| >€ VT €C, |T| =1}

Estos conjuntos son cerrados en R™ y satisfacen b). Veamos que se cumple a).
Fijamos £ € R™ arbitrario, y consideramos la aplicacion de C en C tal que 7 — P(£ 4 71).
Este es un polinomio en 7 de orden m con el coeficiente de 7™ igual a Py, (n). Sean 7;(§),

con j =1,...,m, los ceros de dicho polinomio, entonces
m
P&+ 7n) H T —T1(& V1 e C. (5.10)
7=1

Consideramos ahora el conjunto

1
—1}, paraje{0,1,..,m}.

M; :={r € C:dist(1,0B(0,r;)) < o

Como se tiene que r; —rj_1 = 1/m para j = 1,...,m, la coleccion de conjuntos {M;}7,

son disjuntos dos a dos. Por lo tanto, como hay m + 1 conjuntos M;, por el principio del
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palomar, al menos una de ellas no contiene ninguno de los nimeros 7;(§), j = 1,...,m. De

esta forma existe k € {0,1,...,m} tal que

1
dZSt(TJ<£)7aB<O7rk)) Z Ta vj € {luam}
m
Entonces, |7; — 7| > 1/2m, para cada |[7| = 1 y cada j = 1,...,m, que usado en ((5.10)
implica
m
P
|P(§ +71n)] (1 —15(& |(2::1()7”) =, si |7 =rg
]:1
Asi queda demostrado que £ € Fj, por lo tanto queda verificada la condicion a). ]

Teorema 5.6. Malgrange- Ehrenpreis
Sea P(D) un operador diferencial lineal con coeficientes constantes en R™ que no es idén-

ticamente cero. Entonces existe E € D' que es una solucion fundamental para P(D).

Demostracion: Sea m € Ny y supongamos que P(D) es un operador diferencial lineal
con coeficientes constantes de orden m. Si m = 0 entonces P(D) = a € C\ {0} y la
distribucién E := 14 es una solucién fundamental de P(D). Veamos ahora el caso m > 1.

Como el simbolo principal P, no es idénticamente 0 en R\ {0} y como

f
€]

tenemos que existe n € S"! tal que P,(n) # 0. Fijamos n que cumpla esto y usamos la

Pp(§) = €|"Pn(=), paratodo& e R"\ {0},

notacion introducida en la demostracion del lema [B.5l Entonces las funciones:

1, ¢e€F;
R SR, (&) = ’ J i €4{0,1,...m 5.11
Xj X5 (€) { 0, £eR"\F jef } ( )
y
X -
i R" =R, fii==s—, 7€{0,1,...m
J J Z?:OX’C { }

estan bien definidas, medibles y Z}n:o fi =1en R" Ademss, 0 < f; <1,y f; =0 en
R™ \ Fj para todo j € {0,1,...,m}.

Definimos ahora la forma lineal £ : D — C de la forma

_ p(=§—m) dr
< E,p>:=(2m)" Z/n 5= /h_r W'7}d§. (5.12)

Para probar que F estd bien definida, fijamos K C R" y supongamos ¢ € D tal que
sop(¢) € K. En primer lugar, para cada j = 0,1,...,m, si & € F; = sop(f;j), entonces
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|P(§ +7n)| > € para |t € C|, |7| = rj, lo que hace que la integral en (5.12) sobre |7| = r;

sea finita. Ademas, como ¢ tiene soporte compacto y
Bt - = [ T, (513

se tiene que p(—& — 7)) es analitica en 7. Entonces, si fijamos j € {0, 1,...,m}, y tomamos

N € Ny, usando (p.13) e integracion por partes, para cada || = r; podemos escribir

(142N B(—€ — ) = / (1= 3 DN e €leimenp(z)da

n
=1

= / et (=1 =" DN [T p(x)]da (5.14)
" =1
para cada £ € R™. De la integral (5.14) obtenemos que

B(—€ =) < C;(L+ €)™Y sup [DY(x)], silr|=r; (5.15)
zeK
la|<2N

para alguna constante C; € (0,00) que depende de K, r; y n. Usando (5.15)) en (5.12))
obtenemos que

L 1 2mr; _ N
| <E,p>]<(@2m)™) Cj/ Fi€)5 LA+ 677N sup [Dp(x)|dE
J=0 R a / |04I\212(N

<C swp |Dla)l | (1+1ef)de

zeK
|a|<2N

=C sup |D%(z)| (5.16)
la]<aN
para algun C' € (0,00) independiente de ¢, tomando N > n/2. De esta forma queda
probado que E esta bien definida. Claramente F es lineal, que junto con y el lema
tenemos que E € D’'. Ahora solo falta ver que P(D)E = § en D', esto equivale a ver
que se cumple . Como F(P(—D)g) = P, tenemos que

21 T

E,P(-D)p>=(2m)™"Y | f P =) 0

Como @(—& — ) es analitica en 7, usando la féormula de CauchyE] en el lado derecho de

3 1 P(=€—Tn) dr = p(=¢)

2mi J|7|=r;



5.3. TEOREMA DE MALGRANGE-EHRENPREIS 43

la expresion anterior y la igualdad (4.8]), tenemos que

m

<E,P(-D)p>=2m)"> | f[(B(=E)d¢

j=0"R"

—n [ (e
= ¢(0).

Por lo tanto queda demostrado que E € D’ es solucién fundamental. ]
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