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Resumo

A teoria do punto fixo consolidouse como unha rama das matematicas con gran potencial para
abordar unha ampla variedade de problemas en andlise non lineal, especialmente na demostracion
da existencia, unicidade ou multiplicidade de soluciéns de ecuacions diferenciais e integrais. En
concreto, o teorema do punto fixo de Krasnoselskii en conos de expansiéon-compresion foi empregado

en numerosos traballos de investigaciéon para obter soluciéns non triviais a este tipo de problemas.

Co obxectivo de acadar resultados de existencia para sistemas de ecuacions diferenciais e
integrais con todas as stilas compofientes non triviais, desenvolvéronse distintas versiéns deste

resultado, adaptadas a operadores definidos en espazos produto.

Neste traballo introducimos o indice de punto fixo, unha potente ferramenta coa que probaremos
os resultados principais. Asi mesmo, propofiemos unha nova versién vectorial do teorema de
Krasnoselskii, na que as condiciéns sobre o operador se expresan en termos das normas dos espazos
que comportien o produto no que traballamos. Este resultado orixinal motivou pequenas melloras
sobre versions previas, que tamén seran detalladas neste texto. Finalmente, aplicaremos de entre
estes resultados os mais novidosos, establecendo condicions que garanten a existencia de soluciéns

con componentes positivas en distintos sistemas de ecuacions diferenciais e integrais.



Abstract

Fixed point theory has proven to be a branch of mathematics with great potential for solving
multiple problems in nonlinear analysis, such as proving the existence, uniqueness, or multiplicity
of solutions to both integral and differential equations. Specifically, Krasnoselskii’s fixed point
theorem in cones of expansion-compression has been widely used in numerous research works to

obtain nontrivial solutions to such problems.

With the aim of obtaining existence results for systems of differential and integral equations
with all components being nontrivial, different versions of this result have been developed, adapted

to operators defined on product spaces.

In this work, we introduce the fixed point index, a powerful tool with which we will prove the
main results. Additionally, we propose a new version of Krasnoselskii’s theorem, in which the
conditions on the operator are expressed in terms of the norms of the spaces forming the product
space under consideration. This original result has motivated minor improvements to existing
versions, which we also describe. Finally, we apply the most novel among these results to establish
conditions that guarantee the existence of solutions with positive components for various systems

of differential and integral equations.



Introducion

O teorema de compresién-expansién de punto fixo desenvolto por Mark Alexandrovich Krasnoselskii
constitie unha das ferramentas fundamentais dentro do &mbito da andlise non linear (ver Figura 1).
Este resultado baséase na imposiciéon de condiciéns de compresién ou expansion para operadores

compactos sobre a fronteira dunha rexién contida nun cono dun espazo normado.

Mark Alexandrovich Krasnoselskii (1920-1997) dedicou case cincuenta anos ao
desenvolvemento da anélise funcional non linear, converténdose nun dos seus princi-
pais referentes, como destaca Jean Mawhin no capitulo Mark A. Krasnoselskii and

nonlinear analysis: a fruitful love story de [35].

Desenvolveu a siia carreira en institucions de prestixio: foi investigador na Academia
de Ciencias de Ucraina en Kiev (1946-1952), profesor na Universidade Estatal de
Voronezh (1952-1967), e investigador sénior e xefe de laboratorio no Instituto de
Ciencias do Control en Moscova (1967-1990). Desde 1990 ata o seu falecemento,
traballou no Instituto de Problemas de Transmisién de Informacién da Academia

de Ciencias rusa.

En 1960, Mark Krasnoselskii inmisciuse na teoria de punto fixo en conos. As stas
achegas estableceron as bases para demostrar a existencia de soluciéns non triviais
en numerosos problemas non lineais, influindo decisivamente no desenvolvemento
da andlise funcional moderna. O que hoxe se coniece como o teorema de punto fixo
de Krasnoselskii (resultado que inspira o presente traballo) deu lugar a multiples
extensions e aplicacions, marcando un antes e un despois na investigacién en analise

non linear.

Breve biografia académica de Mark A. Krasnoselskii [35].

Cando se trata da stia aplicacién a sistemas, o teorema de Krasnoselskii non permite localizar
individualmente as compofientes dos puntos fixos obtidos, polo que non se pode asegurar que todas
elas sexan non triviais. Esta limitacién, xa destacada en [37, 38], levou a Precup a formular unha

versién vectorial do citado teorema. Esta nova versién permite localizar cada compofiente do punto
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fixo por separado, achegando condiciéns suficientes para garantir puntos fizos de coexistencia,
termo introducido por Lan en [28], é dicir, puntos fixos nos que todas as stias compofientes son
distintas de cero. Ademais, as versions vectoriais permiten combinar comportamentos expansivos
e compresivos simultaneamente nas distintas componentes, algo que ata o de agora no contexto

orixinal do resultado, non era posible.

Neste traballo introdicese unha nova version vectorial do teorema de Krasnoselskii. Tamén
distintas melloras das versiéns vectoriais propostas en [40]. Para a proba de todas elas emprégase

o indice de punto fixo.

Organizaremos este texto en catro capitulos. Facemos aqui un breve repaso dos mesmos e
comentamos as principais referencias empregadas para a elaboracién de cada un deles, obviando

aquelas que foron consultadas de xeito puntual e que seran debidamente indicadas en cada caso.

No capitulo 1 facemos unha revision das ideas e conceptos fundamentais. Trataremos o concepto
de indice de punto fixo en retractos dun espazo normado e as suas propiedades. Parandonos,
principalmente nunha clase especial de retractos que gardan unha estreita relacién coas relacions
de orde, aos cales nos referiremos como conos. Ademais, tamén presentamos o teorema de
Krasnoselskii en conos de expansién-compresién no seu contexto orixinal. Este capitulo foi

elaborado coa axuda das referencias [2, 15, 19, 21, 25, 26].

No capitulo 2 repasamos as principais motivaciéns do traballo e establecemos os obxectivos,
explicando tamén a importancia das stas consecuciéns. Esencialmente, as referencias [37, 38, 40]

son o principal motor de todo o esforzo realizado.

O capitulo 3 recolle distintas versiéns vectoriais do teorema de punto fixo de Krasnoselskii.
Todas as demostraciéns baséanse no indice de punto fixo, seguindo as ideas expostas en [40].
Ademais, introdicense melloras respecto tanto aos resultados en [40], como aos que se poden
atopar en [37, 38], e proponse unha nova formulacién na que as condiciéns sobre o operador se

expresan en termos da norma dos espazos normados nos que traballamos (Teorema 3.12).

Co obxectivo de amosar a aplicabilidade dos teoremas de punto fixo, o capitulo 4 recolle
distintos resultados de existencia de solucién para sistemas diferenciais e integrais con todas as
componentes positivas. O traballo desenvolto nesta ultima parte apoiase fundamentalmente en
[40, 42, 46].

O traballo culmina co capitulo 5, no que exponiemos as conclusiéns. Tamén explicamos algunhas

das posibles vias de investigacién relacionadas que poderian ser abordadas nun futuro préximo.



Capitulo 1

Preliminares: O indice de punto fixo e

o0 teorema de Krasnoselskii

Neste primeiro capitulo, estableceremos os fundamentos teéricos imprescindibles para o desen-
volvemento do traballo. Introduciremos conceptos clave, como o de cono nun espazo normado
e o de indice de punto fixo de Kronecker, que apareceran na meirande parte das probas dos
resultados de punto fixo que abordaremos. Ademais, tamén destacaremos aqui o teorema clésico
de Krasnoselskii en conos de expansién-compresion e as sdas distintas versions, que seran o noso

principal obxecto de estudo.

1.1 O indice de punto fixo en conos

O indice de punto fixo é un concepto introducido por Leopold Kronecker en 1869 que estd
estreitamente relacionado cos graos topoldoxicos de Brouwer e de Leray-Schauder [2, 15]. A pesar
de que o grao topoldxico foi orixinalmente formulado no contexto da xeometria simplicial, pode
tamén presentarse desde outras perspectivas, como a da topoloxia alxébrica e a da andlise [25]. A
construcién do concepto de grao desde o punto de vista analitico, foi introducido por Nagumo en

1951 e aborddmolo nun traballo previo [19].

Por outra banda, independentemente do enfoque desde o que se constria, tanto o grao
topoléxico como o indice de punto fixo comparten unha serie de propiedades fundamentais que os
caracterizan de forma tnica, un feito que foi probado por Amann e Weiss en 1973 [3]. Neste punto
introduciremos o concepto de indice de punto fixo axiomaticamente a partir destas propiedades,
pero antes, presentaremos o que é un cono nun espazo normado e destacaremos a estreita relacién

que estes gardan coas relaciéns de orde.



4 1. Preliminares: O indice de punto fixo e o teorema de Krasnoselskii

1.1.1 Conos e orde en espazos normados

Un espazo normado (X, || - ||) é un espazo vectorial X dotado dunha norma || - ||. No noso caso
traballaremos con espazos vectoriais que tenien por corpo base R e referirémonos a eles simplemente

polo conxunto, é dicir, neste caso X.

Recordemos que, dado un conxunto X # ) unha orde é unha relacién (que denotaremos por
“=<") que cumpre as propiedades reflexiva, transitiva e antisimétrica. Ademais, diremos que unha
relacion de orde é parcial cando existen elementos que non son comparables entre eles, isto é,

existen x,y € X tales que non se ten x < y nin tampouco y > x.

Definicién 1.1. (Cono). Sexa X un espazo normado e P C X un subconxunto non
baleiro. Diremos que P é un cono se é convexo e pechado e ademais satisfai as seguintes

condiciéns
(a) Se z € P, entén ax € P para todo a € Ry U {0},
(b) Sex € Pe —x € P, entén z = 0.

Ademais, cando P # () diremos que o cono P é un cono sdélido.

Observacion 1.2. Se P é un cono, da convexidade e a condicién (a) dedicese directamente que se

x,y € P,entén x +y € P.

Observacion 1.3. Cando P é un cono sélido nun espazo normado X, se x € ﬁ, entén ax € P para
cada a € Ry := (0,00). En efecto, en caso contrario, haberia un z € P de xeito que ax ¢ P
para algiin a € R*. Pola propiedade (a) de cono, se ax ¢ P entén temos que ax € JP e asi para
cada n € N existirfa z, € X\ P de xeito que |2, — az|| < 1. Pero asi |2 — z|| < -1 e ademais
In ¢ X\P de donde se terfa que B (x i) N (X\P) # 0 para cada n € N o cal contradi o feito

T an

de quexefb.

Definicién 1.4. (Espazo normado ordenado). Sexa (X, <) un espazo normado cunha relacion
de orde. Diremos que é un espazo normado ordenado se a relacién de orde é compatible coa

estrutura de espazo vectorial, isto é, se se cumpre que

(a) Se z <y, entén x + z < y + z para todo z € X,
(b) Se x <y, entén ax < ay para todo a € R,..
No seguinte resultado podemos observar o vinculo existente entre os conos e as relaciéns de

orde parciais en espazos normados. A demostracion deste resultado pode atoparse por separado
nos Teoremas 2.6 e 2.7 de [20].
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Teorema 1.5. Seza (X, =) un espazo normado ordenado. Entén o conzunto Xt = {x € X :
0 <z} é un cono en X ao que chamaremos cono positivo de X. Por outra parte, dado P un
cono nun espazo normado X, P induce unha relacion de orde parcial “<p” en X compatible coa

estrutura de espazo vectorial de X do seguinte xeito,

r<pyse esosey—xecP.

Ademais, o cono positivo inducido por esa relacion de orde é P.

Observacion 1.6. A partir deste punto faremos distincién entre as relaciéns de orde inducidas
por conos en espazos normados, que seguiremos denotando por “=<” (ou “<p” cando queiramos
resaltar que a relacién de orde é a inducida polo cono P) e a relacién de orde usual en R, que

denotaremos por “<”.

Notacion 1.7. Dado un cono P nun espazo normado X e dous elementos x,y € X, denotaremos
e z <pycandoy—x € P\{0}.

e Se o cono P é sélido escribiremos x <<p y cando y — x € p.

A continuacién introducimos distintos exemplos de conos en espazos normados. O primeiro
deles amosa, de xeito intuitivo, como se relacionan os distintos elementos de R? a través da relacién
de orde inducida por dous conos. O segundo, é un exemplo de cono nun espazo de dimensién

infinita no que traballaremos mais adiante.

Exemplo 1.8. Os subconxuntos R = {(z1,72) € R? : 21 > 0,20 > 0} e C = {a(1,3) + b(3,1) :
a,b € Ry U{0}} de R? son conos.

Z2 Z2

A

A4
8

—
4

T

(a) (b)

Ilustracién sobre as relacions de orde parciais que inducen en R? os conos R e C.

Dado un punto p = (29,29) € (R?, <r), un punto ¢ = (z}, 1) € (R?, <g) verifica ¢ <r p se, e

s6 se, ) —x1 > 0 e xd — x5 >0, ou o que é 0o mesmo 29 > z} e 2§ > 2. Tlustrase esta idea na
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Figura 1.1 (a), onde un punto é menor ou igual que p se, e s6 se, estd no recinto laranxa. En base
a isto é facil observar que os puntos da recta 9 = —x1 non son comparables entre eles, polo que a

relacién de orde é parcial.

Analogamente, dado p = (29,29) € (R?, <¢), un punto ¢ = (x1,z) € (R?, =¢) sera tal que
q=cpse esése 1) —xl =a+3bead— 2l =3a+0bparaa,be R,y U{0}. Na Figura 1.1 (b),

un punto serd menor ou igual que p se, e 86 se, estd novamente no recinto laranxa.

Exemplo 1.9. Sexa I = [a,b] C R un intervalo e consideremos agora o espazo C(I; R) das funciéns

continuas definidas en I con valores en R coa norma do supremo
||u||co = sup |u(t)|, para cada u € C(I;R).
tel

O conxunto

K={ueP: min u(t) > Clull},
t€[al ]

onde [/, 0] C I, P={u € C(I;R) : u(t) > 0 paracadat € I} e C € (0,1) é un cono de C(I;R).
Observamos en primeiro lugar que K # (), pois claramente a funcién u(t) =0, t € I pertence a
K.

Vexamos que K é pechado en C(I;R). Sexa {up tnen C K tal que u, — wen C(I;R), vexamos
que u € K. En efecto, como u,, — u en C(I;R), dado € € Ry, existe N € N de xeito que para
cada n € N tal que n > N se ten |up(t) — u(t)| < € para cada t € [a,b]. En particular, para cada
n € N tal que n > N temos 0 < uy(t) < € + u(t) para cada t € [a,b]. De aqui, é directo que
u(t) > 0 para cada t € [a, b] e ademais, tomando minimos en [a’,V'] e tendo en conta que u,, € K,

temos para cada n € N tal que n > N,

Cllunlloo < teIf(lzi’fll:’] un(t) < e+ té?;,%,} u(t),

e tomando o limite en n,

Cllulloo < e+ min u(t),
te[a’ V]

de onde se ten, por ser ¢ € R™ arbitrario, que Cf|ullec < minge(q ) u(t) e xa que logo u € K.

Tamén é convexo pois se u,v € K, entén a aplicacién f, : I — R dada por f,(t) =
(1 —z)u(t) + xv(t) estd en K para cada = € [0,1]. En efecto, fixado x € [0, 1] temos que f(t) > 0
para cada t € I pois u(t) >0, v(t) >0 paracadat € [ el —x >0e x > 0. Ademais,

2o fat) = Erﬁi,g,]((l —zJutav)(t) = ergi/g,](l —zult) + nin, zv(t)

2 C(I(1 = 2)ulloo + [[2v][00) = ClI(1 = 2)u + 2]l = C| floo-
A propiedade (a) de cono satisfaise claramente, pois se u € K e a € Ry U {0} tamén temos
que au € K xa que au(t) > 0 para cada t € [a,b] e

] t > i t > C oo — O o0 .
téﬁffﬁf](o‘“)( ) = O‘té}}}f},/]“( ) = aCllul [[ecul]
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Finalmente, para rematar de comprobar que K é un cono debemos ver (b) na Definicién 1.1. Isto
é claro, pois se u, —u € K temos que u(t) > 0 e u(t) < 0 para cada t € [a,b] e asi u(t) = 0 para
cada t € [a,b].

Observacion 1.10. Unha propiedade interesante neste ultimo Exemplo 1.9 é que a norma do espazo
I - |lco pPreserva a relacién de orde <k inducida polo cono K sobre os seus propios elementos, é
dicir, para calesqueira u,v € K C C(I;R) tales que u =g v tense que ||ulloo < [[V|loo- En efecto,
que u =< v significa que v — u € K e deste xeito temos que v(t) — u(t) > 0 para cada t € I de
onde se ten que u(t) < v(t) para cada t € I e de aqui, posto que u(t),v(t) > 0 para cada t € I,

[ufloo < [0loo-

Por outra parte, o cono K é un cono sélido independentemente do valor que tome C' € (0, 1).
Vexamos que a funcién constante f € C(I;R) tal que f(t) = 1 para cada t € I estd en K. Que
f € K é evidente. Ademais, se ¢ € Ry é tal que ¢ < %, tense que B(f,e) C K pois para
g € B(f,e) é claro que g(t) > f(t) —e > % > 0 para t € I. Por outra parte

e
. o . _14cC

iy 90 = i F me=1me> 5

‘ (3-0)C
Cllgle < Cllfll +2) = C(1+6) < E=DC

De aqui, para rematar de ver que g € K chega con probar que h(C) = *—————~ =

@ > (0 para C € (0,1), o cal é claro. Deste xeito

i t)>C ,
terﬁl,g,}g()_ ll9lo

sexa cal sexa o C' € (0,1) fixado para o noso cono K, concluindo o que buscabamos.

Visto que o cono K é s6lido observamos que se temos duas funciéns u, v € C(I;R) tales que
U <<x v enton ||[uljos < ||v]jos POis u <<x v significa que v — u € K. E facil ver que as funciéns
que se anulan nalgin punto non estan en K pois en caso contrario teriamos unha bola centrada
nelas contida en K e isto é imposible pois non hai ningunha bola centrada nelas contida nin tan
sequera en P. Asi v(t) —u(t) > 0 para cada t € I e en consecuencia, pola compacidade de I, tense

[ufloo < f[V]loo-

1.1.2 O indice de punto fixo

Antes de introducir o indice de punto fixo convén fixar algo de notacién e definir os conceptos de
operador compacto, retracto e retraccién dun espazo normado. Cando falemos dunha aplicacién
entre espazos normados (ou subconxuntos destes) referirémonos a ela como un operador. Aos

operadores denotarémolos con letra maitscula, salvo excepciéns. Por exemplo, T : X — Y
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e a suia actuacién sobre un elemento x € X escribirémola como Tz. Ademais, traballaremos

constantemente baixo o suposto de que os operadores son compactos.

Definicién 1.11. (Operador Compacto). Sexan X e Y espazos normados, € un aberto en X
e T :Q — Y un operador continuo. Diremos que 7' é un operador compacto se para cada R C

conxunto limitado, T(R) é un conxunto compacto. Denotaremos por Q(Q2;Y) o conxunto dos

operadores compactos de £ en Y.

Definicién 1.12. (Retracto). Un subconxunto P # () dun espazo normado X dise un retracto
de X se existe unha aplicacién continua R : X — P, chamada retraccion, tal que R|p = Ip,

onde Ip denota a identidade sobre P.

Teorema 1.13. (Caracterizacién axiomatica do indice de punto fixo). Seza
M = {(T,U, P) | P retracto de X,U aberto limitado en P, T : U — P operador compacto
tal que Tx # x en QU }, existe unha unica aplicacion i : M — Z conecida como o indice

de punto fixo que satisfai as sequintes propiedades:
(a) (Normalizacién) Se T' é un operador constante de U en U, entén i(T,U, P) = 1.

(b) (Invariancia baixo homotopia) Para cada operador compacto H : U x [0,1] —»
P tal que H(x,t) # x para cada (z,t) € OU x [0,1] tense que i(H(-,t),U, P) é
independente de t € [0, 1].

(¢) (Aditividade) Sexa (T,U, P) € M. Para cada par de subconzuntos abertos distuntos
Uy e Uy de U tales que T non ten puntos fivos en U\(Uy U Us) tense que

oT,U, P) =i(T|g,, U, P) + i(Tlg,, Uz, P).

(d) (Permanencia) Seza (T,U, P) € M, se Q € un retracto de P e T(U) C Q, enton

i(T,U, P) = i(Tlgeg, U N Q, Q). (1.1)

Notacion 1.14. Dado (T, U, P) € M, diremos que (T, U, P) é o indice do operador T" no aberto U

con respecto ao retracto P.

Ainda que aqui introducimos o indice de punto fixo para operadores definidos sobre abertos
relativos de retractos dun espazo normado, traballaremos principalmente no caso no que tales
retractos son conos. Como vimos, os conos en espazos normados son conxuntos non baleiros,

pechados e convexos e en consecuencia son retractos en virtude do seguinte resultado.

Teorema 1.15. [16, Corollary 4.2] (de Dugundji). Todo subconzunto non baleiro, pechado e

convexo C C X dun espazo normado X € un retracto de X.



1.2. Teoria de punto fixo en conos: O teorema de Krasnoselskii 9

As catro propiedades anteriores cofiécense como propiedades fundamentais ou axiométicas

do indice de punto fixo. Ademais destas, o indice tamén conta coas duas seguintes.

(e) (Excisién) Seza (T,U, P) € M. Para cada subconzunto aberto V-C U tal que T' non

ten puntos fizos en U\V tense que

i(T,U, P) = i(T, V, P). (1.2)

(f) (Propiedade de punto fixo) Sexa (T,U, P) € M. Se i(T,U, P) # 0, enton T ten

polo menos un punto fixo en U. E dicir, existe zo € U tal que Tz = xo.

Demostracién. (e) Se neste contexto tomamos U; = V e Us = (), usando a propiedade
de aditividade xunto con (7,0, P) = 0 (tense de tomar U; = U e Uy = () na propiedade de
aditividade), temos que i(7,U, P) = (T, V, P).

(f) Se T non ten puntos fixos en U podemos tomar V = () na propiedade de excision, e asi
i(T,U,P)=1(T,0,P) =0. O

1.2 Teoria de punto fixo en conos: O teorema de Krasnoselskii

A teoria de punto fixo é unha ampla rama das matemaéticas que estuda as condiciéns baixo as cales
unha aplicacién dun conxunto en si mesmo admite un punto fixo, é dicir, un punto que permanece
invariante baixo a aplicacion. A propiedade (f) do indice de punto fixo destaca a relevancia deste

concepto como ferramenta fundamental para a demostracién de resultados dentro desta teoria.

Nesta seccion revisaremos algins resultados de teoria de punto fixo para operadores definidos
en conos de espazos normados. Como xa adiantamos, centrarémonos no teorema clasico de
Krasnoselskii en conos de expansion-compresién [26] e nalgunhas das diferentes versiéns cofiecidas
do mesmo. Para este fin, seguiremos principalmente [21]. A motivacién principal para centrar a
nosa atencién nestes resultados radica na utilidade dos mesmos para a procura de soluciéns non
triviais, e en particular positivas, de problemas diferenciais [12, 22|, unha cuestién que trataremos

no seguinte capitulo.

A partir deste momento, denotaremos por P un cono nun espazo normado X. En ocasiéns,
pediremos ademais que este espazo normado sexa de Banach. Un espazo de Banach é un espazo
normado cuxa norma induce un espazo métrico no que toda sucesién de Cauchy é converxente.
A razoén pola que en ocasiéns se engade esta hipdtese adicional atépase na necesidade de poder
estender os operadores a conxuntos mais grandes que nos que estan previamente definidos, botando

man do teorema de extension seguinte.
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Teorema 1.16. [16, Theorem 4.1] Sexa X un espazo normado, A C X un pechado de X e

T : A — X un operador continuo. Enton, existe unha extension T:X — X continua de T tal
que T(X) C (T (A)).

No resultado anterior, coa hipdtese adicional de que X é un espazo de Banach, a extensién dada
por este resultado tamén é compacta cando o operador que estendemos é compacto definido sobre
un pechado limitado. En efecto, suponiamos que T': A — X é un operador compacto onde A C X
é pechado e limitado. Polo Teorema 1.16 (recordamos que estamos asumindo en todo momento que
os operadores son continuos), existe 7 : X —» X continua tal que T(X) C co(T(A)) C eo(T(A)).

Para que T sexa compacta ¢ suficiente con que @o(T(A)) sexa compacto (en tal caso para cada

U C X limitado, T(U) serfa un pechado dentro do compacto co(T'(A)) e, xa que logo compacto).
Pedindo completitude temos que ¢o(T(A)) é compacto porque a envoltura convexa pechada dun

compacto é compacta [1, Theorem 5.35] (cando non hai completitude isto non ten porque ocorrer

[1, Example 5.34]) e T'(A) é compacto por ser A limitado e T compacto. Temos pois o seguinte

corolario.

Corolario 1.17. (de extensiéon de Dugundji). Seza X un espazo de Banach, A C X un
pechado de X eT : A — X un operador compacto. Entén existe unha extension T:X - X

compacta de T.

A versién orixinal do teorema de punto fixo de Krasnoselskii en conos de expansién-compresioén
data de 1960 [27]. Nesta primeira version, o resultado establece condiciéns para que un operador
compacto definido sobre un cono conte con algin punto fixo nun subconxunto delimitado por duas

bolas. En concreto, o resultado orixinal é o seguinte.

Teorema 1.18. (de punto fixo de Krasnoselskii). Sexa X un espazo normado, P C X
un cono e Prp={x € P:r <|z|| <R} conr,ReERy. SeT : P, g — P € un operador

compacto satisfacendo algunha das sequintes condicions,
(a) Version compresiva. Tx Ap x se ||z||=r e Tz %p x se ||z| = R,
(b) Version expansiva. Tz %, p x se ||z| =r e Tz Ap x se |z| =R,
enton T ten un punto fizo xog € P tal que r < ||zo]| < R.
En realidade, este resultado segue a ser certo cando as mesmas condiciéns son impostas sobre
o operador en conxuntos méis xerais que P, g = {x € P :r < |lz|| < R}. Ademais, ¢ cofiecido que

tales condiciéns poden ser debilitadas dando lugar ao que se conece como a versiéon homotdpica

do teorema de Krasnoselskii ou teorema de Krasnoselskii-Benjamin [2]. A proba destas versions
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‘,1,/,2 A $2 A P
P
+ +— L] + +— U1
r R r R
(a) Versién compresiva. (b) Versién expansiva.

Visualizacion das condiciéns imposta sobre o operador polo Teorema de punto fixo
de Krasnoselskii 1.18. Para os puntos = € P tales que ||z|| = r, o operador non pode ter imaxe
dentro dos recintos verdes. Analogamente, os puntos z € P tales que ||z| = R non poden ter

imaxe polo operador nos recintos vermellos.

mais xerais do teorema de Krasnoselskii apéianse sobre os lemas seguintes que, & stia vez, poden

ser demostrados empregando o indice de punto fixo.

Lema 1.19. Sexa U C P un aberto relativo do cono P e limitado dun espazo normado X tal que

0€U eT:U — P un operador compacto. Se temos que

Tx # px, VYredpU, p>1, (1.3)
enton i(T,U, P) = 1.
:1,1,2 A
<. .
PAU N,
—> T1
M

Visualizacién da condicién (1.3) do Lema 1.19 para o caso no que U = B(0,7) con
r € Ry e X = R?. A imaxe dun punto € P tal que ||z|| = 7 non pode ser proporcional a x por

un valor p > 1.

Demostracién. Definamos a aplicacion H : U x [0,1] — P dada por H(z,t) = tTx. Esta é
compacta, ademais temos que H(z,t) # x para x € dpU e t € [0,1]. En efecto, se isto non fose asi

existirfan x, € 9pU e t, € [0,1] tales que t,Tx, = x,. Deste xeito, ou ben t, =0 e asi z, = 0 o cal
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contradi que z, € dpU ou ben t, € (0,1] téndose Tx, = %mo o cal contradi (1.3). Empregando
pois as propiedades de normalizacién e invariancia baixo homotopia para o indice de punto fixo

temos que (T,U, P) =i(0,U, P) = 1. g

Lema 1.20. Sexan U C P un aberto relativo dun cono P e limitado dun espazo Banach X,

T:U— P eS:0pU — P operadores compactos. Se temos que

inf ||Sz|| >0, e (1.4)
rxedpU
x—Tx # pSx, VxeopU, pn>0, (1.5)

enton i(T,U, P) = 0.

Demostracion. O teorema de extension de Dugundji permitenos estender S a un operador
compacto S* de U a P de xeito que S*(U) C @S (9pU). Se F = S(0pU) entén eoF = M onde

k n
M = {yzz)\zyzyzGFv)\zZOaZ)\zzl,HGN}
i=1 =1

Vexamos que
inf [yl > 0. (1.6)
yeM
Sexa X, subespazo de X xerado por F' (envolvente lineal de F'). Posto que S* é compacto, F’
é relativamente compacto e, xa que logo X, é separable. Por outra parte, temos que P, = PN X,
é cono de X, e F C P,, coF C P,. Polo [21, Theorem 1.4.1] existe f, € X (elemento no espazo
dual de X,, X} ={f: X, — R: f é lineal e continua}) tal que f,(y) > 0 para cada y € P\{0}.

Vexamos agora que,

inf f,(y) = o > 0.
;relFf(y) o>

En efecto, se 0 = 0 existiria {yi}ren C F de xeito que limg_,o fo(yx) = 0 e posto que F é
compacto, existe {yx, }nen subsucesién de {yxren tal que lim, oo Yk, = ¥o € F C P, e pola
continuidade de f,

Jim fo(yk,) = fo(Yo);

que xunto con limg .o fo(yx) = 0 implica que f,(y,) = 0 e de aqui y, = 0. Asi chegamos a que

limy, 00 ||k, || = 0 0 que contradi o suposto.

Sexa agora
n o n
y:Z)\iyiEM, cony; € F, \; >0e Z)\izl,
=1 =1
temos que

fo(y) = Z Aifo(yi) > Z \io = 0,
=1

=1
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e asi fo(y) > o, para cada y € M.

Como M = @oF é compacto, existe z, € M tal que

nf |yl = lzl],
yeM

e, polo razoado con anterioridade, f,(z,) > o e, de aqui, z, # 0 (pois se z, = 0, como f, é lineal
terfa f,(z,) = 0). Séguese pois (1.6). Ademais, xuntando (1.6) co feito de que S*(U) C coF = M

temos

inf ||S*y|| =: v > 0.
yelU

Consideremos agora a aplicacién H : U x [0,1] — P dada por H(z,t) = Tz + (1 — t)t,S*x,
onde t, > # sendo
a:=sup |zl e B:=sup|Tz|.
zelU xeU
O operador H, que é compacto, non ten puntos fixos en dpU x [0, 1] pois do contrario teria
z* € 0pU e t* € ]0,1] de xeito que z* = Ta* + (1 — t*)t,S5*z*, pero isto contradi (1.5). Podemos

pois empregar a propiedade de invarianza baixo homotopia para o indice tendo que

i(T,U, P) = i(H(-,0),U, P). (1.7)

Para rematar, observamos que H(-,0) : U — P dada por H(x,0) = Tx + t,S*z non ten
puntos fixos en U pois en caso contrario atoparia 2/ € U satisfacendo que 2’ = T2’ + t,S*2’.

Tomando normas e empregando a desigualdade triangular teriamos que

o ~To'|| _ a+p
EX

to =

Asi, pola propiedade de punto fixo e (1.7) chegamos a que i(T,U, P) = 0. O

Observacion 1.21. Na proba anterior sé se utiliza o feito de que o espazo normado é de Banach
para estender o operador S a U facendo uso do Corolario 1.17. Unha vez estendido, o resto da
proba é independente de que o espazo no que traballemos sexa ou non de Banach. Neste sentido,
se pedimos inicialmente que o operador S esté definido en U, o resultado é certo sen pedirlle a
X completitude. O mesmo ocorre cando a fronteira dpU é un retracto de U, pois nese caso se
p: U — 9pU é unha retraccién, entén o operador S:U —s P dado por Sz = (S o p)x é unha

extension compacta de S que por como esta definida satisfai
inf ||Sz|| > 0.
zeU

Téfnense pois, deste xeito, os dous seguintes corolarios.
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Corolario 1.22. Sexan U C P un aberto relativo de P e limitado nun espazo normado X (non

necesariamente de Banach), T : U — P e S : U — P operadores compactos. Se temos que
inf ||Sz| >0, e (1.8)
zelU

x—Tx # puSx, VYre PNoU, u>0, (1.9)
enton «(T,PNU,P) =0.
Corolario 1.23. Sexa U C P un aberto relativo de P e limitado nun espazo normado X (non

necesariamente de Banach) tal que existe p: U — OpU unha retraccion de U na sia fronteira en

P, T:U— P eS:0pU — P operadores compactos. Se temos que
inf [|Sz| >0, e (1.10)
zedU

x—Tx # pSx, Yre PNOU, u>0, (1.11)

enton i((T,PNU,P) =0.

A continuacién presentamos as diferentes versiéns do teorema de Krasnoselskii coas que
traballaremos. Para a primeira delas incluimos a demostracion co fin de amosar como se traballa

coas propiedades do indice e os Lemas 1.19 e 1.20.

Teorema 1.24. (de Krasnoselskii-Benjamin). Sezan Uy e Uz dous abertos relativos dun
cono P e limitados dun espazo de Banach X tales que 0 € Uy, Uy C Uy e T : U\U; — P

un operador compacto. Suporiamos que estamos nalgun dos sequintes casos
(a) Version compresiva:
(i) Existe h € P\{0} tal que © — T'z # ph, para todo = € dpU; e todo pu > 0,
(i) Tz # px, para todo p > 1 e todo x € 9pUs,

(b) Versién expansiva:
(i) Tx # px, para todo p > 1 e todo x € dpUyj,
(ii) Existe h € P\{0} tal que  — T'x # ph, para todo = € dpUs e todo p > 0.

Entén T ten polo menos un punto fivo en Us\Uj.

Demostracion. Vexédmolo primeiro suponiendo que se verifican as condiciéns para a forma
compresiva. O teorema de extensién de Dugundji permitenos estender T a un operador compacto

e continuo en Uj (ao cal denotaremos igualmente T').

Por un lado temos que T'x # ux, para todo u > 1 e todo z € dpUs. Deste xeito, o Lema 1.19
permitenos afirmar que i(7T,Us, P) = 1. Por outra parte, existe h € P\{0} tal que z — Tz # uh,

para todo x € dpU; e todo u > 0. E fdcil notar que estamos nas condiciéns do Lema 1.20 se
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restrinximos o operador estendido T : Uy — P a U; e tomamos como operador S : 9pU; — P o

dado por Sz = h. En consecuencia, (T, Uy, P) = 0.

Finalmente, e posto que o operador estendido 7' non ten puntos fixos en Us\[(U2\U1) U Uy] =
0pUy U 0pUs podemos aplicar a propiedade de aditividade téndose

i (T, U2\U1,P) =i (T,Us, P) —i(T,Uy,P) =140,

de onde pola propiedade de punto fixo para o indice se obtén o resultado.

De atoparmonos na versién expansiva os razoamentos serian andlogos, chegando a que
i(T,Uy, P) =0 e i(T,U;,P) = 1, de onde ao aplicarmos a propiedade de aditividade teriamos
i (T, UQ\E,P) =140, 0

Observacion 1.25. Novamente, se o operador 1" se presupoén definido sobre todo o conxunto Us ou
se OpU7 é un retracto de Uy, non é necesario facer uso do teorema de extensiéon na proba anterior

e asi o resultado é certo sen pedir que o espazo normado sexa de Banach.

As duas seguintes versions que presentaremos poden verse como unha consecuencia directa da
anterior. As probas serdan omitidas por ter sido abordadas nun traballo previo [19] e non ser de
especial relevancia aqui. As probas dos respectivos resultados poden consultarse tamén en [21].
En esencia, a idea radica no feito de que as condiciéns que se impofien son mais fortes que as do

teorema de Krasnoselskii-Benjamin.
Corolario 1.26. Nas condicions do teorema anterior a tese mantense ao cambiar as
condicions para cada caso polas sequintes

(a) Version compresiva: Tx Ap x, Yo € OpUy e Tx ¥Fpx, Yo € dpls,

(b) Version expansiva: Tx Y p x, Yo € OpUy e Tax Lpx, Vo € 0pUs.

Corolario 1.27. Nas condicions do teorema anterior sexa h € P\{0} e definamos
P,={x e P:3XeRy, > Ah}.
Se se satisfdn algunhas das sequintes condicions
(a) Version compresiva:
TxApxz, Ve e P,NOpUL e Tztp(l1+e)z, Vo € dpls, € € Ry,
(b) Version expansiva:

Tx %p (1 —i—E)l’, Vo € 0pUy, € € Ry e Tx ﬁp x, Vr € P, N0OpUs,

entén T ten, polo menos, un punto fizo en Us\Uj.
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A 1ltima das versiéns que aqui presentamos non é consecuencia directa do teorema de
Krasnoselskii-Benjamin, ao contrario do que pasaba coas anteriores. Porén, a stia proba tamén se

apoia sobre os Lemas 1.19 e 1.20 e as propiedades do indice, como pode consultarse en [21].

Teorema 1.28. Nos supostos do teorema anterior, ao cambiar as condiciéons para cada

caso polas sequintes
(a) Version compresiva: |Tz|| > ||z|, Vz € 0pU; e |Tz| < |z|, Yz € 0pUs,
(b) Version expansiva: ||Tz| < ||z|, Vx € 0pU;1 e |Tx| > ||z||, Ya € OpUs,

o operador T ten, polo menos, un punto fizo en Us\U;.

T2y T2y
P P
¥ +—> T ¥ — L1
a b a b
(a) Versién compresiva. (b) Versi6n expansiva.

Visualizacion das condicions do Teorema 1.28 no caso particular onde U; = B(0,a)NP
e Uy =B(0,b)NPcon0<a<beX =R2 Este caso particular motiva as denominaciéns de

versién compresiva e expansiva que viiiemos empregando.

Para rematar o capitulo é importante sinalar que a partir destes resultados é sinxelo obter
outros de multiplicidade sen méais que concatenar diias ou mais rexiéns alternando entre as versiéns
compresiva e expansiva de calquera dos resultados anteriores. Exemplos de tales resultados
poderian ser os seguintes. O primeiro combina unha versién compresiva e unha expansiva do

Corolario 1.22 e o segundo fai a mesma combinacién coas condiciéns do Teorema 1.28.

Teorema 1.29. Sexan Uy, Us e Us tres abertos relativos dun cono P e limitados dun espazo
de Banach X tales que 0 € Uy, Uy C Uy e Uy C Uz e T : ﬁg\Ul — P un operador compacto.
Suporiamos que Tz Ap x, Vo € dpUr, que Tx #p x, Vo € OpUs e que Tz Ap x, Vo € OpUs.
Entén T ten, polo menos, dous puntos fizos z* e x** en U3\U; e ademais z* € Us\U;y e 2** €
Us\T».

Teorema 1.30. Sexan Uy, Us e Us tres abertos relativos dun cono P e limitados dun espazo

de Banach X tales que 0 €¢ Uy, Uy C Uy eUs C Us e T : U3\U1 — P un operador compacto.
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Suporiamos que |Tz| > ||z||, Vz € OpUs, que |[Tz| < ||z|| e Tx # x Vz € 0pUs e que || Tx| >
l|z|l, Vo € dpUs. Entén T ten, polo menos, dous puntos fivos z* e z** en Us\U; e ademais

T* € UQ\Ul ex™ € Ug\ﬁg.

Z2

+ + +—» 1]
a b c

Tustracién das condiciéns para o Teorema 1.30 para o caso no que Uy = B(0,a) N P,

Uy=B(0,0)NPelUs=DB0,c)NPonde0<a<b<ceX=R2

Observacion 1.31. Observamos que no Teorema 1.30 pedimos que Tx # x, Vo € 0pUs, pois de
non ser asi a condicién imposta sobre as normas non nos privaria de que x* e z** puidesen estar

sobre dpUs e ser o mesmo punto.






Capitulo 2
Motivacion e obxectivos

Presentados os conceptos e resultados basicos para o traballo, o propdsito deste segundo capitulo
é o de ofrecer un repaso superficial sobre o contexto que motivou a siia proposta, a0 mesmo tempo
que se establecen con claridade os seus obxectivos e se destaca o valor e a relevancia das sias

posibles consecucions.

Os métodos topoldxicos consolidaronse nos tltimos anos como unha poderosa ferramenta para
obter informacién cualitativa sobre a existencia, unicidade e comportamento das soluciéns de
numerosos problemas diferenciais de caracter non lineal. Estes consisten nunha serie de técnicas
baseadas en conceptos introducidos con anterioridade e relacionados coa topoloxia, tales como a
utilizacién directa do grao topoléxico de Leray-Schauder, o indice de punto fixo ou a aplicacién de

resultados de teorfa de punto fixo [2, 13, 15].

Neste traballo, abordaremos principalmente o problema da existencia de solucién a través de
resultados de teoria de punto fixo. E importante destacar que non todos os resultados dentro
desta teorfa son igual de relevantes para este propdsito. Neste sentido, os resultados de punto fixo
en conos detallados no capitulo anterior permiten obter condiciéns suficientes para a existencia de
soluciéns positivas [27]. Porén, outros, como por exemplo o teorema de Schauder, non son tan
utiles ao non excluir a trivial como unha posible solucién. Esta cuestién foi tratada nun traballo

previo [19] a través do seguinte exemplo que tamén pode consultarse en [21, 22].

Consideremos o problema de valor inicial

2"(t) + f(t’x(tg) =0, telo,1], (2.1)

z(0) =z(1) =

onde f € C([0,1] x R;R). Non ¢ dificil ver que unha funcién v € C(]0, 1]; R) é solucién do problema

(2.1) se, e s6 se, é un punto fixo do operador integral

19
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T (C([0,1];R), [ lloo) — (C([0,1]; R), [ - [lo0)

b (2.2)
{u:tel0,1] s u(t)} — {Tu (t€0,1] = Tu(t) = /a G(t,s)f(s,u(s))ds} ,

onde G : [0,1]> — R vén dada por

s(1—t), se0<s<t<l,
G(t,s) = (2.3)
t(l—s), se0<t<s<l.
Observacion 2.1. Por solucién do problema de valor inicial entendemos unha funcién u € C2([0, 1]; R)

satisfacendo (2.1) e por punto fixo de 7" unha aplicaciéon u € C([0,1];R) tal que

Tu = u. (2.4)

Podemos empregar o teorema de punto fixo de Schauder para establecer un resultado de

existencia de solucién cando f € C([0,1] x R;R) é unha funcién limitada.

Teorema 2.2. (de punto fixo de Schauder). Sera K C X un subconzunto non baleiro,
pechado, limitado e convexo de X. Se T : K — K ¢é unha aplicacion compacta, enton T ten

algun punto fizo.

Por unha parte, o operador T pode probarse compacto cando f € C([0,1] x R;R) [19, 22].
Ademais, como f é limitada, existird R € Ry tal que |f(t,z)| < R para cada (¢,z) € [0,1] x R.
Asi, dado u € C([0, 1];R), para cada ¢ € [0, 1] tense que

Tu(t)] = | [ G o) st utsnas < [ 16 o1, uts)lds < R

pois 0 < |G(t,s)] < 1 para todo (t,5) € [0,1]2. Deste xeito T(B(0,R)) C B(0,R) e polo
Teorema 2.2 o operador T' ten, polo menos, un punto fixo na béla B(0, R) de C([0,1];R) que é

unha solucién do problema (2.1).

En concreto, o problema

(2.5)

2" (t) = sen(xz(t))e="® te[0,1],
z(0) =z(1) =0,

ten algunha solucién, pois é un problema do tipo de (2.1) con f: (t,z) € [0,1] x R — f(t,z) =
—sen(z)e!™*" € €([0,1] x R;R) limitada.

Observacion 2.3. E importante destacar que, en realidade, a informacién sobre a existencia de
solucién que nos proporciona o teorema de Schauder pode non ser relevante, pois non se exclie a
posibilidade de que a solucién sexa a trivial. Por exemplo, no caso do problema (2.5), esta resulta

facilmente reconecible como solucién, polo que a existencia podia ter sido identificada a priori.
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No contexto das aplicaciéns, os resultados especificos para operadores en conos (como o
teorema de Krasnoselskii) resultan mais axeitados e relevantes, pois permiten establecer condicions
sobre f que garanten a existencia de puntos fixos do operador T' positivos (observemos que no
Teorema 1.18 o punto fixo o do operador satisfacia 7 < ||| < R con r, R € R, ), localizados en

conos da forma dada no Exemplo 1.9 e que poden consultarse en [17, 19, 21, 22, 32].

2.1 Motivaciéon: soluciéons con componentes positivas para sis-

temas de ecuacions

Consideremos (X1, || - ||1) e (X2, - ||2) espazos normados e P; e P, conos deses espazos, respecti-

vamente. O Teorema 1.28 poderia aplicarse para atopar soluciéns dun sistema da forma

Ni(x1,22) = 21,

(2.6)
Na(x1,12) = x2,
onde N = (N1, N3) : P X P, — P} X Py se pensamos (2.6) como unha ecuacién
Nz =z, (2.7)

no espazo produto (X; x Xo, || -||) coa norma || - || dada por

|- Ixixxe : X1 x Xo = RY, (21, 22) = [[(21, 2) || x, xx, = max {||z1]|x,, |22/ x, } -

Para N nas condiciéns do Teorema 1.28 atopariamos un punto fixo (Z1,Z2) € P = P; X P»
satisfacendo r < ||(Z1,Z2)|| < R con r, R € Ry, isto é r < max{||Z1||1, ||Z2]|2} < R, pero esta
condicién non impide que unha das compofientes poida ser a trivial. Esta problematica detallase en
[8, 37, 38], onde tamén se propofien novas versions vectoriais do teorema de Krasnoselskii clasico e
do de Krasnoselskii-Benjamin para operadores definidos sobre o subconxunto dun cono delimitado
por duas bélas. Ditos resultados establecen as condicidéns componente a componente, garantindo
a existencia de puntos fixos para o sistema con todas as componentes positivas. Os respectivos
resultados enincianse a continuacién. As stias primeiras probas, nas que non se emprega o indice

de punto fixo, poden consultarse en [37, 38].

Teorema 2.4. [38, Theorem 2.1] Sexa (X, | - ||) un espazo normado, Py, Py conos en X,
P=P x Py, 7= (r1,r9), R=(R1,R2) € R%, onde 0 < r}, < Ry (para k € {1,2}) e denotemos

P, r:=A{x = (z1,22) € P:1y <||zk]| < Rg para k =1,2}.

Suporiamos que T = (T1,T3) : P, r — P € un operador compacto e para cada k € {1,2} existe

hi € P \{0} tal que se satisfan algunha das sequintes condiciéns en P, g
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(a) Tpx + phy # i se |zgl| =rp e p >0, e Tpx # Azy se ||zg|| = Rk e A > 1;
(b) Tpx # Az, se ||xg|| =7k e A > 1, e Tpx + phy # zx se ||xg|| = Ry e u > 0.

Enton T ten, polo menos, un punto fivo x = (x1,x2) € P tal que r, < ||zg]| < R (k=1,2).

Teorema 2.5. [37, Theorem 1.1] Na situacion do resultado anterior, se T = (11,T3) : P p —
P ¢é un operador compacto de zeito que para cada k € {1,2} se satisfai algunha das seguintes

condicions en PT,R
(c) Tyx Ap, i se ||xgl| = 7k, € Thx ¥ p, zk se ||zk| = Ry,
(d) Tyx #p, xi se ||zk| =1k, e Tyx Ap, xk se ||z|| = Ry,

enton T ten, polo menos, un punto fixro x = (x1,22) € P tal que ri, < ||xg|| < Rk (k=1,2).

En publicaciéns méis recentes [39, 40] prébase o Teorema 2.4 para o operador definido sobre
P, :={x = (v1,22) € P: 1 < ||ax]| < Ry para k = 1,2} empregando o indice de punto fixo.
O requirimento de que o indice de punto fixo estea ben definido levou aos autores a fortalecer

lixeiramente as condiciéns polas seguintes

(a*) Tyx + phy # xy se ||zk|| =7 e p >0, e T # \xy, se ||kl = Ry e A > 1;

(b*) Tyx # Axy, se ||zl =16 e A > 1, e Tyx + phy, # xy, se ||zk|| = Rk e p > 0.

A proba destes resultados empregando o indice de punto fixo é interesante por diversos motivos,

como se destaca en [40].

e Poderia ocorrer que co indice de punto fixo fose posible obter versiéns vectoriais en subconx-
untos de conos mais xerais, como é o caso das distintas versiéns do teorema de Krasnoselskii

detalladas no capitulo anterior.

e O computo do indice de punto fixo permite obter resultados de multiplicidade e localizacion

de puntos fixos [24, 39, 40].

Neste sentido, presentamos a continuacién os obxectivos principais do presente traballo, que
seran abordados en capitulos posteriores. Observamos que no primeiro capitulo enunciamos catro
versions distintas do teorema de Krasnoselskii en conos. Para referirmonos a cada unha delas,
tanto no caso xeral como nas stias respectivas formas vectoriais sen que haxa lugar a confusion,

introducimos aqui as seguintes denominaciéns.

(a) O teorema de Krasnoselskii-Benjamin ou versién homotdpica serd o nome que
empregaremos para referirmonos ao teorema de Krasnoselski coas condiciéns impostas no

Teorema 1.24.
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(b)

Version clasica serd a forma na que nos referiremos ao teorema de Krasnoselskii coas
condiciéns impostas sobre o operador en termos da relacién de orde inducida polo cono. Isto

é, as do Corolario 1.26.

Version clasica con epsilén referird aos resultados que contan con condicions na forma,
das do Corolario 1.27.

Version normada serd a denominacion que reciban os resultados coas condiciéons impostas

sobre o operador en termos da norma no espazo, como no Teorema 1.28.

Obxectivos

Empregar o indice de punto fixo para obter a versién vectorial normada do teorema de

Krasnoselskii para operadores definidos nunha rexiéon anular dun cono.

Empregar o indice de punto fixo para obter a versién vectorial clasica con epsilén do teorema

de Krasnoselskii para operadores definidos nunha rexién anular dun cono.

A versién vectorial para o teorema de Krasnoselskii-Benjamin probada via o indice de punto
fixo para operadores definidos nunha rexién anular dun cono [10, Theorem 2.8] permite
probar directamente a versién vectorial clasica. Isto é, o Teorema 2.5 para o operador

definido sobre ?7«7 R, pero fortalecendo as hipdteses pola seguintes

(c*) Trx Ap, xi se ||| = r, e Tyx £ p, xi se ||| = Ri;

(d*) Ty p, v se ||zk]| =k, e Tkx Ap, xk se ||zg|| = Ri.

A idea consiste en que estas condiciéns son mais fortes que as condiciéns (a*) e (b*), do
mesmo xeito que ocorria coas versions non vectoriais no primeiro capitulo. Probaremos isto
e, ademais, trataremos de atopar algunha demostracién empregando o indice para estes

resultados coas hip6teses mais débiles (¢ dicir, as dos Teoremas 2.4 e 2.5).

Outro dos nosos obxectivos consiste en debilitar as hipéteses para obter as distintas versiéns
vectoriais en dominios o mais xerais posibles para os operadores. En espazos produto, o
teorema de extensién de Dugundji tamén nos permite estender os operadores. Porén, ao
contrario do que ocorria cos resultados no primeiro capitulo, neste contexto non temos
garantida a non existencia de puntos fixos en conxuntos nos que non interesa que os haxa

para a boa definicién do indice.

Neste sentido comezaremos tratando de estender estes resultados a conxuntos estrelados,
valéndonos das stuias peculiaridades e emulando as estratexias de extension empregadas en

[33, 40], que serdn debidamente detalladas.
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o Ilustrar a importancia das distintas probas empregando o indice de punto fixo a través
da obtenciéon de resultados de multiplicidade que, a priori, non se obterian facilmente

descofiecendo o indice do operador.

¢ Procurar condicions suficientes para a existencia e multiplicidade de soluciéon con compofientes
positivas para distintos sistemas de ecuaciéns diferenciais e integrais empregando as melloras
dos resultados relativos 4 teoria de punto fixo que poidan ser acadados como consecucién de

obxectivos previos.



Capitulo 3

O teorema de Krasnoselskii en

espazos produto

Neste capitulo presentaremos os novos resultados de teoria de punto fixo en espazos produto
acadados. Seguiremos como orde de presentacién dos mesmos a escollida para introducir os

obxectivos do traballo no capitulo anterior.

En cada seccidn, iremos detallando as novas versiéns obtidas e destacando, en cada caso, a
debilitacién de hipdteses de versiéns xa probadas con anterioridade. Ademais, indicaremos en

cada caso o contexto e as ideas que foron inspirando a sia obtencién.

3.1 Versidons vectoriais nunha rexiéon anular dun cono

Antes de comezar, fixamos a notacién coa que imos a traballar neste capitulo e que xa foi adiantada
no capitulo anterior. Imos a considerar dous espazos normados (X1, || - ||x,) ¢ (X2, - l|x,), €

P, C Xy, P, C X5 dous conos de cada un deles, respectivamente.

Temos que P := P; X P, é un cono de X7 X X5. Cando non haxa dubidas, denotaremos ambas
normas || - ||x, e || - || x, simplemente por || - |. Ademais, a norma de X; x X2 que empregaremos

sera a seguinte
I lxixxs : X1 x Xo = R, (21,22) = [[(21,22) |3, xx, = max {[Jz1]lx,, [z2llx. b, (3.1)

que tamén serd chamada || - || cando non haxa lugar a confusién.

Sexan agora r = (r1,79), R = (R, R2) € R? onde 0 < r, < Ry, (para k € {1,2}). Introducimos

a seguinte notacién para conxuntos de interese:

P, r:=A{x = (x1,22) € P: 1y <|zk|]| < Ry para k = 1,2},

25
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P, r:={x=(z1,22) € P:ry <|zk| < Ry para k = 1,2},
P, :={x = (x1,22) € P : ||zi|| < ri para k = 1,2},
P, :={z = (71,22) € P : ||zx]| < g para k = 1,2},
Pr:={x = (x1,22) € P : ||zk|| < Ry para k = 1,2},
(21, 22)

Pri={z = (01,22) € P x|l < Re para k = 1,2),
e para cada k € {1,2},
(Pe)ryr, = {x € Py o < ||2ll < Ri}y (Pi)ry,;y, = {2 € P ri < |l2f| < Ry},

(Pi)r, ={z € P : llzll <71}, (Pr)r, = {z € By : l|lzl| <71},
(Pk)Rk = {JJ c Pk : HLIZ‘H < Rk}, (Fk)Rk = {x S Pk : HI’H < Rk}

Observacién 3.1. E claro que Prr = (P1)r,.ry X (P2)ry.Ry, que Pp = (P1)yy, X (P2)r, € que
Pr = (P1)r, % (P2)r,.

A proba da versién vectorial do teorema de Krasnoselskii-Benjamin nunha rexién anular
mediante o indice de punto fixo [40] bota man do Lema 1.19, do Corolario 1.22 con S = h € P\{0}

e do seguinte resultado.

Lema 3.2. [40, Lemma 2.1] Sexan U e V abertos relativos de Py e Pa, respectivamente, e
limitados de xeito que 0 € U. Suporiamos que T' = (T1,T3) : U x V. — P € un operador compacto

e que existe h € Po\{0} tal que se satisfin en U x V as segquintes condicions
(a) Ti(z1,22) # A\x1 para 1 € Op,U, 29 €V e A > 1,
(b) wy — To(z1,22) # ph para x1 € U, x5 € dp,V e pu > 0.

Enton, i(T,U x V, P) = 0.

Neste contexto, e posto que para a proba da versién normada do teorema de Krasnoselskii
(Teorema 1.28) se utiliza o Lema 1.20 tomando S : 9pU — P como Sz = T'x sendo T' o operador
sobre o que se impofien as condiciéns, o primeiro que faremos seré tratar de atopar a versién mais
xeral posible deste resultado (Lema 3.2) cambiando a condicién (b) polas condiciéns no Lema 1.20.

O primeiro paso nesta direccién é o lema que enunciamos a continuacion.

Lema 3.3. Sexan U e V abertos relativos de P; e Py respectivamente, e limitados. Sexan
T=(T,T2):UxV — P eS:UxV — P, operadores compactos de zeito que se satisfan as

sequintes condicions

(a) Tyx # x1 para cada x1 € Op,U e 29 €V,
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(b) (i) ind, iz 1S > 0;
(ii) xo — Tox # uSz para cada 1 € U, x5 € Op,V e u > 0.

Entén, i(T,U x V, P) = 0.

Demostracion. Sexan

a:= sup |[z2||, B:= sup |[Tpz| e ~:= inf [Szf.
z2€V z€UXV TEUXV

Xa sabemos que « e 3 existen por ser V e U limitados e T' compacto. Ademais, por hipétese,
v > 0. Sexa pois o € Ry tal que pg > QTJFB e definamos a aplicacion H : U x V x [0,1] — P
dada por

H((z1,22),t) = (Th (21, 22), To(z1, 22) + (1 — )poS(x1, 22)).

As condiciéns (a) e (b)-(ii) fan que a aplicacion H (que é compacta por selo T e S) non
tefia puntos fixos en dp(U x V) x [0,1]. Se non fose deste xeito, daquela existirfa (z7,z3) €
Op(U x V)= (0p,U x V)U (U x 9p,V) e t* € [0, 1] téndose

2} = Ti(a},23), (3.2)

wy = To(a1, x3) + (1 — 1) poS (a7, x3). (3-3)

Pero se (x%,25) € Op,U x V a relacién (3.2) non poderia darse porque entrariamos en contradicion
con (a) e se (x3,25) € U x Op,V a relacién (3.3) serfa unha contradicién con (b)-(ii). Deste xeito,

podemos aplicar a propiedade de invariancia baixo homotopia para o indice,
i(T,U x V,P)=1i(H(-,0),U x V, P). (3.4)

Por outra parte, a aplicacién H(-,0) : z = (z1,22) € U xV — H(z,0) = (Thz, Tox + poSz)
non ten puntos fixos en U x V por como foi tomado pg. En efecto, se non fose asi, existiria

(2}, 24) € U x V satisfacendo que
ay = To(a, 3) + poS (w1, 25),
e xa que logo, restando Th(z), z,) a ambos lados da igualdade, tomando normas e aplicando a

desigualdade triangular e as definiciéns de «, 8 e

s —Tafaq.ay)| o+
ISl =

o cal é unha contradicién co feito de que pg > O‘Wiﬁ Temos pois, de (3.4) e a propiedade de punto
fixo para o indice que i(T,U x V, P) = 0. O

Observacion 3.4. Se no lema que acabamos de ver pedimos que 0 € U e substituimos a condicién

(a) pola seguinte,
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(a*) Tyx # Azy para cada x1 € Op U, 20 €V e A > 1,

a tese do resultado mantense. Para ver isto seria suficiente cambiar a aplicacién H por outra
H*:U xV x[0,1] — P dada por

H*((xl,l'g),t) = (tTl(xl,mg),Tg(xl,xg) + (1 — t)uos(.%'l,.%'2>).

Facendo os mesmos argumentos, as condiciéns (a*) e (b)-(4i) impiden que a aplicacién H*
tenia puntos fixos en dp(U x V') x [0,1]. Ademais, a aplicacion H*(-,0) : x = (z1,22) € U X V —
H*(z,0) = (0, Thx + poSz) non ten puntos fixos en U x V.

Outra forma de ver isto apéiase no feito de que a condicién (a*) para A = 1 se corresponde

coa condicién (a). Isto é, (a*) é mais forte que (a).

Observacién 3.5. E importante observar que, no contexto do lema previo, non é o mesmo pedir
que o operador T : U x V' — P non tefia puntos fixos en dp(U x V') que pedir que se satisfagan

simultaneamente as seguintes condiciéns

(i) Ty(z1,22) # 1 para cada x1 € Op,U e w3 €V,

(ii) To(z1,22) # 22 para cada v1 € U e x5 € Op,V.

Se o operador T satisfai simultaneamente estas condiciéns, entén non ten puntos fixos en
dp(U x V). En efecto, se existise un punto (z},23) € dp(U x V) = (0p,U x V) U (U x 9p,V) tal
que (a3, x%) = (T1(z}, 25), To(z%, 23%)) entrarfa en contradicién con (i) se (z%,25) € OpU x V e

con (ii) se (z},25) € U x dp,V. Pola contra, o reciproco desta afirmacién non é certo.

Tras estas observacions, anunciamos a continuacién unha modificacién do Lema 3.3 que consiste
en cambiar a primeira das condiciéns pola introducida na Observacién 3.4 e relaxar as hipoteses

sobre T no senso da Observacion 3.5.

Lema 3.6. Sexan U e V abertos relativos e limitados de Py e Py respectivamente, tales que 0 € U.
SeT = (T1,Ty) :UXxV — P eS:UxV — P, son operadores compactos satisfacendo as

sequintes condicions
(a) Tyx # Azy para cada vy € Op U, 29 €V e X > 1,
(b) (i) inf 7 [1Sz]| > 0;
(i) xo — Tox # uSz para cada 1 € U, 3 € Op,V e u > 0,
(c) T non ten puntos fizos en Op(U x V).

Entén, i(T,U x V, P) = 0.
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Demostracion. Vexamos que a aplicacién H* compacta definida na Observaciéon 3.4 non ten
puntos fixos en 9p(U x V') x [0,1]. En efecto, no caso contrario existiria (7, 23) € 0p(U x V) =
(0p,U x VYU (U x 9p,V) e t* € [0, 1] satisfacéndose

.’L‘T = t*Tl(.’ET,.f;), (35>

wy = To(ay, x3) + (1 = 1) poS (27, 73). (3.6)

Se t* = 1 entrariamos en contradicién con (¢), se t* = 0 como 0 € U teriamos de (3.5) que
(z%,25) = (0,23) € U x 9p,V e (3.6) entraria en contradicién con (b)-(ii) e se t* € (0,1) teria

1
w3 = To(af,a8) + (1 — t)puoS(at, ), (3.8)

pero se (z},23) € Op,U x V entén (3.7) entra en contradicién con (a), pois £ € (1,00) e se
x¥, x5) € U x Op,V temos que (3.8) contradi (b)-(ii). Deste xeito, a propiedade de invariancia
1)+2 2

baixo homotopia asegiranos que
i(T,U xV,P)=14(H*(-,0),U x V, P). (3.9)

Ademais H*(-,0) non ten puntos fixos en U x V porque do contrario existirfa (0,25) € U x V
satisfacendo que

wl2 = T2(07 xl2) + MOS(Oa x,Z)a
de onde restando T»(0, %) a ambos lados, tomando normas e utilizando a desigualdade triangular

xunto coas definiciéns de «, 5 e v no Lema 3.3,

B A | E R ORI E:
SO = SO A

(3.10)

Asi, e ao igual que faciamos na proba do resultado anterior, podemos concluir pola propiedade de

punto fixo para o indice que (T, U x V, P) = 0. O

Observacidon 3.7. Na ultima desigualdade de (3.10) da proba anterior estamos empregando que

v:= inf _|[[Sz|| < inf [[S(0,22)]] < [[S(0, z3)].
zeUxV o€V

Deste xeito, obsérvamos que en realidade cambiando a condicién (b)-(i) do Lema 3.3 pola seguinte

(b*) (i) inf |[S(0,x2)[| >0,
o€V

6]

a tese do mesmo mantense sen mais que tomar pg € Ry tal que pg > ;L*B onde agora

~v*:= inf_[|S(0,z2)].
o€V
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Observacién 3.8. M4is ainda, no Lema 3.6 serfa suficiente con que S estivese definido en U x 9p,V

e a condicién correspondente a (b)-(i) fose

inf  ||Sz] >0, (3.11)
xEUX8p2V

sempre que fose posible estender S a un operador S’ : U x V. — P, compacto de xeito que

inf [|S"z| > 0. (3.12)

zeUxXV

E facil ver que se para o aberto V relativo de P, existe unha retraccién pg : V. — op,V de V na
stia fronteira, entén satisfaise o que queremos. En efecto, se tefio S : U x 9p,V — P, satisfacendo
(3.11), entén a aplicacién S* : x = (x1,22) € U X V. — S*(x1, 22) = S(x1, p2(x2)) € P, cumpre a

condicién (3.12) pois é claro que

inf ||S*z| = _inf | Sz].

zeUxV aceU><8p2

Enunciamos a continuacién o resultado correspondente a modificar o Lema 3.6 tendo en conta

os comentarios da Observacién 3.8.

Corolario 3.9. Sexan U e V abertos relativos de Py e Py respectivamente, e limitados tales
que 0 € U e existe pa : V. — Op,V retraccion de V na sia fronteira en Py. Suporiamos que
T=(T,T5):UxV — P eS:U x dp,V — Py son operadores compactos satisfacendo

as sequintes condicions

(a) Tyx # Azy para cada x1 € Op U, 29 €V e XA > 1,
(8) (i) 0f, g v 2] > O;
(ii) xo — Tox # uSz para cada 1 € U, w3 € Op,V e u > 0,
(¢) T non ten puntos fizos en Op(U x V),
enton, i(T,U x V, P) = 0.

Observacion 3.10. E claro que no resultado anterior se poden intercambiar as condiciéns sobre T3

e T5 e o resultado segue sendo certo.

No resultado anterior, a existencia da retraccién do conxunto V na sta fronteira en P, é un
requerimento para poder facer o computo do indice do operador. Un tipo particular de conxuntos
para os que tal retraccién existe son (Py),, para k € {1,2}. Deste xeito, é directo que P, g é un

retracto de Pp.
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Presentamos a continuacién unha posible retracciéon de Pg en P, g tomada de [40] (ver tamén

[18, Example 3]). Definimos, para cada k € {1,2} a retraccion py : (Pg)r, — (Pg)r..R, dada por

2
T + (e — ||@ h
k k ( k H kH)g b , S€ ”ka < Tk,
or(xr) = 2k + (ri — llzkl)” Pl (3.13)

Tk, se 1 < ||z < Ry

onde hy € P, \{0} estd fixado.

Observacion 3.11. Notamos que py esta ben definido pois ||zy + (rg — ||z |)?he|| # 0 para todo
2 € (Pg)r,.. En efecto, do contrario teriamos que —xy, = (1 — ||2x||)?hx € P, que xunto co feito
de que z € P, implica pola definicién de cono que z; = 0. Pero se zp = 0, entén temos que
|rZhi|| > 0, pois r, > 0 e hy € Py\{0}. E mdis, a aplicacién py é continua e py(ry) = x para
todo zy € (Pk)r, Ry

A A
Py
oK k(@) )
4 //” ,//
4 - ’
‘7 ,/ //
.5 ,
7 ,
el o hy
// 2 22
% (re = lJwl)ha /
Tk
(a) Caso ri — ||zw|| < 1. (b) Caso ri — |lzk| > 1. (c) Caso ry — ||lzk|| = 1.

Visualizaciéon da parte da retraccién dada por (3.13) correspondente a contraer
(Pk)r, na sta fronteira en Py, para k = 1,2. Distinguense tres posibles casos segundo o valor de

e — [lzkll.

Esta retraccién, xunto co Corolario 3.9, o Corolario 1.23 e o Lema 1.19 permitenos ver o seguinte
resultado. Este consiste nunha versién mais xeral que o teorema de Krasnoselskii-Benjamin en

espazos produto.

Teorema 3.12. Suporiamos que T = (T1,T3) : ?T,R — P € un operador compacto e
que existen operadores compactos S1 : D1 = Op,(P1)r, X (P2)ry.ry, —> P1, S2 : Dy =
(P1)ry.ry X Opy(P2)ry, —> Po, ST : F1 = Op,(P1)r, X (P2)ryry, — P1 e S5+ Fy =
(P1)ry,ry X Op,(P2)R, — P» de zeito que para cada k € {1,2} se satisfdn en P, g algunhas

das sequintes condiciéns (isto €, (a”) ou (b))
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(aqp) (a) Tyx # Azi para ||zg|| = Ry (v € Op, (Pr)Rr,) € A > 1,
(b) (i) inf,ep, ||Skz|| > 0;
(it) x — T # pSkx para ||zk|| = i (xk € Op,(Pr)r,), € 1t > 0,
(bQ) (a) Tyx # Axy, para ||xg|| = 1 (2 € Op,(Pr)r,) € A > 1,
(b) (i) infzer, || Spzll > 0;
(i3) o — Ty # pSix para ||vg|| = Ry (vx € Op, (Py)r,,), € p > 0.

Enton

i(T, P, P) = (—1)%,

onde s € {0,1,2} é o nimero de comporientes de T que satisfin a condicion (a). En
particular, T' ten, polo menos, un punto firo T = (T1,%2) en P, R, isto é, tal que 1, <

|Zk|| < Rk para cada k € {1,2}.

Demostracion. Faremos en primeiro lugar a proba do resultado supofiendo que a&mbolas dias
comportientes satisfin a condicién (i av ). Definindo a retraccion p : Ppr — ?7‘7 r de xeito que
p(x1,22) = (p1(x1), p2(z2)) onde pi vén dada por (3.13) para cada k € {1,2}. Definese a funcién
auxiliar N = (N1, N3) : PR — P como

N(z) :=T o p(x).

Sexan tamén Ly : F1 = 8131 (Pl)rl X (Fg)]ﬁ — P dada por Ll(l‘l,xg) =9 (fEl,pQ(l'Q)) e
L2 . E2 = (Pl)Rl X BPQ(PQ)TQ — P2 dada por LQ(:El,IQ) = Sg(pl(l'l),[ﬁg). Os operadores N, L1
e Ly son compactos. Ademais N(z) = T'(z) para x € P, g e, debido & como actiian as retracciéns

Pk, ¢ facil comprobar que temos para cada k € {1,2} as seguintes condiciéns en Pg
(a*) Nyx # Az, para ||zx|| = Ry (2 € Op,(Pr)Rr,) € A > 1,
(b*) (i) infrep, || Lrz|| > 0;
(#) xp — Npx # pLix para ||xg|| = ri (zr € Op, (Pr)r,), € o> 0.

Vexamos isto, por exemplo, para o caso k = 1. Para ver (a*) supofiamos Z = (Z1,Z2) € Pg tal

que ||Z1]| = Ry, ent6n claramente, pola forma da retraccién e satisfacerse (a)-(a) temos
Nix = Tl(fl,pg(fz)) # AT, con A > 1.
A condicién (b* )-(i) séguese directamente da igualdade

inf ||Siz|| = inf || L
nf |Sial = inf L],
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que tamén é consecuencia da definicién da retraccién. Por outra parte, para ver (b*)-(ii), se
novamente temos un punto = = (Z1,7s) € Pg tal que ||Z1]| = 71, é claro das definiciéns de N; e
L1, e da propiedade (a" )-(a)-(ii), que temos

T1 — Ni(Z1,%2) = 1 — T1(Z1, p2(22)) # pS1(21, p2(Z2)) = pL1(Z1,Z2), con p > 0.

Os conxuntos (Py)g, e (P2)y, estdn nas condiciéns dos abertos do Corolario 3.9. Ademais, as
condiciéns (a*) para k =1 e (b*) para k = 2 fan que o operador N restrinxido a (P1)g, X (P2)r,
se atope nas hipdteses do Corolario 3.9 (volvendo a facer a apreciacién comentada na Observacién
3.5) e asi

i(N, (P1)Rr, X (P2)y,, P)=0.

Podemos facer o mesmo razoamento con (a*) para k = 2, (b*) para k = 1 e N restrinxido a

(P1)r, x (P2)R, chegando a que
i(N, (Pl)r1 X (PQ)RQ, P) =0.

Por outra parte, se definimos L} : Ef = (P1), X (P2)r, — Pi dada por Li(z1,z2) :=
Li(p1(x1),m2) e L : E5 = (P1)g, X (P2)r, — P> dada por Li(z1,22) := La(x1,p2(22)) e

as restrinximos ao conxunto P, das condicién (b*)-(7) e (b*)-(ii) obtemos as seguintes

() (¢) _ inf  |[Liz] > inf || Liz|| > 0;

xe(Pl)rl X(Pz)r2 Ieapl (Pl)rlX(PQ)RZ

(ii) 21 — Nyz # plLiz para cada ||z1] = r1 (z1 € Op, (P1)r,), 2 € (P2)ry € >0,

() (¢) _ inf  ||L3z||> _ inf | Laz|| > 0;

2€(P1)ry X (P2)ry 2€(P1)Ry XOp, (P2)ry
(i1) 9 — Nox # pLix para cada x1 € (P1)yy, ||z2|| = 72 (22 € Op,(P2)r,) € > 0.

De aqui, ¢é directo que nos atopamos nas hipoteses do Corolario 1.22 para N restrinxido a
P, = (P1)y, x (P2)y, e con S :=L* = (L},L3) : P, — P. Polo tanto

i(N, P, P) = 0.

Finalmente, é directo que o operador N no conxunto Pp se atopa nas condiciéns do Lema

1.19 por terse (a*) para cada k € {1,2}. Deste xeito temos que
i(N, Pg, P) = 1.
Botando man da propiedade de aditividade para o indice de punto fixo, temos que
i(N, (P1)r, Ry X (P2)ry, P) = i(N,(P1)R, X (P2)r,) —i(N, P, P) =0,

e de aqui, novamente pola propiedade de aditividade, obtemos
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i(Napr,Rap) :i(Nv-PRJP) _i(N, (Pl)rl,Rl X (PQ)rzaP) —i(N, (Pl)ﬁ X (P2)R27P) =1L

Como T'(x) = N(x) no conxunto P, g, deducimos que i(T, P, g, P) = i(N, P, g, P) = 1 e pola

propiedade de punto fixo concluimos que 7' ten un punto fixo en P, g.

Fagamos agora a proba nalgin dos outros casos, por exemplo, supoiniendo que o operador
T satisfai a condicién (a¥) para k = 1 e a condicién (b%) para k = 2. Do mesmo xeito que
para o caso anterior, definindo a extensién Lo Fy = (P1)Rr, x Op,(Py)r, — P> de S} dada por
Lo(z1,x2) := S5(p1(21), z2) que é compacta, pddese ver que se satisfan as condiciéns seguintes en
Ppg

(a*) Nix # Ax1 para ||z1|| = Ry (z1 € Op,(P1)R,) € A > 1,
(b*) (7) infrep, [ L1z|| > O;

(i) x1 — Nyx # pLix para ||z1]| =1 (x1 € Op, (P1)r,), € > 0.
(a™) Nox # Axg para ||z2|| = ro (2 € Op,(Pa)r,) € A > 1,

(b**) (i) inf,p, || Loz > 0

(ii) ©y — Nox # plox para ||za|| = Ra (22 € Opy(P2)R,), € 1 > 0.

Seguindo os pasos anteriores, das condiciéns (a*) e (b**), se restrinximos o operador N a P, é
claro que se atopa nas condiciéns do Corolario 3.9. Ademais, o propio operador N definido sobre
Pr, tamén se atopa nas hipéteses deste mesmo resultado pero intercambiando as compoientes.
Deste xeito, temos

i(N, P.,P) =1i(N, Pgr,P) =0.

Asi mesmo, a restriciéon do operador N ao conxunto (P1)g, X (P2),, atépase nas condiciéns

do Lema 1.19 por satisfacérense (a*) e (a**). Deste xeito

i(N, (P1)Rr, X (P2)ry, P) = 1.

Finalmente, definindo a extensiéon L3 : (P1)g, X (Pa)r, — P, dada por Li(z1,x2) =

Lo(x1, pa(x2)) e restrinxindoa a (Py),, x (P2)g, temos que

(a™*) (i) _ inf _ |[Liz|| > inf | Liz|| > 0;

:L‘G(Pl)Tlx(Pg)R2 IEGBPI (Pl)’I‘IX(PZ)RQ

(i1) 1 — Nyz # pLiz para cada ||z1]| = r1 (21 € Op,(P1)r,), T2 € (P2)r, € > 0,

() (i) inf _ ||Lsz| > _  inf | Loz| > 0;

2€(P1)ry X (P2) Ry z€(P1)Rr) XOpy (P2) Ry
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(ii) xo — Nox # ,uﬁ§m para cada x1 € (P1),, ||22|| = R (z2 € Op,(P2)R,) € u > 0.

Asf pois, atopamonos nas hipéteses do Corolario 1.22 para N restrinxido a (P1),, x (P2)g, €
con S :=L* = (L}, L3) : (P1)y, x (P2)r, — P. Polo tanto

i(Nv (Pl)T1 X (PQ)R27P) = 0.

Empregando agora a propiedade de aditividade para o indice de punto fixo, como faciamos

con anterioridade, atopamos que

i(N’ (Pl)Tl,Rl X (P2)T‘2’P) = i(N7 (Pl)Rl X (PQ)TQ) *i(N7PT‘vP) =1,

e de aqui

i(N, Py g, P) =i(N,Pr, P) —i(N,(P1)r,r, X (P2)ry, P) —i(N,(P1)r, X (P2)Ry, P)=—1.

Isto conclie a proba para este caso, téndose a existencia de punto fixo de xeito analogo ao
caso anterior. Os dous casos restantes préobanse analogamente aplicando o Corolario 1.22; o
Corolario 3.9 e o Lema 1.19 nos distintos subconxuntos segundo sexa o caso e empregando a

propiedade de aditividade. O

Observacion 3.13. Seria interesante poder eliminar a igualdade para A e p nas condiciéns deste
resultado e pedir simplemente que o operador 7" non tena puntos fixos en dp (P, r). Notamos que,
facendo esta peticion, non podemos garantir que a aplicacién auxiliar N non conte con puntos
fixos en dp P, ou en Op PR, o cal precisamos para asegurarmos a boa definicién do indice de N nos

conxuntos de interese.

3.1.1 Versién normada do teorema de Krasnoselskii

Atopdamonos neste punto, en condicions de abordar a versién vectorial normada do teorema de
Krasnoselskii. Nun intento de dar resposta & cuestién exposta na Observacion 3.13 para o resultado
anterior, a continuacién veremos que é posible estender o operador T' a Pr asegurando a boa
definicién do indice nos subconxuntos de interese baixo a imposicion de condiciéns adicionais. En
concreto, imponendo sobre cada componente do operador a condicién compresiva do teorema de
Krasnoselskii en termos de normas sobre a fronteira das bdélas de menor radio, como vemos a

continuacién.

Proposicién 3.14. Sexa T' = (T1,Ts) : P, g — P un operador compacto tal que en P, g satisfai

a sequinte condicion

|Trx|| > ||zk|l para ||xg|| = ri (2 € Op,(Pk)r,), € para cada k € {1,2}. (3.14)
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Se T non ten puntos fixos en OpPr.r = Op((P1)r, Ry X (P2)ro,R,), enton a extension de T,
N = (N1, Ns) : Pp — P da forma

N(z) :=T o p(x), (3.15)

onde p: Pp — P, € a retraccion dada por p(z1,12) = (p1(x1), p2(z2)) con py definida por
(3.13) para cada k € {1,2}, non ten puntos fizos nos conzuntos Op Py, OpPr, Op((P1)r, X (P2)R,),
Ip((P)Rry X (P2)ry), Op((P1)ry Ry X (P2)ry) € OP((P1)ry X (P2)ry,R,)-

Demostracion. Sera suficiente con ver que N non ten puntos fixos nin en dp P, nin en dp Pr.
Que isto é suficiente para que se tena en todos os conxuntos na tese do resultado é consecuencia
do feito de que 7" non ten puntos fixos en pP.r e T = N en Fr, Rr xunto co feito de que a unién

de todos estes conxuntos é igual & unién de OpP,, OpPr e OpP; R.
Vexamos en primeiro lugar que N non ten puntos fixos en dp Pr. Temos que
OpPr = 0p((P1)r, X (P2)R,) = [0p,(P1)Rr, X (P2)Rr,| U[(P1)R, X Op,(P)R,] =AULUCUD,
onde (ver Figura 3.2),
A={(z1,m2) € P: |lz1]| = Ry e [[w2]| <72},
C={(z1,22) € P: ||lz1| = Ry e rp < [|lz2| < Ra},

D ={(z1,22) € P:11 <||z1|| < Ry e ||z2|| = Ra}.

xr9 2
P P=P xP, P2 D
R2 RQ
_ Or(P _
Pr,R P( R) P'r,R C
F
79 T2
aP(PT) 1 G A 1
I r1 Rl Pl I 1 Rl Pl

Visualizaciéon da condicién (3.14) imposta sobre o operador T' e os conxuntos de

interese para o caso no que X = R? e P, = P, = Rt := [0, c0).

Os conxuntos C' e D forman parte de dp P, g, onde T' estd definido, non ten puntos fixos e
coincide con N. Logo N non ten puntos fixos nin en C' nin tampouco en D. Vexamos agora

que N non ten puntos fixos en A. En efecto, se existise (2}, z}) € A punto fixo de N, daquela
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N(xy,x5) = T(a), pa(wy)) = (27, 25) e asf

Ty(h, pa(5)) = ' e To(wy, pa(az)) = 25

Tomando normas chegariamos a que ||Ta(x], p2(25))]| = |25, pero ||zh|| < re pois (z), ) €

A e ||pa(2h)]] = r2 pola definicién de ps. Pero isto é unha contradicién con (3.14) para k = 2.

Analogamente, se N tivese un punto fixo (27, 25) € 72, entén N(a},z5) = T(p1(x)), ) =
(2], 25) e de aqui deduciriamos que |11 (p1(z}),z5)|| = ||#}]] < r1 con ||p1(z})|| = r1 obtendo
novamente unha contradicién con (3.14) pero agora para k = 1. Concliese asi que N non ten

puntos fixos en dp Pg.
Agora vexamos que N non ten puntos fixos en dpP,. E claro que
opP, = 8P((P1)7’1 X (PQ)TQ) = [8131 (Pl)m X (FQ)T'Q] U [(?1)7’1 X 8132 (PQ)T2] =LUFUG,
onde,
F ={(z1,29) € P: ||z1]| <11 € ||x2] = r2},

G ={(z1,22) € P: ||x1]| = r1 e ||x2]| = r2}.

O conxunto G forma parte de dp P, r e en consecuencia N non ten puntos fixos nel por non
telos T. Tampouco hai puntos fixos de N en /= pois se asi fose teriamos un punto (z},z5) €
de xeito que N(af,z) = T(2), p2(ah)) = (2},2%) e tomando normas chegariamos a que

| T2z, pa(25))|| = ||ab|| < re pois (x),25) € I con ||p2(zh)]| = re contradicindo (3.14) para k = 2.

Do mesmo xeito, se existise (2}, z5) € I punto fixo de N chegariamos a que || T3 (p1(2}), 25)| =
|z} || < 71 con ||p1(2})|| = r1 tendo novamente unha contradicién con (3.14) para k = 1. Concliese

tamén que N non ten puntos fixos en dpP,. g

A proposicién anterior permitenos probar a versién vectorial normada na sta forma mais débil,

calculando o indice de punto fixo baixo condiciéns compresivas nas dias componentes.

Teorema 3.15. Suponamos que T : (Th,13) : P, rp — P € un operador compacto tal que

en P, r se atopa nalgunha das sequintes situacions (ver Figura 5.4):

(a) Version Compresion-compresion
() |1Thzll = ||z, se |1l =71 e [Thzl] < [lzal], se [Jaa]l = Ra;

(i) | Toz|| = |lz2ll, se [laall = ra e [[Tox]| < [lz2l, se [lz2ll = R,
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(b) Version Expansion-compresion
() |1Thzl < ||z, se 1)l = r1 e [Tazll = llaall, se [laa]l = Ra;
(i) [ Tax]| = [|lz2ll, se [lzall = r2 e [[Tox]| < ||lz2ll, se [lz2fl = Ro,
(c) Version Compresion-expansion
() 1Tzl = llzall, se llzall = 1 e [|Toz]| < flzall; se llzall = Ra;
(i) || Tox|| < l2ll, se [lz2ll = 2 e | Taz]| = |22, se [|z2ll = Re,
(d) Version Erpansion-exrpansion
() |Thzl < ||z, se llzall =71 e [Tazll = Jlaall, se [Jea]l = Ra;
(i) | Tox]| < ll22ll, se [le2ll = r2 e [[Tox]| = fl2ll, se [lz2ll = Ro.

Entén, o operador T ten polo menos un punto fivo & = (Z1,%2) en Py g, isto é, tal que
i < ||Zk|| < Rk para cada k € {1,2}.

T2 €2
P P="P x P P )
Rog---- Rog---- 2
{NEEEES {tEEEal
> - < (0, To') >
b - g b
TO = === * * * f 7o f==== * f f f
. . ) . . T
1 Ri P 1 Ry Py
(a) Version Compresion-compresion (b) Versién Expansion-compresion
x9 €2
PQ P2
N TR N TR
(T 2%, 0) < <— -
- <4 <4 P, R -
- g < ’ -
TO = === TO ====
RRERRE ERERE
1 Z1
1 Rl 1“)1 1 Rl P1
(¢) Version Compresion-expansion (d) Version Expansién-erpansion

Visualizacion das condiciéons impostas sobre o operador 1" no Teorema 3.15 en cada
caso para X =R? e P; = P, = R*.
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Demostracion. (a) Vexamos esta primeira version utilizando a teoria do indice. As condiciéns
impostas sobre 1" na fronteira do seu dominio non impiden que este poida ter puntos fixos na
mesma. Supohamos que non os ten, entén pola Proposicién 3.14, sabemos que a extensiéon N de T'
a Pg non ten puntos fixos nos conxuntos OpP,, OpPr, Op((P1)r, X (P2)R,), Op((P1)Rr, X (P2)r),
Op((P1)ry .y X (P2)ry) € Op((P1)ry X (P2)ry.R,)- Ademais, satisfanse en Pp as seguintes propiedades

(a*) || Ngz|| > ||z, se ||zk|| = rx para cada k € {1,2},
(0%) || Npz|| < ||zk||, se ||zk|| = Ry para cada k € {1,2}.

En efecto, vexdmolo para (a*) con k = 1 (o resto de casos son andlogos). Sexa z = (Z1,72) € Pgr

tal que ||Z1]| = r1. Polas definiciéns de N e de p temos que

Ni(Z1,%2) = Ta(p1(21), p2(22)) = T1(Z1, p2(22)).
Ademais, (Z1,p2(Z2)) € Prg e ||Z1]] = r1 e asi, da condicién (a)-(i) chegamos a que

[NL(Z1, Z2)ll = 1 T1(p1(21), p2(Z2)) || = [|Z4]-

Por outro lado, a condicién (b*) implica que para cada k € {1,2} se ten

(b**) Nya # pag para cada |[zx]| = Ry, x; € (Pj)r; (k#j) e p> L.
En efecto, se isto non fose asi, existirfan @, € (P))g;, =}, € 9p,(Pi)r, (||7}]| = Ry) e po > 1 de
xeito que Nz’ = pox) e asi

[Nk = o]l = pollzyll > R

o cal é unha contradiciéon con (b*). A condicién (b**) xunto co feito de que N non ten puntos

fixos en dpPgr fai que poidamos botar man do Lema 1.19 tendo que

i(N, Pg, P) = 1.

Por outra parte, a condicién (a*) implica que para cada k € {1,2} se satisfai

(a**) Nyx # pay, para cada xy € Op,(Pi)r,,, zj € (Pj)r; (1 # k) e p € (0,1).

Pois, do contrario, existirfan z; € (Pj)r; ([[25]| < R;) e x} € Op, (Pr)ry, (lz}]l = 7%) € po € (0,1)

tales que Nyz' = pox), e asi,
INk2[| = ol = pollzgll < 7,

**) implica & sia vez a seguinte para

que é unha contradicién con (a*). Ademais, esta condicién (a
cada k € {1, 2},
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(a***) xp — Npa # pNyzx, para cada i, € Op, (Py)r,, 2j € (Pj)r, (k#j) e >0,

pois en caso contrario teriamos z; € (P;)g;, ¥} € 9p, (Pk)r, € po > 0 cumprindo que zj, — Nyz' =
poNgx' e asi N’ = (1 + po) " tay, con (1 + pg)~t € (0,1) e isto contradi (a**).

Por outra parte, da condicién (a*) tense que

inf |Niz||>r e inf || Noz:|| > 3. (3.16)
(

dp, (P1)ry X (P2) Ry P1)Rry X0p, (P2)ry

Isto dltimo, xunto coas condiciéns (a***) e (b**) fan que o operador N se atope nas hipdteses do
Corolario 3.9 nos conxuntos (P1)g, X (P2)s, € (P1)r X (P2)g, tomando S = Ns no primeiro caso
e S = Nj no segundo e tendo en conta que o operador non ten puntos fixos nas fronteiras destes

conxuntos. Temos asi
i(Nv (Pl)R1 X (PQ)TQ’P) = i(Na (Pl)ﬁ X (P2)R27P) = 0.

Ademais, da condicién (a***) é directo que, para cada k € {1,2}, temos que
xy — Npx # Ny, para cada x € Op, (Pi)r,,, ©j € (Pj)r, (k#j) e p>0,

e ademais, das desigualdades dadas por (3.16)

~inf  ||Niz||[>r1 e inf || Naz|| > 7o,
(Pl)rl X(P2)7'2 (P1)7'1 X(PQ)TQ
e de aqui, o operador N atépase nas hipdteses do Corolario 1.22 no conxunto P,, con S := N,
polo que
i(N,P,,P)=0.

Agora, unha vez mais, botando man da propiedade de aditividade para o indice de punto fixo
obtemos
i(Na (Pl)thl X (PQ)W’ P) = i(N7 (PI)R1 X (P2)7“2) - i(N7 P, P) =0,

e de aqui (ver Figura 3.4)

i(N,PTVR,P) :i(N,PR,P) _i(N7 (P1>r1,R1 X (PQ)Tgvp) _i(Na (Pl)m X (P2)327P) =1

Como T(z) = N(z) no conxunto P, g, entén i(T, P. g, P) = i(N, P. g, P) = 1 e a propiedade
de punto fixo para o indice dinos que 7' ten, polo menos, un punto fixo en P, gr. Chegamos asi a
que T ten, polo menos, un punto fixo en P, g pois suponiendo que non existian tales puntos na

fronteira deste conxunto, chegamos a que necesariamente hai, polo menos un, no interior.
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Visualizaciéon do valor dos indices calculados na proba do Teorema 3.15 (a) nos

distintos conxuntos no caso particular no que X = R? e P, = P, = R™.

(b) Facemos notar que, agora, non podemos botar man da Proposicién 3.14. E dicir, que a
extensién de T a P poderia ter puntos fixos nas fronteiras dos conxuntos nos que interesa computar
o grao. O que faremos agora é transformar o operador 7' = (77, 7%) noutro auxiliar, baseAndonos

nas ideas presentes en [37, 38], que se atopa na version compresiva nas dias componentes.
Definimos le : ?n r — P dado por

-1
( 1> T1 << 1) $1,$2> .
Este estd ben definido, pois se 1 € (]_31)7"1’31, enton

(o
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B2t

1
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xa que para 11 < ||z1|| < R; tense que

Ry 1 ) {Tl R1:|
Mo M) e |
<H$1H [l Ry’

Ademais, se ||z1|| = 71 entén

R

< 1+ " —1).%'1 :Rl
[E3Y /I EaY|

e se ||z1|| = Ry, entén

R

<1+T1_1>x1 =17
[l

Deste xeito, o operador auxiliar T° = (T%,T) est4 nas condiciéns do apartado (a) e xa que

logo T® ten un punto fixo en P, gr. Se (v1,v2) é tal punto, entén (u1,us) € P, g dado por

R
u1:<1+r1—1)v1 e U = Vg,
1]l

¢é punto fixo de T.

(c) Nesta situacién definimos o operador auxiliar 7¢ = (11,75) onde T5 : P, p — P vén

R -1 R
TQC.CC: (2+ 2 —1) T2 (x1,<2+ 2 —1) 332).
o]l |2l [z |2l

Facendo os mesmos razoamentos temos que este operador estd ben definido e atépase na

dado por

situacion compresiva para as duas componentes, logo ten algin punto fixo. Novamente, se

(v1,v2) € P, g é este punto, entén o punto (u1,uz) € P, g dado por

R
UL =vy e u2=< 2—|— r2 —1)1}2,
@]l 22|

¢é punto fixo de T.

(d) De forma andloga, definese o operador auxiliar T7¢ = (T?,T5). Se (v1,v2) € Py g é punto

fixo de T, que sabemos que existe, entén o punto (uy,us) € P, i dado por

R R
u1:( ! + " —1)01 e uzz( 2 + "2 —1)1}2,
o1l [all |22

¢é punto fixo de T. O

Observacion 3.16. Observamos que neste Teorema 3.15 obtemos a existencia de punto fixo en
cada version, pero so calculamos o indice do operador no caso no que se pide compresion nas duas

componentes.
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Se fortalecemos as condiciéns substituindo as desigualdades non estritas por desigualdades
estritas, é posible obter o valor do indice do operador en todas as situaciéns compresivo-expansivas.
Entnciase a continuacion o resultado correspondente, cuxas hipdéteses son mais fortes que as do

Teorema 3.12.

Corolario 3.17. Sexa T : (11,15) : P, g — P un operador compacto.
Por un lado, se en P, r o operador T se atopa nalgunha das sequintes situacions
(a) Version Compresion-compresion
(i) | Tz|| > |21l se [|o1]| = 71 e | Thal] < |21l se [|@1]] = Ru;
(i) | Tox]| > [lz2ll, se [lzall = r2 e |[Tox]] < [|lz2ll, se [lzall = Ro,
(b) Versién Expansion-erpansion
(i) | Thz]| <llz1ll, se lzall = r1 e | Toxl| > |zl se [|z1] = Ry;
(it) | Tox|| < |[z2ll, se [z2ll = 7o e [[Toz| > ||22f], se [lz2|| = Ra,
enton i(T, Py g, P) = 1.
Por outro lado, se en P, g o operador T se atopa nalgunha das sequintes situacions
(c) Versiéon Expansion-compresion
(i) |Thz| < llzall, se [lzll = ro e [Tizll > [lzal, se o]l = Ras
(it) | Tox]| > [z2]l, se [z2fl = 7o e [[Toz| <22l se [lz2|] = Ra,
(d) Version Compresion-expansion
(i) | Thz]| > [lzal, se lzall = r1 e | Tiz]| < ||zl se [|z1] = Ry;
(i) | Tox]| < [|l22ll, se [lzall = r2 e |[Tox]| > [lz2ll, se [lzall = Re,
enton (T, Py g, P) = —1.
Demostracion. Supohamos que nos atopamos na situacién (¢). A proba para o resto de casos

¢ andloga. Imos ver que nos atopamos nas condiciéns do Teorema 3.12 satisfacéndose (i a” ) para

kE=2e( Y ) para k = 1. En efecto, o operador T satisfai en P, p as seguintes propiedades
(a*) [[Thz| < [leall, se lzofl = v, (0%) | Tox]| < |22, se |22l = Re,
que son mais fortes que as seguintes

(o) Tha # pxy se ||z =rrep>1, (0) Tox # pxe se ||z2]| = Ry e p > 1.
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O razoamento é analogo ao que se facia na proba do Teorema 3.15, lixeiramente modificado (a
diferenza reside en que agora p pode acadar a igualdade). En efecto, se (¢**) non fose certa,

existirian x5, € (P2)R,, 2} € Op,(P1)r, € po > 1 de xeito que Ty2" = gz e asi temos a contradiciéon

1Tyl = [lpow’ || = pollzy [l = 71

Por outra parte, as condicions

() Taz]| > [|o1]l, se [|z1]] = Ry, (d%) [Tz > [|22l], se ||z2|| = 2,

que sabemos que T satisfai en P, g, implican as seguintes

() 1 — The # pThz, se |21 = Ri e p >0, (d*) xo — Tox # pThx, se ||x2|| =r2 e u > 0.

Esta implicacién séguese directamente da proba do Teorema 3.15 tendo en conta novamente a

liberdade que ten agora u de acadar a igualdade.
Ademais, de (¢*) e (d"), é claro que

inf |Thz|| > R e _inf | Toz|| > ro.
xeapl (Pl)Rlx(PQ)TQ,RQ xe(Pl)rl,Rl X6p2 (PQ)TQ

Temos asi, chegados a este punto, que o operador T satisfai en P, r as condiciéns do Teo-

rema 3.12 que buscabamos con S} := T1|8P1(P1)R1 X(P2)ry Ry © Sy = T2|(ﬁ1) que

r1,R1 X0Py (P2)ry
buscabamos, o cal conclie a proba. O

3.1.2 Version homotdpica do teorema de Krasnoselskii

Xa se cofiece unha versién vectorial homotdpica do teorema de Krasnoselskii probada botando man
da teoria do indice. Imos ver aqui que tal resultado se pode ver tamén como unha consecuencia

do Teorema 3.12. O resultado é o seguinte.

Teorema 3.18. [10, Theorem 2.8] Seza T' = (T4, T3) : Pr g — P un operador compacto de
zeito que para cada k € {1,2} existe hy, € Pi\{0} tal que se satisfai algunha das sequintes

condicions en PT,R
(a) Tyw + phy # x1 se ||lzgl| =76 e p >0, e Tpxw # Azg se ||oxl| = Rp e A > 1;

(b) Trx # Ay, se ||xg|| =7k e A > 1, e Tpx + phy # xx se ||xg|| = Ry e u > 0.

Enton

Z(T7 PT,R7P) = (_1)Sa

onde s € {0,1,2} é o nidmero de componentes de T que satisfdn a condicion (a).
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Demostracion. Imos ver que este resultado é mais forte que o Teorema 3.12. Isto é, a version
homotépica xa conecida é un caso particular dese novo resultado. Imolo ver para a situacién na

que se pide (a) nas diias comporfientes.

Da propia hipdtese xa temos directamente que o operador T satisfai en P, p a seguinte

condicién para cada k € {1,2}
(a*) Tpx # Az se ||zg|| = Rk e A > 1.

Por outra parte, definindo os operadores Sy : D1 = 9p, (P1)r, X (P2)ry.ry —> P1 € Sy : Dy =
(P1)ry.ry X Op,(P2)r, — P2 dados por Syz := hy e Sax := hy, é claro que o operador T satisfai

en P, r a seguinte condicién para cada k € {1, 2}
(0*) (i) infyep, [|Skz]| > 0;

(i1) x, — Tpx # pSkx para ||xg|| = i (2 € Op,(Pk)r,.), € p > 0.
Temos pois que T satisfai a condicién ( a” ) do Teorema 3.12 para cada k € {1,2}. Asi,
i(T, P.g, P) =1,
e isto conclie a proba. ]

Corolario 3.19. Nas condicions do resultado anterior o operador T ten, polo menos, un punto

fixzo & = (Z1,Z2) en P p. Isto €, tal que ry < ||Z;|| < Ry para cada k € {1,2}.

Observacion 3.20. No Teorema 3.18 catro situaciéns son posibles, do mesmo xeito que no Teo-
rema 3.15, onde se detallaban cada unha delas independentemente. Aqui, a condicién (a)
correspéndese coa version compresiva do Teorema de Krasnoselskii-Benjamin sobre a componente
k-ésima, mentres que a condicién (b) é a correspondente versién expansiva. Asi se, por exemplo,
estamos na situacién na que se satisfai (a) para as dias componentes do operador, atoparidmonos

ante a Version Compresion-compresion deste resultado.

O que faremos agora sera tratar de atopar unha proba deste resultado coas hipdteses debilitadas
4s do Teorema, 2.4 para o caso da versién compresién-compresién, do mesmo xeito que faciamos
coa versién normada do Teorema 3.15. Neste sentido, buscamos construir unha retraccién axeitada.

O seguinte lema é un primeiro paso nesta direccion.

Lema 3.21. Sexan r € Ry, P un cono sélido nun espazo normado X onde a morma preserva a
relacion de orde <<p sobre os elementos de P e h € P. Enton, para cada x € P, firado, exviste
ty € ]0,00) de zeito que ||x + tzh|| = r. Ademais, a aplicacion
t : P, — [0,00)
' ’ (3.17)
r— tp () =ty

estd ben definida e € continua.
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Demostracion. Fixado x € P, definamos a aplicacién

f:[0,00) — R
t — f(t) = ||z + th|.

Esta aplicacién é continua, por ser a norma dunha expresién lineal e limitada no espazo

normado. Suponamos que = € P,, entén f(0) = ||z|| < r e ademais
Jim f(t) = oo,

de onde tomando M € Ry suficientemente grande tal que M > r, existe m € Ry tal que f(t) > M

para cada t > m (podemos suponer que f(m) = M).

Deste xeito, e como f é crecente por conservar a norma a relacién de orde, temos que
flio,m) = [llzl, M] polo que r € (||x||, M) e posto que f é continua sabemos que existe ¢, € (0,m)
de xeito que f(t;) =r. Se = € Op(P,), tomando t, = 0 temos o que queremos. Temos pois vista a

existencia.

Vexamos agora que este elemento ¢, é o Unico que satisfai que a stia imaxe por f é r.
Primeiro vexdmolo para o caso no que z € P,. Suponiamos que existe ;. € R, distinto tal que
|lx+tLh| =r = ||x+t:h||. Suponamos sen perda de xeralidade que t, < t,, entén existe a € (1, 00)

de forma que t, = at!,. Temos

|l + atihl] = ||z + 2],

pero isto é unha contradicién pois
(z +at'h) — (z +t,h) = (a— )tLh € P,

de onde se ten que x +t,h <<p x+t,h e como || - || preserva esta relacién de orde sobre elementos
do cono, necesariamente terfa que ||z + t,h| < ||z + tzh|. Temos pois que t, = t,, e xa que logo,

a unicidade buscada.

Para o caso no que = € dp P, suponiamos que existe t € R, tal que ||z + th| = ||z|| = r, entdn,
como anteriormente, temos unha contradicién pois (x +th) —x = th € P e asi x <<p x + th.
Como estamos supofiendo que a norma preserva a relacién de orde teria necesariamente que

lz|| < ||z + th| atopando unha contradicién. Podemos concluir pois que t} estd ben definida.

Agora vexamos que a aplicacion t; é secuencialmente continua, e xa que logo continua. Sexa
{Zn}nen C P, unha sucesion converxente a & € P, e vexamos que a sucesion {t} (z,) = tz, }nen €

converxente a tj () = tz. Para cada n € N, temos que

|5 + tz, bl =, (3.18)
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de onde se deduce directamente que a sucesion {t;, }nen é limitada en R ao selo {zy, }nen debido

4 sia converxencia. En efecto, existe M € R, tal que ||z, || < M para cada n € N. Ademais,
r =@y + ty, h|| > ts, ||R]| — ||zn]|, para cada n € N,

polo que

T+ ||| - r+ M

te, < < para cadan € N .
’ Al 1]

Desta maneira, a sucesion {t osue, polo menos, unha subsucesién converxente. Sexa
) Tn JNEN ) )
{ts,, tken unha subsucesién converxente de {t;, }nen e sexa tz, o seu limite. Tomando limites en
(3.18) e posto que a norma é continua temos que
hm [z, +te,, bl = || Im (2n, +ta, B = ||+ tz,h] =,
k—o0 k—o00
de onde, por unicidade tz, = t;.

Acabamos pois de ver que toda subsucesién converxente de {t;, }ren ten o mesmo limite ¢;.
Neste caso, a sucesion {t;, }nen é necesariamente converxente e o seu limite t;. En efecto, se
{tz, }nen fose non converxente a tz, entén existiria un € € Ry de tal xeito que para cada n € N,
existirfa NV, € N, N, > n, tal que |t;, — tz| > ¢. Deste xeito, atopariamos unha subsucesiéon
{tzn, tnen de {tz, }nen. Esta subsucesion ¢ limitada por selo a sucesién de partida e xa que logo
necesariamente ten alguna subsucesién converxente, pero o feito de que [t;,, — tz| > € para todo
n € N impidiria que tal subsucesién (que tamén é unha subsucesiéon da sucesién orixinal) con-

verxese a tz. Temos pois que a sucesion {t,,, }nen é converxente e o seu limite ¢z, como queriamos. [

En virtude do lema anterior, cando P é un cono s6lido, a norma do espazo preserva a relacién
de orde << p sobre os elementos de P e h € P, a aplicacion ¢y : (Px)r, — (Pk)r,.R, Para cada
k € {1,2}, dada por

zp 4ty ()b, se xp € (Pr)rys
Vi) = (3.19)

Tk, se Tk € (Pk)ry,Rys
é unha retraccion de (Pg)g, en (Pk)r, Ry

Vemos a continuaciéon como esta retracciéon nos permite estender o operador sen puntos fixos

nas rexions de interese baixo as hipéteses de compresion correspondentes & version homotépica.

Proposicién 3.22. Sexa para cada k € {1,2}, Pi un cono sélido no espazo normado Xy onde
a norma || - || preserva a relacién de orde <<p, sobre os elementos de Py. Suponiamos que
T = (T1,Ts) : P, g — P é un operador compacto tal que para cada k € {1,2} existe hy € By de

zeito que se satisfai en P, r a sequinte condicion

xp — Tpx # phy se ||zg|| =7 e p > 0. (3.20)
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Se T non ten puntos fizos en OpPrr = Op((P1)r, R, X (P2)ry,Ry), enton a extension de T,
N = (Nl,NQ) 2?]{ — P da forma

N(2) =T o (a),

onde ¢ : Pp — P, g € a retraccion dada por (x1,22) = (¢¥1(21),¢2(x2)) con ¢y definida por
(3.19) elizindo para vy, o vector no interior do cono hy € By, para cada k € {1,2}, non ten puntos
fizos mos conzuntos Op P, OpPr, Op((P1)r, X (P2)R,), OP((P1) Ry X (P2)ry), OP((P1)ry Ry X (P2)r5)
e Op((P1)ry X (P2)ry,R,)-

Demostracion. Procedemos como na Proposicion 3.14. Para ver que N non ten puntos fixos
nos conxuntos desexados, é suficiente con velo sobre A, 7, /" e I (ver Figura 3.2). Vexamolo para

A e I, pois para 3 e F' os razoamentos son analogos sobre a outra componente do operador.

Se N tivese un punto fixo (2, z4) AU/, terfa que Ta(z), 1a(xh)) = xh = ho(ah) — tayha, logo
Va(ay) — To(xh, ¥2(2y)) = tayho con tyy > 0 ([|25]] < r2) e terfamos que [|2(23)|| = r2 o cal é

unha contradicién coa hipétese (3.20) para k = 2. O

Tendo en conta o que acabamos de ver e seguindo tanto a idea da proba da Version Compresion-

compresion do Teorema 3.15, como a do Teorema 3.18, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.23. Suporiamos que Py é un cono sdlido, para cada k € {1,2}, no espazo
normado X onde a norma || - || preserva a relacion de orde <<p, sobre os elementos de
Py

Se T = (T1,1>) : P, r — P € un operador compacto sen puntos fizos sobre Op(P, r) tal

que para cada k € {1,2} existe hy € Pk de zeito que se satisfai en P, g a sequinte condicion
xp — Tpx # phy, se ||zl =1, p >0 e Tz # Az, se ||zk|| = Rk, A > 1.

Enton i(T, P, r, P) = 1.

Corolario 3.24. No contexto do resultado anterior, suponamos que T = (T1,T») : P, p — P €
un operador tal que para cada k € {1,2} existe hy € Pk de zeito que se safisfai en P, g algunha

das sequintes condicions
(a) x — Txx # phy se ||zg|| = 1% e p >0, e Tyx # Az, se [lzg]| = Ry e A > 1;
(b) Tpx # Az se ||xg|| =7k e A > 1, ez — T # phy se ||xg|| = Ri e p > 0.

Entén T ten, polo menos, un punto fizo & = (%1,%2) en Py g, isto é, tal que rp < ||Zx|| < Ry para

cada k € {1,2}.
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Observacion 3.25. Facemos notar que o mesmo resultado nun contexto mais xeral, no que non
pedimos que os conos sexan sélidos e a norma preserve a relacién de orde, foi establecido en [37].
A principal novidade aqui reside en que facemos a proba a través do cédlculo do indice de punto
fixo para a Versidn Compresion-compresion do resultado. As hipdteses adicionais foron engadidas
para poder probar a boa definicién da retraccién que nos permite estender o operador a Pr sen

puntos fixos nas fronteiras dos conxuntos nos que precisamos cofiecer o indice.

E importante destacar que este contexto, en principio mais restritivo en abstracto, non o é
en realidade para o caso das aplicacions as ecuacions diferenciais. En multiples ocasiéns, para
a procura de resultados de existencia, traballase con operadores en conos solidos nun espazo
normado cuxa norma se comporta ben coa relacién de orde correspondente. Por exemplo, en
[19, 21] trabéllase con operadores en conos no espazo das funciéns continuas da forma dada no

Exemplo 1.9, e vimos con anterioridade que estes conos satisfan estas propiedades.

Observacion 3.26. No Lema 3.21 pediamos que

(t) P fose un cono sélido que preserva a relacién de orde <<p sobre os elementos de P e
heP,

e con estas hipdteses asegurabamos a boa definicién da aplicacion tj.
Seguindo a proba deste lema, é ficil observar que, substituindo () por

(1) O cono P preserva a relacién de orde <p sobre os elementos de P e tomando h € P\{0},

ou,
(t 1 1) Fixado h € P\{0} satisfaise
se x,y € P son tales que y — x = \h para algin A > 0, entén ||z|| < ||yl

a aplicacion t} segue a estar ben definida e ser continua. De feito, a condicién (f 1) é o minimo
que temos que pedir para que, seguindo a proba, a tese do lema se mantena. Neste sentido, é
claro que, na Proposicién 3.22, no Teorema 3.23 e no Corolario 3.24 tamén podemos substituir (})

por (Tt), ou por (} 1 T), sen que a tese cambie.

Exemplo 3.27. (i) En R% o cono R = {(x1,22) € R? : 27 > 0,29 > 0} satisfai calquera das

situaciéns na observacién anterior.

(73) Os conos na forma do Exemplo 1.9 satisfan (1), como vimos, pero non ({f). En efecto,

consideremos

1
K*=<¢ue P : min u(t) > =||ulleo ¢ »
o) 72

onde P* = {u € C(]0,1];R) : u(t) > 0 para cada t € [0,1]}. As funciéns z(t) =3 e y(t) =2+t
para cada t € [0, 1], que estdn claramente en K*, satisfan x —y € K*\{0}. Isto é y <x+ x, pero
[2]loo = lYlloo = 3.
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(747) Un cono no espazo das funciéns continuas C([0, 1];R) que si satisfai (11) é o seguinte
C* ={u € P*: u é decrecente}.

En efecto, se 0 <+ © <o+ ¥y, entén existe h € C*\{0} tal que y — z = h. Pola definicién do
cono C*, ||ul|ec = u(0) para cada u € C* e asi, ||y]|co = y(0) = z(0) + h(0) > x(0) = ||z||s xa que
h # 0.

(iv) Consideremos o subespazo Z = {u € C([0,1];R) : u(0) = u(1) = 0} de C([0,1];R) coa
norma do supremo e o cono

Py ={ue Z:u(t) >0 para todo t € [0,1]}.

Entén, calquera funciéon h € Z tal que h(t) > 0 para todo ¢t € (0, 1) satisfai (1 7).

3.1.3 Versién clasica do teorema de Krasnoselskii

Nesta subseccién probamos a versién vectorial clasica do teorema de Krasnoselskii empregando
o indice de punto fixo. Esta pode verse como unha consecuencia directa da versién vectorial do
teorema de Krasnoselskii-Benjamin [40, Theorem 2.8] por seren as stas condiciéns mais fortes que

as deste.

Enunciamos a continuacién a versién vectorial clasica do teorema de Krasnoselskii.

Teorema 3.28. Sexa T = (T,13) : P,,r — P un operador compacto de zeito que para

cada k € {1,2} se satisfai algunha das sequintes condiciéns en P, g
(a) Tix Ap, vk se ||zl =k, e Tkx ¥ p, xk se ||zx|| = Ri;
(b) Trx #p, i se ||zgl| = 1%, € Thx Ap, xk se ||zk|| = Ry.

Enton
i(T, P r, P) = (—1)%,

onde s € {0,1,2} é o nimero de componentes de T que satisfin a condicion (a).

Demostracion. Vexamos que estas condiciéns son mais fortes que as da versién homotdpica
(Teorema 3.18) para o caso no que T satisfai (a) para k =1 e (b) para k = 2. O operador T

satisfai en P, as seguintes condiciéns
(a*) Thz £p a1 se |z = Ry, (b%) Taw #p, w2 se |22 =12,

que & sta vez implican as seguintes
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(a) Tix # Axy se ||z1|| =R e A >1,  (0*) Thx # Axg se ||z =12 e A > 1.

En efecto suponiamos que, por exemplo, non é certa (a**). Entén existirian z’ € ?7"7 r tal que
|z} |l = R1 e Ao > 1 de xeito que Ti2’ = Ao} e asi temos dias opciéns, ou ben A\g = 1 téndose
T2’ = x), ou ben \g > 1 polo que poderiamos escribir Thz’ = (1 + &)z} con ¢’ > 0 e en calquera

dos dous casos chegariamos a que Tix — 1 € P;, atopando unha contradicién con (a*).

Por outra parte, as condicions

(¢*) The ﬁpl x1 se ||z =71, (d*) Tox ﬁpQ xg se ||x2|| = Ra,

que sabemos que o operador T satisfai en P, g implican, para hy € P1\{0} e hy € P,\{0} fixados,

as seguintes

(") w1 — Tha # phy, se ||z1]| =rm e pn >0,  (d*) o — Tox # phe, se ||x2|| = R2 e p > 0.

Vexamos a segunda, isto é (d**). Se esta non fose certa, entén existirian ' € P, con
l|z|| = Ro e po > 0 de xeito que x5 — Tox’ = ppha e posto que pphe € Py teriamos novamente

unha contradicién, desta volta con (d*).

E directo que as condiciéns (a**) e (¢**) consisten na condicién (a) do Teorema 3.18 para
k =1 e que as condiciéns (b**) e (d**) se corresponden coa condicién (b) dese mesmo resultado,

para k = 2. Isto conclie a proba. ]

Corolario 3.29. Nas condicions do resultado anterior o operador T ten, polo menos, un punto

fixzo & = (Z1,22) en P p. Isto €, tal que ry < ||Z;|| < Ry para cada k € {1,2}.

Trataremos a continuacion de atopar unha proba empregando o indice de punto fixo para
a version vectorial clasica coas condiciéns do Teorema 2.5, lixeiramente mais débiles que as do
resultado anterior. Para iso introducimos unha nova retracciéon de Pg en P, r. Agora, para cada

k € {1,2} traballaremos con ¢y, : (Px)r, — (Pk)r,.r, dada por

w4 (rk — ||zel]) A

k se ||Tk|| < Tk
Tt (e — ) pgl 0 Il <7

¢k(xk) = (3.21)

Tk, se 1 < ||zk|| < Ryg.
onde hy € P, \{0} estd fixado.

Esta nova retraccién permitiranos, como nos casos anteriores, estender o operador sen puntos
fixos nos conxuntos de interese para poder computar o indice na Version Compresion-compresion

da versién clasica debilitada mencionada.
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Proposicién 3.30. Sexa T = (T1,T%) : P g — P un operador compacto tal que en P, se

satisfai que
Tyx Ap, xk para ||zg|| = (2 € Op,(Pk)r, ), para cada k € {1,2}. (3.22)

Se T non ten puntos fixos en OpPrr = Op((P1)r, R, X (P2)ry,Ry), enton a extension de T,
L = (Ly,Ly) : P — P da forma
L(z) :=T o ¢(x), (3.23)

onde ¢ : Pr — P, € a retraccion dada por ¢(x1,22) = (¢1(21), d2(x2)) con ¢ definida
por (3.21) elizindo hy, € Pi\{0} tal que ||hy|| = 1 para cada k € {1,2}, non ten puntos fixos
nos conzuntos OpF,, OpPr, Op((P1)r X (P2)Ry), Op((P1)R, X (P2)ry), OP((P1)ry,ry X (P2)ry) €
Op((P1)ry X (P2)ry,Ry)-

Demostracion. Como xa sabemos, para ver que L non ten puntos fixos nos conxuntos requiridos,
¢é suficiente con ver que non os ten nos conxuntos A, /3, /¥ e F na proba da Proposiciéon 3.14.

Facemos a proba en A e

Se L tivese un punto fixo (2, z5) € AU I, entén terfa que L(x], x5) = T(x), p2(25)) = (2], 5)
e en consecuencia Th(z), ¢2(xh)) = ), pero ademais temos que x5, <p, pa2(xh) pois pa(ah) — ah €

P,\{0} como consecuencia de que

T2 2 — [|25]]

gi)g(a:’)—a:’:( —1)x/+
27 N+ (2 — [|2h]) e 27 Jlah + (r2 = |2 el

h27

ra—|lz5 ||
[+ (ra—lzhl) hal
sumando estd en P, por terse que xh € Py e ||zh + (ro — ||2b]]) ha|| < ||2b]] + (r2 — ||25])||he]| = 72

onde o segundo sumando estd en P»\{0}, pois ha € P,\{0} e

> 0, e o primeiro

de onde

T2
—-1>0.
3 + (ra = [lz5]) he

Que ¢o(xh) —xh € P,\{0} é consecuencia de que a suma dun elemento en P e outro en P>\ {0}
estd necesariamente en P>\{0} pois se isto non ocorrese existirian v € P, e u € P,\{0} de xeito

que u + v = 0 (a suma de elementos do cono ten que estar no cono) e de aqui chegaria a que

v = —u € Py, pero como u € P, entén teria que u = 0 o cal é unha contradiciéon. Tetio pois que
To(x), pa(2h)) <p, d2(xh), pero ||pa(zh)]| = ro de onde atopamos unha contradicién con (3.22)
para k = 2. O

Observacion 3.31. Observamos que a construciéon desta nova retracciéon non requiriu supofier que
os conos sexan sélidos, o que nos leva a que, ainda que as condiciéons no Teorema 3.28 sexan mais
fortes que as condiciéns no Teorema 3.18, no que respecta as sias formas débiles temos que a

version cldsica aplica a un contexto maéis xeral que a versién homotodpica.
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Probamos pois a forma débil do Teorema 3.28 na situacién sinalada.

Teorema 3.32. Suponamos que T = (T1,Ts) : P r — P € un operador compacto que
non ten puntos fixos en OpP. g e tal que satisfai en P, g a sequinte condicion para cada

ke {1,2},
Tkx 74pk T Se H.%'kH =Tk (.%'k S 8Pk(Pk)rk) e TkiL‘ ;ka T Se kaH = Rk (l’k (S 6Pk<P]C)Rk)7
enton i(T, Py g, P) = 1.

Demostracion. A idea da proba deste resultado é semellante & do Teorema 3.28. Procedendo

analogamente, dedticese que a extensiéon L de T' a Pr dada por (3.23) satisfai

(a*) Lix # Axy se ||z1|| = Ry, 22 € (Po)g, € A > 1,
(b*) Loz # Axg se ||za]| = Ry, x1 € (P1)g, € A > 1,
(¢*) w1 — Liw # phy se ||z1|| = 71, 22 € (P2)g, € p > 0,

(d*) w2 — Low # phy se |[z2]| =12, z1 € (P1)R, e p > 0.

Ademais, como 7" non ten puntos fixos en dp P, r, a extensién L en virtude da Proposicién 3.30,
non ten puntos fixos en dpPr, OpPy, Op((P1)r, X (P2)R,), Or((P1)R, X (P2)ry), OP((P1)r R, X
(P2)R,) nin en Op((P1)r, X (P2)ry,R,). Asi pois, o operador L esta nas hipéteses do Lema 1.19 en
Pg, nas do Corolario 3.9 no conxunto (P1)g, X (P2),, para S := hy e no conxunto (P1),, x (P2)g,
coas condiciéns intercambiadas nas componentes e S := h; e nas do Corolario 1.22 en P, tomando
S := (h1, ha).

Polo tanto, i(L, (P1)r, X (P2)ry, P) = 0, i(L,(P1)r, X (P2)R,,P) = 0, i(L,Pg,P) = 1e
i(L, P,, P) = 0.

Finalmente, empregando a propiedade de aditividade chégase a que i(L, P, g, P) = 1 de xeito
totalmente andlogo a como se facia na proba do Teorema 3.15. Igual que ali, como T'(x) = L(x)

en P, g, entén i(T, P g, P) = 1. O

Corolario 3.33. Sexa T' = (T',T») : P, r — P un operador compacto de zeito que para cada

k € {1,2} se satisfai algunha das sequintes condicions en P, g
(a) Tyx Ap, zk se ||zk| =k, e Ty ¥ p, x) se ||zg|| = Ri;
(b) Tyx #p, xi se ||xgl| = 7k, € Thx Ap, vk se ||zg| = Ry

Entén T ten, polo menos, un punto fizo & = (%1,%2) en Py g, isto é, tal que rp < ||Zx|| < Ry para
cada k € {1,2}.
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Demostracion. E directo da propiedade de punto fixo para a situacién compresiva nas dias

componentes. O resto de casos concliiense cos mesmos argumentos que no Teorema 3.15. O

3.1.4 Versioén clasica con épsilon do teorema de Krasnoselskii

Neste apartado buscamos estender a espazos produto o Corolario 1.27. As condiciéns correspon-
dentes na version vectorial deste resultado non garanten a non existencia de puntos fixos do
operador sobre a fronteira do seu dominio. Neste sentido, seguiremos a mesma estratexia que
nos tres apartados anteriores. E dicir, veremos que no caso compresivo nas dias componentes,
suporfier a non existencia de puntos fixos do operador na fronteira do seu dominio implicard a non

existencia de puntos fixos da extension nos conxuntos de interese.

Proposicién 3.34. Sexa T' = (11,15) : P, g — P un operador compacto e para cada k € {1,2},
hi € PL\{0} definimos o conzunto

Py, = {x, € Py : 3N € Ry tal que x, =p, Ay}
Suporiamos que en P, se satisfai a sequinte condicion
Tyx Ap, xk para todo i € Py, N Op, (Py)r,, para cada k € {1,2}. (3.24)

Se T non ten puntos fixzos en OpPrr = Op((P1)r,R, X (P2)rs,Rr,), €nton a extension de T,
M = (My, Ms) : Pp — P da forma

M(z) =T o ¢(x),

onde ¢ : PR —> P, é a retraccién dada por ¢(z1,z2) = (¢1(z1), p2(x2)) con ¢y definida
por (3.21) elizindo para ¢y o vector non nulo do cono ”Z—:” € P\{0} para cada k € {1,2},
non ten puntos fixos nos conzuntos OpP., OpPgr, Op((P1)r, X (P2)Rry), OP((P1)Rr, X (P2)ry),
OP((P1)ry, Ry X (P2)ry) € Op((P1)ry X (P2)ry,R,)-

Demostracion. Unha vez méais como na demostraciéon da Proposicion 3.14. Para ver que M non
ten puntos fixos nestes conxuntos, chega con velo para A, /3, /v e I'. Vémolo para os conxuntos A

(S

Se M tivese un punto fixo (2, x5) €AU/ | entédn terfa que M (x], x5) = T(x), p2(25)) = (2], 5)
e en consecuencia Th (], p2(xh)) = 24, pero ademais temos que x5, <p, ¢2(xh) (pois estou escollendo
o vector ﬁ € P,\{0} que é unitario) con ¢o(zh) € dp,(P2)y,. Vexamos agora que ¢o(zh) € Pp,,

para iso temos que ver que existe A € Ry de xeito que ¢o(zh) — Ahy € P2. En efecto, temos
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/ A ha
¢2(x’2) A= xh + (ro — ||z5]]) Trall sl ho
[y + (ra— bl g ol
roxt ro(re — ||t h
= — 2 2/ — + , 2(r2 — || /2H)h2 _ bl h2 ’
sz + (r2 — ”%H) Tha]] | sz + (r2 — ||$2H) Tha]] | [[ha]|
polo que tomando A = % - TQ(TQI_HI/%'LL) € R, chegamos ao que estabamos buscando, pois
l[25+(r2—=ll25 1) gy A2

p2(xh) — Ahg = axh + Bﬁ con «, 3 € Ry, e xa que logo ¢a(xh) — Mha € Py por ser xh, ha € Pa.
Chegamos asf a que T (2, p2(25)) <p, d2(zh) con ¢a(ah) € Py, NOp,(Pe)r, 0 cal é unha contradi-
ci6én con (3.24) para k = 2. O

Calculamos a continuacién o indice de punto fixo dun operador nas condiciéns da Version

Compresion-compresion no contexto clasico con épsilon do teorema de Krasnoselskii.

Teorema 3.35. Sexa T = (T1,1T2) : P,r —> P un operador compacto e para cada
ke{1,2}, hy € P,\{0} definamos o conzunto

Py, = {z € P, : I\ € Ry tal que xi, =p, Ay} (3.25)

Suporiamos que T non ten puntos fizos en OpPrr e que en PR se satisfai a sequinte

condicion para cada k € {1,2},
Tyx Ap, ok se x € Pn, N Op, (Pi)r, € Tkx ¥ p, (1+¢)xy se xy, € Op,(Pi)r, €€ € RT.
Enton i(T, P g, P) = 1.

Demostracion. Como T non ten puntos fixos na fronteira do seu dominio, entén, pola

proposicién anterior, a sta extensién M de T a Pg non ten puntos fixos nos conxuntos dp Py,

OpPr, Op((P1)ry X (P2)Ry), Op((PL)Ry X (P2)rs), OP((PL)ry Ry X (P2)ry) € Op((PL)ry X (P2)rs,Ro)-
Ademais, satisfanse para cada k € {1,2} as seguintes propiedades en Pg

(a*) Myx ﬁpk xy, para todo xp € Py, N 8pk (Pk)rka
(b*) Myx #p, (14 )z para todo zy, € Op, (Pi)r, € € € Ry.

Da condicién (a*) dedtcese que xy — Mpx # phy, para ||zk|| = 7, e g > 0 pois do contrario
existirfa 2’ tal que ||z} || = ri e ¢’ > 0 de xeito que x) — Myz' = p'hy, € Py, polo que ), =p, Mpx'.
Ademais Mya' = ), — /' hy, € Py de onde se deduce tamén que x}, =p, (/'hi e de aqui z), € Py, .

Teno asi que en Pp se satisfai

xp — Mgz # phy, con ||xg|| =, e p > 0 para cada k € {1, 2},
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e ademais M non ten puntos fixos en pF,. Aplicando o Corolario 1.22 para S = (h1, h2) e M|p
i(M,P.,P)=0.

Pola stia parte, a condicién (b*) implica 4 stia vez que en Pg se ten Mgz # Azy, para ||xk| = Ry
e A > 1 para cada k € {1,2}. Se isto non fose asi, existiria «’ tal que ||z}|| = Rx ¢ A’ > 1 de xeito
que Myz' = Nzj = (1 +¢')x) sendo ¢ = X —1 > 0 o cal é unha contradicién con (b*). Deste

xeito, podemos aplicar o Lema 1.19 téndose que i(M, Pg, P) = 1.

Restrinxindo o operador M aos conxuntos (P1),, X (P2)r, € (P1)r, X (P2)r,, ¢ claro das
condiciéns que acabamos de ver que M estd nas hipéteses do Corolario 3.9 no segundo caso para
S = hg e para o primeiro caso o mesmo resultado intercambiando os papeis sobre as condiciéns

sobre a primeira e segunda compofiente do operador. En consecuencia
i(M’ (Pl)T1 X (P2)R2’P) = i(M7 (Pl)Rl X (PQ)T27P) = 0.

Finalmente, e como no resto das probas, a propiedade de aditividade permitenos deducir que

i(M, P, g, P) =1 e posto que M coincide con T en P, g concluimos que
i(T, Ppg, P) = 1. O

Corolario 3.36. Sexa T' = (T1,13) : P, g — P un operador compacto e para cada k € {1,2},
hi. € P \{0}. Definimos o conzunto

Py, =A{zr € Py : 3N € Ry tal que x =p, Ahi}.
Suponiamos que para cada k € {1,2} se satisfai algunha das sequintes condicions
(a) Tyx Ap, xi se xx € Pn, N Op, (Pr)r, € Txax #p, (1+¢)zy sexy € Op (Py)r, €€ € Ry;
(b) Trx #p, (1+¢e)xy se xy, € Op, (Pr)r, €€ € Ry e Thx £p, x se x € Py, N Op (Pr)R,-

Entén T ten, polo menos, un punto fivo & = (&1,32) en P, g, isto €, tal que i < ||Zx|| < Ry para
cada k € {1,2}.

Observacion 3.37. Seguindo a proba do Teorema 3.35, é directo que o Corolario 3.36 é un resultado
mais forte que o probado por R. Precup [38, Theorem 2.1] (Teorema 2.4). Isto é, a versién clasica
con épsilon é mais forte que a version débil do Teorema de Krasnoselskii-Benjamin. Facemos notar
que no Teorema 2.4 non pediamos que os conos fosen solidos, algo que si faciamos na seccién

anterior para poder computar o indice na situacién dias veces compresiva.
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3.2 Versions vectoriais noutros dominios: conxuntos estrelados

Se repasamos a proba do Teorema 3.12 podemos darnos conta de que, en realidade, todos os
argumentos para o computo do indice se apoian sobre o Lema 1.19, o Corolario 1.22 e o Corolario 3.9.
Nestes resultados, o operador esta definido na clausura dun aberto U x V relativo e limitado
do cono P; x P no espazo produto X; x Xs. Sobre este aberto non se impén ningun tipo de
restricién xeométrica ou de forma, o tnico momento da devandita proba na que se utiliza que o
operador esta definido en Fr, r é cando este se estende a P sen puntos fixos nas fronteiras de P,

Pr, (P1)r, X (P2)Ros (P1)Ry X (P2)ry € (P1)r Ry X (P2)r, a través da retraccion p.

Deste xeito, o resultado segue a ser certo para operadores definidos en conxuntos méis xerais. FEn
concreto, temos o seguinte resultado, correpondente & Version Compresion-compresion adaptada

a este contexto.

Teorema 3.38. Suponiamos que Uy e O1 son abertos relativos e limitados de Pi, tales
que 0 € Uy, Uy C O1 e existe unha retraccion p1 : U — op, U1 e que Uy e Oy son
abertos relativos e limitados de P», de xeito que 0 € U, Uy C Oy e existe unha retraccion
p2 : Uy — Op,Us.

Sexa T = (T1,Ty) : O1\Uy x O2\Us — P un operador compacto e suporiamos que existen
dous operadores compactos S1 : D1 = Op, U1 x Os\Uy — Py e Sy : Dy = O1\Uy x9p,Uy —>
Py de zeito que para cada k € {1,2} se satisfan simultaneamente en O1\Uy x O2\Us as

sequintes propiedades

(a) Tyx # Axy para x, € Op, O e A > 1,

(b) (i) infzep, [|Skx| > 0;
(ii) x, — Trx # uSkx para xy, € Op, Uy, e 1 > 0.

Entén T ten, polo menos, un punto fivo & = (¥1,72) en O1\U1 x O2\Us.

Demostracion. Definimos a extensiéon de T a O x Oy, que denotamos M = (Ml,MQ) :
01 x Oy — P, da seguinte maneira
M(x) =To é(x)
con 0 : O] x Oy — O1\U; x O3\Us dada por 5(:1;1,3:2) = (0~1(:c1),0~2(:c2)) onde para cada
k € {1,2}, a aplicacién O : Of — O \Uy, ten a seguinte forma

pr(wr), se xy € Us,
Or(zk) =
Tk, se 7 € Op\Uy.
Sexan tamén as extensiéns Lq : By = Op,Uy x O3 — P; dada por IN/l(xl, x9) = S1(x1, éz(l’g))
de S1 (§ I~/2 : E2 = 61 X 8p2U2 — P2 dada por ﬂg(xl,xg) = Sg(él(xl),l'g) de SQ.
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Os novos operadores M, L1 e Ly son compactos por selo T', S e So, respectivamente. Ademais,

a extensién M satisfai en Py para cada k € {1,2} as condiciéns
(a®) Mz # Az, para xj, € Op,Or e A > 1,
(0*) (i) infep, || Lrz| > 0;
(i1) zp — Myx # pLyx para ), € op Uy, e p > 0.

Se restrinximos o operador M a Op x Uy, as condiciéns (a*) para k = 1 e (b*) para k = 2 fan

que M se atope nas hipéteses do Corolario 3.9 e asi
i(M, 01 x Uy, P) = 0.

Analogamente, de (a*) para k = 2 e (b*) para k = 1 atopdmonos nas condiciéns do mesmo

resultado en U; x Oy intercambiando as condicidns sobre as componentes do operador. Logo

i(M,U; x Oy, P) =0.

Agora volvemos a estender LielyalU; xOye O x Us, respectivamente. Definimos fj{ :
Ef =U; x Oy — P; dada por i}{(xl,xg) = il(él(:z:l),xg) e E; : B3 = O1 x Uy — P, dada por
Li(x1,29) = Lo(x1,02(x2)). Se restrinximos L} e L} a Uy x Uz, de (b*)-(4) e (b*)-(4) dedticese
que se satisfan as condicions seguintes

(¢*) (4) inf |Liz|| > 0;
xeUy xUs

(it) x1 — Mz # u[?*{:c para cada x1 € Op, Uy, 19 € Us e pn > 0,

(b*) (i) inf |L3z] > 0;

zeUy xUs

(it) xo2 — Moz + uf@x para cada x1 € Uy, 19 € Op,Us e 1 > 0.

Temos de aqui que o operador M estd nas condiciéns do Corolario 1.22 en Uy x Us tomando
S :=L*= (L% L3) : Uy x Uy — P. Polo tanto,
i(M,Uy x Uy, P) = 0.
Por outro lado, da condicién (a*) para k € {1,2} é claro que podemos aplicar o Lema 1.19 a

M en OF x O, entoén
i(M,0; x Oy, P) = 1.

Facendo o mesmo argumento final que na proba do Teorema 3.12, empregando a propiedade

de aditividade chegamos a que
Z(M, O1\U1 x Ox\Us, P) =1,

e de aqui, como M e T coinciden en O1\U; x O2\Us, temos i(T,01\U; x O\U3,P) = 1 e

concluimos grazas & propiedade de punto fixo.
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Observacion 3.39. Obviamente, o resultado poderia adaptarse e seguir sendo certo para todas as

situaciéns compresivo-expansivas.

Se nos fixamos, a proba do resultado anterior coincide ca do Teorema 3.12, pero traballando
co operador definido noutro dominio. Se seguimos as probas do Corolario 3.17, do Teorema 3.28 e
do Teorema 3.18 [40, Theorem 2.8|, onde podiamos calcular o indice de punto fixo para todas
as posibles situaciéons compresivo-expansivas, é claro que os mesmos resultados se satisfin para
operadores definidos en conxuntos nas condiciéns do resultado anterior. E mais, estas condiciéns
poden ser mesturadas, isto é, pédense imponier condicions distintas sobre cada compofiente. Temos

pois o seguinte resultado, que inclte as distintas versions do teorema de Krasnoselskii mencionadas.

Teorema 3.40. Suporiamos que Uy e O1 son abertos relativos e limitados de Py, tales que
0 € Uy, Uy C O e existe unha retraccion py : Uy — Op, U1 e que Us e Oy son abertos
relativos e limitados de Py, satisfacendo que 0 € Us, Us C Oy e existe unha retraccion

P2 : UQ — 3P2U2.

Sexa T = (T, Ty) : O1\U1 x O2\Uy — P un operador compacto tal que para cada k € {1,2}

se atopa nalgunhas das segquintes situacions (ou (a), ou (b), ou (c)):

(a) (Version vectorial normada): Satisfdise algunha das sequintes condicions en

@1\(]1 X @Q\UQ
(0) |Tix| > l|lzkll, se zx € Op Uk e ||Tix| < ||zk|l, se zr € Op,Ok;

(i) | Trx|| < ||lzkll, se zx € Op, Uy e ||Tiz|| > ||zkll, se zx € Op, Ok,

(b) (Versién vectorial cldsica): Satisfdise algunha das sequintes condicions en O1\Uy X
@Q\U 2

(l) Tvx ﬁpk T Se Tk € apkUk, e Trx %pk T SE€ T € 8Pk0k;'

(ii) Ty % p, z se x, € Op Uy, € Tyx £p, x) se xy, € Op, O,

(c) (Versién vectorial homotépica): Satisfdise algunha das sequintes condicions en
@1\U1 X 62\U2

(i) x, — T # phy se x, € Op Uk e p >0, e Tyx # Azy, se o, € Op, O e A > 1;

(ii) Trx # Axy, se x, € Op Uy e A > 1, e o, — Trw # phy, se oy, € 0p, O e p > 0.

Enton

i(T, Ol\Ul X OQ\UQ,P) = (—1)8,

onde s € {0,1,2} é o nimero de componientes de T que satisfdn a condicion expansiva.
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Corolario 3.41. Nas condiciéns do resultado anterior o operador T ten, polo menos, un punto
ﬁ.TO T = (531,.%2) en Ol\ﬁl X OQ\UQ.

Observacion 3.42. Na secciéon anterior vimos distintas retracciéns de conxuntos da forma F,, con
r € Ry, na sta fronteira dpP,. Deste xeito, o resultado anterior é certo cando Uy = (Py),, e

Uy = (P),, para algin r = (r1,r9) € Ry x Ry sempre e cando (P1),, C O1 e (Ps3), C Os.

A continuacién presentamos unha clase particular de conxuntos mais xerais que tamén se
atoparan nas condicions requiridas sobre os abertos U e Us do resultado anterior. Estes conxuntos
denominanse estritamente estrelados e gardan unha estreita relacién cos estrelados convexos. A
version clasica con épsilon do teorema de Krasnoselskii foi proba con anterioridade para operadores
contractivos definidos nunha rexiéon delimitada por dous conxuntos estrelados convexos nun cono
[33, Theorem 3.4].

Definicion 3.43. Un subconxunto A C X dun espazo normado X dise p—estrelado ou

p—estrelado convexo se
(1= XN)p+ Mz € A para todo A € [0,1] e todo = € A.

E dicir, o conxunto A contén o segmento que conecta p e calquera z € A. Ademais, cando p = 0,

o conxunto A dise simplemente un conxunto estrelado ou estrelado convexo.

Definicién 3.44. Sexa 2 C E un aberto relativo e limitado non baleiro dun subconxunto

E dun espazo normado X. Diremos que 2 é estritamente p—estrelado en E se
(1= XN)p+ Az € Q para todo X € [0,1) e todo x € Ipf.

Se p = 0, diremos que  é estritamente estrelado en E. Ademais, se o é en X diremos

simplemente que é estritamente estrelado.

Observacion 3.45. Facemos notar que cando €2 C X un aberto limitado non baleiro dun espazo
normado X é tal que Q é estritamente p—estrelado, entén Q é p—estrelado convexo. En efecto,

supofiamos que {2 non é p—estrelado convexo, entén existen Z € Q e A € (0,1) de xeito que
(1-=XN)p+ Az ¢ Q.
Definamos A\* = inf{\ > X : (1 — A)p + AT € Q}, entén claramente z* = (1 — X\*)p + \*Z € 99,

pero como () é estritamente p—estrelado chegamos a que
(1 =XN)p+ Az™ € Q, para cada A € [0, 1). (3.26)
Como \ = % €10,1), de (3.26) dedticese que
(1-=ANp+ AT €,

atopando unha contradicién.
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Probamos a continuacion dous resultados que nos permitiran construir unha retracciéon dun

conxunto estrelado na sua fronteira.

Proposicién 3.46. Sexa Q C X un aberto limitado non baleiro dun espazo normado X. Se Q é

un conzunto estritamente estrelado con respecto a p, enton satisfai a sequinte condicion

para todo x € Q\{p}, existe un tnico \, € Ry tal que (1 — \;)p + Ay € 9.

Demostracién. Sexa x € Q\{p}. Vexamos a existencia do ntimero positivo \,. Por ser
p—estrelado, temos que (1 — \)p + Az € Q para todo X € [0,1). Como Q ¢ limitado, existe A > 1
suficientemente grande tal que (1 — \)p + Az ¢ Q. Tomando

Ae = inf{A>1:(1— \)p+ Az ¢ Q},

temos claramente que (1 — A\;)p + Az € 9.

Probemos agora a unicidade. Supofiamos que temos AL, A2 > 0 satisfacendo que (1 — \%)p +
. 1
Moz € 09, para i € {1,2} e AL # A\2. Suponiamos que A\l < A2 e sexa \ = :\\—g Por unha parte

xT

temos que (1 — A2)p + A2z € 90 e asi, como A € (0,1) e Q ¢é estritamente p—estrelado temos que
(1= A)p+ (1= X2)p+ 2] € 2,

ou, equivalentemente, (1 — AL)p + )\31{::6 € Q. Pero asi atopamos unha contradicién co feito de que
(1= A)p+ ALz € 99, pois Q é aberto. O

Proposicién 3.47. Sexa P un cono nun espazo normado X e 2 C P un aberto relativo limitado
e non baleiro tal que a sia clausura é estritamente estrelada en P. Entén, para cada x € Q\{0}

existe un unico By € [1,4+00) tal que Byx € OpSL. E mais, a aplicacién
B:ON(0} = [1,00); Alr) = B

é continua e B(x) tende a +0o cando x tende a 0.

Demostracion. As ideas empregadas apéianse sobre argumentos introducidos en [33, 34]. Para

probar o resultado, primeiro veremos que existe unha funcién continua 0 : O\{0} — 0xQ tal que

A

d(x) = d(\x), para todo z € Q\{0} e A € (0,1], e 8(z) = x para todo x € IxQ.

Como 0 € Q\9x, existe v > 0 tal que B = {x € X : ||z]| <~} C Q\0xQ = Q. Consideremos

0 como a composicién v o vy onde

vo: O\{0} = OxB; =z — 1p(x) = lx, ev:0xB— 0xQ; z—v(x) = N\z,

]
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onde para cada z € Q\{0}, A\, € R} é o tinico valor tal que A,z € Ox{. Observamos que v esta

ben definida en virtude da Proposiciéon 3.46.

E claro que v o1 satisfai as propiedades requiridas. En efecto, se 2 € Q\{0} e A € (0, 1], entén

HO) = v o vo(Az) = v <|;m|’Ax> .y ('Vx) — v o) = H(x).

Ademais, se x € 0x{2 entén € claro que

Por outra parte, vy é continua, pois ten unha expresién continua onde o denominador non se

anula. Vexamos que v é continua, para iso é suficiente probar a continuidade de

A:0xB =Ry z— Az) = A,

Sexa {Z,}nen unha sucesién en dx B converxente a z* € dxB. Como ) é un conxunto
limitado e A(0xB) C [0,00) podemos afirmar que existe m € Ry tal que N(OxB) C [0, m]. Asi
pois, {\(zn) }nen € unha sucesién no intervalo compacto [0, m], polo que ten unha subsucesién
converxente. Vexamos que todas as subsucesiéns converxentes tefien o mesmo limite. Sexa

{\(@n, ) }ren unha subsucesién converxente a [. Sabemos que
V(xn,) = Map, )Tn, € 0xQ, para cada k € N,

e de aqui

lim v(z,,) = lz* € 0xQ,

n—oo
logo pola unicidade de \;+ atopamos que A(z*) = [. De aqui séguese que A(z,) — A(z*) cando

n — o0 e xa que logo A é continua, como queriamos atopar.

Consideremos agora a restricién da aplicacién 9 : Q\{0} — dxQ a PNQ\{0}. O cono P é
un subconxunto convexo. Vexamos que (P NQ\{0}) C 9p€2. Se supoiiemos o contrario, entén

existirian T € AxQ\P e z € PN Q\{0} de xeito que d(z) = Z. Ademais, temos que

Az) =vow(z) =v <7x> =, <’yx> =T,

]
pero como x € P e )\Hw‘x (i) > 0, entén T € P, o cal é unha contradicién.

=% \ =l

Para rematar, definamos

B:PNO\{0} — [1,00); z— B(x):=
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Esta aplicacién é claramente continua por composicién de expresions continuas onde o denomi-
nador non se anula. Ademais d(0,0(x)) > = para cada = € Q e

lim d(0,z) = 0",

[lz[|—0*

polo que

como queriamos ver. ([l

No que segue desta seccion €2 e 2o van a ser abertos relativos nos conos Py e P, respectivamente,
e limitados tales que €; e Qy son estritamente estrelados. Observemos que por ser 21 e Qo
estritamente estrelados temos que 0 € Q1 e 0 € Q9 e asi, como 27 e 5 son abertos, existen
ri,re € Ry (r1 < d(0,0p,Q1) e 2 < d(0,0p,9s)) de xeito que (P1),, C Q1 e (P2),, C Q.
Se para cada k € {1,2} fixamos hy € P;\{0}, temos unha nova retraccién (ver Figura 3.5)
ay : Q — 0p,Qx dada por

B (gl by (ot (= by _

Tk k se T € (Pk)r s
_ e + (re = l@ell) hell ke + (e = [lzkl]) Pl §
Oék(:b'k)

B(xk)wk, se g € U\ (Pr)ry -
Observacion 3.48. Xa sabemos pola Observacion 3.11 que ||z + (1 — ||zk||)hi|| # 0 para cada

zi, € (Pg)r, polo que ay estd ben definida para k € {1,2}. Ademais, esta aplicacién ¢ claramente

continua en ) e tamén se ten que Ozk(sck) = x}, para todo x € 8kak.

A
Pk:
Qs
(k)
LTk
Tk g
(a) Caso zx € (Pk)r,- (b) Caso xi, € QU\(Pr)ry-

Visualizacién da actuacion da retraccién «j sobre un conxunto €2, estritamente

estrelado nun cono P;, de R2.

Observacion 3.49. Observamos tamén que, pola definicién, para cada k € {1,2} se ten que

llok(zk)|| > ||zk|| para todo xy € Q.
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Observacion 3.50. Atopada esta retraccion, é claro que os Teoremas 3.38 e 3.40 son certos para os

abertos U; e Us tales que U; e Us son estritamente estrelados en P e Py, respectivamente.

Agora vexamos que esta retraccion nos permite seguir a mesma estratexia que na subseccién
anterior. Vemos a continuacién que, baixo as condiciéns compresivas mais débiles dalgunhas
das diferentes versiéns do teorema de Krasnoselskii sobre as fronteiras de conxuntos estrelados,
podemos estender o operador sen puntos fixos nos conxuntos de interese. Deste xeito, estaremos
en condiciéns de computar o indice, vendo novamente que este non é nulo e asegurando asi a

existencia de punto fixo.

Proposicién 3.51. Suponiamos agora que O1 e Oy son abertos relativos e limitados de Py e Ps,
respectivamente, tales que os conzuntos estritamente estrelados Q1 e Qo en Py e Py satisfdn que
ﬁl c O eﬁg C Os.

Se T = (T1,T2) : 01\ x O3\Qy — P é un operador compacto tal que en O1\Q; x O\
satisfai que
| Trx|| > ||zk|| para zx € Op,Q, para cada k € {1,2}, (3.27)

e non ten puntos fivos en Op(O1\Q; x O2\Q2), entén a sia extension, N* = (Nf,Nj) :
01 X Oy — P da forma
N*(z) =T ov(x),

onde v : O1 x Oy — O1\Q1 x 02\Qy € a retraccién dada por v(xi,x9) = (v1(x1),v2(12)) con
v 2 O — Op\Q definida como

ap(xg), sexyp € Q,
vp(or) =
Tk, se 2 € Op\ Q.

para cada k € {1,2}, non ten puntos fizos nos conzuntos Op(Qy x Qa), Op(O1 x O2), Op (21 x O2),
8}3(01 X QQ), 8}3(01\61 X Qg) e 8p((21 X Og\ﬁg).

Demostracion. De xeito andlogo a casos anteriores, é claro que é suficiente con que o operador
N* non tefia puntos fixos nos conxuntos A = dp, O1 x (1o, , e
F = Q] X (‘)[).ZQQ.

Procedendo por reducién ao absurdo suponendo que si, é claro que o operador N* non ten
puntos fixos nestes conxuntos, pois o operador foi construido para satisfacer a propiedade destacada
na Observacién 3.49. [

Proposicién 3.52. Suponamos que nos atopamos na situacion da proposicion anterior, pero

cambiando a condicion (3.27) sobre o operador T pola sequinte

Tyx Ap, ) se xy € Op,Q, para cada k € {1,2}. (3.28)
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Se T non ten puntos fizos en Op(O1\Q1 x O2\Q2), entén a sia extension, L= (El,ig) :
01 x Oy — P dada por
L(z) :== T ov(z),
tomando para a definicion de oy, un hy, € Py\{0} tal que ||hg|| = 1 satisfai a tese da proposicion

anterior.

Demostracion. A idea da proba é a mesma, pero agora non é directa. Procedemos vendo que
L non ten puntos fixos nin en A nin en /~ por reducién ao absurdo. Que non os ten nin en /3 nin

en [ razdase de forma andloga para a outra compofiente.

Suponamos que L ten un punto fixo (2, z5) €AU/. Entén temos que Ta(z), va(2h)) = b,
pero ademais x4 <p, vo(zh) pois va(zh) — x5 € P2\{0}. En efecto, se 2, € Q9\ P, entén
va(wy) — ay = B(ag)h — 25 = (B(xy) — 1)ay
e posto que B(z45) > 1 e ab # 0 pois 0 ¢ Qo\ P, temos que (B(zh) — 1)ah, € P,\{0}. Por outra
parte, se x5 € P,,, entén

, 22t (r2 = |l25])hs > (r2 ry + (r2 — [|75])) e ) 4
[ + (r2 = [[z5][) ha]| [ + (r2 = [[z5][) ha||

valat) —ah =8 (r

_ T2 zh + (ro — [lzalDhe \ 1] ra(ra — |75 he
- 7 7 B(re / 7 L@y + ; 7
|25 + (ro — (|25 ha| |25 + (r2 — [[25 ) e |25 + (ro — (|25 he||

_ /
ra(ra—|lzb|]) ” > 0 e ademais

/ _ N7l
onde por ser x5 € P, se ten claramente que EECEEANT

ro zh + (r2 — [[z5]))he
7 7 277 7 —-1>0
|25 + (r2 = [|lz5 ) 2| |5 4+ (r2 = [lz5[) 2|
. / b DAl < 1l R holl = holl =1 xh+(ra—||lzh||)ho
pois [l25-+(ra— b lDhall < 1251+ (ra bl o]l = 72 porser [l = 1 6 (rapiizzleble,
1. O

Enunciadas e probadas as proposicidons anteriores e seguindo as probas dos Teoremas 3.15 e

3.32 temos o seguinte resultado.

Teorema 3.53. Suporiamos que O1 e Os son abertos relativos e limitados de Py e Ps, respectiva-

mente, tales que os conzuntos estritamente estrelados Q1 e Qo en Py e Py satisfan que 1 C Oy e
ﬁg C O,.

SeT = (T, T) : O1\Q1 x O2\Qo — P é un operador compacto sen puntos fizos en Op(O1\Q x

@Q\Qg) tal que se atopa nalgunha das sequintes situacions:

(a) (Versién vectorial normada): Para cada k € {1,2} satisfaise a sequinte condicion en
@1\91 X @Q\QQ

| Thx|| > ||zkll, se zk € Op, U € |[|[Thz|| < ||zkll, se zx € Op, Ok,
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(b) (Version vectorial cldsica): Para cada k € {1,2} satisfaise a sequinte condicién en
61\91 X 62\92

Tix Ap, x1 se 2, € Op, U, e Tyx ¥ p, w1 se 2, € Op, Oy

Enton

Z(T, Ol\ﬁl X OQ\QQ,P) =1.

Corolario 3.54. No contexto do Teorema 3.53, se o operador T é un operador compacto nalgunha

das situaciéns (a) ou (b), entén T ten, polo menos, un punto fizo ¥ = (Z1,72) en O1\Q x O2\Qy.

Observacion 3.55. Notamos que agora non podemos probar o resultado anterior para condicions
correspondentes aos contextos nos que sobre algunha compoinente se pide a condicién expansiva
transformando o operador como faciamos na proba do Teorema 3.15. Isto débese a que a
transformacién que faciamos sobre a compofiente para a que se impoiia a condicién expansiva

pasase a atoparse na situaciéon compresiva estaba ligada 4 xeometria do dominio.

3.3 Resultados de Multiplicidade

No primeiro capitulo deste traballo, enunciabamos dous resultados de multiplicidade de punto
fixo, o Teorema 1.29 e o Teorema 1.30. A idea consistia en concatenar as distintas condiciéns
expansivas e compresivas do teorema de Krasnoselskii, alternandoas sobre abertos que comparten
fronteiras. Cos resultados en espazos produto presentados neste capitulo podemos facer o mesmo,
alternando as distintas condicidéns compresivas e expansivas de cada unha das distintas versions

do teorema de Krasnoselskii sobre cada compofiente.

Enunciamos a continuacién o resultado de multiplicidade correspondente sobre rexions anulares

resultante de concatenar a forma forte da versién normada.

Teorema 3.56. Sexan r,io),r,gl), o ,T](an) € RT, ng €N, (n > 2) para cada k € {1,2} tales que

: o . . _ _

T]gj) < 7“,(€J+ ) para j € {0,...,n,—1}. Suporiamos que T = (T1,T>) : (P1>T(0> ) X (PQ)T@) (n2) =
1 71 2 2

P ¢é un operador compacto tal que para cada k € {1,2}, o operador T satisfai no seu dominio

algunha das sequintes condicions (onde |-| denota a parte enteira)

. 1 —
(i) | Tex| > k], se agl| = conle {2m+1:m=0,..., |21}
|Tull < llzall, se l|lzgll =i cons e {2m:m=0,..., %]},
(ii) |Twzl| < [lzk]l, se |zl =7 conle {2m+1:m=0,..., |%L]};

| Tx|| > [lzk]l, se |kl = 7 con s € {2m:m=0,..., %]},
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Enton T ten, polo menos, ny - no puntos fizos en (Pl)r(o) (n1) X (PQ)T(Q) L(n2)- Ademais, en cada
1 71 2 2

un dos sequintes subconzuntos do dominio
(Pl)rgj)mgj-ﬁ-l) X (PQ)Tgt)jT;t-‘—l), je{0,...,n1 —1},t€{0,...,n2 — 1},
hai, polo menos, un punto fizo.

Demostracion. E claro que se restrinximos o operador 1" ao subconxunto

(Pl)rgj)ﬂ_gj-&-l) X (PQ)T;t)’rgH—l), con j € {0, o, ny — 1} ete {0, o, N — 1},

este se atopa nas hipéteses do Corolario 3.17. Deste xeito, o operador 1" ten, polo menos, un

punto fixo en cada conxunto
(P1), ) G0 % (P2) ) @eny, conj€{0,...,n1 —1} e t €{0,...,n2 — 1}.
1 1 2 72

De aqui é directo que, entén, o operador T' ten polo menos ni - no puntos fixos no seu dominio.

Isto concliie a proba deste resultado de multiplicidade. O
xro €2
P P=P x P, P
RO G - 44 44
2 yvly vy vy 2
- o S 44 p-i 4
- o S 4 p-i 4
1 D i O s 22 = o
- o b
ol 14 41441414 ol . 14414 4
/r.2 L] L] L] L] r2 L] L] L]
; ; N ; ; ; -
PO O P2 BP PO 0 P2 P
x2 €2
@ "
3 -
A AP RARRAN rif---- e e
S -, - - -
ol 144144144 ol b
1 b - - LN M R I R A
of 1, ] R C) - Al 4
LTIV Y Y L 2 4 >~
;o - A SY RRbbl
i i i - ; ; ; -
N N O PO 0 e P

Este debuxo ilustra distintos casos de concatenacién de condiciéns do Teorema 3.56

sobre operadores definidos en rexiéns anulares do cono P; x P, = R™ x R™ no espazo produto

R x R para a obtencién de tres, catro, seis, e nove puntos fixos.
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Observacion 3.57. O resultado anterior tamén é certo cambiando as condiciéns por as correspon-
dentes formas fortes da versién clasica e a versién homotdpica. Asi, sendo ni € N para cada
k € {1,2} e denotando

Ank:{2m+1:m:O,...,{nk2_1J} eBnk:{2m:m=o,...,n“J}, (3.29)

o resultado segue a ser certo se cambiamos as condicions (7) e (i) por

, I
(i*) Trx £p, xk, se ||zgl| = r,g) conl € Ay, e Tyx % p, wg, se ||zx]| = 7“,(:) con s € By, ;

(ii *) Tpx #p, xk, se ||zk| = r,(gl) conl e A,, e Tz Ap, xk, se ||zg|| = r,(j) con s € By,

respectivamente, condiciéns correspondentes & version clasica, ou por

(i**) x — Tpx # phy, se ||kl = r,gl) epu>0conleA,;

)

Trx # Ay, se ||zk|| = 7“,28 eA>1lconse€ B,

(it ** ) Trx # \xg, se ||zk|| = r,gl) eA>1conleA,,;

xp — Trx # phy, se ||zg| = r,(:) epn>0consée B,,

para hy € Pi\{0}, condiciéns correspondentes & versién homotédpica.

O mesmo resultado é tamén certo se concatenamos as condiciéns correspondentes 4 forma
débil. A diferenza reside en que agora, serd necesario pedir que o operador 1" non tefia puntos

fixos nas fronteiras dos conxuntos
(P1), o) G0 X (P2) @, conj€{0,...,n1 —1} e t €{0,...,ng — 1},
1 71 2 2

para evitar a posibilidade de que o punto fixo que sabemos que existird en cada un destes ao

imponer as condicidons sexa o mesmo sobre subconxuntos non disxuntos.

Teorema 3.58. Na situacion do Teorema 3.56, suponnamos ademais que o operador T non ten

puntos fizos no seu dominio tales que ||| = r,ij) para j €{0,...,n, — 1} e k € {1,2}.
Se T satisfai no seu dominio para cada k € {1,2} algunha das seguintes condicions (sequindo

a notacion establecida en (3.29))

. l
(i) || Txall > lloel, se k| =7 con i€ An, e[ Thall < |lael, se k| =7 con s € By,;

)

.. l
(i) |Tyzl| < llaxll, se axll =) conl e An, e||Thz] > |k, se |ax] =7y con s € By,,

entén T ten, polo menos, ny - no puntos fixos en (P1>7"(O) L(n1) X (Pg)r(o) L) Ademais, en cada un
1 "1 2 g

dos sequintes subconzuntos do dominio
(Pl)r§j)7r§j+1) X (PQ)Tgt)Jét-H), jE {0, e, ny — 1}, t e {O, oo, N — 1},

hai, polo menos, un punto fizo.
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Observacion 3.59. Como vimos de adiantar, o Teorema 3.53 tamén é certo imponendo as condiciéns
correspondentes a outras versiéns. En concreto, segue a ser certo se cambiamos as condiciéns (i) e

(ii) por as seguintes

. l
(1*) Tyx Ap, Tk, se ||zk| = r]g) conl e Ay, e Tyx #p, xk, se ||zk|| = r,(:) con s € By, ;

(it *) Trx % p, Tk, se ||zg]| = r,(gl) conl e A,, eTpr Ap, Tk, se ||xg|| = r,(f) con s € By,

respectivamente, correspondentes 4 forma débil da versién cléasica.

Tamén segue a ser certo se cambiamos as condiciéns por as correspondentes & versiéon clasica

con épsilon ou a forma débil da versién homotdpica (Teorema 2.4). Isto é, por
(i) Tpx £p, Tk, se x € Py, N ap,c(P,g)T’g> conl € Ay
Tyx %t p, (1+¢e)zy, se ) € 8pk(Pk)T}(:> ec€R' con s € B,,
(it **) Tpx %t p, (1+ )z, se xy € 8pk(Pk)rg) eceR" conle Ay,;
Tyx Ap, Tk, se T € Py, NOp, (Pk)r,(j) con s € By,
para hy € P, \{0} e onde P, é o conxunto definido en (3.25), ou por

(i) = Tyw # by, se gl =i e p >0 con l € Ay

)

Tz # Ax, se ||zg]| = r,(f eA>1lconse By,

(it ** ) Trx # Axg, se ||xg| = r,gl) eA>1lconleA,;

)

xp — Tpx # phy, se ||xg|| = 7"1(: epn>0consée B,y,,

onde tamén hy € P, \{0}, respectivamente.

Observacion 3.60. No segundo capitulo comentabamos a importancia de conecer o indice de punto
fixo do operador & hora de obter resultados de multiplicidade. Se nos fixamos, o teorema de
multiplicidade anterior é certo para as versiéns que s6 nos permitiron conecer o indice de punto

fixo no caso no que se impon a condicién compresiva sobre as diias componentes.

Nos Teoremas 3.56 e 3.53 imponemos as condiciéns dunha maneira moi restritiva para poder
garantir que en cada un dos correspondentes subconxuntos se poden aplicar directamente as

diferentes versiéns vectoriais do teorema de Krasnoselskii previamente desenvoltas.

O coniecemento do indice nos distintos subconxuntos permitenos, como veremos a continuacion,
obter resultados de multiplicidade baixo unha imposicién menos restritiva das condiciéns. Deste
xeito, poderemos localizar puntos fixos en rexions sobre as que o operador non se atopa directamente
nas hipéteses de ningunha das versiéns vectoriais. Explicamos isto con maior detalle a través do

seguinte exemplo.
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Exemplo 3.61. Supoiiamos que nos atopamos en R? como espazo produto R x R e que os nosos
conos son P; = P, = R*. Se temos un operador T' = (T}, Ts) : {2,4} [130, 3} — P; x P, continuo
tal que satisfai en (P1) 14% (Ps) 5= [%, 4} {130,3} as seguintes condiciéns

() 1Tzl > aall, se ol = & e | Tiall < ] se o] = 4;

(i6) I T > s, se florll = 3 e | Taal] < sl se loa]l =3,
en (?1)%7 (]32)13072 = [%,2} X {1%,2} as seguintes

(i) | Taz|| > flzall, se [lz1]l = 5 e |Tia|l < [|l21] se [la1] = 2;

(i) | Toa|| > |z, se [lz1]] = 55 e [|Toa]| < [|l22] se [lz2|l = 2,
e en (?1)17474 x (P2)as = [%,4} X [2, 3] as seguintes

(i 1Tl > o, se florll = % e | Tial] < ol se o = 4

(i0)" | Tox[| > [lz2]], se [lz1]] = 2 e [[Tox]] < [lz2] se [|z2f| = 3.

Entén, o operador T ten, polo menos, tres puntos fixos distintos en (%, 4) (130, 3) Ademais,

hai polo menos un punto fixo en cada un dos seguintes conxuntos (ver Figura 3.7)

1 3
C1:= P, go) = (2;2> < (10 ) Cy = P pe) ( > 3), e

_ - 1 3
Cs 1= Py o\ (P oo U P ) = ((5:4) % (55:3) ) \@1 U,

T2
Py
S SARRRRRAS N R TS
> - 4
21" — rél):r(s)f%, 1“52):2;
»‘**« ' >
: c : Cg: : Rgl):z R§2):R§3)_4,
= 1 " - ) ) ,
oA 4 444 RY =2 RP =RY =3
10 - : -
1 14 ]’)xl
2 2 5 4 1

Visualizacién de distintas rexions nas que podemos atopar algin punto fixo do
operador 71" no Exemplo 3.61.

Claramente podemos aplicar o Corolario 3.17 para o operador restrinxido aos conxuntos C'| e

(5, obtendo que
Z(Ta CjaP) = ]-7 .7 € {172}5

e de aqui, pola propiedade de punto fixo, a existencia de punto fixo de T en cada un deles.
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Pola contra, o operador restrinxido a (5 non se atopa nas hipéteses dese resultado. O que si

sabemos é que

i(T, P gy, P) = 1,

pois o operador 7' si se atopa nas condiciéns do resultado no seu dominio. Ademais, e posto que as
condiciéns impostas impiden que o operador T tefia puntos fixos en dp(C's, aplicando a propiedade

de punto fixo temos
i(T,Cs, P) = i(T, Pus) e, P) —i(T,Cr, P) — (T, Cp, P) = —1.

Que T ten, polo menos, un punto fixo localizado en C3 séguese da propiedade de punto

fixo. De aqui é tamén claro que o operador 1" ten, polo menos, tres puntos fixos en P, ) R(B) =
1 3
(3:4) x (45:3):

Enunciamos a continuacion o resultado de multiplicidade mais xeral no que se pode encadrar

o exemplo anterior.

Teorema 3.62. Sexan r9), RU) € R2, con 0 < r,ij) < R,(Cj) (ke {1,2},je{l,...,2m+
1}, m € N) tales que os conzuntos ﬁr(j)7R(j) satisfdn

2m
U Pr(j)va C Pr(2m+1>,R<2m+1) e Pr(s),R(s)mPr(l)7R(l) = @, para s, € {1, 2,..., Zm}, (S 75 l)
j=1

SeT = (T1,T>) :FT(gmH),R(zmH) — P ¢é un operador compacto tal que se atopa nalgunha

das sequintes situacions:

(a) (Version normada): Para cada j € {1,2,...,2m + 1}, o operador T satisfai en

PMJ-),R(J-) algunha das sequintes condicions para cada k € {1,2}

() | Tzl| > llzxll, se [l = r) e |Tezll < llzxll, se [l = BY;

(i) | Tz || < |lzx]l, se |oxll = 7Y e | Tha|l > ||zxll, se =] = BY,

(b) (Version cldsica): Para cada j € {1,2,...,2m + 1}, o operador T satisfai en

P RG) algunha das sequintes condicions para cada k € {1,2}

O ¢ Toa #p, ok, se ||zl = RY;

(ii) Tk ' p, v, se l|lzell =i e Tew £p, wx, se |l = RY,

(i) Tex £p, Tk, se ||zl =ry

(c) (Version homotépica): Para cada j € {1,2,...,2m + 1}, o operador T satisfai en
PMJ-),R(J-) algunha das sequintes condicions para cada k € {1,2} sendo h,(Cj) € P.\{0}

(i) xx — Thx # phi, se ||5UkH =1, 1> 0eTha # )\»Tk; se llzxl = RY, A > 1;
(i) Tz # Az, se ||zl = ), A > 1 ey, — Tow # ph), se |lax] = RY, > 0.
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Entén T ten, polo menos, 2m + 1 puntos fixos *, 22, ..., 22T tales que
2m
—2m+1
Z € Py gy § €{1,2,...,2m} € ™! € Pomi1) gemin\ |J P go)-
7=1

Demostracion. Séguese do Corolario 3.17, do Corolario 3.33, ou do Teorema 3.18 que
i(T, Py gy, P) = £1,j =1,2,...,2m + 1.

Da propiedade de punto fixo temos que o operador T ten puntos fixos 7/ € P, o) con
j=1,2,...,2m. Claramente cada un destes puntos fixos son distintos, pois os correspondentes

conxuntos son disxuntos por hipotese.

Ademais, é claro que podemos utilizar a propiedade de aditividade tendo que

2m

2m
i (T, Pomi1) gemin\ PN)’R([),P) = i(T, Pozm+v) gemsn, P) =Y i(T, Py gy, P),
=1 =1
que é claramente un ntmero impar e xa que logo, non nulo. Novamente a propiedade de punto
fixo gardntenos a existencia do punto fixo 2™+ ¢ P,’,,(2m+1)7R(2m+1)\ Ulzf‘l Fr<z)7R(z>, distinto dos

anteriores. Isto conclie a nosa proba. ]

Resultados de multiplicidade andlogos poden enunciarse para operadores definidos en conxuntos
mais xerais para aquelas versiéns nas que cofiecemos o indice en todas as situaciéns compresivo-
expansivas. Isto é, para as formas fortes da versién normada, da versién clasica e da version
homotoépica. Enunciamos a continuacion os resultados adaptados para o caso da versién normada.
As condiciéns correspondentes &s outras duas versiéns poden adaptarse facilmente, como fixemos

na Observacién 3.57 ou no Teorema 3.62, respectivamente.

Teorema 3.63. Sezan para cada k € {1,2}, Ok un aberto relativo e limitado de Py, e QS), Q,(f), e

Q,(:”“), ( nk € N, ng > 2) abertos relativos e limitados de Py tales que as sias clausuras

ﬁ,(f ),ﬁé ), e ,ﬁ,(cnk) son conzuntos estritamente estrelados en Py e que satisfan que
oeal oY caith jeq,. —1}, ) c oy

Suporiamos que T = (11,13) : @1\99) X @Q\le) — P € un operador compacto tal que para
cada k € {1,2} satisfai algunha das sequintes condicions en @1\(251) X @Q\Qg)

(i) ||Trx| > ||xkl|, se zx € aka,(j) conle{2m+1:m=0,..., L"’“Q_IJ},

(s)
k

|Trx|| < ||lzkll, se xr € 0p, Q7 cons€ {2m:m=1,...,[%]}; e

(=1)"™[|T|| > (=1)"[|lzx]], se zx € Op, Ok,
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(i0) || Trx| < ||zkl|, se x, € 8ka,(€l) conle{2m+1:m=0,..., L”’“{lj},
| Tiz|| > ||lzkll, sexk € 8ka§f) conse€{2m:m=1,... [5]} e

(=)™ || Thez|| < (=1)"*[|lzkll, se zx € Op, Ok
Enton, o operador T ten, polo menos, ni - ny puntos fixos distintos en Ol\ﬁgl) X Og\ﬁg).

Observacion 3.64. Nas hipdteses do resultado anterior é claro que o operador 1" ten, polo menos,

un punto fixo en cada un dos seguintes conxuntos
QUN\GY x fN\aY, e {1, m — 1}, Le {1, ny — 1},
O™ x QSN s e (1, — 1),
QNG 0\ e {1, ne— 1), e

ONO™ % 0\,

Teorema 3.65. Sexan para cada k € {1,2}, (9,(:), O,(f), ey (9,(62m+1) abertos relativos e limitados
de Py, Q,(Cl), Q,(f), ey Q,(fmﬂ) abertos relativos e limitados de Py tales que ﬁ,(j),ﬁ,(f), e ,ﬁ,(me)

son estritamente estrelados en Py. Suporiamos que para cada k € {1,2} se satisfan

o) co? e, am+1},

2m
U (6§Z)\le) % @él)\le)) - (652m+1)\952m+1) < 6§2m+1)\952m+1)) e
=1

(@ x o5hal) n (0l x O\e) s te (1,2, 2m}, (t £ 5).

SeT = (T1,T») : 652m+1)\952m+1) X @f’”f”\ggzm“? — P é un operador compacto tal que
para cada j € {1,2,...,2m+1}, satisfai en 6?)\95’) X @éj)\ng) algunha das sequintes condicions
para cada k € {1,2}

(i) | Thz|l > llzxll, se 2k € 05,09 e | Thz|| < |lzk]l, se zx € 9p, 0% ;

(ii) || Tuz|| < |laill, se zp € 0p, 0 ¢ |Tiall > awll, sz, € Op,0F,

1 =2 , j2m+1

enton T ten, polo menos, 2m + 1 puntos fixos T+, T°, ... tales que

7 e ONQY x oVN\QY | je {1,2,...,2m} e

2m
j2m+1 c (O§2m+l)\§ng+l) % O§2m+1)\ﬁg2m+1)) \ U (Oy)\ﬁg) % Oél)\ﬁg)) '
=1






Capitulo 4

Aplicaciéns a sistemas diferenciais e

integrais

As distintas versiéns do teorema de Krasnoselskii expostas no capitulo anterior permiten establecer
condicidns suficientes para garantir a existencia de soluciéns positivas con todas as componentes
non triviais [37, 38, 39, 40] en distintos problemas diferenciais e integrais, como manifestabamos

no segundo capitulo.

Neste capitulo, detallaremos a relaciéon existente entre as soluciéns de problemas diferenciais e
os puntos fixos de operadores integrais, un feito clave que permite aplicar de maneira efectiva a
teoria de punto fixo. Unha vez tratada esta cuestién traballaremos con distintos tipos de sistemas,
tanto diferenciais como integrais, procurando condiciéns baixo as cales a aplicacion directa dos

resultados do capitulo anterior garanta a existencia de soluciéns.

En particular, aplicaremos os resultados orixinais obtidos ao longo do traballo. A saber: a
version vectorial normada en rexiéns anulares, a versiéon vectorial homotodpica coas condiciéns
maéis febles (manifestando que os requirimentos necesarios para a stia demostracién non resultan
restritivos no contexto das aplicaciéns) tamén formulada en rexiéns anulares e a versién vectorial

clasica para operadores en conxuntos mais xerais.

4.1 Problemas diferenciais e integrais: unha correspondencia

Con anterioridade pofiiamos de manifesto a existencia dunha correspondencia entre as soluciéns do
problema de fronteira da forma (2.1) e os puntos fixos do operador integral dado por (2.2). Este
non é un caso illado. Son multiples as ocasiéns nas que un problema diferencial pode transformarse
nunha ecuacién integral de xeito que as stas soluciéns, que seran puntos fixos dun operador

integral, se corresponden coas soluciéns do problema diferencial orixinal, e viceversa [5].

75
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Definicién 4.1. Sexa F' C L*(I;R) un espazo normado no conxunto de funciéns Lebesgue
integrables nun intervalo I C R e K : I? — R unha funcién tal que K (¢, )g(-) € L*(I;R)
para todo t € [ e g € F. Chamamos operador integral ao operador linear T': F' —
F(I;R) dado por

= /IK(t,s)g(s)ds, tel,
onde K se denomina nticleo integral e F(I;R) denota o conxunto das funciéns definidas
en I con valores en R. Ademais, cando T sexa o operador inverso dun operador diferencial

L, o nucleo integral K, que pasaremos a denotar coa letra G, recibe o nome de funcién de

Green asociada a £71.

Suponamos que temos unha ecuacién diferencial co seguinte aspecto

Lo = f(2()),
onde f € C([0,T) x R;R), con T € Ry, e £ : (C*([0,T];R), || - les) — (€0, TLER), || - [loc) 6

un operador diferencial tal que s é a maior orde de derivacién involucrada en £. Asumamos
tamén que a nosa ecuacién se cumprimenta con condiciéns iniciais ou de fronteira de xeito que o
subconxunto de funciéns en (C*([0, T]; R), || - ||cs) que as satisfan é un subespazo vectorial pechado
de C*([0, T]; R). Denotemos por E este subespazo.

Cando o operador L|g sexa invertible, o seu operador inverso sera un operador integral e, a

solucion do problema vira dada por

xr = (£|E)_1(f(a ‘r()))v

ou o que é o mesmo, a solucién satisfai a ecuacion integral tipo Fredholm [47] de segunda especie

T
z(t) = (L) (f(t,ult))) :/0 G(t,5)f(s,2(s)), t€[0,T],

sendo G a funcién de Green asociada a (£|g)~*

Observacion 4.2. Naqueles casos nos que sexa posible atopar esta correspondencia, é claro que
unha funcién = € C([0,T]; R) sera solucién do problema diferencial, se e s6 se, é un punto fixo do

operador S dado por
S (C([0, TR, || - [loo) — (C([0, TT;R), [ - lloo)

{x:te[O,T]—>x(t)}—>{Sa: t €0, 7] — Sxz(t) /Gts sx())ds}

Neste capitulo, traballaremos con sistemas diferenciais co seguinte aspecto

Lixy = fi(-,21(-), 22(+)),
Loz = f2('7 .%'1('), xQ('))?
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onde (f17f2) € C([O7T]7R) X C([O¢T]>R)v para T e RJF’ € El : CS([OvT]vR) - C([()?T]aR) e
Lo : C([0,T];R) — C(]0,T]; R) son operadores diferenciais tales que s e [ son as stias ordes mais

altas de derivacién, respectivamente.

Ademais, este sistema estard suxeito a condiciéns sobre x e y de xeito que os respectivos
subconxuntos de C*([0, T];R) e C'([0, T];R) que as satisfon son subespazos vectoriais dos mesmos,

que denotaremos por F; e Fy, e tales que os operadores Li|r, e L2|p, son invertibles.

Nestes supostos, é claro que a solucién do noso sistema satisfara

z1 = (Lilm) Gz (), 2(),
zy = (La|p) 2 21 (), 22(+)),

ou equivalentemente, as soluciéns do sistema diferencial correspéndense con soluciéns do sistema,

de ecuaciéns integrais tipo Hammerstein

T
w1(t) = / Cr(t, $)f1(s,21(s), 2a(s))ds, ¢ € [0,T),
0 (4.1)

T
m(t):/o Gty 8) fols, 21 (s), 2a(s))ds, t € [0,T],

onde Gy e Go son as funciéns de Green asociadas a (L£1|p )~ e (La|g,) ", respectivamente.

Deste xeito, estudaremos a existencia de solucién do sistema diferencial orixinal, ou equivalen-
temente do sistema de ecuaciéns integrais (4.1), aplicando os resultados de teoria de punto fixo

tratados no capitulo anterior ao operador integral en espazos produto co seguinte aspecto
S=(851,8): X xX —XxX
{z = (21,22)} — {Sx = (S12,527)},
onde X := (C([0,T];R), || -||so) é 0 espazo de Banach das funciéns continuas coa norma do supremo

S1z = Si(x1,m2) : t € [0,T] — S1(x1,22)(t) = /OT Gi(t, s)fi(s,z1(s),z2(s)) ds, e

Sox = Sa(x1,22) : t € [0,T] = Sa(x1,22)(t) = /OT Ga(t, s) fa(s,x1(s),z2(s)) ds.

4.2 Existencia de solucién para sistemas diferenciais e integrais

Neste punto, empregaremos os resultados mencionados na introducién deste capitulo para obter
condicions de existencia de solucidéns con compofnentes positivas en sistemas diferenciais de segunda
orde con condiciéns periddicas (xeneralizando a sistemas o traballo presentado en [12]) e en sistemas
con condiciéns Robin (guidndonos polos resultados establecidos en [416]). Asi mesmo, seguindo

[40], introduciremos resultados de existencia para sistemas integrais da forma (4.1).
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4.2.1 Soluciéns peridédicas con componentes positivas para un sistema diferen-

cial de segunda orde
Estudaremos aqui baixo que condiciéns conta con solucién non trivial un sistema de ecuacions
diferenciais de segunda orde con condiciéns periédicas da seguinte forma

) )7x2(t))7 le [07T]7
Jr2(t) = fa(t, 1(t), 22(t)), t€0,T],

onde T € R, , as aplicaciéns f1, fo : [0,7] x R? — R son continuas e ap € LP*([0,T];R) con
1 < pr < 0o para cada k € {1,2}.

Asumiremos en todo momento que, para cada k € {1, 2}, os problemas homoxéneos

zy(t) + ar(t)zx(t) = 0, t € [0,7],
2x(0) = 2x(T),  3,(0) = 23, (T),

(4.3)

son non resoantes, é dicir, a stia Unica solucion é a trivial. Nestas circunstancias p6dese probar
que, baixo certas condiciéns sobre ay € LP*(]0,T];R), a funciéon de Green G}, correspondente ten
signo constante en [0,7] x [0,T]. Tales condiciéns poden consultarse en [12] e varian en funcién
do valor que toma pg. Cando ay € L*°(][0,T];R), ou en particular a; € C([0,T];R), sabemos que

a funcién de Green ten signo constante se satisfai algunha das seguintes condiciéns
(¢1) ax(t) <0 para todo t € [0,T] e aj é negativa nun conxunto de medida non nula.

(%2) ar(t) > 0 para todo t € [0,T], aj é positiva nun conxunto de medida non nula e

laxll < (5)°.

Cando se satisfai (%71) temos que Gg(t,s) < 0 para todo (t,s) € [0,T] x [0,T] e cando se satisfai
(¢2) que Gi(t,s) > 0 para todo (¢,s) € [0,T] x [0,T].
Observacion 4.3. No caso de termos unha funcién constante ax(t) = n? con n € (0, %), a funcién

de Green G}, serd positiva.

Por outra parte, e como pofiiamos de manifesto na secciéon anterior, as soluciéns do sistema
(4.2) correspéndense cos puntos fixos do operador integral S = (S1,82) : X x X — X x X, onde
X = (C([0,T];R),| - [|so) é 0 espazo de Banach das funciéns continuas coa norma do supremo,
dado por

T
Si(z1,22)(t) 3:/ Gi(t,s) f1(s, z1(s), z2(s))ds, t€[0,T],
0 (4.4)
T
81($1,$2)(t) = A GQ(t7 S)f?(swrl(s)axQ(S))dS? te [07T]7
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onde Gy, é a funcién de Green asociada a (Lg|p,)~! con L o operador diferencial

Ly, Cz([O,T];R) — C([OvT];R)
{z:t€[0,T) = z(t)} — {Lrx:t €[0,T] = Lra(t) =2"(t) + ar(t)z(t)} ,

e [}, = {x € C*([0,T);R) : 2(0) = =(T), 2/(0) = 2/(T)} é o subespazo vectorial pechado de
C2([0,T];R) ao que restrinximos L.
Observacion 4.4. A funcién de Green asociada a (Ly| Fk)_l pode probarse continua, como pode

consultarse en [5, Seccién 1.4].

Buscaremos os puntos fixos do operador S restrinxido ao cono P; X P, onde para cada
ke{1,2}

)

Py = {xk € C(0,THR) : min, o4(f) 2 CkakHoo} )

con ¢ = min{%, %—:}, sendo

mg = min Gp(t,s) e Mp:= max Gyl(t,s).
t,s€[0,7 t,s€[0,7

Observacion 4.5. Observamos que cando Gy € positivo se ten que 0 < my < M} e polo tanto
cp = X}—i € (0,1) e cando G}, é negativo, entén my < My < 0 de onde ¢ = %’: € (0,1).
Observacion 4.6. Fixado k € {1,2}, sabese [42] que cando ay(t) = —n?, para n; € (0,00), os
valores minimo e maximo da funcién de Green venien dados por

nT
1—emwTl e 2

== - M e —

(4.5)

e cando ai(t) = 0, para ni € (0, 7), por

1 T 1
my, = — cot (7”“) L My=—— . (4.6)
21 2 2ngsen ("’“T)

Para estar en condiciéns de aplicar os resultados do capitulo anterior precisamos que S|p, x p,
sexa un operador compacto que aplica o cono P; X P> en si mesmo. A continuacién probaremos que
a continuidade das funciéns de Green e das f; nos permite asegurar a compacidade requirida. Asi

mesmo, veremos tamén que baixo certas condiciéns podemos garantir que S(P; x Py) C Py X Ps.
Proposicién 4.7. Se f = (f1, f2) € C([0,T] x R%;R)2, entén o operador S dado por (4.4) é

compacto.

Demostracion. En primeiro lugar, vexamos a continuidade de S§. Farémolo vendo a sda
continuidade secuencial. Sexan {x,,}nen C C([0,7]; R)? unha sucesiéon e x € C([0, T); R)? tales que
z, — x en C([0,T]; R)?, isto é

[2n — || = max{[|z] — 21|, l25 — z2l[cc} —— 0.
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Vexamos que Sz,, — Sz en C([0,T];R)2. Posto que x,, — x en C([0,T];R)? e para cada k € {1,2},

a funcién fi é continua, é claro que fi(-,zn(-)) = fe(-,z(+)) en C([0, T]; R) ou equivalentemente

Deste xeito dado € € R, existe N € N de forma que para cada n € N tal que n > N} se ten que

g

1fx(2n () = fr(s () lloe < T

onde M, = max . ge(o,7)2 |Gk (L, )|, que existe pola continuidade de Gy. Polo tanto, para cada
n € N tal que n > N temos

| " Gt ) i (5,20(s)) — fils,(s)] ds

”Skl‘n — Skaoo = Imax
te[0,T]

T
< max / Gr(t, )] |fi (5:2n(5)) — Fio(s, (s))] ds
0

te[0,T

T
< e [fi(s.20() = fu(o.a(s)] ma [ [Gilt)lds <.

asi pois, tomando N = max{Nj, No} temos que para cada n € N tal que n > N
|Szy, — Sz|| = max{||S1z, — S17|c0, [|S2xn — S2z||o } < €,
atopando o que buscabamos.

2 un subconxunto

Agora vexamos que § é un operador compacto. Sexa U C C([0,T];R)
limitado e vexamos que S(U) é relativamente compacto. Empregaremos o teorema de Ascoli-
Arzeld [4, Theorem 4.25], polo cal un subconxunto das funciéns continuas uniformemente limitado

e uniformemente equicontinuo é relativamente compacto.

Comezamos vendo que S(U) é uniformemente limitado. Como U é limitado, existe R € R
tal que se x € U entén ||z]| < R. Por outra parte, para cada k € {1,2}, como f; é continua en
[0,T] x Bgz2[0, R], estd limitada por un valor Si € Ry. Deste xeito, dado y € S(U) existe x € U
tal que y = Sz, e ademais para cada k € {1,2} temos

T ~
< max [ |Gult,s) (s, w(5))|ds < TLLSp.
t€[0,7] Jo

T
/0 Gi(t, 5) fu(s, 2(s))ds

= a.
k]l oo max

Deste xeito, é claro que o conxunto {y(t) € R% : t € [0,T],y € S(U)} estd limitado por
o= max{TMlSl, TMQSQ} e, por definicién, S(U) é uniformemente limitado.

Antes de probar a equicontinuidade de S(U) veremos que, para cada z € C([0,T];R)?, a
aplicacién Sz é uniformemente continua. En efecto, como z € C([0,T];R)?, existe R € R, tal
que [|z]|oc < R. Ademais, como para cada k € {1,2}, fx é continua en [0,7] x Bp2[0, R], esta

estard limitada neste conxunto por certa constante S € Ry. Sexa agora € € Ry, como para cada
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s € [0,T] sabemos que Gi(+, s) é continua no compacto [0, 7] e asi uniformemente continua, existe
0 € Ry tal que se t1,ty € [0,T] son tales que |t; — ta]| < J, entén
Gy(t1, s) — Gr(ta, s)] < —
kU1, k\t2, TSka

e, xa que logo, para cada k € {1,2} temos que

T
|Skx(t1) — Spa(te)| = |/0 (G, (t1,5) — G (t2,5)] fu(s, z(s))ds

T

T
S/O (Gr(tr,8) = Grlte, )l | fils, 2(s))lds < | TS |[fi(s, x(s))| ds = ¢,

de onde podemos concluir.

Chegados a este punto, que S(U) é uniformemente equicontinuo tense de observar que para
cada x € U, como este conxunto é limitado, podemos tomar unha mesma cota Sy € Ry para fi
(k =1,2) de xeito que no razoamento visto anteriormente de que a funcién Sz é uniformemente
continua, o § non depende do z € U. Asi, o que temos é que dado € € R, existe § € Ry de xeito
que se t1,t2 € [0,7] son tales que |t; —to| < 0, entén ||y(t1) — y(t2)|| < € para todo y € S(U). Isto

é, S(U) ¢é uniformemente equicontinuo. O
Proposicién 4.8. Suporiamos que se satisfai algunhas das sequintes condiciéns para cada k € {1,2}
(a) se Gy é positivo, enton fi, € non negativa;
(b) se Gy € negativo, enton f, é non positiva.
Entén o operador S leva o cono Py X Py en si mesmo.

Demostracion. Sexa (x1,22) € Py X Py e para k € {1,2} suponiamos que Gy, é positivo. Entén

temos para cada t € [0,7] a seguinte cadea de desigualdades en virtude da hipétese

T
Sk(xl,azg)(t):/o Gu(t, ) [ (5, 21(5), 2a(s))ds

maxte[O’T} Gk (t, S)

fr(s,21(s), w2(s))ds

T
> G
- / tsréuonT] k(s maxy sef0,7] Gk(t, 5)

/ P Gi(t, 5).fu(s, 21(s), 22(s))ds = %Hsk(xl,mwoo

= c;[|Sk (21, 22) || 00,
de onde se ten claramente que Si(z1,22) € Pg.

Por outra parte, se G, é negativo, entén a correspondente cadea de desigualdades para t € [0, T

é a seguinte
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T
Sila1, 22)(t) = /0 Gilt, 5) fi(s,21(s), 22(5))ds

T 1 t
. max Gi(t.s mingep, 7] Gr(t, s)

0 ts€[0,1] mintse[O’T] Gk(t, S)

fr(s,z1(s), z2(s))ds
M,
/ i Gt 5)fu(s. 1 (s). a(s))ds = K|S0, 22) o
= || Sk(x1, 22)]| 00>

e do mesmo xeito temos que Sk(x1,x2) € P. ]

A continuacién presentamos un primeiro resultado que impén condiciéns sobre as funciéns
fr (k=1,2) suponendo que as funciéns de Green son positivas. Baixo as hip6teses deste novo

resultado poderemos garantir que o operador integral S dado por (4.4) se atopa nas condiciéns do
Teorema 3.15.

Teorema 4.9. Suporiamos que para cada k € {1,2} estamos nas condicions nas que Gy,
é positivo e fi é non negativa. Se existen Ty, R € Ry tales que 0 <1, < R (k=1,2) e

para cada k € {1,2} se satisfai algunha das sequintes condicions

1

(Z) fk(t,l’l,l’Q) > — Tk, para cada S [Ck'rkvrk]? Z g € [erjaRj]v (.] 7é k)? te [OaT]7 €
kaCk

1
ATtk para cada xy, € [cx Ry, Ri, x5 € [cjry, Rj], (j # k), t € [0,T);
k

fr(t,x1,22) <

(id) fu(t, z1,22) <

1
xk, para cada Ty € [ckry, k), x5 € [cjry, Rj], ( # k), t €[0,T], e
M. T

1

fr(t,z1,29) > xk, para cada xi € [cx Ry, Ri), x; € [cjrj, Rj], (j # k), t € [0,T],
kaCk

enton, o problema (4.2) ten polo menos unha solucion positiva (x1,x2) tal que Ty < ||Tklloo <
R (k=1,2).

Demostracion. Xa sabemos que o operador S aplica o cono en si mesmo e que é compacto.

Consideremos a sta restricién a (P1)y, g, X (P2)r,R,- Probemos o caso no que se ten a condiciéon

(1) nas dias componentes.

Se zj, € Op,(Pi)r, € zj € (Pj)r; g, entén temos que |[zxlloc = ri, cure < ap(t) < 73 €
¢;rj < xj(t) < R; para cada t € [0,T]. Aplicando a condicién (i) temos que

T T
S, 22)(t) = /0 Gi(t, 5) fiu(s, 21(s), wa(s))ds > my /O Fu(s, w1(s), wa(s))ds

1 T
> —/ zp(s)ds > 1, = ||xk||eo, para cada t € [0,T7],
Tcy Jo

e de aqui é claro que [|Sgx|loo > |2kl Para ||2k]|0o = i, zj € (P; )i R; (j #k).
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Por outra parte, se v, € Op, (Pr)r,, € Tj € (Pj)r; r; enton ||zl o = Ry, cpRie < zp(t) < Ri e
¢;rj < xj(t) < R; para cada t € [0,T] e por (i) temos

T T
Sk(x1, 22)(t) :/ Gr(t, s) fr(s,x1(s),z2(s))ds < Mk/o fr(s,z1(s), x2(s))ds

0

1 T
< T/ zi(s)ds < Ry = ||zk||o, para cada t € [0,T],
0

e ast [[Spzlloc < [[2klloc Para [[Tk]loc = Ri, @5 € (Pj)r,,1, (7 # k).

Esté pois o operador S nas condiciéns da Version Compresion-compresion do Teorema 3.15 e

ten un punto fixo (z1,22) € (P1)r,.R, X (P2)ry.R, que é unha solucién do problema (4.2). O

Observacion 4.10. Observamos que no teorema anterior, o motivo polo que pedimos que para
cada k € {1,2} a funcién fj sexa non negativa en todo o seu dominio é para poder garantir que o
operador S leva o cono en si mesmo, como afirma a Proposicién 4.8. En realidade, no contexto

deste resultado, é suficiente con pedir
fr(t,x1,22) > 0, para cada t € [0,T] e (x1,22) € [c171, R1] X [cara, Ra), (4.7)

para termos que S((P1)r.r, X (P2)ry.r,) C P1 x Py e poder aplicar o Teorema 3.15, concluindo

igualmente o resultado.

En efecto, se (z1,72) € (P1)r,.r; X (P2)ry.r, claramente cxry < xi(t) < Ry para t € [0,T] e

de aqui, fixado k € {1, 2}, por estar supofiendo que G}, é positivo e que se satisfai (4.7) temos que
Sk(z1,22)(t) > ck||Sk(z1, x2)| 0o para cada t € [0,T].
Logo Sk(z1,x2) € P, como na Proposicién 4.8.

Exemplo 4.11. Probaremos con axuda deste resultado que existe unha soluciéon 27-periédica

con componentes non triviais para o sistema

2 (t) + %x(t) = %sen@(t)) +93(t) + % +2, teR,

1 (4.8)
y'(t) + 5y(t) = y*(1), teR.
Probar a existencia dunha solucién 2mw-peridédica deste sistema equivale a probar a existencia

2
de solucién dun problema de fronteira da forma dada por (4.2) onde T = 27, a;i(t) = (%) ,

2
as(t) = (%) e as funciéns f1 e fo vefien dadas por

3 t
fui(tz,y) €[0,T)xR® = fi(t,z,y) = sen(z) +9° + 5— +2, e

fo: (t,z,y) €10, T] x R? — fo(t,z,y) = v
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Observamos que para cada k € {1,2}, a funcién de Green Gy, é positiva en virtude do sinalado
na Observacion 4.10. Ademais, os valores minimo e maximo destas funciéns no seu dominio venen

dadas polas férmulas en (4.15), resultando

my =2, M1:2\/§7 mQ:?? eMQZ\/g7
de onde ¢ = 7+ = QQeCQZAmTz:%.

Tomemos 1 = 1, Ry = 64w, ro = ﬁ e Ry = 1. Temos claramente que, para cada k € {1,2}
2 1
fr(t,z1,22) > 0, para cada t € [0,27] e (z,y) € [{,64%1 X [8’ 1] ,
T

polo que, en virtude da Observacién 4.10, temos que S ((P1)1764,r X (?2)%71) CPxPeo
operador S é compacto.

Vexamos agora que para k = 1 se satisfai a condicién (i) do Teorema 4.9, isto é, que se tefien

2 2 1
filt,z,y) > {x, para cada x € [\2[,1] VRS [8,1} ,t€10,27], e
T T

2 1
filt,z,y) < \8[3:, para cada x € [32v/2r,647], y € [8’ 1] , t € [0,2m].
T T

En efecto, e posto que sen(x) € (0,1] para cada = € [@, 1}, se fixamos ¢, € [0,27] e y, € [S%F, 1}
é claro que

3 t 2 2
filto, z,90) = Qsen(x) + 93 + 2—0 +2>2> {x, para cada x € [\g, 1] , e que
T T

3 t 2
filto, z,90) = §sen(x) + s+ 270 +2<6< gfx, para cada z € {32\@77, 64%} .
™ T

Finalmente, temos que para k = 2 se satisfai a condicién (i7) do mesmo resultado. E dicir,
temos que

1 1 2
fQ(t,:Z:,y) S \/§y7 para cada ) € |: ) :| , T S f
67 8’ 4rw

5 ,64%] ,t €[0,27], e que

2v/3 1 2
fa(t,z,y) > \—[y, para cada y € {, 1] ,x € £,647T , t €]0,2n].
3T 2 2
Isto é claro pois, independentemente dos valores que tomen t e x temos claramente que

y <

3 1 1 2v3 1
i, para cada y € {, ] ey > i, para cada y € |:a 1] :
67 8’ 4w 3r 2

Podemos pois concluir a existencia de solucién 27-periddica para o sistema coas diias com-

pofientes positivas. Ademais, sabemos que tal solucion (z,y) € Py x Py satisfai que 1 < ||z < 647
e gr <yl < 1.
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Facemos notar que non estamos a aplicar o Teorema 4.9 como tal, pero si debilitado ao ter en
conta a Observacién 4.10. A funcién f; non é non negativa en todo o seu dominio. Porén, f; é

non negativa no conxunto [0, 27| x [g, 647r} X [8%, 1], e isto resulta suficiente.

Un resultado analogo ao Teorema 4.9 pode probarse cando as funciéns de Green son ambalas

duias negativas.

Teorema 4.12. Suporiamos que estamos nas condicions nas que para cada k € {1,2}
temos que Gy, € negativa e f é non positiva. Se existen ry, Ry € Ry tales que 0 < rp < Ry

(k=1,2) e para cada k € {1,2} se satisfdi algunha das sequintes condicions

1
(Z) fk(t,ﬂfl,xQ) < a5 o Lk, para cada Ty € [Ck‘rkvrk]’ Z g € [erjaRjL (] 7é k)) te [OvT]a €
MkTCk
1
fk‘(tyxth) > ﬁxka para cada T € [CkRkaRk]v Ly € [Cj’l"j,Rj], (] 7é k)’ te [OvT]a
k
1

(Zl) fk(t, Z1, LL’Q) Z

Txk, para cada xy € [cxri, k), T; € [¢jr;, Rj], (7 # k), t € [0,T], e
my

fk(t7$17x2) S

xk, para cada xi € [cx Ry, Ri), x5 € [¢jr;, Rj], (j # k), t € [0,T],
MkTCk

enton, o problema (4.2) ten polo menos unha solucion positiva (x1,x2) tal que T < ||Tklloo <
R (k=1,2).

Demostracion. Probaremos o caso no que se ten (i) para k = 1 e (i7) para k = 2.

Sexa x1 € Op,(P1)y, € x2 € (PQ)TQ’RQ. Entén [|z1]co =71, c171 < 21(t) < 71 € corg < xa(t) <
Ry para cada t € [0,T] e asi, por (i) temos que

T T
Sl(xl,xg)(t):/o Gl(t,s)fl(s,xl(s),xg(s))dsZ/O M fa(s, 21(s), 22(s))ds

1

T
> —/ x1(s)ds > r1 = ||z1]|o, para cada t € [0,T],
Tecr Jo

e de aqui ||S17lco > ||71]|co Para ||21]jc = 71 € T2 € (P2)ry Ry

Se ademais =1 € Op,(P1)r, € T2 € (P2)ry.Ry, €nton [|Z1]oc = R1, aaR1 < x1(t) < Ry e
cory < x9(t) < Ry para cada t € [0,T]. De aqui novamente por (i) temos

T T
S1(w1, w2)(t) = /0 Gi(t,8) f1(s, z1(s), 22(s))ds < /0 ma fi(s, 1(s), w2(s))ds
1 T
< f/ z1(s)ds < Ry = ||z1]|oc, para cada t € [0,T],
0
logo [|S17(|cc < [[21]lcc Para [[z1]c = Ri € @2 € (P2)ry R,

Por outra parte, ao satisfacerse (ii) para k = 2 se tomamos xa € dp,(P2)r, € 1 € (P1)r,.Ry,

entén satisfdise que ||x2||cc = 12, core < x2(t) < r9 e c1rp < x1(t) < Ry para cada t € [0,T] e asi
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T T
S, ) (t) = /0 Ga(t,5) fo(s, 21(s), ma(s))ds < /0 Mo fo(s, 21(s), 2a(s))ds
1 T
< f/ x9(s)ds < ro = ||x2||o, para cada t € [0,T],
0
polo que, directamente se ten que [|S2x |00 < ||22]|oo Para ||22llcc = 72 € 21 € (P1)ry Ry -

Finalmente, se zo € Op,(P2)r, € x1 € (P1)r, .k, temos que ||z2]|cc = Ra, caRo < x2(t) < Ry e
c1r1 < z1(t) < Ry para cada t € [0,7T] e asi

T T
Sa(x1, x2) (1) :/0 Ga(t, s) fa(s,z1(s), z2(s))ds Z/o Mo fo(s,z1(s), x2(s))ds
1 T

> — [ xa(s)ds > Ry = ||x2||cc, para cada t € [0,T7,
Ty Jo

polo que, || S22 |loo > ||Z2]loo Para ||z2|lcc = R2 € x1 € (Fl)m,Rl-

Acabamos de ver que o operator S se atopa na Version Compresion-expansion do Teorema 3.15
e temos pois un punto fixo do mesmo (z1,x2) € (C([0,T];RL), || - [[00)? tal que rp < ||z |lco < Rk

(k =1,2) que se corresponde, como sabemos, coa solucién do problema (4.2) buscada. ]

Observacion 4.13. Novamente, no contexto do teorema anterior, se para cada k € {1, 2} relaxamos

as condiciéns sobre as funciéns f pedindo soamente que
fr(t,z1,229) <0, para cadat € [0,T] e (x1,x2) € [c171, R1] X [care, Ra],

e non sobre todo o seu dominio, podemos ver que S((P1)r, g, X (P2)ry.r,) C P1 x Py e ter

igualmente a tese do resultado.

Tamén podemos estar en condiciéns de que unha das funciéons de Green sexa positiva e a
outra negativa. Enunciamos o correspondente resultado debilitado, tendo tamén en conta as
Observacions 4.10 e 4.13.

Teorema 4.14. Suporiamos que para un k € {1,2} a funcion Gy, € positiva e para j € {1,2},
Jj #k, G; € negativa e que ademais existen ri,72, R1, Ry € Ry tales que r1 < Ry, r2 < Ry
e que

Jr(t,x1,22) >0, para cadat € [0,T], (w1,22) € [c171, R1] X [car2, Ra];
fi(t,x1,22) <0, para cada t € [0,T], (x1,22) € [c171, R1] X [cara, Ra].

Se para a componente k se satisfan algunha das condicions (i) ou (ii) do Teorema 4.9
e para a componente j se satisfdn algunha das condicions (i) ou (ii) do Teorema 4.12,
entdn, o problema (4.2) ten polo menos unha solucién (x1,x2) tal que r1 < ||z1|lcc < Ry e
T2 < ||72lc0 < Ro.
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O Exemplo 4.11 pon de manifesto o laborioso que pode chegar a ser realizar a comprobacién das
condiciéns nestes resultados. A continuacién veremos que non é necesario conecer explicitamente
o valor de my e My (k = 1,2) se se asume un comportamento asintético das funciéns fi para
k € {1,2}. Antes de enunciar os resultados correspondentes introducimos a seguinte notacién
para k € {1,2}

Godos = lim TEBTLT) ey gy SelbTne2) (4.9)

zp—0t Tk Tg—>r—+00 Tk

Corolario 4.15. Suponamos que para cada k € {1,2} a funcion de Green Gy € positiva e

fi 0 [0,T] x RZ — R € non negativa.

Se para cada k € {1,2} se satisfdi algunha das sequintes condicions

(1) (fr)o+ = +00 € (fk)+oo =0 uniformemente parat e x;j(j # k);
(i) (fr)o+ =0 € (f&)+oo = +00 uniformemente para t e x; (j # k),

entdn o problema (4.2) ten unha solucion (x1,x2) tal que ||xgl|o >0 (k=1,2).

1
myTc

Demostracion. Probemos o caso no que se ten (¢) para cada k € {1,2}. Ent6n para € Ry,

existe r, € Ry de xeito que

fk:(ta x1, 1'2) >
Tk — mpTc

, para todo zy € (0,74], z; € Ry, t € (0,77,

e de aqui
1

t >
fu(t,x1,22) > -

xy, para todo zj € (0,7%], z; € Ry, t € [0,T].

Por outra parte, para ﬁkT € Ry existe Ry € R4 (podemos asumir que r;, < Ry) de xeito que

t 1
I ’Zj’xz) < VT para todo xj € [ Ry, 00), z; € Ry, t € [0,T],
e de aqui
1
Jr(t,x1, ) < AL Sk para todo xy € [cxRi, 00), ; € Ry, t € [0,77.
k

Satisfaise pois a condicién (i) do Teorema 4.9 para cada k € {1,2} e asi, existe unha solucién

do problema (4.2) coas componentes positivas. O

Observacion 4.16. Claramente, as condiciéns no Corolario 4.15 son mais sinxelas de comprobar
que as condiciéns no Teorema 4.9. A cambio, observamos que a tese do corolario nos aporta menos
informacién sobre a solucién que a do teorema. O corolario sé nos aporta informacién sobre a
existencia de solucién coas dias compofientes positivas mentres que o teorema nos proporciona,

ademais, unha estimacién en norma de cada unha delas.
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Observacion 4.17. O Exemplo 4.11 non estd nas condiciéns do Corolario 4.15 ao pensarmos
f1|[0,27r}x]Ri e f2|[072ﬂxR2+. En efecto, non se satisfai que (f1)4+00 = 0 uniformemente para ¢ e y,

pois en tal caso existiria M € Ry (que podemos suportier tal que M > 1) de xeito que

3 5t 2
7M+y—+—+— < 1, para todo t € [0,27], y € Ry e z € [M, 0),
2 =z r 2tx x

e isto non é certo. Para velo abondaria con tomar, por exemplo, xt = M, y =3M et = 0.
Exemplo 4.18. Consideremos o sistema de ecuaciéns

2"(t) + a1 (t)z(t) = Ax(t) + sen?(y(t)), tER,
y"(t) + az(t)y(t) = By"(t), teR,

(4.10)

con ai,az € C([0,T];R) satisfacendo a condicién (%2) para un certo valor 7' € Ry, A, B € Ry,
a€el0,1),epn>1.

Sabemos que baixo estes supostos a funcién de Green GGj, do problema

zy(t) + ap(t)zi(t) =0, te[0,T],

(4.11)

é positiva no seu dominio [0,7] x [0,7] para cada k € {1,2}.
Pola sta parte, as funciéns
f1:10,7] x Ra_ — fi(t,x,y) = Az® +sen2(y(t)), e fa:[0,T] x Ri — fo(t,x,y) = By",
son tales que fi(t,z,y) > 0e fa(t,z,y) > 0 para cada (t,z,y) € [0,T] x R2.

Ademais, claramente, por un lado temos que

t,x, . _ sen? .
(f1)o+ == hrng M = hn(r)1+ Azt 4 7@) = 400 uniformemente para t e y, e
T—> €T r— T
t,x, . _ sen? .
(f1)400 := liril M = hril Azt 4 A = 0, uniformemente para t e y,
T—>1+00 €T T—>1+00 €T
mentres que, polo outro, temos
t,x
(f2)o+ = limJr hltz.y) = limJr By*~! =0, uniformemente para t e z, e
y—0 Y y—0
t,x, . _ .
(f2) 400 i= lirf M = hrf By*~! = 400, uniformemente para t e .
y——+o0 Y y——+oo

Estamos nas condiciéns do Corolario 4.15 pois satisfaise a condicién (i) do mesmo para fi
e a condicién (ii) para fo. Deste xeito, concliese a existencia de, polo menos, unha solucién

T-periédica do sistema (4.10) coas dias componentes positivas.
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Observacion 4.19. No exemplo anterior cambiemos a aplicacion fy pola seguinte
f3 000, T x RY = f5(t,x,y) = By,

onde Be R, A >0e p>1. Agora non podemos aplicar directamente o Corolario 4.15 porque
non existen uniformemente para ¢t e x os limites (f3)o+ € (f3)4oo. Porén, para todo e, M € R

(e < M) temos que

(f3)o+ = 0, uniformemente para t en [0,7] e para x en [e, M], e

(f5)+00 = +00, uniformemente para t en [0,T] e para x en [e, M].

En efecto, fixados e, M € Ry, (¢ < M), temos

lim max Byt = lim BMMy* ' =0, e

y—07t (t,2)€[0,T]x [e,M] y—0+

lim min Bz*y*~ ! = lim BeMyt ! = 40,
Y=+ (t,2)€[0,T]x[e,M] y—+oo

Isto, xunto co feito de que f; satisfai a condicién (i) do Corolario 4.15 é suficiente para que o

sistema modificado tena soluciéon, como pon de manifesto o seguinte resultado.

Corolario 4.20. Suponiamos que para cada k € {1,2} a funcion de Green Gy € positiva e
fr 2 [0,T] x RZ — R € non negativa.
Se se satisfai algunha das sequintes condicions

(1) (fi)o+r = +o0 e (f1)+o00 = 0 uniformemente para t e xo;
(i7) (f1)o+r =0 e (f1)+oo = +00 uniformemente para t e xa,

e, ademais, para cada e, M € Ry (e < M), denotando f;’M = fo

0.T)x[c,M]xR, S€ ten algunha das
segquintes
(4%) (f;’M)oJr =400 € (f;’M)Jroo = 0 uniformemente para t e x1;

(") ( QE’M)0+ =0 e QE’M)JFOO = +00 uniformemente para t e x,

entdn o problema (4.2) ten unha solucion (x1,x2) tal que ||xgl|o >0 (k=1,2).

Demostracion. Suponiamos que se satisfan (i) e (¢*). De (i) sabemos que existen r1, R1 € R4

con r1 < R; de xeito que

1
fit,z1, 20) > x1, para todo z1 € (0,7], 22 € Ry, t €[0,T], e
m1T01
1
filt,x1,22) < mxl, para todo x; € [c1R1,00), 2 € Ry, t € [0,T].
1

. R . .
Ademais, posto que se ten (f5'"'"")g+ = +oo uniformemente para t e x1, é sinxelo ver que

para € R, existe ro € R4 de xeito que

_1
moTco
1
mQTCQ

fo(t,z1,22) > x2, para todo xs € (0,72], 21 € [e171, Ry, et € [0,T].
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C1T1,R1)

Por outra parte, como (f, +00 = 0, para ﬁﬂ € R, existe Ry € Ry de xeito que

fo(t,z1,29) < xo, para todo xa € (c2Rp,00), x1 € [c171, R1], et € [0,T].

1
M>T
E claro que estamos nas condiciéns do Teorema 4.9, o que conclie a proba. ]

Observacion 4.21. No resultado anterior pédense intercambiar os requerimentos sobre f; e fo.

Conclusions similares 4s anteriores poden ser sacadas nos casos nos que ou ben as duas
funciéns de Green son negativas ou o é algunha delas. Enunciamos os resultados homoélogos ao
Corolario 4.15 para cada un destes casos. Obviamente, tamén poderiamos nestes casos debilitar

as hipdteses dos mesmos no senso do Corolario 4.20.

Corolario 4.22. Suponamos que para cada k € {1,2} a funcion de Green Gj é negativa e
fi 0 [0,T] x RL — R € non positiva.
Se para cada k € {1,2} se satisfdi algunha das sequintes condicions
(1) (fr)o+ = —00 € (fk)+oo =0 uniformemente parat e x;(j # k);
(1) (fe)o+r =0 e (fr)400 = —00 uniformemente para t e x; (j # k),

enton o problema (4.2) ten unha solucion (z1,x2) tal que ||xgl|c >0 (k=1,2).

Demostracion. Probemos o caso no que se satisfai (i) para k = 2 e (i7) para k = 1. Como

(f2)o+ = —o0, dado m € R_ :=(—00,0) existe ro € Ry tal que
fZ(ta':UlaxQ) 1
< 0 Ry, te0,T]. 4.12
o S WoTe P z2 € [0,72], z1 € Ry, t € [0,T] (4.12)

Por outra parte, de (f2)+00 = 0, para mLﬂ, € R_ existe Ry € Ry (que podemos suponer tal
que r2 < Rg) de xeito que

fa(t, 1, x2) S 1

T2 moT

, para x9 € [caRg,00), 1 € Ry, t € [0,T]. (4.13)

Observamos que de (4.12) e (4.13) se ten claramente a condicién (i) do Teorema 4.12 para
k=2

Ademais, posto que (f1)g+ = 0, para %ﬂ € R_ existe r; € R satisfacéndose

fi(t, x1, x2) - 1

o Z T para z1 € [0,71], z2 € Ry, t € [0,T], (4.14)
e como (f1)+c0 = —00, para ﬁ € R_ novamente existe R; € Ry (r1 < Ryp) tal que se ten
fit 21, 29) 1
< R T]. 4.1
p < WTer para z1 € [c1R1,00), z2 € Ry, t € [0,T] (4.15)

Asi pois, de (4.14) e (4.15) dedtcese directamente que se satisfai a condicién (i7) do Teorema 4.12
para k = 1. O
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Corolario 4.23. Suporiamos que para un k € {1,2} estamos en condicions de que Gy, € positiva

con fr non negativa e para j € {1,2}, (j # k), G; € negativa con f; non positiva.

Se para a compotiente k se satisfan algunha das condicions (i) ou (ii) do Corolario 4.15 e
para a componiente j se satisfan algunha das condicions (i) ou (it) do Corolario 4.22, entdén, o

problema (4.2) ten polo menos unha solucion (x1,x2) tal que ||zl >0 (k =1,2).

Exemplo 4.24. (Sistemas de ecuaciéns diferenciais singulares) Os resultados de existencia
propostos nesta secciéon impofien condiciéns sobre fi e fa en conxuntos da forma [0, 7] x [¢171, R1] X
[cara, Ro] C [0,T] x R2. Isto motivanos a aplicalos a casos nos que estas funciéns presentan
singularidades en x = 0 ou y = 0 e que, polo tanto, non estan definidas en todo R para estas
variables. Dado k € {1,2}, diremos que f : [0, 7] x Ri — R presenta unha singularidade en x = 0

ou y = 0 cando se tena que
lim |fx(t,x,y)| = oo, uniformemente para t e y, ou
z—0F

lim |fx(t,z,y)| = oo, uniformemente para t e x,
y—0t
respectivamente, e diremos que f; presenta unha singularidade na orixe cando

(x,yl)iiﬁo,o) |fi(t,x,y)| = oo, uniformemente para t.

O estudo da existencia de soluciéns periddicas para ecuaciéns diferenciais con singularidades
foi iniciado polos matemdticos Lazer e Solemini en [29]. Estas ecuacidns, conecidas como ecuacions
singulares aparecen en multiples aplicaciéns a modelos fisicos, de enxenaria, ou incluso bioléxicos,
como pode verse en [43]. Ademais das distintas aplicaciéns detalladas en [43], é habitual atopar
este tipo de ecuaciéns no estudo da mecanica celeste [9, 14, 36]. Un caso en particular de sobrado

renome consiste no problema dos N-corpos.

O teorema de Krasnoselskii clésico foi empregado en [10, 11, 31, 44] para demostrar a existencia
de solucién do problema periddico para sistemas de ecuacions diferenciais singulares que poden
encadrarse dentro do marco no que estamos a traballar, é dicir, na forma dada por (4.2) con
fre 1[0, T] x Ri — R para algin T' € R, e cada k € {1,2}. Empregaremos os resultados anteriores
para atopar novas condiciéns de existencia de soluciéns peridédicas con componentes non triviais

para sistemas deste tipo.

Supofiamos que temos o seguinte sistema de ecuacions

(1) + a1 (t)a(t) = ~1EEIO) — g, (¢ 2(1),y(t), tER,

y'(8) + az(t)y(t) = “2EHGIO) o, a(t),y(1),  tER,

(4.16)

onde a, # > 0 e para un determinado 7" € Ry, a; satisfai a condicién (%1), a2 a condicién (62) e

as aplicacions hq, ha, g1, g2 : [0, T] X Ri — R* son continuas con hy e hs limitadas.
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Neste caso, as nosas funciéns fi, fo : [0,7] X Ri — R venien dadas por

hl(taxay) h2(ta$ay)

fl(taxay):_ 7o _gl(tvxay) e fZ(t)$7y):T+92(tvxay)v

e posto que hi, ho, g1, go son non negativas, fi é non positiva e fo é non negativa. Ademais, como

ay satisfai a condicién (%) e a2 a condicién (%2), tamén sabemos que
Gi(t,s) <0, para todo (t,s) € [0,T] x [0,T], e Ga(t,s) > 0, para todo (t,s) € [0,T] x [0,T7],
sendo Gy, a funcién de Green do problema (4.11) con k € {1, 2}.

Se pedimos que as funciéns h; e he estean limitadas inferiormente por dous valores positivos,

denotemos estes por A e B respectivamente, entén
A B 9
fl(t,ZU,ZJ) < _:Uia € f2(t7:l:ay) 2 yigv para todo ¢ € [07T] € (:I:?y) € R—i—'

Isto implica que f; presenta o que na literatura se cofiece como singularidade atractiva en
x =0, isto é

lim fi(t,x,y) = —oo, uniformemente para t e y,
z—07F

e fo unha singularidade repulsiva en y = 0, é dicir
lim fo(t,z,y) = +00, uniformemente para t e .
y—07+

Claramente, de aqui tense que (f1)o+ = —oo uniformemente para t e y, e (f2)o+ = +00

uniformemente para t e x.

Se ademais pedimos que se satisfaga
(91)+00 = 0, uniformemente para t e y, e (92)+00 = 0, uniformemente para t e x,
é claro que
(f1)400 = 0, uniformemente para t e y, e (f2)+o0o = 0, uniformemente para ¢ e x,

de onde, aplicando o Corolario 4.23, obtemos a existencia de solucién peridédica coas duas

componentes positivas.

Caso particular: Estes razoamentos 1évannos a afirmar que o sistema de ecuacions singulares

dado por
2 —x = —72“;)35(1/) — 33t,
" 1, 1 Vity
Y 5Y = ey Tt

conta con, polo menos, unha solucién 2w-periddica coas didas compoinentes positivas.
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Observamos que na literatura mencionada non se estudan sistemas nos que as singularidades
son de diferente tipo en cada compoiiente como facemos nés aqui, pois a singularidade na primeira

comportiente é repulsiva e na segunda é atractiva.

Consideraremos agora dias modificaciéns do sistema (4.16) que nos permitiran engadir

singularidades nas dlias componentes e singularidades na orixe.

12 Modificacién: Cambiamos a funcién fo a f5 : [0,7] x R2 — R coa forma dada por

5 (t, 2, y)
f;(tv z, y) = QTu(t7 1’) + g;(ta Z, y)’U(t, JE),
onde 3 >0, h3, g5 : [0,T] x Ry — R son funciéns baixo as mesmas condiciéns que imporniamos

sobre hy € g2, e u,v : [0,T] x Ry — R son funciéns continuas.

E sinxelo comprobar que, por satisfacer h3 e g5 as mesmas condiciéns que ha e g2 € ser u e v

continuas, para calesquera €, M € Ry (¢ < M), denotando f;s’M = f;‘|[07T]X[57]\/[}><R+ temos que

yl—i>rg+ f;&M(t, z,y) = +oo e ( ;e’MMoo = 0, uniformemente para ¢ e z,

de onde, seguindo os razoamentos correspondentes aos feitos na proba do Corolario 4.20, se ten a

existencia de solucién T-periddica para o sistema que resulta de cambiar fs en (4.16) por f5.

Observamos que esta modificacién nos permite introducir singularidades adicionais na variable
x, pois a funciéon u poderia vir dada, por exemplo, por expresions do tipo
1 1 1 1
-~ ou ——
x N x? xp(t)

u(t,z) = , con 1 > 0 e p un polinomio sen raices en [0, T], entre outras.

Caso particular: O sistema de ecuacidns singulares dado por

o —p = —2eosl) _ 334
vl 1 t \/156””2
Yy T5y= (14+e=)y z2(¢2+1) + x2+1

conta con, polo menos, unha soluciéon 2w-periédica coas dias componentes positivas.

22 Modificacién: cambiando fo por fs [0,7] x R2 — R coa forma dada por

P ilQ(t,I’,y) N
t,x, = + t,x,y),

onde § > 0 e hg, g2 : [0,T] X R2 — R* son novamente funciéns baixo as mesmas condiciéns que
impofiiamos sobre hg e g2, temos agora unha singularidade na orixe. Este tipo de singularidades
atépanse de xeito natural en ecuaciéns que modelan fendémenos eléctricos e gravitacionais, apare-
cendo como resultado da derivacién dos correspondentes potenciais. Denotemos por A a cota

inferior de ho e por B a cota superior.
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Fixados e, M € R} (¢ < M) temos que

fQ(twrvy) > A

min +00
(tx)el0,T]x[e,M] Y (VM2 + y2)%y y—o+ ’
de onde se ten directamente ( f; ’M)0+ = +o00, uniformemente para ¢ e .

Asi mesmo, por outra parte, temos

max B2(t7$7y) < B 0
(t2)€0,T)x[e,M] y(v/22 + y2)0 — y(/e2 + y2)0 y—r+oo

que xunto co feito de que (§2)100 = 0 deixa claro que (f. 5 M)+Oo = 0, uniformemente para t e x.

De novo, aplicando razoamentos analogos aos da proba do Corolario 4.20, temos a existencia

de solucién T-periddica para o sistema que resulta de cambiar f, en (4.16) por fg.

Caso particular: O sistema de ecuaciéns singulares dado por

x' —

8

2 <
" _ +<;035(y) — 33t

t347t4+5 Viy

" 1,
Y +5y—m 2241

conta con, polo menos, unha soluciéon 2m-peridédica coas dias componentes positivas.

4.2.2 Soluciéns con componentes positivas para un sistema diferencial de

segunda orde con condicions de fronteira mixtas

Neste punto presentamos unha aplicacién a un sistema diferencial de segunda orde con condiciéns
de fronteira mixtas. Empregaremos a version homotopica do teorema de Krasnoselskii en espazos
produto na stia versién debilitada. Isto é, coas condiciéns no Teorema 2.4, no Teorema 3.23 e no

Corolario 3.24. Seguiremos as ideas introducidas en [46], as cales adaptaremos aqui para sistemas.

Traballaremos agora co sistema de ecuaciéns diferenciais

1(1) 0,
$@+b( 1(t), z2(t)) =0, te0,1], (4.17)
=0

Il
8
o~
—
=]
~
Il
X

[\
—~
—
~—

onde fi1, f2:[0,1] x RT x R™ — R son funciéns continuas.

Observacion 4.25. A continuidade das funciéns fi, k = 1,2 fai que estas satisfagan a seguinte

condicién.
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(¢1) Para cada R, Ry € Ry, existe SOII%,RQ € L*°(]0,1];R;) tales que
0< fk(ta IE1,ZL‘2) < @]I%l,RQ(t)’ para todo 1 € [Ole]a T2 € [OaRQ]v ete [07 1]
Seguindo a notacién introducida na seccién 4.1 do presente capitulo, o problema pode probarse

equivalente a un sistema de ecuaciéns integrais da forma (4.1), onde agora T =1e G1 = Gy =: G

é a funcién de Green asociada a (£|r)~!, sendo £ o operador diferencial

L:(CP([0,1;R), || - fle2) — (C([0,1]; R), || - [loo)
{x:te[0,1] = x(t)} — {Lx:te€]0,1] = 2"(t)},

e F o subespazo vectorial pechado de C2([0,1];R) dado por
F = {z € C*[0,1;R) : 2/(0) = z(1) = 0}.

Observacion 4.26. O operador linear L|p : F — L(F') é invertible. En efecto, abonda con ver

que o nucleo é cero para garantir a inxectividade. Temos que,
z €ker(L) & 2"(t) =0, parat € [0,1] & x(t) = c1t + co, parat € [0,1] e ¢1,c9 € R.

Asi, Ker(£) = {z € C?([0,1];R) : z(t) = c1t + co, parat € [0,1] con c1,c2 € R} e posto que
Ker(L|p) = FNKer(L), se x € Ker(L|r) entén z(t) = c1t + co para t € [0,1] e 2/(0) = (1) = 0,

o cal se ten unicamente se z(t) = 0 para t € [0, 1] e polo tanto Ker(L|r) = 0.

Imos a ver agora unha forma de atopar a funcién de Green G asociada a (L|r)~?, isto é,
ao problema de segunda orde con condiciéns de contorno tipo Robin. Para k € {1,2} fixado,

supofiamos que 3 € C2([0,1];R) é solucién do problema

xy (t) + fu(t,z1(t), z2(t)) =0, te€[0,1],
z3.(0) = zx(1) = 0.

Integrando sucesivamente dtas veces, atopamos
, 1 pr
2e(®) = an() = (1= 024(0) + [ [ fuls,wi(s),aa(s))dsabr
e substituindo as condiciéns de contorno
1 pr
xi(t) = /t /0 fr(s,21(s), x2(s))dsdr.

Fixado ¢ € [0, 1], a rexién de integracién é R = {(s,r) € R2:t <r <1 e 0 < s <r}. Deste xeito,

cambiando a orde de integracién, é claro que
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r A 1 1
2(t) = /0 / dr | fu(s, 21(s), 2a(s))ds.

max(s,t)

Ademais, se s < t, entén

1 1
/ dr = / dr=1-—t,
max(s,t) t

e se s > t, atopamos

=

Y
»

1 1
» ) . / dr=/dr=1—s.
Rexién de integracion R. max(s,t) s

Asi pois, a funcién de Green buscada estd dada por

1—t, se0<s<t<1,
G(t,s) =
1—s. se0<t<s<,

e as soluciéns do problema diferencial (4.17) correspéndense cos puntos fixos do operador S* =
(87,83) : X x X — X x X, onde X = (C([0,1];R), || - ||o0) dado por

Si(x1, 22)(t) := /01 G(s,t) fre(s,z1(s),x2(s))ds, te€[0,1], k=1,2.

e
SRS
SSRSXS. <>
SRS ESRSRERTS
SRS SRESRISRSIS
SSesieeetettesy
‘\s‘o
S

SO
SRR
SIARTRE
2 = “‘:‘:“:\“\
S, \‘\““ “w
SRRSO
Sy

Grafica da funcién de Green asociada ao problema diferencial de segunda orde con

condiciéns mixtas.

Observacion 4.27. Nétese que a funcién de Green é continua e tal que 0 < G(¢,s) < 1 para todo
(t,s) € [0,1] x [0,1].

Observacion 4.28. A continuidade da funcién de Green, xunto coa das funciéns f1 e fo, permiten
probar de xeito completamente andlogo a como faciamos na Proposicién 4.7 que o operador S* é

compacto.
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Para aplicar o resultado desexado, isto é, o Teorema 3.23, traballaremos coa restricion de &*

ao cono C' = C1 x (5, onde
Ci1 =Cy={z e C([0,1;R) : z(t) > 0 para todo ¢ € [0, 1] e = decrecente en [0, 1]}.

Observacion 4.29. Os conos C; e Cq, introducidos no Exemplo 3.27 (iii), preservan as relaciéns de

orde <, e <¢, sobre os seus elementos, respectivamente.

Proposiciéon 4.30. O operador 8* leva o cono C' = Cy x Cy en si mesmo.
Demostracion. Sexa x = (x1,x2) € C, entén, para cada k € {1,2} temos que
xr(t) > 0, para todo t € [0,1] e xj, é decrecente en [0, 1].

Fixado k € {1,2}, como fx([0,1] x Rt x RT) C R* e G(t,s) > 0 para todo (¢,s) € [0,1] x [0,1], é

claro que
1
Silere2)(t) = [ Glts)fuls,a1(s),22(s))ds 2 0, € [0,1]
0
Ademais,

t 1
Si(x1,22)(t) = /0 (1 —1)fr(s,21(8),22(8))ds —i—/t (1 —8)fr(s,x1(s),x2(s))ds, te€][0,1]

polo que, derivando con respecto a ¢, empregando a regra de Leibniz xeneralizada [41, Teorema 5]

e o teorema fundamental do calculo integral

GrSten2)(0) = (1= Ot (1), a(0) = [ fuls,r(s),ea(s))ds

— (1 =t) fr(t,x1(t), 22(t)) = — /Ot fr(s,xz1(s),x2(s))ds <0, te]0,1].
Logo Sf(x1,x2) é decrecente. O
Seguiremos as ideas en [16]. Para iso, introducimos o seguinte operador lineal compacto
M (C([0, 1 R), | - [loo) — (C([0, 1 R), |[ - [loo)
{z:te0,1] = 2(t)} — {Maz £ e[0,1] = Ma(t) = /01 a, s)x(s)ds} .
O resultado de existencia de solucién con componentes positivas para o problema (4.17) que

aqui probaremos vird dado en termos dos autovalores deste operador, relacionado con S* do

seguinte xeito

Si(x1, 22)(t) = M fi(t, x1(t), z2(t)) = /01 G(t,s)fr(s,x1(s),z2(s))ds t€[0,1], k=1,2.

Notacion 4.31. Denotaremos por A1 o maior dos autovalores de M, ¢é dicir, dos valores A € R tales

que Ax = Mz, e por uy = % o inverso do seu radio espectral.
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Observacion 4.32. Notemos que existe unha correspondencia entre as autofunciéons de M asociadas

a un autovalor \ e as solucién non triviais do problema

2"(t) + px(t) =0, te]|0,1],
2'(0) = z(1) =0,

para p = % E sinxelo comprobar que este problema de fronteira ten soluciéns non triviais

soamente cando p > 0. Ademais, é conecido que a solucién xeral da ecuacion diferencial neste

caso, esta dada por
x(t) = Acos(y/put) + Bsen(y/ut), A, BeR.

Substituindo as condiciéns de contorno z'(0) = z(1) = 0, obtemos que B=0e u = (5 + l7r)2,

1 € NU{0}. Asi pois, o radio espectral do noso operador M é \; = %, o0 seu inverso é p = %2 e

unha autofuncién asociada h(t) = cos (%), t € [0,1].

Estamos xa en condiciéns de enunciar e probar o resultado de existencia de solucién para
o problema (4.17). As condiciéns deste resultado vefien dadas en termos do radio espectral do
operador M e o comportamento asintético das funciéns fi e fo. Estas permitirannos ver que o
operador §* se atopa nas hipoteses do Teorema 3.23 cambiando os requirimentos sobre o cono

neste resultado por (1) na Observacién 3.26.

Teorema 4.33. Suporiamos que para cada k € {1,2} se satisfai a sequinte condicion
p1 < (fw)o+r < 400, e 0 < (fr)roo < 1, uniformemente para t, xj (k # j).

Entoén, o problema (4.17) ten unha solucion (x1,x2) tal que ||zl >0 (K =1,2).

Demostracion. Para k € {1,2} fixado, sexa ¢ € Ry tal que (fx)o+ > p1 +¢. Como

(F)osr = lim fr(t,x1, x2)

> p1 + € uniformemente para t, z; (k # j),
zp—0t T

existe 1, € Ry tal que se satisfai a seguinte condicién para cada zj € (0, rg]

Jr(t,z1,22) > (1 + )z, uniformemente para ¢ € [0,1], z; (k # 7). (4.18)

Sexa 17 € (0, ry]. Probemos que
z # Spx + ph, para todo ||kl =g, xj € Cj (k #j) e u> 0, (4.19)
onde h é a autofuncién de M con ||h||oc = 1 correspondente ao autovalor A;.

En efecto, suponiamos o contrario. En tal caso, existirfa € C' con ||zk|oc = 77 € > 0 de
xeito que xp = Sgx + ph. Asi
o

xp(t) > ph(t) e Mag(t) > pMh(t) = Eh(t), t €[0,1].
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Usando (4.18) temos
2k(0) = S5 (e1,22)(0) + h(6) = [ Glt,)fuls,a(s), () + (1)

> (u-+2) [ Glts)eals)ds + uh(t) = (ur + )Mar(t) + uh)

> (1 + a)ﬁh(t) + uh(t) > 2uh(t), teo,1].

Repetindo o proceso, atopamos ||zk||cc > np||h|lcc = np, para n € N, o cal é unha contradicién.

Por outra parte, sexa § € Ry (0 < 1) tal que (fx)400 < 1 — 9. Como

(fk)+oo = lim M

< g1 — ¢ uniformemente para t, z; (k # j).
Tp—+00 Tk

Enton, existe Ry € R4 (que podemos tomar 7, < Ry) tal que para cada xp > Ry

Jr(t,z1,22) < (1 — 0)zy, para todo t, z; (k # j).

Como f, satisfai a condicién (47), para cada R; € Ry (k # j) existe unha funcién ¢k, LRy €
L*>([0,1];R4) tal que

fr(t,z1,22) < qblf;il,RQ(t), para todo zy, € [0, R, z; € [0, R;] (k # j) e t € [0,1].

Deste xeito

fr(t,x1,29) < (g — 0)wk + (b]]C:th2 (t), para todo =y, € Ry, xj € [0, R;] (k # j) et € [0,1]. (4.20)

1

Ademais, por ser o O radio espectral de M, existe

1 —1
I— /\/l) :
(m -0
Definamos para cada k € {1,2}

1 k k 1 -1 Ck
Ck:/o Ok (s)ds e Ty = (M1—51_M> (M1—5>'

Vexamos agora que para cada R} € (RE, o) temos

Spx # Az, para todo ||zg|le = Ry, j € (aj)r;,R]*. (k#j)eA>1. (4.21)

En efecto, do contrario, existiria x € Er*,R* tal que ||zl = R} e A > 1 tal que Azj, = Sjz.

De aqui, empregando (4.20) temos

zi(t) < Az (t) = Spa(t) = /01 G(t,5) fr(s, x1(s), x2(s))ds < (pn — ) May(t) + cx, ¢ €10,1],

o cal implica

(et -
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Observando que o operador M = (u; — §) M satisfai M(Cy) C Cy e que o seu radio espectral é

:'Ull_(s

A = (g — O
1 (,Ul ) 1 i

<1,

podemos aplicar [45, Lemma 4.1] obtendo

zp(t) < (Ml_gl_M>l (mci 5), telo,1].

Asi pois, ||lzx|le < RE < R, o cal é unha contradicién.

Para concluir, cémpre fixarse en que o operador S* satisfai as condicions (4.19) e (4.21). Logo
podemos aplicar o Corolario 3.24 coa Observacién 3.26, pois os conos Cj, satisfan () para cada

k € {1,2} e as{ S* ten un punto fixo que é unha solucién do problema (4.17). O

Observacion 4.34. Cémpre salientar que o feito de ter conseguido calcular o indice de punto fixo
para a Version Compresion-compresion da versiéon homotopica débil do teorema de Krasnoselskii
permite que, no resultado anterior, non sé se poida garantir a existencia de soluciéns, algo
que tamén era posible co resultado de Precup [38, Theorem 2.1], senén que, ademais, se poida
determinar o valor do indice de §* no conxunto C;. g cando este non conte con puntos fixos na
sta fronteira. Ademais, cabe destacar tamén que o mesmo resultado baixo condiciéns maéis fortes

(Teorema 3.18) non permite empregar os argumentos utilizados na proba anterior.

Exemplo 4.35. O seguinte sistema de ecuacions diferenciais de segunda orde con condiciéns de

fronteira mixtas

2 (t) + yf;)r}rl + x(t) arctan(z(t)) =0, t € [0,1],
y'(t) + =ty +35 =0, te[0,1],
2(0) = a(1) = 0= ¢/(0) = y(1),
ten algunha solucién non trivial decrecente e coas diias compofientes positivas en virtude do

teorema anterior.

En efecto, as aplicaciéns fi, fo : [0,1] x RT x RT — R™ dadas por

t+1 t 1
t,r,y) = —— arcta e t,r,y) = — + =,
fl( CCy) y+1+$ r D(SU) f2( ny) e—x+1+3
son continuas e satisfan
(f1) lim L1 + arctan(z) = + ift t t
= lim ——— + arctan(xz) = 400, uniformemente para t e y,
1)o+ om0ty + 1 p Y
t+11 2
(f1)+00 = xglfoo y++1x + arctan(z) = g < % = 1, uniformemente para t e y,
(Foos = lim —— 2111 o i te para ¢
= lim ————— 4+ == = 400, uniformemente para t e x, e
2)o+ st e+ 1y 3y p
. t 1 11 .
(f2)400 = lim + —— =0, uniformemente para t e y.

y—+o0 e—x+1§ 3y



4.2. Existencia de solucion para sistemas diferenciais e integrais 101

4.2.3 Aplicaciéon da teoria de punto fixo en conxuntos estrelados: Soluciéns

con componentes positivas para un sistema de ecuacions integrais.

Buscaremos agora condiciéns suficientes para a existencia de solucions non triviais coas duias

componentes positivas para un sistema de ecuaciéns tipo Hammerstein da forma

21 (t) = /1 G (t, 5) fr(s, 21(s), a(s))ds, t € [0,1],
0 (4.22)

a(t) = /01 Gty 8) fo(s,21(s), 2a(s))ds, t € [0,1],
onde para cada k € {1,2} se satisfan as seguintes condicidns:
(%1) O nticleo integral Gy, : I? — R* é continuo (I := [0, 1]).
(¢») Existe un intervalo [a,b] C [0,1] e unha funcién @ : I — R tal que
dy, € LYI;RY), /b ®(s)ds > 0,
a
e unha constante ¢ € (0,1) satisfacendo

Gi(t,s) < ®i(s), paratodot, se€ I,
cxPr(s) < Gi(t,s), para todot € [a,b], s € I.

(¢3) A funcion fi : [0,1] x RT x RT — R ¢ continua.

Para probar a existencia de solucién do sistema de ecuaciéns integrais (4.22) aplicaremos

resultados de punto fixo sobre o operador 7 : K — K, T = (7T1,72) dado por

Ti(z1,22)(t) := /01 Gr(t,8) fr(s,x1(s), x2(s))ds, te€]0,1], k=1,2, (4.23)

con K := K; x Ky, onde K}, é o cono do espazo normado C(I;R) coa norma || - ||~ dado por

)

Kk:{xEC(I;R)::c(t)z()paratodotele n%iré]ac(t)chHxHOO}7 k=1,2.
te

Observacion 4.36. Baixo as condiciéns (%1)-(%3) o operador T estd ben definido. Isto é, leva o
cono en si mesmo e é compacto. A proba da compacidade é andloga &4 da Proposiciéns 4.7, mentres

que a invariancia do cono polo operador se deriva facilmente das condiciéns (%7)-(€3).

Definimos aqui, para cada k € {1,2}, o funcional céncavo ¢;, : Kx — R™ dado por

= i t
or() féﬁf}f( )s

asl como os conxuntos

(K)fE = {an € Ky - gr(ar) <mids (Kp)pt g, = (K \(E)ff, e Kfp = (K17 g < (K2));

TR T Tk ro,R?

onde 7, R € Ry son tales que rp < ¢, Ry (e polo tanto ry < Ry).
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Lema 4.37. O conzunto (Ky)f* é estritamente estrelado en Ky, para k € {1,2} fizado.

Demostracién. Fixemos k € {1,2}. E claro que

6Kk(Kk) C {(L‘ e Ky : trrfiré] xk(t) = Tk} =: L.
cla,

Deste xeito, tomando z € L e A € [0,1), temos que

A < 7k
i z(t) <k

Logo, por definicién, o conxunto (Kj)f#F é estritamente estrelado en K. O

Observacion 4.38. Pedimos que 1, < ¢ Ry para garantizar que (Kk)“”k C (Kk)g,,- En efecto, se
z), € (Kj)$k, entén

t) < i t) > .
nin, ap(t) S e nin, k() = cxllerlloo

Asi cgl|zk||0o < 7k, polo que
Tk
[2klloo < —= < Rp.
ck

Seguiremos as ideas en [40] para empregar agora a situaciéon (b) do Teorema 3.53 sobre o
operador 7T restrinxido a K, e obter condiciéns para a existencia de solucién do problema (4.22).

Antes de enunciar o correspondente resultado compre introducir a seguinte notacién

k= mln/ths s, By :max/ Gy(t,s)d k=1,2.
t€la,b]

Ademais, para ri, R € Ry tales que i < ¢ Ry fixados, denotamos para cada s €
R . Tk .
mk (S) ::mln{fk(saxlaxQ):rk§$k§CkarjgijRj(k#])}a k:172a

M,:’R(s) = max{ fy(s,z1,22) : 0 < <R, 0<2; <Rj(k#j)}, k=12
Teorema 4.39. Baizo as condicions (61)-(63), suporiamos que para cada k € {1,2} existen
re, R € Ry tales que rp, < Ry e ri < cp Ry, de zeito que se satisfan as sequintes condicions

(i) Aymp™(s) > ry, para cada s € [a,b); e (i) BpM]"(s) < Ry, para cada s € I.
Enton, o problema (4.22) ten, polo menos, unha solucion positiva (x1,x2) tal que

rp < ng(l‘k) e ||$k||oo < Ry, (kf = 1,2).

Demostracion. Sexa T : K(pR — K, T = (T1,7T2) o operador dado por (4.23). Imos ver que

para cada z € K, rr €k € {1,2} se satisfin as seguintes condiciéns

(%) Thx Ak, Tx se minge(qp) Tk () = 115 € (3%) Trw K, Tk s€ ||g]loo = i
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Deste xeito, T : Ff r — K atépase na situacién (b) do Teorema 3.53 e ten asi un punto fixo en

K r.r que se corresponde cunha solucién do problema integral (4.22).

Fixado k € {1, 2}, suponiamos que non ocorre (i*). Entén, existe x € KT R con minge(qp) Tk (t) =

r tal que Tpz <k, . Deste xeito

2n(t) > Toa(t) / Gi(t, 5) fuls, 21(s), 2a(s))ds, ¢ € [a,b].

En efecto, como Tpz <k, i, entén xp — Trx € Ki\{0}. Se existise t* € [a,b] tal que zx(t*) =
Trx(t*), terfamos minyepq 5 (2 — o) (t*) = 0 e asi posto que z —Tx € Ky, entén ||xg,—Tiz||o = 0,

de onde zp — Tz = 0, atopando unha contradicin.
Posto que x € F:ﬁR é tal que min,c(q 5 Tx(t) = 7k, é claro que 1y, < wp(t) < Z—]’z er; <xzj(t) < R;

(k # j) para cada t € [a,b]. Asi,

2u(0) > Tialt) = [ Gut:9)fuls () aalo)ds > [ Gult, ) fuls,w1(5),22(9))ds
Z/ Gr(t, s)mk (s)ds > —/ Gi(t,s)ds > 1, t€ [a,b],
o cal é unha contradicién con minggpq 5 % (t) = 7%-

De xeito similar, se (73*) non fose certo, existiria x € ffﬂ tal que ||zglloc = Rk € Thx >k, Tk
Asi
(1) < Toae(t) /ths)fk(s 21(s),wa(s))ds, tel,

e a desigualdade é estrita para algin t* € I. Como z € KSOR é tal que ||zk||co = Rk, podemos
asegurar 0 < z3,(t) < R, e 0 < z(t) < R; (k # j) para cada t € I. Deste xeito,

2r(t) < Tra(t) /ths)fk(s 21(s), 2a(s) ds</ Gty )M (s)ds
<Bk/0 Gk(t,s)dSSRk, tel,

de novo unha contradicién, agora co feito de que ||zk||coc = Ri. Observamos para concluir que, en

realidade, prébase que Tpx # K, @k se ||2k|lo = Rk- O

Observacion 4.40. Na proba do resultado anterior, no caso particular no que [a,b] = I, poderiamos

concluir o resultado substituindo a condicién (ii) pola seguinte
(ii*) BM;"(s) < Ry, para cada s € I, onde
~ R .
M, (s) = max{ fi(s,x1,22) : cxRr <z < Ry, 0 <z; < R; (k#j)}.
Neste caso, asegurariamos unha solucién positiva (x1,x2) para o sistema (4.22) tal que

e < pr(ar) e [|[2klloo < Rk,  (k=1,2).
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Observacion 4.41. As condiciéns impostas sobre as funciéns f; e fy forzan que o operador
T: Fﬁ r — K se atope nas hipdteses do Teorema 3.53. O operador é pois compresivo nas duas
comportientes e, ademais de cofiecer a existencia dun punto fixo para o mesmo en Fﬁ R, sabemos
que i(T, K7 p, K) = 1.

Observacion 4.42. Se as funciéns f1 e fo son tales que para cada s € I se ten que fi(s,-,) e
fa(s,-, ) definidas en [0, R;] x [0, Rg] son crecentes (en cada variable), entén podemos reescribir

as condiciéns do Teorema 4.39 como segue

(i) Agfr(s,r1,7m2) > 73, para cada s € [a,b]; e (ii) By fi(s, R1, R2) < Ry, para cada s € I.

No resultado anterior, estamos a aplicar as condiciéns méis débiles da versién vectorial
clasica do teorema de Krasnoselskii. Porén, é claro que podemos aplicar, de forma semellante
o resultado coas condiciéns mais fortes. Isto é, as da situacién (b) no Teorema 3.40 xunto coa
Observacion 3.50. Empregando estas condiciéns somos conecedores do valor do indice en todas as
situacions compresivo-expansivas. Enunciamos, neste sentido, un novo teorema a continuacion,
para o cal introducimos a seguinte notaciéon para ri, Ry € Ry tales que r, < ¢ Ry, fixados, e para

cada s el

mZ’R(s) = min{ fy(s,x1,22) : xRy < ap < Ry, rj <a; < Rj (k#7)}, k=12,

My (s) = maX{fk(S,l’l,a?Q) 10 <y < Zi, 0<azp < Rj(k# j)}, k=1,2.
K

Teorema 4.43. Baizo as condicions (¢1)-(¢3), suporiamos que para cada k € {1,2} existen
Tk, R € Ry tales que ry, < cpRy, de xeito que se satisfai, para cada k € {1,2}, algunha das

sequintes condicions

(a) Aka’R(s) > 1y, para cada s € [a,b] e BkM,:’R(s) < Ry, para cada s € I;

(b) BkM,:’R(s) <1k, para cada s € [a,b] e AkThZ’R(s) > Ry, para cada s € I.

Enton, o problema (4.22) ten, polo menos, unha solucién positiva (x1,x2) tal que
T < @k(xk) e kaHOO < Ry, (k‘ = 1,2).

Demostracion. A situacién na que se satisfai (a) para dmbalas dias componentes séguese
facilmente dunha lixeira adaptacién da proba do Teorema 4.39. Veremos aqui o caso no que se

satisfai (b) para cada k € {1,2}. Os casos restantes son semellantes.

Vexamos que o operador 7 : K;ﬁR — K dado por (4.23) satisfai para cada z € KﬁR e cada
ke {12}
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(i*) 72;1‘ %Kk I Se minte[a,b] .Tk(t) =Tk; € (ZZ*) Ex ﬁKk T Se ||CCk||OO = Rk.

Asi, a aplicacion directa do Teorema 3.40 conclie o resultado.

Fixado k € {1, 2} suponiamos, por un lado, que non se satisfai (ii*). Enton, existe = € Fﬁ R

tal que [|zg]|oc = Rk € Thx <K, k. Deste xeito, temos que

1 b
2n(t) > Taa(t) :/O G, s)fk(s,xl(s),xg(s))dsz/a Ciu(t, 8) fu(s,21(s), wa(s))ds, ¢ € [a,b].

Como x € ?f’R é tal que ||zg||cc = Rk, entén cx Ry < zx(t) < Ry e rj < z;(t) < R; (k # j)
para cada t € [a,b]. Asi

b b
() > / Gu(t, 5) fi(s, 21(s), wa(s))ds > / Gt sy R (s)ds
b
> j:/a Gi(t,s)ds > Ry, t € [a,b],

que é unha contradicién con ||zg||cc = Rk.

Suponiamos agora que non temos (i*). Entén existe x € ffﬁ tal que min,g(qp 71 (t) = 71 €

Ex iKk T. ASf7

w(t) < Tra(t) = /01 Gr(t, s) fi(s, 1(s), w2(s))ds, T €1,

e como T € ffﬂ ¢ tal que miny(qp) Tk(t) = 7%, podemos asegurar que 0 < xp(t) < 7= e
0 <z;(t) < Rj (k+# j) para todo t € I. Logo

1 1 R 1
2(t) g/ Cu(t, ) [ (5, 21(), wa(s))ds g/ Gro(t, )V (s)ds < ;i/ Gu(t, s)ds < 1y, t € 1,
0 0 k JO

pero isto contradi minte[a’b] xp(t) = rg. O

Neste momento é natural preguntarse ata que punto traballar con conxuntos estrelados deste
tipo supén unha ganancia con respecto a empregar os resultados en rexiéns anulares. Trataremos
de dar aqui resposta a esta cuestion para xustificar todo o esforzo depositado na realizacion da

seccion 3.2.

Observacidon 4.44. Fixémonos en que, para 1, € Ry (k= 1,2) temos

(Ki)r C (Ki)if C (Ky)me, k=12,

Sk
pois se z € (Kg)r,, enton |[zx/|cc = maxier 2x(t) < i e asi claramente minggpq ) zx(t) < 7.
Ademais, se zp € (K)f*, como minyp,p Tx(t) < 7% € mingeiqp) T (t) > ckl|7klloo, temos que

[2k]lo0 < G-
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K

(Kk)r, 5 _ ‘(f_(k)r_m‘

Tk TR +elk
Ck

Idea ilustrativa da posicién relativa entre os conxuntos (Kp),,, (Kg)?* e (Kg)rs.

Por outra parte, claramente (Kj)¢% ¢ (Ki)mw e (Ki)r, ¢ (Ki)§F. De feito, fixado € €

‘k

(0, & rk) é posible atopar elementos en (Kj)r,+e que non estdn en (Kj)f*, asi como elementos

en (K;)fF que non estan en (Kj)r, 1. Polo tanto

(Ki)it & (Ki)r+e € (Kg)rpre  (Kp)7r

(a) F € (Ki)rk pero F ¢ (Ki)ry+e- (b) G € (Kk)rj+e pero G ¢ (Ki)rk.

Exemplos graficos dun elemento de ([(A;)'f}f’ que non estd en (Kj)r, +- € dun elemento

de (Kj)ry+e que non estd en (Kj)7+ (ver Figura 4.3).
Observacion 4.45. Nas condiciéns do Teorema 4.43, fixado k € {1,2}, pddese ver que a condicién
BkM,Z’R(s) <1y, para cada s € [a,b] e Aka’R(s) > Ry, para cada s € I,
non s6 implica que o operador T : F;f r — K satisfai para cada z € Ff’ pecadak € {1,2}
Tr K, T se minyepp) Tx(t) = 11 € T AK, Tk s [|2xlloo = Ry,
senén que tamén permite probar que para cada x € Fﬁ r e cada k € {1,2} se ten

Ter Lk, o se |klloo = 2 € Thx Ak, Tk se [|Tg]loc = Ry
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A Observacion 4.45 pon de manifesto que, neste caso, as condiciéns minimas que atopamos sobre
fr para que a componente k-ésima do operador 7 sobre Fi R satisfaga a condicién expansiva da
version clasica do teorema de Krasnoselskii non aporta ningunha mellora. Baixo tales condiciéns,
a compoiiente k-ésima do operador en K% gr satisfai esa mesma condicién na fronteira deste
conxunto e o resultado proporciénanos unha mellor localizacién para a solucién. Polo tanto, o

Teorema 4.43 pode reescribirse de xeito mais preciso da seguinte maneira.

Teorema 4.46. Baizo as condicions (61)-(%3), suponamos que para cada k € {1,2} ezisten
Tk, R € Ry tales que i, < ci Ry, de zeito que se satisfai, para cada k € {1,2}, algunha das

sequintes condicions
(a) Akm};’R(s) > 1y, para cada s € [a,b] e BkM,:’R(S) < Ry, para cada s € I;
(b) BkM,:’R(S) <1k, para cada s € [a,b] e Aka’R(S) > Ry, para cada s € 1.

Enton, o problema (4.22) ten, polo menos, unha solucion positiva (x1,x2) tal que
i < or(@k) € lzllo < R, se fi satisfai (a); e,

r
C—k < ||zklloo < Rk, se fx satisfai (b).
k

Pola contra, baixo as condiciéns minimas sobre f; para que a componente 7; do operador en
K f r satisfaga a condicién compresiva non podemos asegurar que estas se satisfagan tamén para o
b
operador en Fg gr. Para que ocorra isto precisamos imponer condiciéns mais fortes. En particular,
c

temos o seguinte resultado.
Teorema 4.47. Baizo as condicions (¢1)-(€3), suponnamos que para cada k € {1,2} existen
T, R € Ry tales que ri < ¢ Ry, de xeito que se satisfdn as seguintes condicions

(i) Aka’R(s) > &, para cada s € [a,b]; e (i) BkM]:’R(S) < Ry, para cada s € I.

Entén, o problema (4.22) ten, polo menos, unha solucion positiva (x1,x2) tal que Z—z < zklloo <
Ry (k=1,2).

Demostracion. Seguindo a proba do Teorema 4.39, xa sabemos que

Tex # K, xk se |2kl = R

Tk

Vexamos Trz Ak, Tk se |2kl = =. En efecto, do contrario, existiria = € ?%R tal que

koo = % e Trkr <K, Tk Asi,

1 b
xp(t) > Trx(t) :/0 Gr(t,s) fr(s,x1(s), z2(s))ds > /a Gi(t,s) fr(s,x1(s), z2(s))ds, t € [a,b].
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Agora, como z € K= g ¢ tal que ||zl = o, temos que 1 < ap(t) < Eery < wxy(t) < Ry (k # )

para cada t € [a,b]. Deste xeito,

2n(t) > / Gt ) fi (5, 71 (5), 22(5))ds > / ’ Gr(t, symp P (s)ds

b
Tk Tk
> t ds > — .t b
_CkAk:/a Gk(?‘S) S—Cka E[CL, ]7

o cal contradi ||zl = £&. O

Observacion 4.48. As hipoteses sobre as funciéns f1 e fo son méis fortes no Teorema 4.47 que
no Teorema 4.39 fixados rg, R € Ry tales que ry < ¢ Ry (k = 1,2). Porén, o Teorema 4.47
proporciona unha mellor localizacién para a soluciéon que o Teorema 4.39, pois seguindo a

Observacion 4.44 é claro que

(Kk)m g

k7k

C (Kp)r, \(Kp)Ex.

Fixados 7%, R € Ry tales que rj < R} (k = 1,2) enunciamos a continuacién o resultado
correspondente a aplicar o Corolario 3.33 para obter unha solucién positiva coas componentes
satisfacendo r} < ||zk|lee < RE (k=1,2).

Corolario 4.49. Baizo as condicions (61)-(63), suponiamos que para cada k € {1,2} existen

i, Ry € Ry tales que v < Ry, de zeito que se satisfdn as sequintes condicions
(i) Akrh:’R*(s) > 1y, para cada s € [a,b]; e (i) BkM,:*’R*(S) < Ry}, para cada s € 1,

onde

iy T (s) i= min{ fi (s, 21, 22) : exrf < xp, <7, cjry <xj < RS (k#4)}-

Enton, o problema (4.22) ten, polo menos, unha solucion positiva (x1,x2) tal que i < ||zk|loo <

Y k=1,2).

Observacion 4.50. Fixemos ri, Ry € Ry tales que r, < ¢ Ry para cada k € {1,2}. Sexan
r R € Ry Tomando Ry = Ry, para k € {1,2} e rj; # &, as condiciéns (7) no Teorema 4.39 e
no Corolario 4.49 non son comparables. Non hai unha relacién directa entre mZ’R(s) e ThZ*’R* (s)
como pode verse na Figura 4.5, fixado s € I. Porén, para r}; = 2—:, o Corolario 4.49 correspéndese
co Teorema 4.47, cuxas condiciéns eran mais fortes que as do Teorema 4.39.

E evidente que tamén podemos atopar condiciéns sobre fi e fo de xeito que o operador T~
restrinxido a un conxunto da forma (K1), g X (Fg)fg* Ry onde %, R € Ry con ri* < Ri*
(k=1,2) e r5* < caR5*, se atope na situacion (b)-(i) do Teorema 3.40. Isto é, condiciéns nas que
podemos asegurar que o sistema (4.22) ten, polo menos, unha solucién positiva (z1,z2) tal que

T < |[71]loo < RY, @2(w2) > 13% € [|22]|00 < R
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Enunciamos a continuacién o resultado correspondente, cuxa proba omitimos por seguirse

directamente de razoamentos andlogos aos dos resultados anteriores.

Corolario 4.51. Baizo as condicions (¢1)-(¢3), suponiamos que existen ri;*, Ri* € Ry tales que

< R, (k=1,2) ers* < coR5* de zeito que se satisfan as sequintes condicions
(a) Ayt T (s) > v, para cada s € [a,b] e ByMT %7 (s) < R para cada s € I, onde
iy (s) = min{ fi(s, 21, 22) et < @y <ot rst < wp < RYY)
(b) Agmg**’R**(s) > r3*, para cada s € [a,b] e BgMg**’RH (s) < R para cada s € 1.
Enton, o problema (4.22) ten, polo menos, unha solucion positiva (x1,x2) tal que
" <lzilleo < RTY,  pa(z2) > 13" e l#aflo < RS

Observacion 4.52. As condiciéns sobre as componentes no Corolario 4.51 poden intercambiarse.

Observacion 4.53. Na Observacién 4.50 viamos que fixados rg, R, 7%, Ry € Ry (kK = 1,2) o
Teorema 4.39 e o Corolario 4.49 eran comparables s6 cando R} = Ry e rj = Z—: (k =1,2), situacién
na que o Corolario 4.49 se corresponde co Teorema 4.47 e cuxas hipdteses son mais fortes que as

do Teorema 4.39.

Se agora tomamos 7%, Ri* € R4 e impofiemos R* = R} = Ry, (k = 1,2) temos que para
1
r=r= o ey’ = cory =ro,

o Teorema 4.39, o Corolario 4.51 e o Corolario 4.49 son comparables (ver Figura 4.5). Este tltimo
conta con condiciéns maéis fortes que o segundo, que & sta vez, conta con condicidons mais fortes

que o primeiro.

- . X5 IS K S, * xX; I o Jkk Kk *
l’] A {IL%J X [1/11)/} 74 |:(’1",/1"l/1l X [(V/I,)IS'H./} 4 {(/"l/f '/* } ~ {]./ B;( }
Rl ‘ Rt R

] ,r,* 7,**

T3 g g
2l ¢ ¢j
* gekk
rit ; , 7“]* ; T
CjT']'. CjTj..
—t ——> Tk - —— T e —— T
CLTI" Tk CLTIT Th p* Ry Tt Pk
0 CkTKE = Ry 0 Kk ckRk 0 k"% Tk CkR
R - r* R* LRt R
(a) my " (s). (b) mg "™ (s). (c) 1y, (s)-

., , . . rR ~ % R* v r* R*
RCX]OHS nas que se bllSC‘d O IMIiNnimo dC . para Othl' my. ! S), My, S) e m,; ! S
J K k » TTg k

fixado s € I, respectivamente.
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Noutro caso, os resultados son non comparables e poderia ocorrer que para algin exemplo
concreto s6 un deles fose capaz de detectar soluciéns. Isto ten sentido, pois nada impide a priori

que un operador ‘H : K — K dado poida satisfacer para certos Ry, Ro € Ry

Hix # K, Tk se ||Tklloo = Ri, € Hir Ak, Tk S€ tr&ir}l}} zp(t) =7 k=1,2,
a,

con 7 € [0,c1R;] e 72 € [0, caR2], pero non existir nin 71 € [0, R1] nin 72 € [0, Ra] de xeito que

Hix Ak, T se |oglloo = P, k=1,2

\ y A ; A B
1 Kl I [{2 K 1 [XQ
X X
> > m - > - - >
o HR 2 2Ry Loowhm 2 oogh
578 i7a (Kl)’”l R (KQ)TZ R
(K1) ry \(K1)7} (K2)r, \(K2)7 ot <5 R
(a) Teorema 4.39. (b) Teorema 4.47.
A A
1 K 1 Ko K1 Ko
N « X
> »> ** *E *x *x *‘):(
1 TI% R* T2 r;z_gR; B it Ry _T2 %R2
(Fl)r{ﬂ{ (FZ)rg,Rg (KI)TI*’RI* (KQ)RE*\(KQ)fg*
(c) Corolario 4.49. (d) Corolario 4.51.

Visualizacién comparativa das distintas localizaciéns que os distintos resultados
desta seccion ofrecen para as soluciéns do problema (4.22).
Exemplo 4.54. Consideremos o sistema de ecuaciéns de segunda orde con condiciéns tipo

Dirichlet da seguinte forma

2"(t) + fi(z(t), y(t)) = 0, te0.1],
y'(t) + fa(a(t),y(t) =0, t 0,1, (4.24)
2(0) = z(1) = 0= y(0) = y(1),

onde fi1, fo: (z,y) € RT x Rt — R vefien dadas por

2242

filz,y) = (Vz + A)(1 +sen®(7y)), e folz,y) =33 +3¢ 5,

con AeRy.
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Podemos atopar unha correspondencia entre o sistema (4.24) e un sistema de ecuaciéns integrais

tipo Hammerstein da forma (4.22) onde os nicleos estan dados polas correspondentes funciéns de

Green
s(1—t), se0<s<t<l1,

Gi(t,s) = Ga(t,s) =
t(l—s). se0<t<s<l.

Gk(t7 8)

Grafica da funcién de Green asociada ao problema diferencial de segunda orde con

condiciéns Dirichlet.
A xustificacion de que esta é a forma das funcions de Green deste problema pode consultarse

en [22] e é semellante ao que faciamos na subseccién 4.2.2 para o problema con condiciéns mixtas

Ademais, a condicién (62) satisfdise (consultar [22]) tomando

13} 1
e C. = —
kT

@MQZSQ—Q,[@H:[44 (k=1,2).

Por outra parte, para cada k € {1,2} temos
1

t 1 t
= G t = 1—1t)d t(1 — s)ds = —(1—1t) =
B, = 52[%/ (b, 5)ds 53335/0“ s+ [ H(1 = 9)ds = max S (1 1) = 1.

is)
2, R1 =5 e Ry = 9. Imos ver que hai valores de A € R para os

Fixemos agora r; =1, ro =
(71, 7T2) satisfai as hipoteses do Teorema 4.39 pero non as do Teorema 4.47
Asi,

que o operador T =
En primeiro lugar, observamos que 33 < fa(z,y) < 36 para todo (z,y) € RT x Rt

claramente ) )
7R 7R

onde my™ = min{fo(z,y): 2< 2 <8, 1 <y <9} e My™ = max{fo(z,y) : 0< 2 <5,0<y<9}
Agora, para que se satisfaga o Teorema 4.39 precisamos que

1 r 1. R
16mr >1 e 3 <,
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onde mg’R =min{fi(z,y): 1 <2 <4,2<y<9} = 1—|—Aer’R = max{fi(z,y): 0 <z
5,0<y <9} =23+ A). E dicir

IN

A>15 e A<33.

Por outra parte, fo non satisfai a hipétese correspondente ao Teorema 4.47, pois se o fixese
teriamos que

1 R 1. +r
Emg 28 (S é 5 <9,

e isto non ocorre.

Non podemos, polo tanto, aplicar o Teorema 4.47 ao operador 7 = (71, T2) restrinxido a Fz’ R
para ningtin A € Ry. Pola contra, se A € [15,33) o operador T = (71, Tz) restrinxido a K g
satisfai as hipéteses do Teorema 4.39 e asi, o problema (4.24) ten, polo menos unha solucién
positiva (z,y) tal que

min z(t) > 1, [[z]|ec <5 e min y(t) > 2, ||ylle < 9.
te[3.3] te[.]

Fixemos A = 15. Xa sabemos que para este valor podemos aplicar o Teorema 4.39 tomando
rir=1,1ro=2, R =5e Ry =9, pero non o Teorema 4.47 para esta mesma escolla. Tampouco é

posible aplicar o Corolario 4.49 tomando rj; = ry e R = Ry, k = 1,2. En efecto,

Desta maneira, o operador 7 satisfai

ﬂ(xay) 74K1 T se Ifflllng]l’(t) =1le ﬂ(x7y) i]ﬁ T se ||.7)||Oo = 57 €
tel11

Tolw,y) Axy yse min y(t) =2 e Tola,y) Fiey v 5e [yloe =9,

1
pero non podemos garantizar que
Ti(z,y) Ary @ se ||zl =1 e Tiz,y) £k, @ se [|lz]oo =5, e
Ta(z,y) Ara v se [[Ylloo =2 € Ta(2,y) Zky y s€ ylloo =9,

nin tampouco

Ti(z,y) Ar; s [|]loo =4 e Ti(w,y) #x;y @ se [[2]o =5, €

Ta(x,y) Ay v se [[ylloo = 8 ¢ Ta(2,9) Fre, y se [[ylloo = 9.
E importante reparar en que, ainda que puidésemos atopar r1,ry € R, para os cales fose posible
aplicar o Corolario 4.49 tomando 7} = 7y, (k=1,2), Ry =5e R5 =9, alocalizacién proporcionada

pola aplicacién de tal resultado non seria comparable coa que nos proporciona o Teorema 4.39,

como pon de manifesto a Observacién 4.44.
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4.2.3.1 Aplicacién dos resultados de multiplicidade de punto fixo a sistemas de

ecuaciéns integrais tipo Hammerstein

Para exemplificar a aplicabilidade dos resultados de multiplicidade de punto fixo introducidos na
seccién 3.3, enunciamos aqui o seguinte resultado, que se obtén de aplicar a situacién (b) Version
Clasica no Teorema 3.62 para m = 1.
Teorema 4.55. Baizo as condicions (61)-(3), suponamos que existen T’(]) R,(g) € Ry tales
que 'r(]) R(]) k=1,2,j=1,2,3, ¢ r,(ﬁ),r,(c),R,(;),R(Q) € [ry (3) R,(f)] para k = 1,2, que
existe k € {1,2} tal que R,(g) < 7‘}(C )

) RG) j i
Ak”] A (s )>7‘,(€j), para cada s € [a,b], k=1,2,7=1,2,3; e

BkMT(J) Rm( ) < R(]) para cada s € I, k=1,2,5=1,2,3.
1) (1 2) (2
i P )

Enton, o problema (4.22) ten, polo menos, tres solucions positivas (x4

(() (3)

x5 ") tales que

(&

r? < )o@ < RY, k=1,2,j=1,2,3

Demostracion. Consideremos o operador T : K, @) gy — K, T = (T1,Tz) dado por (4.23).

Como r,g ),r,(f),Rg),R( ) ¢ (e (3) RS’)] para k € {1,2}, claramente K ) RO U K, ¢ Rr® C

KT(3)’R(3). Ademais, a existencia dalgin k € {1,2} tal que R,(g) < r,(f) implica KT(1)7R(1) N

K, pe = 0.

Repetindo os pasos realizados nas probas desta seccién, é directo que se satisfai a condicién
(b)-(i) do Teorema 3.62 para k = 1,2 e j = 1,2, 3. Isto conclie a existencia dos tres puntos fixos

para T con componentes positivas que se corresponden coas soluciéns na tese deste resultado. [

Exemplo 4.56. O sistema de ecuaciéns de segunda orde con condiciéns de fronteira Dirichlet

=0, telo,1], (4.25)

onde

¥z — 6 + 1296,

é da forma (4.24) para as funciéns fi, fo : RT x R

filw.y) = h(z)(1+sen’(y) e fo(z,y) = /5 (1 +sen’(z)).

se z € [0, 1],
se z € (1,6),

se x € [6,00),

— R* dadas por
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Pode probarse que este sistema de ecuaciéns satisfai as hipoteses do Teorema 4.55 tomando
ri) =) =270 p P =06 RV =92 RO — R =99 y ey =271 RY) =29 j=1,23

Polo tanto, o sistema de ecuaciéns (4.25) ten, polo menos, tres soluciéns distintas (x(l),y(l)),
(22, y@) e (23, y3)) tales que

1 1 1
L (1) L (1)
sz <17 7Mlee < 30 1g3gg < IV lleo <512
1
4 @) 12 (2) 12
1 1
L (3) L (3)
1 < |l o < 64, TR < |ly* oo < 512.



Capitulo 5

Conclusion e traballos futuros

Culminamos o traballo con este tltimo capitulo, onde pretendemos exponer tanto as principais
conclusiéns obtidas ao longo da sta realizacién, como as preguntas que foron xurdindo e poderian

quedar abertas a ser exploradas nun futuro préximo.

5.1 Conclusion

No primeiro capitulo, comezamos introducindo distintas versions do teorema de Krasnoselskii
para operadores definidos en subconxuntos da forma Us\U; onde U; e Us son abertos relativos e
limitados tales que 0 € Uy e U1 C Uy dun cono P nun espazo de Banach X. Nese mesmo capitulo,
poniamos de manifesto que o feito de que o espazo sexa de Banach non é preciso sempre e cando
se poida estender o operador ao conxunto Us, algo que en particular é facil ver cando OpU; é un
retrato de U;. No contexto dos espazos de Banach, podemos empregar o teorema de extension
de Dugundji directamente sen preocuparmonos de se dpU; é ou non un retrato de U; e obtendo
unha extension sen puntos fixos en dpU; (o cal é clave para poder falar do indice de punto fixo do

operador nos conxuntos desexados para facer a proba).

Cando pasamos a probar as versiéns vectoriais, empregar este teorema de extensién en espazos
de Banach xa non serve para obter un operador co indice ben definido nos conxuntos de interese.
Ainda que este feito non aparece reflexado en [40], neste artigo (no que se introduce a versién
vectorial homot6pica empregando o indice) explicase que para poder estender un operador dado
sobre un conxunto da forma O\U; x O2\Us (con Uy e Oy abertos relativos e limitados de
P un cono dun espazo normado Xy, tales que 0 € Uy, Ux C O, k = 1,2) sen puntos fixos
nos correspondentes conxuntos soamente foi posible cando dp, Uy, é un retrato de Uy, para cada

k € {1,2}. Nese mesmo artigo introdicese unha retraccion de U, = P,, en dp, Py, con ry € R.

Con isto e a versién vectorial homotépica de [40] en mente, o primeiro obxectivo que abordamos

115
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foi o desenvolvemento da version vectorial normada en rexiéns anulares. A retraccién necesaria
para estender o operador xa estaba dispoinible, o verdadeiro desafio consistia agora en xeneralizar
o [40, Lemma 2.1], substituindo a condicién correspondente pola do Corolario 1.23, sobre a que
se basea a demostracion de todos os resultados do primeiro capitulo. Deste xeito, obtivemos un
resultado xeral, o Teorema 3.12, cuxas hipéteses recollen as de todas as formas fortes das versiéns

normada, clasica e homotdpica.

A versién vectorial normada constitie o resultado orixinal mais relevante deste traballo. Non
s0 da sentido s denominaciéns de compresion e expansion asociadas ao teorema de Krasnoselskii,
senén que, ademais, é unha versiéon independente das demais, as cales si estan relacionadas entre
si. As condiciéns que require son tamén mais doadas de visualizar, o que resultou clave para
identificar que, baixo condiciéns compresivas en ambalas dias compofientes, a extensién dada
pola retraccién introducida en [40] non presenta puntos fixos nos conxuntos de interese cando o
operador non os ten na fronteira do seu dominio. Isto permitiu obter a forma débil desta versién
empregando o indice de punto fixo. Esta observacion motivou a busca de distintas retraccions
que, baixo condiciéns compresivas das versiéns clasica e homotdpica (esta tltima nun contexto
mais restritivo), nos levaron 4s stas correspondentes formas débiles. Asi mesmo, tamén foi posible

atopar unha retraccién que permitiu demostrar a versién vectorial clasica con épsilon.

H Rexiéns anulares ‘ Rexiéns mais xerais (estrelados) ‘
Versién Forte Débil Forte Débil
Homotépica En [40] v v X
Clasica En [40] Ve v
Normada v v v
’ Clasica con ¢ H v ‘ X

. Vo Conseguido en todas as situacions compresivo-expansivas calculando o indice en todas elas.

. Vo Conseguido en todas as situaciéns compresivo-expansivas pero calculando o indice soamente na

Version Compresion-compresion.

. Vo Igual a v pero nunha situacién mais restritiva. Casos nos que a norma preserva a relacién

de orde inducida polo cono sobre os elementos deste.

. : Conseguida s6 a Version Compresion-compresion a través do calculo do indice.
¢ X : Non acadada para ningunha situacién compresivo-expansiva.

Resumo das distintas versions vectoriais do teorema de Krasnoselskii acadadas no

terceiro capitulo.
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Na seccion 4.2.2 do capitulo anterior amosamos a importancia de ter logrado este obxectivo de
debilitacién de hipdteses, obtendo un resultado de existencia de solucién que precisa das condicidns
débiles da version homotdpica para funcionar. Ademais, este exemplo evidencia que as restriciéns
necesarias para a construcién da retracciéon neste caso son razoables, especialmente se o proposito

é abordar este tipo de problemas de analise non lineal.

Outro dos obxectivos do traballo consistia en atopar conxuntos mais xerais tales que permitisen
estender o operador da forma desexada. Neste contexto atopamos os conxuntos estrelados, para
os que fomos capaces de construir unha retraccién (con axuda dos traballos [33, 34]) que permitiu
obter todas as situaciéns compresivo-expansivas para as distintas versiéns fortes. Asi mesmo,
foi posible tratar os casos de compresién en ambas componentes para as versions débiles clésica
e normada, ainda que non para a version homoto6pica débil nin para a clasica con épsilon (ver
Taboa 5.1). Ademais, na seccién 4.2.3 vimos que estes resultados en conxuntos mais xerais poden
resultar de utilidade, ben para obter distintas localizaciéns de soluciéns de sistemas diferenciais e
integrais para cada componente, ou ben para obter resultados que poderian detectar existencia de
solucién cando o correspondente resultado obtido ao aplicar o mesmo en rexiéns anulares non o

fai.

5.2 Traballos futuros

Como en todo traballo de investigacién, numerosas preguntas e linas de investigacion foron

aparecendo. Entre elas destacamos as seguintes.

e Non parece sinxelo obter o valor do indice nos casos con componentes expansivas para as
distintas versions débiles, especialmente naqueles nos que os dominios son mais xerais que
rexiéons anulares. No caso dos resultados para operadores definidos en rexiéns anulares
poderia ser interesante obter o valor do indice do operador auxiliar que construimos para

transformar a compofiente expansiva en compresiva e obter o punto fixo.

o Outros tipos de conxuntos estrelados como os introducidos en [33, 34] e conos poderian ter
sido escollidos na seccién 4.2.3 para buscar resultados de existencia de soluciéon que poidan

ofrecer distintas e posibles mellores localizaciéns.

o Poderia ser interesante explorar a posibilidade de mesturar as distintas versiéons con outros
resultados de punto fixo. Por exemplo, en [7] proponen unha modificacién do teorema de
Krasnoselskii que poderia imponerse sobre unha compofiente dun operador, mentres que na
outra se impén algunha das versiéns neste traballo. O teorema de Leggett-Williams [30]

poderia ser outro resultado a empregar neste sentido. Esta idea apoiase principalmente en
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[23], onde propotien un resultado hibrido entre as versiéns homotépica e clasica do teorema

de punto fixo de Krasnoselskii e o teorema de punto fixo de Schauder.

Na seccién dedicada as aplicaciéns a sistemas de ecuaciéns diferenciais traballamos con
sistemas nos que as partes homoxéneas estdn desacopladas. No traballo [6], utilizase o
teorema de Krasnoselskii para estudar a existencia de soluciéns en sistemas integrais con

multiples niicleos da forma
T T
$1(t) = /O Gl(tv S)fl(s’xl(s)al?(s))ds +/0 GZ(taS)f2(5a$1(8)7$2(5))d83 te [O’T]a

T T
xa2(t) :/0 Gs(t,s)fi(s,z1(s),z2(s))ds —i—/o Gy(t, s) fa(s,z1(s), xa(s))ds, t€0,T],

con T' € R,, unha situacién que aparece cando o sistema homoxéneo presenta ecuaciéns
acopladas. Unha posible lina de investigacién futura consistiria en explorar a aplicabilidade
das versions vectoriais deste traballo a ese tipo de sistemas, o que permitiria obter soluciéns

non triviais en ambas componentes, a diferenza dos resultados probados en [6].
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