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Resumen

La computacién cuantica es un campo prometedor hoy en dia, que preten-
de revolucionar las ciencias de la computaciéon aprovechando las ventajas de la
mecdnica cuantica. Su combinacion con el campo de la inteligencia artificial da
lugar al conocido como Quantum Machine Learning. En este trabajo se desarro-
lla una introduccién a sus técnicas y modelos. Tras una revisién bibliografica,
se selecciona un modelo concreto: un clasificador basado en una novedosa técni-
ca conocida como data re-uploading. Se implementara dicho modelo utilizando la
biblioteca estandar Qiskit y se llevara a cabo una experimentacion para evaluarlo.
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Capitulo 1

Introduccion

El aprendizaje automadtico cuantico (Quantum Machine Learning, QML) com-
bina la inteligencia artificial con la computacién cudntica, abriendo nuevas fron-
teras en la resolucion de problemas complejos. Se trata de un &drea activa de
investigacion hoy en dia.

En este primer capitulo se presentaran los objetivos de este trabajo de fin de
grado. Ademads, se incluye una segunda seccion en la que se explica la estructura
del resto de la presente memoria.

1.1. Objetivos del trabajo

El primer objetivo de este trabajo es llevar a cabo, como indica el titulo,
una revision sistematica de las aplicaciones de la computacién cuantica al campo
de la inteligencia artificial. En concreto, nos referimos al campo de Quantum
Machine Learning. Para ello es necesaria una primera introduccién en el mundo
de la computacion cuantica, sobre la que recaera una parte muy importante del
tiempo dedicado al trabajo.

Tras la revision, el siguiente objetivo consiste en la seleccion de un modelo
concreto de especial interés, para su posterior estudio. El modelo en cuestién
ha resultado ser el casificador de un solo ctbit basado en la técnica del data
re-uploading [11]. Nos hemos fijado en él debido a su interés tedrico, pues su ar-
quitectura permite compararlo con un modelo clésico de aprendizaje automatico.
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El objetivo final es la implementacién del modelo empleando la biblioteca
Qiskit, que representa un estandar en computacion cuantica. Con esto se pretende
acercar la implementacion a una ejecucion en hardware cuantico real, que seria
posible gracias a Qiskit.

1.2. Organizacién de la memoria

Describimos a continuacion la estructura del resto de la memoria. Para comen-
zar, en el capitulo 2 se desarrolla una introduccién a los conceptos fundamentales
de la computacion cuantica. Esto es imprescindible para entender el resto del
trabajo. Tras esto, se describe el campo del QML, incidiendo concretamente en
un tipo de modelos: las redes neuronales cuanticas. Se les ha dado especial im-
portancia, para entender cémo surge de modo natural el modelo propuesto en
[11] (que explicamos en el siguiente capitulo).

El capitulo 3 combina dos cosas diferentes. En una primera seccién se comen-
tan los materiales que se han empleado para implementar y evaluar el modelo
estudiado. La segunda seccion consiste en la descripcion tedrica de dicho modelo;
el clasificador de un solo ctbit basado en data re-uploading [11].

En el capitulo 4 se lleva a cabo la explicacion de la implementacién realizada,
junto con la descripcién de la experimentacion que se ha diseniado para evaluar
el modelo. Se discuten también aqui los resultados obtenidos.

Finalmente, el capitulo 5 estd dedicado a sintetizar las conclusiones extraidas
de la discusion de resultados. Ademads, se comentan posibles continuaciones del
trabajo realizado.

Como anexos, se incluyen los manuales necesarios para la reproducciéon de los
experimentos llevados a cabo en el trabajo.



Capitulo 2

Estado del conocimiento: QML

Este capitulo estd dedicado a la contextualizacion del trabajo realizado. La
dividiremos en dos fases: una introduccion general a la computacion cuantica y
una descripcién del campo mas especifico del Quantum Machine Learning. El
libro [3] nos servird como guia general para el desarrollo que expondremos a
continuacion.

2.1. Introduccién a la computaciéon cuantica

La computacion cuantica es un campo de estudio muy prometedor hoy en dia.
Se trata de una nueva rama de las ciencias de la computacién que proporciona
nuevos paradigmas haciendo uso de los principios de la mecanica cuantica. Como
es de esperar, los conceptos de este ambito pueden resultar complejos en un
primer momento. Sin embargo, merece la pena adentrarse en este mundo para
sorprenderse con las interesantes ideas que han surgido y contintian surgiendo en
los ultimos anos.

La idea general en computacion cuantica consiste en aprovechar fenémenos
cuanticos como la superposicién o el entrelazamiento, con el objetivo de conseguir
ventajas computacionales. Pero a la hora de llevar estos conceptos a un marco
computacional aparece la necesidad de organizarlos y precisar bien el modelo con
el que estamos trabajando.

En este contexto han surgido diferentes modelos computacionales. Por ejem-
plo, uno de los més conocidos es el de la computacién cuantica adiabética (ver

3
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0) _Z X Z —1X

0) Y —

Figura 2.1: Ejemplo de circuito cuéntico.

[3]), con aplicaciones a la resolucién de problemas de optimizacién combinatoria.
Se basa en trabajar explicitamente con el hamiltoniano del sistema cuantico en
cuestion, haciéndolo evolucionar de manera adiabatica hasta la solucién del pro-
blema de optimizacién. Sin embargo, en este trabajo vamos a dejar de lado este
enfoque. En cambio, nos centraremos en el conocido como modelo de circuito
cuantico, que describimos a continuacion

2.1.1. Circuito cuantico

El enfoque de computaciéon cuantica mas extendido es el modelo de circuito
cuantico. En cierto sentido, este modelo se construye como analogia a los circuitos
combinacionales clasicos. La diferencia fundamental radica en que, en lugar de
trabajar con bits clasicos, aqui se opera con cubits. En cierto sentido muy vago,
se puede pensar en ellos como una extensién de los bits clasicos que, ademas
de poder encontrarse en los estados 0 y 1, también se pueden encontrar en una
“superposicién” de ambos estados. Mas adelante detallaremos a qué nos referimos
con este término.

A grandes rasgos, la estructura de un circuito cudntico seria la siguiente.
Se dispone de una serie de cubits, inicialmente en el estado 0. Inspirados por las
puertas légicas, a continuacion, se aplican a los qubits las conocidas como puertas
cuanticas. Finalmente, se realiza una medicién de los qubits. Esto consiste en
obligar a cada cubit, a pesar de encontrarse en una posible superposicion de 0 y
1, a “colapsar” de manera probabilistica a uno de los dos valores cléasicos.

En la Figura 2.1, obtenida de [3], se muestra un ejemplo de circuito. Cada
linea horizontal representa la evolucion de un cubit. Al comienzo, como se puede
observar, cada cibit se encuentra en el estado 0, denotado por |0). Los distintos
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cuadrados con una letra en su interior representan las puertas cuanticas. Un
detalle relevante que puede chocar en un primer momento es la cantidad de
puertas diferentes que se aplican a un solo cubit; algo que en los circuitos clasicos
solo sucede con la puerta NOT. En el siguiente apartado veremos que esto tiene
sentido, debido a la complejidad que presenta un solo cubit. Por tltimo, los
cuadrados cuyo interior contiene una flecha junto a una curva representan la
medicién final que se realiza sobre el ctibit, dando como resultado un valor clasico.

No hemos comentado lo que significan las lineas verticales. Estas estan rela-
cionadas con puertas que involucran varios cubits, y producen entrelazamiento
entre ellos. En este trabajo no nos centraremos especialmente en estas cuestiones.

2.1.2. Cubits

Hasta ahora hemos estado hablando sobre cibits, como pieza fundamental
para los circuitos cuanticos, pero no hemos explicado todavia en qué consisten
exactamente.

Su nombre viene de juntar las palabras “bit cuantico”. Como ya hemos co-
mentado, estos nuevos objetos se pueden encontrar en una superposicion de los
estados 0 y 1, que denotaremos por |0) y |1). Concretamente, podemos expresar
un estado genérico del cibit mediante una combinacién lineal de la forma

[¥) = al0) +0]1),

. 2 2 . .y .
donde a,b € C verificando |a|” + |b|” = 1, conocida como condicién de normali-
zacion. De esta forma, si hacemos la siguiente identificacién

0=() w=()

se obtiene que [¢) es un vector de dos dimensiones complejas que tiene médulo

igual a 1:
1 0\ (a 9

Asi, hemos visto que los estados del ctbit viven en un espacio vectorial complejo
de dimensién 2, del cual |0) y |1) forman una base ortonormal, conocida como
base computacional. Habitualmente, se refiere a este como espacio de Hilbert. Sin
embargo, se trata del mismo concepto al trabajar con un espacio de dimensién
finita.

Falta todavia dar sentido al aspecto probabilistico de los cuibits que habiamos
mencionado. Ahora ya tenemos los ingredientes para concretar esta idea. Resulta
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que la probabilidad de que, al realizar una medicién, el cubit colapse al estado
|0), viene dada por el valor |a|>. De manera analoga, |b* es la probabilidad de
que colapse al estado |1). La condicién |a|* + |b|* = 1 garantiza la consistencia de
este fenémeno, al asegurar que la probabilidad total es igual a 1.

2.1.3. Notacion de Dirac

Hemos usado hasta ahora el simbolo |-), conocido como ket, para representar
vectores “columna’. No obstante, esta notacién pierde su sentido si no presenta-
mos también su contraparte: el bra, denotado por (-|. Este se usard para denotar
vectores “fila”.

Dado un vector [¢), este tendra un bra asociado, que vendra dado por su
adjunto, o traspuesto conjugado. Es decir, hacemos la asociacion:

W= () —m'=wl-@

Asi, combinando el bra y el ket, se obtiene el bra-ket (-|-), una forma de
denotar al producto escalar de C2. Veamos como funciona. Dados dos estados
[1) = al0) +b|1) v |¢2) = ¢|0) + d|1), obtenemos:

C

(wilva) = @ ) () =7+ 5

2.1.4. Esfera de Bloch

Hasta ahora hemos estado trabajando con los estados cudnticos de manera
puramente algebraica. En este apartado, presentaremos un modelo geométrico,
conocido como la esfera de Bloch, que nos servird para visualizar los estados del
cubit.

Se han presentado los estados como vectores de C2. Como cada ntimero com-
plejo esta compuestos por dos coordenadas reales, los estados cuanticos requieren
en principio de 4 coordenadas reales, resultando imposible su visualizacién en 3
dimensiones. Afortunadamente, la condicién |a|” + b = 1, anula uno de los 4
grados de libertad. Veamos por qué. Consideremos un estado [¢) = a|0) + b|1)
y expresemos a y b en coordenadas polares:

a=re°t, b = ree'®?,
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Figura 2.2: Esfera de Bloch.

Como 12 + 712 = |a]> 4+ [b> =1y 0 < 7,75 < 1, existird un dngulo v € [0, 7/2]
tal que cosy = 1y y siny = ry. Alternativamente, existird un angulo 6 € [0, 7]
tal que Cosg =ry Sing = ro. En breves tendra sentido este 1ltimo artificio. De
momento, podemos expresar nuestro estado de la siguiente manera:

|v) = cos 56“11 |0) + sin Eem? 1) .

Aplicaremos ahora otro argumento que nos permitira restar otro grado de libertad
mas. Si multiplicamos el vector [¢)) por una constante ¢ € C, el estado resultado
serd fisicamente indistinguible de |¢). Dejaremos la justificaciéon de esto para el
siguiente apartado. Considerando ¢ = e~*!, obtenemos

) = e~ion ) = Cosg |0) 4 sin gew 1),

donde ¢ = ay—ay. Asi, podemos representar |¢)) simplemente con los dos dngulos
0 € (0,7 y ¢ € [0,27]. Es esta situacién, podemos utilizar coordenadas esféricas
para visualizar el estado en la superficie de una esfera, tal y como se muestra en la
Figura 2.2, extraida de [5]. Se conoce como esfera de Bloch, y serd de utilidad para
interpretar la actuacion de las puertas cuanticas que explicaremos a continuacion.

2.1.5. Puertas cuanticas

Todavia nos falta formalizar un concepto muy importante: las puertas cuanti-
cas. En concreto, nos centraremos en las puertas que actian sobre un tnico cubit.
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Aunque pueda parecer extrano, las puertas cuanticas se corresponden con matri-
ces unitarias, es decir, matrices complejas U cuya inversa coincide con su adjunta:

Ut =vUt = 1.

Estas matrices cumplen |det(U)| = 1. Esto, en esencia, se traduce en que cual-
quier estado, tras aplicarle una o varias de estas matrices, seguird verificando la
condicién de normalizacién, y por tanto la probabilidad total seguira siendo 1.
Este hecho garantiza la consistencia del modelo. Para indagar en los detalles de
este razonamiento, se puede consultar el libro [15].

Las puertas cuanticas también presentan una interpretacion geométrica, en
términos de la esfera de Bloch. Resulta que cada matriz unitaria se corresponde
con una rotacién de la esfera de Bloch, con un eje de rotacion y angulo determina-
dos. Los detalles relativos a este fenémeno se pueden consultar en el libro [10], que
es una de las referencias mas populares en el ambito de la computacion cudntica.

A continuacién, veremos algunos ejemplos importantes de puertas cuanticas.
Comenzaremos por la generalizacion de la puerta NOT cléasica: la puerta X.
Consiste en la matriz unitaria que intercambia los estados |0) y |1). Su expresién

es la siguiente.
0 1
Oox = X = (1 0)

Esta es una de las tres matrices conocidas como matrices de Pauli, de gran im-
portancia en la mecanica cuantica. Las otras dos son las que se muestran a con-

tinacién:
I _ ., (1 0

Los nombres de estas puertas no son casuales. Cada una de ellas actia en
la esfera de Bloch como una rotacién de 180° sobre el eje correpondiente a su
nombre. Presentamos ahora una de las puertas cuanticas mas famosas: la puerta

Hadamard. . .
a0
V2 V2

Esta puerta sirve para construir de forma sencilla un estado de superposiciéon con
igual probabilidad de colapso a 0 que a 1. Vedmoslo, haciendo actuar esta matriz
sobre el estado |0), que hebitualmente que es el estado inicial de los ctibits en los
circuitos cuanticos:

N AV AN AN
(3 200
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Hemos visto que con las matrices de Pauli es posible aplicar rotaciones de
180° en la esfera de Bloch. Para terminar este apartado, exponemos las matrices
que permiten rotar la esfera:

CoS g —7sin g CcoS g — sin g 1 0
Rx(0)=| Ry(0)=| o | 2O =1{_
—isingz  cos 2 sing  cosg 0 e

2

>
>

Estas matrices se conocen como puertas rotacionales y son ejemplos de puertas
parametrizadas. En el apartado siguiente veremos una version mas compleja,
dentro de esta misma familia; muy importante para este trabajo.

2.1.6. Puerta universal

A partir de las puertas rotacionales se puede construir una puerta parametri-
zada mas compleja, conocida como puerta universal. A continuacion, se muestra
su definicién.

9 _ 0
COS 5 €

Aain 0
sin &
€' sin g et cos g

U(0,¢,\) = Rz () By (0) Rz(A) = (

Esta puerta depende de tres angulos, y es capaz de generar cualquier otra
puerta cudntica de un solo cubit. En el libro [3] se puede consultar més infor-
macion sobre esta puerta. Si se quiere hilar més fino con la teoria subyacente,
conviene consultar [10].

2.1.7. Circuitos multi-cubit

Hasta el momento, hemos estado trabajando tinicamente con circuitos de un
solo cubit. La potencia de la computacion cuantica proviene de la utilizacién de
varios cuibits al mismo tiempo, y llevando a cabo el fenémeno conocido como
entrelazamiento.

Como hemos explicado, los estados de un cubit se representan con vectores
de C?, espacio del cual los estados |0) y |1) forman una base. Para trabajar con
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n cibits se construye un nuevo espacio que tendra por base el conjunto:
0)®10) @ ©]0),
0)®1[0) @ @|1),

|1)®]1>é>~-®|1).

El simbolo ® denota el producto tensorial de dos vectores. En esencia, sin entrar
en muchos detalles, se trata de una operacién bilineal que sirve para generar un
nuevo espacio vectorial combinando las bases de varios espacios de partida. Por
ejemplo, en el caso de vectores de dimension 2 funciona asi:

a b1 Clel

(CL1> ® (bl> _ ! b2 _ albg
(05} bg a b1 a261
2 bg a2b2

De este modo, en la multiplicacién de vectores de la base computacional sucedera
siempre algo de este estilo:

wen=()e()-|
0

La base que describimos anteriormente también se suele denotar de las si-
guientes maneras:

|00...0),]00...1),...,/11...1) = |0),[1),...,[2" = 1).
De este modo, un estado genérico se escribira:
) =ao|0) +ai|1) + -+ am_ 2" = 1),

cumpliendo la nueva condicién de normalizacion: 212;)_ ! |al|2 = 1. En este caso,
cada |a;|” representa la probabilidad de obtener el estado |1) al realizar la medicién
simultanea de todos los cubits del circuito.

. Qué sucede en este caso con las puertas cuanticas? Como los estados estan
ahora representados por vectores de dimensiéon 2", las puertas necesariamente
seran matrices unitarias 2" x 2". Veamos un ejemplo muy tipico de puerta cuantica
de dos cubits: La puerta CNOT. Al ser 2 el nimero de cibits, la matriz corres-
pondiente ha de ser 4 x 4. En concreto:

CNOT =

o O O -
o O = O
_ o O O
O = O O
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B

Figura 2.3: Representacion de la puerta CNOT.

Fécilmente, se puede comprobar que esta puerta actiia sobre la base de la siguiente
forma:

CNOT 00) = |00}, CNOT |01) = |01}, CNOT |10) = |11), CNOT |11) = |10} .

Su comportamiento consiste en intercambiar los estados 0 y 1 del segundo ctbit
(o sea, el de la derecha) solo cuando el estado del primero es 1. Es decir, el primero
controla una NOT sobre el segundo; de ahi el nombre controlled-NOT, o CNOT.
En la Figura 2.3, obtenida de [3], se muestra el diagrama correspondiente a esta
puerta.

2.1.8. Entrelazamiento

Debido a su importancia, dedicamos un breve apartado a uno de los pilares
fundamentales de la computacién cuantica: el fenémeno del entrelazamiento.

Se dird que un estado [1) es un estado producto si puede ser expresado como
producto de otros estados [¢1) vy [12). Es decir,

1Y) = 1) @ [1) .

En caso contrario, se dird que [¢)) estd entrelazado. El siguiente es un ejemplo
de estado producto. La clave estd en que podemos factorizar facilmente el estado
|0), como se muestra a continuacién.

1

V2

1

(100) + ]10)) = (ﬁ

(10) + |1>>) 210).

Al contrario, el estado \/Li(|00> +|11)) no puede ser factorizado de manera similar,
siendo asi un estado entrelazado. En la Figura 2.4 se muestra como construirlo
con una puerta Hadamard y una CNOT.
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0) H l
10)

L/

Figura 2.4: Circuito bésico generador de entrelazamiento.

2.2. Quantum Machine Learning

En la primera seccién de este capitulo hemos introducido varios de los con-
ceptos fundamentales de la computacién cuantica. Tras haber proporcionado esta
base, procedemos ahora a adentrarnos en un campo mas especifico: el Quantum
Machine Learning (QML).

2.2.1. Ideas generales

Como su nombre indica, a grandes rasgos el QML es una rama que surge
de combinar ideas del aprendizaje automatico con la computacion cuantica. No
obstante, esta combinacién puede surgir de formas esencialmente diferentes. De-
dicamos este apartado a exponer la clasificacién general de modelos de QML
propuesta por Schuld y Petruccione [14]. Se trata de una divisién en cuatro gran-
des familias, en funcién de la naturaleza, clasica o cuantica, tanto de los datos
como de los algoritmos utilizados.

Algoritmo Algoritmo
clasico cuantico
Datos CC. cQ

clasicos

Datos Q @ QQ

cuanticos

Figura 2.5: Las cuatro grandes familias del QML.
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En la Figura 2.5 se muestra de forma esquemaética la clasificacién. A conti-
nuacion, explicamos en qué consiste cada categoria.

= CC. En primer lugar, podriamos considerar parte del aprendizaje automati-
co cuantico todas las técnicas de aprendizaje automatico clasicas inspiradas
en la cuantica. En este caso, tanto los datos como los ordenadores son clasi-
cos, pero hay cierto toque cuantico involucrado en el proceso. Dado que no
se utilizan ordenadores cuanticos reales en este enfoque, no entraremos en
mucho detalle.

= QC. En ocasiones, surgen algoritmos de aprendizaje automético clasico que
procesan datos cuanticos. Por ejemplo, podriamos pensar en algoritmos que
trabajan con datos generados por procesos cuanticos. En este enfoque, el
aprendizaje automatico no se tiene en cuenta como un objetivo, sino como
una herramienta.

= CQ. Llegamos a la categoria que mas nos interesa. En este caso, se trata
de proponer modelos de aprendizaje automéaticos basados esencialmente en
computacién cuantica, que trabajan con datos clasicos. Aqui se enmarcan
tanto las maquinas de vector soporte cuanticas como las redes neuronales
cuanticas [3], ademds del propio modelo estudiado en este trabajo [11].

= QQ. Existe una tultima categoria muy ambiciosa que pretende construir
modelos cuanticos que, a su vez, traten datos cudnticos. Por ejemplo, la
idea podria consistir en alimentar el modelo cuantico directamente con es-
tados cudnticos. Este es un campo prometedor, pero la tecnologia necesaria
todavia no estd suficientemente desarrollada.

Como hemos comentado, nos vamos a ubicar dentro de la familia CQ: datos
clasicos y algoritmos cuanticos. Esta categoria todavia puede subdividirse en dos.
El modelo en cuestion en cualquier caso estara basado en computacion cuantica.
Sin embargo, el proceso de optimizacién puede llevarse a cabo tanto de forma
clasica como cudntica. La optimizacién cuédntica [1] podria llegar a superar a
la clasica, pero el hardware actual no permite su puesta en practica. De este
modo, nos centraremos en la subcategoria de CQ que consiste en emplear modelos
cuanticos con técnicas de optimizacién clasicas. Los algoritmos de este tipo se
denomina hibridos. Este enfoque es el ideal para los dispositivos NISQ (Noisy
Intermediate-Scale Quantum). Estos son ordenadores cudnticos con un nimero
moderado de qubits, capaces de realizar calculos ttiles a pesar de la presencia de
ruido y errores.
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2.2.2. Redes neuronales cuanticas

Nos centraremos ahora en una familia mas concreta de modelos dentro del
mundo del QML: las redes neuronales cuédnticas [3] o QNNs, por sus siglas en
inglés. Profundizaremos algo mas en ellas ya que, dentro del QML, son los modelos
mas similares al que hemos estudiado e implementado en este trabajo.

En lugar de describir directamente las QNNs, primero vamos a abstraer de
manera sencilla el funcionamiento de las redes neuronales clasicas. Podemos di-
vidir la propagacién hacia delante de una red neuronal en las siguientes etapas:

= Preparacion. Consiste en llevar a cabo ciertas transformaciones sobre los
datos de entrada, como pueden ser la normalizacion o el escalado.

» Procesamiento. Esta fase consiste en introducir los datos a través de la
red neuronal. Se lleva a cabo una transformacion de los datos que depende
de ciertos pardmetros optimizables.

» Salida. Finalmente, se devuelve la salida obtenida en la capa final.

Este esquema nos servira para disenar un modelo cuantico “andlogo” a las re-
des neuronales. En primer lugar, la preparaciéon consistira en introducir de algin
modo los datos clasicos en un circuito cuantico. Esto se llevara a cabo por medio
de lo que se conoce como mapa de caracteristicas. Esta es una pieza fundamen-
tal de las Quantum Support Vector Machines, que se explica en detalle en [3].
No entraremos en profundidad en este concepto, pero si describimos a continua-
cién un ejemplo muy sencillo, conocido como angle encoding. Si denotamos por
(x1,...,2,) € R™ a nuestros datos de entrada clésicos, podemos “introducirlos”
en un circuito de n cibits simplemente aplicandole una puerta rotacional a cada
cubit k£, con un angulo zj. En la Figura 2.6 se muestra el circuito correspondiente.

|0) — Ry(x1) —
|0) — Ry(x2) —
10) — Ry(xn) —

Figura 2.6: Angle encoding.
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Continuando con la abstraccién, para reproducir la fase de procesamiento de
manera cuantica tan solo tenemos que aplicar un circuito que dependa de parame-
tros optimizables. Se pueden disenar arquitecturas de este tipo estructuradas en
capas, recordando en cierta manera a las redes neuronales clasicas. Este tipo de
circuitos se conoce como formas variacionales. En la Figura 2.7 se muestra su
esquema general. Basicamente estan compuestas de circuitos G; dependientes de
parametros 9_; intercalados con circuitos U7, cuyo objetivo es crear entrelaza-
miento entre los distintos ciibits. A modo de ejemplo, en la Figura 2.8 se muestra
una forma variacional concreta, conocida como Two-local.

Ul

ent

|I,[/enc>

Gl (51) G2(§2) Ueznt — Uvekn_t1 Gk(ék)

Figura 2.7: Esquema general de una forma variacional.

 Ry(601) Ry(011) Ry(021)
— Ry(002) H-D Ry(012) HD Ry(022)
— Ry(6¢3) & Ry(013) © Ry(023)
1 Ry(644) D1 Ry(014) D1 Ry(024) -

Figura 2.8: Arquitectura de la forma variacional Two-local.

Por 1ltimo, en relacion a la etapa de salida del modelo, debemos ser capaces
de obtener un valor real al final del circuito. Esto, como no pude ser de otra
manera, se consigue por medio de una medicién. Por ejemplo, se puede fijar uno
de los cubits, y, ejecutando multiples veces el circuito, aproximar la probabilidad
de obtener el estado 0.

Ya hemos terminado de concretar los tres componentes que definen a un QNN:
un mapa de caracteristicas para introducir los datos cldsicos, una forma varia-
cional con pardmetros optimizables y una medicién final. La Figura 2.9 muestra
esquematicamente esta arquitectura general. Todas las figuras de este apartado
se han obtenido de [3].
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[0)" =4 F(%)

V() =~

Figura 2.9: Esquema general de una QNN.



Capitulo 3

Materiales y métodos

En este capitulo combinamos la descripcion teérica del modelo estudiado:
clasificador basado en data re-uploading [11], junto a los materiales que se han
empleado para implementarlo y evaluarlo.

3.1. Materiales

Esta seccion esta dedicada a la exposicién de los materiales informaticos em-
pleados para llevar a cabo este trabajo. En concreto, describiremos el hardware
empleado para realizar los experimentos y, por otra parte, comentaremos las bi-
bliotecas de Python utilizadas en el cédigo que se ha desarrollado.

3.1.1. Recursos Hardware

Comenzaremos describiendo las caracteristicas del sustento hardware de nues-
tras pruebas. Dada la naturaleza general del entrenamiento de modelos de apren-
dizaje automatico, la manera mas cémoda de trabajar consiste en ejecutar los
entrenamientos en un servidor con buena capacidad de computo. En este caso,
se ha utilizado uno de los servidores de computacién GPGPU del CiTIUS. En
concreto, el servidor ctgpgpu4. Se trata de un servidor PowerEdge R730, con dos
procesadores Intel Xeon E52623v4 y 128 GB de memoria RAM. También dispone
de dos tarjetas Nvidia GP102GL [Tesla P40]. No obstante, no se ha hecho uso de
ellas. Para nuestro caso especifico, el procesador ha sido suficiente para llevar a

17
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cabo los entrenamientos en un tiempo razonable. Como sistema operativo, este
servidor tiene la distribucién de Linux denominada CentOS (version 7.4).

Para la conexion a la red interna del CiTIUS ha sido necesario utilizar el
servicio de VPN que proporciona el centro. Esto se ha combinado con la extension
Remote - SSH de Visual Studio Code para desarrollar el proyecto directamente
en el servidor, trabajando asi de manera més cémoda y eficiente.

3.1.2. Bibliotecas

Ahora comentaremos las bibliotecas que han sido necesarias en este trabajo.
Dedicamos los siguientes apartados a detallar las més destacadas. Por supuesto,
también se han utilizado las mas tipicas, como NumPy o Matplotlib. Incluso se
ha utilizado Pickle para almacenar los modelos en disco de manera muy practica.

Qiskit

Qiskit [8] es un kit de desarrollo creado por IBM para trabajar con ordena-
dores cuanticos. En concreto implementa el modelo de circuito cuantico, descrito
en el capitulo 2. Es una de las bibliotecas mas utilizadas en el mundo de la
computacién cuantica. Ha sido la pieza fundamental de este trabajo. A partir
de la version 1.0 de Qiskit, hay un componente imprescindible que es necesario
instalar aparte: el paquete Qiskit Aer. Esta disenado especificamente para la si-
mulacion cuantica de alto rendimiento. Proporciona simuladores cuanticos que
permiten a los usuarios ejecutar y probar los circuitos cuénticos disenados con
Qiskit en un entorno simulado antes de ejecutarlos en hardware cuantico real.

Existe también una biblioteca especifica para QML, denominada Qiskit Ma-
chine Learning. No obstante, este modulo proporciona modelos rigidos que di-
ficultan la adaptacién del clasificador basado en re-uploading estudiado en este
trabajo. Por esta razon se ha optado por trabajar directamente con Qiskit, sin
utilizar Qiskit Machine Learning.

SciPy

SciPy es una biblioteca de Python de cédigo abierto que amplia las capacida-
des de NumPy, ofreciendo herramientas y algoritmos adicionales para la compu-
tacion cientifica y técnica. En particular, nos interesa el paquete scipy.optimize.
Proporciona algoritmos de optimizacién, que utilizamos para minimizar nuestras
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funciones de coste.

Qutip

QuTiP (Quantum Toolbox in Python) es una biblioteca de Python especializa-
da en la simulacién de sistemas cuanticos. En particular, nosotros la utilizaremos
para la visualizacion de estados cuanticos en esferas de Bloch.

3.2. Clasificador basado en Data re-uploading

En esta seccion se explicard el modelo en el que se basa este trabajo. Se trata
de una simplificacién del modelo de recarga propuesto en el articulo [11].

Al final del capitulo 2 explicamos las QNNs, describiendo el esquema general
de su arquitectura (ver figura 2.9). Como ya explicamos, este tipo de modelos se
componen de un mapa de caracteristicas, una forma variacional y una medicion.
Definiremos ahora un nuevo esquema basado en la repeticion continuada de las
dos primeras fases. Se muestra en la figura 3.1. Notese que el mapa de carac-
teristicas usa el mismo dato de entrada Z en cada repeticién (de ahi el término
“recarga”), mientras que la forma variacional va tomando parametros optimiza-
bles independientes.

FZ) = v, =~

0)" = F&) =5 v(6,) =

Figura 3.1: Esquema general del modelo de re-uploading.

En concreto, disenaremos un modelo basado en este esquema, que tenga por
objetivo funcionar como clasificador. Ademads, utilizaremos tnicamente un cubit
para construirlo. En [11] generalizan este modelo con varios cibits, pero el in-
terés tedrico radica especialmente en emplear un solo cubit, ya que asi es posible
justificar su universalidad en términos del Teorema de Aproximacién Universal
de las redes neuronales clasicas [3]. En el apartado 3.2.5 entraremos en detalle en
este tema.
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3.2.1. Motivacién de la recarga de informacion clasica

Con vistas a construir un clasificador universal de un solo ctbit, un modelo
cuantico basado en una fase de carga seguida de una de procesamiento tiene dos
limitaciones importantes. En primer lugar, como un cubit solo tiene dos grados
de libertad, estariamos limitados a trabajar con datos bidimensionales. Por otra
parte, tras cargar los datos en el circuito, la transformacion que el circuito aplicara
al estado cudntico siempre serd, en esencia, lo mismo: una rotaciéon en la esfera
de Bloch. Con una sola rotacién no es posible representar patrones de separaciéon
no triviales.

Es necesario cambiar de estrategia para lograr nuestro objetivo, para lo cual
nos inspiraremos en las redes neuronales clasicas. En este tipo de modelos, los
datos son procesados por una determinada sucesién de capas de neuronas. Sin
embargo, ahora nos centraremos simplemente en lo que sucede en la primera capa
de la red. Es en este punto donde entran los datos a la red. La clave ahora esta
en observar que cada dato es procesado multiples veces; una por cada neurona
de esta capa. De este modo podemos decir que los datos se cargan varias veces o
se “recargan” en la red.

Basandose en esta idea, Pérez-Salinas et al. [11] proponen construir un cir-
cuito cuantico en el que los datos se introduzcan varias veces. Como vamos a
trabajar con un tunico ctbit, s6lo nos queda una alternativa: recargar los datos a
lo largo del procesamiento del cibit. En la figura 3.2, extraida de [11], se muestra
esquematicamente esta idea, a modo de comparacion de los dos modelos. A la
izquierda se representa una red neuronal de una sola capa oculta. Como se puede
observar, cada uno de los datos de entrada se introduce en todas las neuronas,
representadas por cuadrados. Tras esto, es necesario anadir una neurona final que
combine los resultados para producir la salida. En el lado derecho de la figura
se muestra el esquema de nuestro modelo cuantico de un cubit. En este caso, los
datos también se cargan varias veces en el modelo, pero ahora lo hacen a lo largo
de las distintas capas del circuito, que se corresponden con rotaciones unitarias.
Las llamaremos unidades de procesamiento. En cada paso, el clasificador recibe
informacion tanto de la unidad anterior como de la entrada introducida de forma
clasica. La salida final del circuito serda un estado cuantico codificando multiples
repeticiones de la carga de los datos de entrada condicionadas por parametros de
procesamiento.

En la seccién 3.2.5 se analizard con mas detalle la relacidén entre este modelo
y las redes neuronales clésicas de una sola capa.
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0)

[¥)

Figura 3.2: Comparacion de esquemas de recarga.

3.2.2. Procesamiento combinado con la recarga

En esta seccién procedemos a desarrollar de forma mas explicita el modelo
presentado en la figura 3.2. Comenzaremos explicando cémo se introducen los
datos clasicos en las unidades de procesamiento. Como no puede ser de otra ma-
nera, se hard a través de puertas parametrizadas. De este modo, el clasificador de
un solo cubit pertenecerd a la categoria de los circuitos cuanticos parametrizados.

Como ya hemos comentado, en cada capa del modelo se aplicard una rotacién
unitaria, que sabemos que pueden ser parametrizadas mediante puertas univer-
sales:

ol o COS% —ei¢3sin% U2 -
0= marss i) SV 6D

Con el objetivo de resumir esta notacion, escribiremos U (gg), siendo qi; = (o', ¢?, ¢?).
Recordemos que, en cada capa, necesitamos introducir tanto el dato de entrada
7 = (z',23,2%) como una serie de pardmetros ajustables que permitan el apren-
dizaje del modelo. Teniendo todo esto en cuenta, la estructura del clasificador
cuantico de un ctibit se podria expresar de la siguiente manera:

U@, 7) = Uon)U(@) - U61)U (@), (3.2)
donde & = {ggl, e qz? ~ } serfa el conjunto de vectores de parametros de las distin-

tas capas, que introducimos con el objetivo de simplificar de nuevo la notacién.

Antes de aplicar el circuito, el cibit se encontrara en el estado |0). Tras apli-
carle todas las puertas, pasara al estado

) = U(®,7)]0). (3.3)

Aligual que en otros modelos de QML vistos en el capitulo anterior, la idea para el
entrenamiento consistira en construir una funcién de coste a partir de este estado
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L(1) L(N)
[ — = = _'_ | —— — = = = -1

0) HU (D) U(¢1) - HU (B) ——U(on) F—1-A
L — _ _ = ~ | L — = — |

Figura 3.4: Esquema comprimido.

|1}, v utilizarla para ajustar los pardmetros, a medida que se aplica el circuito
iterando por todos valores de ¥ que haya en el conjunto de entrenamiento. Cabe
destacar que, a medida que se anadan mas capas al circuito, mejor capacidad de
representacion tendra y mas efectiva resultara la clasificacion que realice. Esto es
analogo a lo que sucede con el aumento del niimero de neuronas de la red neuronal
de una sola capa. Aunque ya se profundizard en esta cuestion mas adelante, en
la seccion 3.2.5.

Para poder referirnos a cada capa del modelo de manera independiente, intro-
duciremos el concepto de capa de procesamiento, definida de la siguiente manera:

L(i) = U(¢)U (). (34)
Asi, el clasificador se podra escribir también como sigue:

U, Z) = L(N)--- L(1). (3.5)

En la figura 3.3 se muestra un diagrama de la arquitectura que acabamos de
disenar. La profundidad de este circuito es 2/N. Sin embargo, hay una forma sen-
cilla de compactarlo, reduciendo la profundidad a N. Tan solo hay que incorporar
los parametros ajustables y el dato de entrada en el mismo paso, utilizando una
sola puerta universal en lugar de usar dos. De esta forma, cada capa se escribira
como L(i) = U(¢, 7). El diagrama resultante se muestra en la figura 3.4. Tanto
esta como la figura 3.3 también se han obtenido de [11].

La puerta universal solo admite tres pardmetros reales, asi que hay que deta-
llar cémo se van a combinar los parametros ajustables ¢; con el dato de entrada
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Z. Podriamos pensar en sumar o multiplicar ambos vectores coordenada a coorde-
nada. Sin embargo, los autores proponen una operacién un poco mas elaborada:
una combinacion de las dos cosas. El objetivo de esto es dar méas sentido a la ana-
logia con el modelo de red neuronal. Duplicaremos los parametros ajustables en
cada capa, resultando en un vector de pesos w;, y otro vector 6_;, que realizara el
papel del sesgo en las neuronas clasicas. A continuacion, se muestra la expresién
resultante: B

L(i) = U(0; + w; o ©), (3.6)

donde w; o T = (w}x!', w?z? wix?) es el producto de Hadamard de dos vectores.

Este cambio en los parametros nos obliga a retocar la notaciéon con la que denota-
mos el circuito. Al igual que introduciamos el conjunto ¥, ahora consideraremos
los conjuntos de vectores de parametros © = {9:, . ,§N} y Q = {w,..., Wy}
Asi, la manera mas apropiada para denotar el circuito sera:

UD,7) =UO,Q,7). (3.7)

Con este nuevo diseno se ha conseguido reducir la profundidad a la mitad.
Cabria preguntarse ahora si es posible hacer méds combinaciones de puertas para
acortar todavia mas el circuito. No obstante, se perderia la no linealidad inherente
a la aplicacién de rotaciones consecutivas, lo cual podria afectar al rendimiento
del modelo.

Hasta ahora no hemos entrado en un detalle bastante relevante: la dimension
de los datos de entrada, es decir, la dimension del vector Z. Tal y cémo ha sido
presentado, nuestro modelo parece estar pensado Uinicamente para el caso en el
que dicha dimension es igual a 3. Esto tiene una solucién relativamente sencilla.
En caso de que la dimensién sea menor que 3, simplemente establecemos el resto
de coordenadas de T a 0. Sin embargo, si la dimensién es mayor que 3, seria
necesario extender la dimensién de L(i) de la siguiente manera:

L) = U (09 + @ 0 70 -.v (8 + i 0 V), (3.8)
donde hemos dividido cada punto Z en k vectores de dimension 3, que escribimos

79 con j =1,...,k Nétese que, de esta manera, la complejidad del circuito tan
solo aumenta linealmente con la dimension del espacio de los datos de entrada.

3.2.3. Medicion

Tras haber descrito la arquitectura a utilizar, procedemos a explicar qué me-
diciones haremos sobre el cubit después de aplicarle todas las puertas del circuito.
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Dichas mediciones seran utilizadas para computar la funciéon de coste. Recorde-
mos que, en este punto, el vector de estado sera:

|¥(0,8,7)) =U(O,Q,7)|0) . (3.9)

Se ha denotado explicitamente que este estado depende tanto de los conjuntos de
pardmetros © y €2, como del dato de entrada x. Esto sera comodo més adelante
para ver con un simple vistazo que la funcién de coste efectivamente depende de
los parametros del modelo.

La idea fundamental necesaria para construir un clasificador a partir de me-
diciones cuanticas consiste en seleccionar ciertos estados especificos que se iden-
tificaran con las clases del conjunto de datos. El clasificador sera entrenado para
distribuir los datos de entrada sobre la esfera, tratando de acercar cada uno al
estado que representa a la clase correspondiente.

El principio que nos guiara para escoger los estados en cuestion esta basado
en la idea de ortogonalidad maximal entre estados. Esto consiste en considerar un
conjunto de estados que sean tan “ortogonales” como sea posible. Si solo tenemos
dos clases, como sabemos de algebra, se pueden escoger dos vectores tales que
su producto escalar es exactamente cero. Sin embargo, es imposible encontrar
mas de dos vectores mutuamente ortogonales en un espacio de dimension 2. Nos
tendremos que conformar con encontrar vectores cuyos productos escalares sean
tan cercanos a cero como sea posible.

Dos vectores ortogonales resultan en puntos diametralmente opuestos en la
esfera de Bloch. De este modo, en el caso de tener un problema de clasificacion
de dos clases, bastara con identificar dichas clases con los estados |0) y |1). Los
angulos en la esfera de Bloch estan relacionados directamente con el resultado
del producto escalar entre los vectores correspondientes. De este modo, cuando
tengamos mas de dos clases seleccionaremos estados cuyos angulos en la esfera de
Bloch sean tan grandes como sea posible para el nimero de vectores en cuestion.
Por ejemplo, en el caso de tres clases, los tres estados se dispondran formando un
tridngulo equilatero, puesto que es la manera de maximizar el menor angulo en
un conjunto de tres vectores. De forma anéloga, si disponemos de cuatro estados,
estos se corresponderan con los vértices de un tetraedro regular. En la figura 3.5
se representan graficamente dichas configuraciones en la esfera.

Funcién de coste basada en fidelidad

Tras haber explicado los fundamentos necesarios para entender cémo nuestro
circuito puede llegar a convertirse en un clasificador, describiremos a continuacién
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(a) Tres estados formando un tridngulo

(b) Cuatro estados formando un tetrae-
equilatero.

dro regular.

Figura 3.5: Estados maximalmente ortogonales en la esfera de Bloch

una funcion de coste que servird para entrenarlo. Esta basada en la interpretacion
geométrica descrita anteriormente. Para cada dato de entrada ¥, queremos forzar
al correspondiente [¢(0©, (2, Z)) a estar lo mas cerca posible del estado |1)s) que
represente la clase de Z. Para medir esta “distancia” entre estados, utilizamos el
concepto de fidelidad entre estados, dado en este caso por la siguiente expresion:

(4,
El idea entonces serd maximizar la fidelidad media de todo el conjunto de entre-
namiento o, lo que es lo mismo, minimizar la funcién:

O3 (1-[(5.

p=1

0(©.0,.7)) (3.10)

¢(@,Q,fu)>‘2> , (3.11)

donde M es el tamano del conjunto de entrenamiento.

Fidelidad ponderada

Ahora construiremos otra funcién de coste, resultado de refinar las ideas an-
teriores. En primer lugar, denotaremos por |¢.) al conjunto de estados maximal-
mente ortogonales seleccionados para representar a las clases de nuestro conjunto
de datos. Definimos la fidelidad de cada dato ¥ con la clase ¢ de la siguiente
manera;

F.(0,9,7) = [(7 @/}(@,Q,f)>‘2 (3.12)
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Ahora compararemos esta cantidad con la fidelidad esperada de una clasificacién
exitosa, que denotaremos Y.(Z). Este valor representaria el valor de la fidelidad
de 7 con la clase ¢ en el caso que el clasificador hubiese logrado llevar el estado
|1¥(0, 9, %)) exactamente hasta el vector |¢.) asociado a la clase correcta de Z.

Es decir, se tiene que:
e\ |2
V(@) = | (i)

A modo de ejemplo, explicitaremos estos valores para el caso de un conjunto
de datos con tres clases. Los estados en forma de tridngulo de la figura 3.5a se
corresponden con los siguientes vectores:

=10, =20+ 2, -t -2y e

(3.13)

Haciendo los célculos, se obtiene que Y.(Z) = 1 si cesla clase de Ty Y.(Z) =
en caso contrario.

1
4

Con estas definiciones, ya podemos construir la nueva funcion de coste. La
idea serd minimizar la media de las diferencias entre F.(0, 2, Z) y Y.(¥) para cada
valor de ¥ y de ¢. Anadiremos ademds unos pesos @ = (a, ..., a¢), siendo C el
numero de clases, con el objetivo de flexibilizar ligeramente la funciéon ponderando
las distintas fidelidades. Estos pesos le dan el nombre a la funcién de coste,
que se denominara fidelidad ponderada. A continuacién, presentamos la férmula
completa.

X24(d,0,90) = %Z (Z F.(0,0,%,) — yc(@)y) (3.15)

Una diferencia importante con la funcién de coste anterior es que esta calcula
mas fidelidades. En concreto, Xfc tan solo calcula una fidelidad por cada dato &
del conjunto de entrenamiento, mientras que x2 s calcula C fidelidades por cada
Z. Esto podria tener impacto si hay un gran nimero de clases. No obstante, para
valor de C pequenos, como los que trabajamos aqui, esto no deberia ser muy
relevante.

Cabe destacar que también existe una diferencia cualitativa entre las dos
funciones, relativa al trasfondo de lo que se busca con cada una de ellas. Minimizar
la funcién x3 simplemente tiene como objetivo acercar cada vector [¢)(©,Q,T))
al estado representante de la clase correcta del dato @. Por su parte, x? ; o solo
hace esto, sino que ademas busca una configuracién especifica de las fidelidades,
alejando a |¢(0,Q, %)) de los estados representantes de las clases incorrectas.
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3.2.4. Meétodo de minimizacion

Ahora que ya hemos descrito las funciones de coste que dirigiran el entrena-
miento de nuestro clasificador, debemos concretar qué método de optimizacién
se utilizara para minimizarlas. Con el objetivo de replicar las condiciones de los
experimentos realizados en el articulo [11], emplearemos el algoritmo que mejores
resultados les ha proporcionado a estos autores: L-BFGS-B.

A pesar de estar basadas en un circuito cuantico, x; ¥ Xy son al fin y al cabo
funciones reales de varias variables reales. De este modo, tiene sentido aplicarles
métodos de optimizacion clasicos disenados para este tipo de funciones. El més
habitual es el Descenso del Gradiente Estocéstico (SGD, por sus siglas en inglés).
En [11] emplean también este algoritmo, pero con peores resultados. Explican esto
argumentando que SGD es un algortimo bastante sensible a minimos locales,
especialmente con conjuntos de entrenamiento pequenos. En nuestro caso, las
funciones de coste se obtienen de la aplicacion reiterada del circuito cuantico y, por
tanto, incluyen un gran producto de funciones trigonométricas independientes.
Esto provoca la aparicion de numerosos minimos locales

El algoritmo Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno (BFGS) es otro método de
optimizacién no lineal sin restricciones; menos sensible a minimos locales. Se
basa en calcular aproximaciones de la matriz Hessiana para guiar el descenso de
la funcién de coste. En [4] se explica en detalle el procedimiento en cuestiéon. Una
variante de este método es el algoritmo L-BFGS, presentado en [9]. Se trata de
una version limitada en memoria que, en lugar de almacenar y operar sobre la
matriz Hessiana completa, lo que hace es almacenar una cantidad limitada de
vectores de actualizacion que representan la aproximacién de manera implicita.

Finalmente, L-BFGS-B consiste una extensién de L-BFGS que permite tra-
bajar con restricciones en las variables de optimizacion. En concreto, permite
incluir cotas superiores e inferiores. En [2] se detalla esta variante. Sin embargo,
en nuestro caso, las funciones de coste no tienen ninguna restriccién en sus varia-
bles, de manera que, aunque en [11] se exponga que se estd utilizando L-BFGS-B,
en esencia se trata simplemente de L-BFGS.

3.2.5. Universalidad del clasificador de 1 cubit

Para terminar el capitulo, explicaremos con un poco mas de detalle la relacion
que existe entre el modelo presentado y las redes neuronales de una sola capa; en
el sentido de su comportamiento como aproximadores universales.
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En primer lugar, recordamos el Teorema de Aproximacién Universal [11]
(UAT, por sus siglas en inglés) de las redes neuronales. Para explorar su de-
mostracion, presentada en [7], son necesarios conocimientos avanzados de anéli-
sis funcional. Nosotros nos vamos a conformar simplemente con enunciarlo, tal y
como se hace en [11], con el objetivo de concretar a qué nos referimos al decir
que las redes neuronales funcionan como aproximadores de funciones.

Teorema 1 (UAT) Sea I,,, = [0,1]"™ el cubo m-dimensional y C(1,,) el espacio
de funciones continuas en I,,. Sea ¢ : R — R una funcion continua, acotada,
no constante y f € C(I,,). Entonces, para cada € > 0, existe un entero N y una
funcion h : I,, — R definida por

N
h(E) =) onp(i; - &+ by),
i=1
con a;,b; € R yw; € R™, tal que h es una realizacion aproximada de f con
Precision €, es decir,

h(T) = f(Z)| < e

para todo T € I,,.

En términos de redes neuronales, ¢ es la funcién de activacién de las neuronas
(por ejemplo, la funcién sigmoide), w; son los pesos de cada neurona, b; los sesgos
y «; los pesos que ponderan la salida de cada neurona. De este modo, el teorema
establece que es posible “reconstruir” cualquier funcién continua con una red
neuronal de una sola capa, siempre y cuando se incluya un nimero suficiente de
neuronas.

Tras presentar esto, en el articulo [11] se realiza un desarrollo bastante com-
plejo y engorroso para justificar que el modelo de recarga de un solo cibit también
es un aproximador universal. No obstante la explicacion concluye de manera di-
fusa, despistdandonos muy facilmente. En un articulo posterior ([12]) en el que
participan varios de los autores de [11], se argumenta de manera més precisa la
misma idea. En este articulo reformulan un poco los parametros considerados y la
construccién de las puertas. En concreto, para cada capa del circuito consideran

UYAT(7:.0) = UUAT (2,3, a, ) = R, (20)R.(23 - T + 2a),

donde w € R3, y a, ¢ € R. Con esta formulacién resulta mds intuitiva la com-
paracién con la red neuronal de una sola capa. Los vectores & y los escalares
a se corresponden respectivamente con los pesos y los sesgos de las neuronas;
mientras que ¢ juega el rol del coeficiente de la neurona. La no linealidad que
proporcionarian las funciones de activacion, en este caso viene dada por el hecho
de parametrizar matrices de rotacion. Habiendo aclarado todo esto, finalmente
enunciamos el nuevo teorema [12].
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Teorema 2 (Quantum UAT) Sean f y ¢ un par de funciones f : I,, — [0, 1]
y @ : Iy, — [0,27), tales que 2(%) = f(2)eD es una funcion compleja conti-
nua en I, = [0,1]™. Entonces existe un entero N y un conjunto de pardmetros
{9_1, . ,67]\,} tales que

N
F@)e® — | U (& 6:)10)] <
=1

Nuevamente, la demostracién requiere de herramientas de analisis funcional
para su comprension. Se puede consultar en [12].

Como observacién final a tener en cuenta, ndotese que ambos teoremas tan
solo garantizan la existencia de las funciones aproximadoras. No determinan cudl
debe ser el tamano N ni cuanto han de valer los parametros en ningin caso.
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Capitulo 4

Pruebas y discusion de los
resultados

Este capitulo esta dedicado a describir la experimentacién realizada para eva-
luar el clasificador basado en re-uploading descrito en el capitulo anterior.

4.1. Implementacién del clasificador en Qiskit

Recordemos que el clasificador cuantico basado en recarga habia sido pro-
puesto en el articulo [11]. Los autores llevaron a cabo una implementacién del
modelo en cuestion programandola desde cero en Python, sin utilizar bibliotecas
de computacién cuantica. Es decir, codificaron su propio simulador, en el que
probaron distintas configuraciones del modelo. El cédigo en cuestién es publico.
Se puede consultar en el repositorio [13] de Adridn Pérez Salinas; uno de los
autores.

En nuestro caso, la idea ha sido replicar la implementacién del modelo, pero
empleando una biblioteca estandar de computacién cudntica: Qiskit (junto al
simulador Aer).Esto nos ha permitido generar un cédigo que se puede adaptar
mas facilmente para su ejecucion en un ordenador cuantico real.

Como es habitual, y practicamente obligatorio, en el ambito del aprendizaje
automatico, el conjunto de datos considerado en cada caso se divide en un con-
junto de entrenamiento y otro de prueba (de menor tamano). Asi, se garantiza la
independencia de la evaluacién con el posible sobreajuste del modelo. En todos

31
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los problemas de clasificacién de este estudio se ha considerado el mismo volu-
men de datos para cada conjunto: 200 puntos en el conjunto de entrenamiento y
50 en el de prueba. Sin embargo, para las representaciones graficas que veremos
més adelante, se han considerado conjuntos de prueba mucho mas grandes: 4000
puntos. Esto se ha hecho siguiendo los pasos de [13], con el objetivo de obtener
resultados mas visuales, con una mayor densidad de puntos.

La métrica empleada para la evaluacion de los modelos ha sido el accuracy,
que bésicamente representa la proporcién de datos del conjunto de prueba que se
han clasificado correctamente.

En las siguientes secciones, detallamos los problemas de clasificacion con los
que se ha puesto a prueba al modelo. Como la implementacién es esencialmente
diferente, los resultados obtenidos diferiran ligeramente de los presentados en [11].
Para cada problema de clasificaciéon se han considerado modelos de 1 a 7 capas,
cada uno entrenado con las dos funciones de coste explicadas en la seccion 3.2.3.

4.2. Clasificacion binaria

Comenzaremos explicando los probemas de clasificacién mas sencillos que se
han considerado: los problemas de clasificacion binaria. Segin lo explicado en la
seccion 3.2.3, al tratarse de problemas con unicamente dos clases, el rendimiento
del modelo deberia ser mas prometedor a priori.

4.2.1. Frontera circular

El primer problema considerado serd simplemente la clasificacion de puntos
dentro y fuera de un circulo. Crearemos un dataset de puntos aleatorios del plano
con ambas coordenadas comprendidas en el intervalo [—1,1]. El etiquetado de
dichos puntos se hard de la siguiente manera. Consideramos un circulo de radio
R = +/2/m. Los puntos que se encuentren dentro del circulo se etiquetardn como
pertenecientes a la clase 1, y los de fuera, a la clase 0. El valor del radio se ha
escogido para que el area del circulo coincida con el area de la region exterior,
garantizando asi el balanceo de las clases.

En la tabla 4.1 se muestran los resultados de la evaluacion del modelo para
este primer problema de clasificacién. Se pueden observar unos valores de accu-
racy bastante elevados; muchos por encima de 0,9. Esto supone una muy buena
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ACC
N Xff X121)f
1 0.42 0.42
2 0.96 0.94
3 0.92 0.94
4 0.90 0.96
5 0.88 0.96
6 0.98 0.94
7 0.92 0.92

Tabla 4.1: Resultados de clasificacion del circulo

noticia sobre nuestro clasificador. Partimos de que, al menos en este caso basico,
la clasificacion se lleva a cabo de manera exitosa. Los valores obtenidos para la
funcién X%Uf son préacticamente los mismos que se presentan en [11]. Los de la
funcién va son incluso ligeramente superiores a los de [11] en varios casos. De
aqui no podemos concluir mucho acerca de la comparacion entre las funciones de
coste, ya que los resultados de ambas son muy similares. Ademas de los valores
de accuracy dla tabla, también hemos disefiado dos maneras de visualizar grafi-
camente la evaluacién de los modelos. La primera de ellas consiste en representar
en un cuadrado los puntos del conjunto de prueba, coloreando cada uno de ellos
en funcion de la clase asignada por el modelo. Se dibuja también el circulo en
cuestion, para poder visualizar cudles de ellos se han predicho correctamente y
cudles no. En la figura 4.1 se muestra esta representacién grafica para el modelo
que mejor resultado ha obtenido; el clasificador de 6 con la funcién de coste Xf[ .
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Figura 4.1: Evaluacion grafica del modelo con 6 capas y funcion de coste Xfc .

En este trabajo también hemos llevado a cabo otra visualizacién grafica re-
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lativa para ayudar a la evaluacién de los modelos. Nos hemos inspirado en re-
presentaciones como las que se pueden ver en el articulo [6]. La idea consiste en
mostrar explicitamente la esfera de Bloch de nuestro ctbit, dibujando en ella una
nube de puntos, de manera que cada uno representa el estado cuantico final tras
la ejecucién del circuito para un punto del conjunto de evaluacién. Se coloreara
cada punto en funcion de su proximidad a los estados representantes de las clases
(en este primer caso |0) y |1)). En la figura 4.2 se muestra esta representacion
relativa al mismo modelo que se consideré en la figura 4.1.

1)

Figura 4.2: Representacién de los puntos en la esfera de Bloch tras aplicar el
modelo de 6 capas y funcién de coste X? .

Se puede apreciar como la mayor parte de los puntos se concentran en los
polos de la esfera. Este es el comportamiento esperado para un modelo que esta
clasificando correctamente un porcentaje muy elevado (94 %) de los puntos.

4.2.2. Regiones no convexas

El problema de clasificacién que acabamos de presentar consiste en dos regio-
nes, tales que una de ellas es un conjunto convexo: el circulo. Para estudiar si la
convexidad de las regiones facilita de algiin modo el buen rendimiento del clasifi-
cador, preparamos un nuevo problema de clasificacién empleando como frontera
una curva senoidal: f(z) = —2x + %sin mz. De este modo, ambas regiones resul-
tantes seran no convexas.

Como se puede observar en la tabla 4.2, el rendimiento del clasificador para
este problema es similar al del caso circular. De hecho, los resultados correspon-
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dientes a la funcién x?, s son ligeramente superiores a los previos. Ademds, en este
caso si se ve una superioridad de la X?Uf sobre X? . Los resultados obtenidos son

muy similares a los de [11].

N X?c X%uf
1 0.42 0.44
2 0.82 0.8
3 0.82 0.94
4 0.94 0.96
5 0.94 0.96
6 0.92 0.98
7 0.94 0.98

Tabla 4.2: Resultados de clasificacion del problema no convexo

En la figura 4.3 se muestra nuevamente la evaluacién grafica del modelo con
mejor resultado; el de 7 capas con funcién de coste x?2, s - Se ha dibujado también
la grafica senoidal en cuestién para apoyar la interpretacion del resultado
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Figura 4.3: Evaluacién gréfica del modelo con 7 capas y funcién de coste x2 I

Para completar un poco mas la evaluacién grafica del modelo, incluimos tam-
bién en este caso la representacién de los puntos en la esfera de Bloch tras aplicar
los modelos con distinto numero de capas. Se trata de la figura 4.4. En ella se
puede ver la evolucion de la representacion interna del modelo a medida que la
arquitectura se vuelve mas compleja. Como se aprecia en la figura, el aumento de
la precisién del clasificador se corresponde con una distribucion de puntos més

centrada en los polos de la esfera.



36 CAPITULO 4. PRUEBAS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS
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Figura 4.4: Evolucion de la representacién en la esfera de Bloch

Este problema de clasificacion se disend con la intencién de poner a prueba
el modelo en un escenario no convexo. Sin embargo, al tratar de complicar la
geometria de una de las clases, se simplifico en cierto sentido la de la otra. Es
decir, la clase exterior en el problema del circulo tenia la propiedad topoldgica de
tener un “agujero” en su interior; pero en el problema no convexo se ha perdido
esta propiedad. En el siguiente apartado propondremos un nuevo problema de
clasificacion que si la presente en una de sus clases y, ademas, complique la
estructura de la otra clase.

4.2.3. Corona circular

Como acabamos de comentar, exponemos ahora un nuevo problema de clasi-
ficacion binaria mas complejo que los anteriores. Una de las clases vendra dada
por la pertenencia a una corona circular. El resto de puntos, tanto los de fuera del
circulo externo como los de dentro del circulo interno, conformaran la segunda
clase. De este modo, hemos creado una clase (la corona) con un agujero, mien-
tras la otra clase, ademas de presentar también un agujero, ha dejado de ser un
conjunto conexo.

En la figura 4.3 se muestran los resultados de la evaluacién para este problema
de clasificacion. Esta vez, la complejidad anadida si se ha visto reflejada en el
rendimiento del modelo. Si bien el accuracy sigue alcanzando valores valores muy
razonables, ya no son tan altos como en los casos anteriores. la tabla también nos
muestra otro fenémeno claro: ahora la funcién de coste x; , salvo en un caso
esporadico extrano (NN = 4), si domina de manera clara a X?c . Cabe destacar
también que en [11] se obtuvieron datos ligeramente por encima de los nuestros
en este caso.
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ACC
N X? X?Uf
1 0.46 0.52
2 0.52 0.72
3 0.56 0.7
4 0.9 0.72
5 0.7 0.72
6 0.76 0.86
7 0.78 0.86

Tabla 4.3: Resultados de clasificacién de la corona circular

En este caso, el aumento de la precision del modelo en funciéon del ntimero de
capas ha sido mucho mas progresivo que en los casos anteriores. De este modo,
resulta muy vistosa la representacion grafica de la clasificacién. En la figura 4.5
se ve claramente como, poco a poco, el modelo cada vez logra ajustar la nube de
puntos azul a la forma de la corona circular.

Figura 4.5: Evolucién de la clasificacion de la corona circular

Con esto damos por terminada la evaluacion del modelo basado en re-uploading
para problemas de clasificacion binaria. En la siguiente seccién, comenzaremos la
experimentacion con problemas multiclase.
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4.3. Clasificacion multiclase

A continuacion, consideraremos dos problemas de clasificacion multiclase: uno
con tres clases y otro con cuatro. Como hemos visto en la seccién 3.2.3, la clasi-
ficacién de mas de dos clases empleando un ctbit resulta considerablemente mas
compleja. En la explicacion de la ortogonalidad maximal, se dejaba entrever que
la forma de clasificar en este caso resulta, en principio, menos potente.

4.3.1. Problema de tres clases

Hay una manera muy sencilla de adaptar uno de los problemas anteriores a
un problema de tres clases. Consiste simplemente en recuperar la corona circular,
y declarar el circulo interno como una clase independiente. En la tabla 4.4 se
muestran los resultados para este problema de clasificaciéon. Aunque son relati-
vamente comparables, estos datos son peores que los que presentan en [11]. Un
hecho curioso es que, en este caso, la funcién Xfc supera a x2 s En [11] sucede lo
mismo.

ACC
N X?c X12uf
1 0.5 0.36
2 0.76 0.14
3 0.76 0.8
4 0.74 0.58
5 0.84 0.84
6 0.9 0.82
7 0.82 0.68

Tabla 4.4: Resultados de la clasificaciéon con 3 clases

En la figura 4.6 se muestra la evaluacién grafica correspondiente al modelo
que ha obtenido el mejor resultado. Légicamente, ahora se emplean tres colores
para representar las clases, pero la idea es exactamente la misma que en los
problemas anteriores. A la izquierda se dibuja la corona circular y se colorean los
puntos segun las clases, pero vemos que no se ajusta tan bien como lo hacia en
el caso de dos clases. Por otra parte, a la derecha se muestra la esfera de Bloch
correspondiente. La novedad principal es que se han incluido (mediante flechas
de colores) los tres vectores representantes de las clases.
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(a) Representacion directa. (b) Esfera de Bloch con 3 clases.

Figura 4.6: Evaluacion grafica del modelo con 6 capas y funcién de coste Xfc .
4.3.2. Problema de cuatro clases

Para finalizar, preparamos también un problema de cuatro clases. Como no
se puede adaptar otro problema tan facilmente como sucedio en el caso anterior,
disenamos de cero un problema de cuatro clases. Consistira en una disposicion de
tres circulos disjuntos, de manera que cada uno de ellos conforma una clase y el
exterior representa la clase restante. En el tabla 4.5 se muestran los resultados de
la clasificacién. Estos si son notablemente inferiores a los de [11]. Hemos vuelto
a obtener una ligera superioridad de x? e

ACC
N Xff X121)f
1 0.52 0.26
2 0.5 0.4
3 0.58 0.64
4 0.56 0.34
5 0.7 0.76
6 0.64 0.66
7 0.66 0.7

Tabla 4.5: Resultados de la clasificacién con 4 clases

Por completitud, se muestra en la figura 4.7 la evaluacion gréafica del modelo
mas aventajado para este problema; utilizando ahora cuatro colores. Sorpren-
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dentemente, a pesar de los aparentemente malos resultados, en ambos dibujos
parece que los puntos se ajustan razonablemente bien a las regiones y vectores
correspondientes.
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Figura 4.7: Evaluacién gréfica del modelo con 5 capas y funcién de coste x2 -



Capitulo 5

Conclusiones y posibles
ampliaciones

En este capitulo final resumimos las principales aportaciones del trabajo y
las conclusiones extraidas de la experimentacion realizada en el capitulo anterior.
Ademas, se comentaran varias posibilidades de continuacion que admite este tra-
bajo.

En primer lugar, recordamos que nuestra aportacién principal ha sido la imple-
mentacién del clasificador de un solo cubit basado en re-uploading. En concreto,
la novedad respecto al articulo de referencia [11] ha sido es desarrollo de un c6digo
que utiliza la biblioteca Qiskit, estandar en computacion cuantica. Esto sitia al
modelo en una implementaciéon mas cercana a una posible ejecucion el hardware
cuantico.

En cuanto a los resultados de la experimentacién, en general se ha obtenido
un buen rendimiento del modelo, con valores de accuracy elevados. En el caso de
clasificacion binaria, los resultados son muy similares a los presentados en [11],
llegando a superarlos en algunos casos. No obstante, la clasificacion multiclase no
ha sido tan exitosa. Si bien para el problema de tres clases los valores no son muy
inferiores a los de [11], para el problema de cuatro clases si existe una diferencia
notoria. Los autores de [11] utilizan una implementacién propia, programando
un simulador desde cero. De esta forma, su cddigo y el nuestro son esencialmente
diferentes. Es muy probable que sea este hecho la causa de las diferencias en los
resultados.

Otro andlisis interesante de los resultados surge de la comparacion entre las
dos funciones de coste utilizadas. En [11] concluyen que la funcién x?, s €s superior
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a X? . En nuestro caso, la situacion es la siguiente. En los problemas de clasifica-
cién binaria y en el de cuatro clases, la comparacion coincide con la conclusion de
[11], salvo para el primer problema (en el que ninguna funcién domina a la otra
claramente). Sin embargo, en el problema de tres clases obtenemos sorprenden-
temente una superioridad de Xfc frente a x2 ;- Cabe destacar que en [11], justo
para este mismo problema, al menos no se obtiene una superioridad muy clara
de ngf . Tras todo esto, si podemos concluir que en general la funcién X%Uf es
ligeramente mas apropiada para entrenar los clasificadores. Esta es la conclusion
esperada en base a la explicacion dada en la seccion 3.2.3 sobre la interpretacién
de ambas funciones.

Para terminar, describiremos un par de posibles continuaciones de este tra-
bajo. En primer lugar, la lectura del articulo [11] lleva naturalmente a la idea de
implementar un nuevo clasificador utilizando varios cubits en lugar de uno solo.
No hemos hecho esto por dos motivos. Por una parte, el objetivo del trabajo era
implementar el modelo (el clasificador de un cibit) en el que nos fijamos debido
a su interés tedrico. Un modelo con mas cubits, aunque pueda obtener mejores
resultados, no presenta una base tedrica tan soélida. La segunda razén es que los
resultados que obtienen en [11] para varios cibits, si bien mejoran respecto a con-
siderar un solo cibit, la mejora es muy ligera, puesto que ya tenian muy buenos
resultados en todos los casos. Sin embargo ahora, a la vista de nuestros “malos”
resultados en clasificaciéon multiclase, si consideramos que tendria sentido probar
la implementacion con varios cibits con la esperanza de conseguir mejorar el
rendimiento.

Por otro lado, la continuacion maés interesante del trabajo seria la ejecucién
de nuestro codigo en hardware cudntico real. Tenfamos la intencién de utilizar
el nuevo ordenador cuantico del CESGA, llamado Qmio. Sin embargo, no lo han
puesto a disposicion de la comunidad hasta este pasado mes de junio, imposi-
bilitindonos las tramitaciones correspondientes en una fecha tan cercana a la
entrega del trabajo.

Dado que las funciones de coste que empleamos utilizan directamente los
vectores de estado del ctibit, la implementacion requeriria una cierta adaptacién
para su ejecucién en hardware cuantico real. La razén es que, en un cuibit de
verdad, no es posible acceder al estado exacto, tan solo se pueden hacer mediciones
que colapsan a los estados |0) y |1). De este modo, para obtener las probabilidades
(fidelidades) que construyen las funciones de coste, habria que ejecutar el circuito
un numero de veces elevado, obteniendo asi una aproximacién estocastica de
dichas probabilidades. La ejecucién en hardware cuantico permitiria comprobar
el efecto de ruido en el rendimiento del clasificador, lo cual conformaria otro
estudio enormemente interesante, puesto que esta caracteristica es muy dificil de
reproducir mediante simulacion.



Apéndice A
Manual técnico

La implementaciéon de modelo que hemos utilizado para los experimentos se
puede consultar en el siguiente enlace: https://nubeusc-my.sharepoint.com/:
f:/r/personal/manuel_timiraos_rai_usc_es/Documents/TimiraosLopezManuel_
TFG_GREI?7csf=1&web=1&e=bafKg3.

En este manual se describe la configuracion de bibliotecas y versiones nece-
sarias para poder reproducir la ejecucion del cédigo. Se trata de una guia muy
sencilla, puesto que no se requiere de un gran nimero de bibliotecas.

Lo primero es crear un entorno de Python (versién 3.10.14). En él, utiliza-
remos el comando pip para instalar las bibliotecas. Comenzamos instalando la
herramienta de pip que permite buscar bibliotecas: pip_search. Con los siguientes
comandos, buscamos Qiskit y la instalamos.

pip install pip_search
pip_search qiskit
pip install qiskit

Es muy importante asegurarse de que la versién instalada de Qiskit sea la 1.0,
ya que justo en esta version se produce una reestructuracion interna del paque-
te, cambiando todas las dependencias. En caso de instalar una version anterior,
serd mejor crear un nuevo entorno, ya que es complicado desinstalar bien las
dependencias antiguas.

Tras instalar el paquete principal de Qiskit, hay que instalar de forma inde-
pendiente el simulador Aer:

pip install qiskit—aer
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Para poder realizar las representaciones graficas también hay que instalar lo si-
guiente:

pip install matplotlib
pip install pylatexenc

Por 1ltimo, para poder generar las representaciones de las esferes de Bloch, uti-
lizamos la bilioteca QuTiP:

pip install qutip

Con esto, queda listo el entorno para poder ejecutar las pruebas deseadas.



Apéndice B
Manual de usuario

La implementaciéon de modelo que hemos utilizado para los experimentos se
puede consultar en el siguiente enlace: https://nubeusc-my.sharepoint.com/:
f:/r/personal/manuel_timiraos_rai_usc_es/Documents/TimiraosLopezManuel_
TFG_GREI?7csf=1&web=1&e=bafKg3.

Este codigo se distribuye en ficheros de Python que contienen las diferentes
funciones necesarias para la generacion de los datasets, el entrenamiento de los
modelos, la evaluacién y la generacién de las visualizaciones gréaficas. También se
proporcionan varios notebooks a modo de ejemplo, para saber como utilizar las
distintas funcionalidades.

A continuacién, explicamos la distribucién de dichos notebooks. En primer
lugar gen_data_notebook.ipynb, estd dedicado a la generacion de los conjuntos
de datos relativos a todos los problemas de clasificacién vistos en el trabajo.
Los conjuntos de datos generados se almacenan en archivos (ya separados en
entrenamiento y prueba) para su posterior uso. En la carpeta datasets ya se
disponen los que se han utilizado para entrenar los modelos del trabajo.

Para entrenar los modelos, deberia consultarse train_notebook.ipynb. Ahi se
muestran varios ejemplos. También se incluye el cédigo con el que se han en-
trenado todos los modelos evaluados en el trabajo. En la carpeta modelos se
disponen ya todos los modelos evaluados en el trabajo.

Los ejemplos de evaluacion se llevan a cabo en test_notebook.ipynb. Finalmen-

te, para completar la evaluacién con las representaciones graficas que se han visto
en el trabajo, se proporciona graphic_test_notebook.ipynb.
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