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Breve descricion do contido

A integral de Kurzweil-Stieltjes xeneraliza 4s integrais de Riemann e Le-
besgue en tanto que ao conxunto de funciéns que se poden integrar como
4 forma na que integramos as funcions, permitindo que se faga con res-
pecto a unha funcién prefixada que escala o dominio.

Con este traballo preténdese estender os coflecementos obtidos no grado
mais alé da integracién de Riemann e de Lebesgue, asi coma introducir

novos elementos da teoria de funcidns.
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Resumo

Neste traballo introduciremos a integral de Kurzweil-Stieltjes e exporemos como, cun sinxelo
cambio na clésica definicién de Riemann, obtense unha poderosa ferramenta que chega incluso a
superar 4 de Lebesgue. Exporemos dun xeito practicamente completo a teoria que trae consigo es-
ta integral, e retornaremos 4 definicién de Kurzweil-Henstock para destacar algunhas importantes
propiedades que herda neste caso. Principalmente faremos fincapé nos teoremas clasicos de conver-
xencia que comparte con Lebesgue-Stieltjes e culminaremos demostrando que a integrabilidade de
Kurzweil-Stieltjes abrangue 4 de Riemann e a de Lebesgue-Stieltjes. Centrarémonos na integracion
sobre intervalos pechados e limitados da recta real por ser a base da integracion sobre unha variable

real.

Abstract

In this dissertation, we will introduce the Kurzweil-Stieltjes integral and explore how a simple
change in the classic Riemann definition leads to a powerful tool that even surpasses Lebesgue’s. We
will extensively delve into the theory behind this integral and return to the Kurzweil-Henstock defi-
nition to highlight some important properties it inherits in this case. Our main focus will be on the
classical convergence theorems shared with Lebesgue-Stieltjes, and we will culminate by demons-
trating that Kurzweil-Stieltjes integrability encompasses both Riemann’s and Lebesgue-Stieltjes’. We
will primarily concentrate on integration over closed and bounded intervals of the real line, as it

serves as the fundamental basis for integration over a real variable.
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Introducion

A teoria da integracion, como tantas outras ramas das matematicas actuais, nace na xeometria, en
particular, no cdlculo de areas e volumes. Esta materia era de grande interese, tanto practico como
intelectual, para as civilizaciéns da Antigiiidade. Por exemplo, na Grecia helenistica, Arquimedes
de Siracusa lograria aproximar diversas superficies mediante o cofiecido como método exhaustivo,
moi semellante 6 actual concepto de particiéns de Riemann, ainda que non rematou por concibir o

concepto de limite.

Porén, os primeiros avances substanciais na materia da integracién desenvolverianse na Idade
Moderna, cando xa se comezaria a albiscar a stia relacion coa derivacién. No século XVII, matematicos
como Bonaventura Cavalieri, Evangelista Torricelli e John Wallis conseguirian computar as integrais
de diversas curvas e, ainda mais, Isaac Barrow demostraria unha version moi particular do Teorema
Fundamental do Calculo. A pesar diso, estas primeiras incursidns na teoria da integracién foron, de

novo, de natureza puramente xeométrica.

Non obstante, a consolidacién da integracion chegaria da man de Isaac Newton e Gottfried Leib-
niz, os que, continuando o traballo realizado polos seus predecesores, desenvolverian unha teoria
completa sobre derivacion e definirian as funcidns integrables como aquelas que posten primitiva.
Agora ben, para poder desfrutar dun completo rigor e formalismo matemadtico, haberia que agardar
ata as definicions e resultados introducidos por Augustin Louis Cauchy no século XIX, que servirian
como base para que Bernhard Riemann introducise a integral tal e como a cofiecemos hoxe en dia,

mais xeral, incluso, que a de Newton e Leibniz.

Seria durante esta época cando, estudando distribuciéons de masa, Thomas Joannes Stieltjes in-
troduciria unha innovadora idea que cambiaria a teorfa de integracién para sempre. Isto €, ampliaria
a definicién proposta por Riemann permitindo integrar respecto a funciéns ou distribucions distin-
tas da identidade. En consecuencia, gran variedade de disciplinas matematicas poderian sustentarse
neste novo concepto, dende a teoria da probabilidade ata o estudo de ecuaciéons diferenciais avanza-
das. Ademais, a aparicién durante o século XX de novas propostas de integrais, como a de Lebesgue,
Denjoy ou Kurzweil-Henstock, traerian sempre da man unha xeneralizacién andloga 4 concibida no

seu dia por Stieltjes.
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XIV INTRODUCION

Asi, o obxectivo deste traballo é expofier e dar a cofiecer unha das mdis modernas integrais de
tipo Stieltjes, isto é, a integral de Kurzweil-Stieltjes. Na segunda metade do século pasado, Jaroslav
Kurzweil e Ralph Henstock formularon, de xeito independente, unha integral que levou un paso
madis ald o Teorema Fundamental do Cdlculo. Esta, cofiecida como a integral de Kurzweil-Henstock,
afastouse por completo da teoria da medida e retomou a definicién orixinal de Riemann, restrinxindo
as particions consideradas para aumentar a xeneralidade da integral. Con este pequeno cambio,
lograron unha integral que englobaba a definicién de Riemann e Lebesgue sobre intervalos pechados
e limitados. A sta xeneralizacién de tipo Stieltjes foi desenvolta por matemdticos como Milan Tvrdy
nos anos 90. Porén, non atoparemos unha verdadeira monografia adicada a esta teoria ata o ano
2019, cando Tvrdy publica xunto con Giselle Monteiro e Antonin Slavik Kurzweil-Stieltjes Integral:
Theory and Applications, onde desenvolven de xeito exhaustivo os principais teoremas e resultados
que a acompafian, incluindo a relacién con todo tipo de integrais de tipo Stieltjes e a sdia aplicacion

a ecuacions diferenciais xeneralizadas. Este libro, [[14], é o que serve como base do noso traballo.

Asi pois, comezaremos o traballo familiarizandonos coa integral de Kurzweil-Henstock e o revo-
lucionario concepto que é base da stia definicion: o calibre. Este marcard o punto de inflexién coa
definicién de Riemann, xa que serda unha poderosa ferramenta que nos permitira restrinxir adecua-
damente as particiéns que utilizamos a hora de integrar, como comentaremos mais adiante. Enton,
no Capitulo [1|introduciremos esta integral, xunto coa stia xeneralizacién de Stieltjes, e veremos al-
gunhas poderosas propiedades que se desprenden da sua definicion, en particular, como mellora o

Teorema Fundamental do Calculo.

No Capitulo [2| entraremos de cheo na teoria de Kurzweil-Stieltjes e nos conceptos mais elemen-
tais que seran fundamentais para comprendela a fondo, presentando hipéteses suficientes para po-
der asegurar a existencia da integral. A continuacién, no Capitulo [3| faremos referencia a un dos
teoremas mais importantes do traballo, o Lema de Saks-Henstock, que teremos presente durante a
meirande parte das demostraciéons mais avanzadas. Tamén introduciremos a integral indefinida e
estableceremos as suas condicions de regularidade. Complementaremos este capitulo no seguinte,
onde introduciremos algunhas importantes consecuencias do susodito lema, entre elas que existen

funciéns condicionalmente integrables, 6 contrario que sucede na integral de Lebesgue.

E mais, despregaremos toda a potencia da integral no Capitulo |5, pois teremos un analogo a
todos os teoremas fundamentais de converxencia da integral de Lebesgue, un dos motivos polos
que esta ultima resulta tan popular entre os matematicos. Finalmente, culminaremos no Capitulo [6]
establecendo que toda funcidén Riemann-Stieltjes e Lebesgue-Stieltjes integrable é tamén Kurzweil-

Stieltjes e mencionaremos algtins resultados reciprocos.

Por ultimo, queremos destacar que para a breve revision histérica desta introducién tomamos

como referencia [|7, [8, [17]].



Capitulo 1

A integral de Kurzweil-Stieltjes

O obxectivo deste capitulo é introducir a definicién e as principais propiedades da integral de
Kurzweil-Stieltjes sobre un intervalo pechado e limitado [a, b] de R. En xeral, estas propiedades son
as que caberia esperar en calquera teoria da integracion como, por exemplo, a linearidade da integral

ou o b6 comportamento respecto a restricion do intervalo.

A principal referencia deste capitulo é [[14], no que se trata con gran detalle os aspectos desta
integral. Porén, en moitos momentos imonos apoiar tamén en [[4]] e [19] que, pese a tan sé tratar a
integral de Kurzweil-Henstock, presentan un enfoque moi practico e sinxelo no manexo do concepto

de calibre.

1.1. Conceptos e resultados previos

Definicién 1.1. Sexa I C R un intervalo limitado non dexenerado da recta real. E dicir, I adopta a
forma [a,b], [a,b), (a,b] ou(a,b),cona,b €R e a < b. Definimos a lonxitude do intervalo I coma

o numero real £(I) :=b—a.

Ao longo do texto e sempre que non xurda confusién, [a, b] vai denotar un intervalo compacto

non dexenerado da recta real.

Definicion 1.2. Diremos que unha sucesion finita de nimeros reais P := (xg,...,X,, ) € unha par-

ticién de [a, b] se cumpre

a=x9<x;<-<Xx,=>b.

Observemos que os elementos da particién inducen m subintervalos da forma I} := [x;_1, X ],

conk € {1,...,m}. Denotaremos o conxunto de tédalas particiéns do intervalo [a, b] por Z([a, b]).
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Definiremos a norma dunha particién coma

Pl:= max L(I).
Pl ke{1,..,m} (L)

Sexan P; = (xg,---»Xm ), Po = (Yo,---,¥n) € @ ([a,b]) duas particiéns de [a, b], diremos
que P; é mdis fina que P,, ou que P; é un refinamento de P, se { yg,.--,¥n} S {Xx0,.--,Xn }, €

denotarémolo por P, C P;.

Dada unha particién P € &2 ([a, b]) e unha sucesion real finita de m elementos t := (tq,...,t;;)
cumprindo t, € I, para todo k € {1,...,m}, diremos que o par ordenado P := (P,t) é unha

particion etiquetada de I. Definiremos a norma dunha particién etiquetada coma |P| := |P]|.

SexaP = ((xg,...,Xn),(t1,...,t,)) unhaparticiénde [a,c]e Q = ((Yo,---, ¥n)>(F1,--os70))
outra de [c, b]. Denotaremos por PuQa particion de [a, b] seguinte:

((xXgsee s Xy ViseeosYn)s(Esee sty T1seeesTn)).

Definicion 1.3. Diremos que unha funcién 6: [a,b] — (0,00) é un calibre de [a, b]. Ademais,

diremos que unha particién etiquetada P de [a, b] é 5-fina se cumpre

[xi—1, xi] € (e —0(t), ti +0(t)), Vke{l,...,m}.

En adiante, cando nos refiramos a unha particién P §-fina, entenderemos que é unha particién

etiquetada do intervalo [a, b].

Definicién 1.4. Sexan f, g: [a, b] — R duas funciéns reais e P = ((xg,..., Xy ),(t1,...,t,,)) unha
particién etiquetada de [a, b]. Definiremos a suma parcial de f respecto a g asociada a P como o
numero real

S(f,8,P) =Y, £ (1) (8(xi) — g(xi—1))-

k=1

A continuacién enunciaremos o cofiecido como lema de Cousin, que serd fundamental para de-

finir correctamente a integral de Kurzweil-Stieltjes, como comprobaremos posteriormente.

Lema 1.5 ([[19, Teorema 3, p. 5] Lema de Cousin). Para todo calibre &: [a,b] — (0, ©0) o conxunto

de particions 6-finas € non baleiro.

Demostracién. Supoflamos que existe un calibre 6: [a, b] — (0, 00) que non admite particiéns &-

finas. Consideremos o subconxunto de I := [a, b] definido como

A:={t eI:3 P unha particién de [a, t] 5|[a t]-ﬁna}.
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Temos que A é non baleiro. Basta considerar x € (a,a+ 6(a)) NI e a particién P=((ax),(a))
que é, grazas a escolla de x, & [a X]-ﬁna. Como ademais A esta limitado superiormente por b, existe

Y :=supA.

Pola caracterizacion do supremo, podemos escoller un elemento x € (y —6(y),y]NA e, por
conseguinte, existe Q unha particién 5|[a x]-ﬁna. Entén, QU ((x,y),(y)) é unha particién & | fayT

fina, € dicir, y € A.

Finalmente, se y < b, sexa x € (y,y + 6(y))NI. Como y € A, repetindo o argumento anterior
atoparemos unha particién Q 5|[a x]-ﬁna. E dicir, x € Ae x > y, contradicindo o carcter de supremo

de y. En definitiva, como y = b, I admite unha particién 6-fina. O

Agora presentaremos ddas proposicions de utilidade para probar certas propiedades da integral.
Pbédense consultar en [[14, pp. 142-144], pero cabe mencionar que se obtefien de forma sinxela aten-

dendo as definicions de calibre e de suma parcial.

Proposicion 1.6. Sexan 6, 6,: [a,b] — (0, 00) dous calibres tales que 6,(x) < 6,5(x), Vx € [a, b].

Entén, toda particion etiquetada P 01-fina é &5-fina.

Proposicion 1.7. Sexan f, f1, f2, &, 81,82 [a, b] = R funciéns de variable real, C;, C, € R constantes

arbitrarias e P unha particién etiquetada de [a, b]. Entén

S(lel +C2f21g17j) = Cls(flzg)/]j)+c25(f2’gzlp)’
S(fJCl &1 +C2g217.3) = ClS(f:gl’P)+CZS(f)g2JP)

Por ultimo, antes de introducir a definicion da integral de Kurzweil-Stieltjes imos presentar un
resultado moi util na practica. Grazas a este, poderemos seleccionar un conxunto finito de puntos do
intervalo [a, b] e construir un calibre de xeito que os puntos seleccionados sexan sempre etiquetas

de calquera particion 6-fina.

Lema 1.8. Sexa D = {ay,...,a,} un conxunto finito de puntos do intervalo [a, b], enton existe un
calibre §: [a,b] — (0, 00) tal que para toda particién etiquetada P = ((xgyeverXm)s(tyyeeestm))
O-fina cimprese que D C {ty,...,t, }.

Ademais, para toda P nas condicidns anteriores, existe outra particién etiquetada Q = ( ( Yor-->Yn)s

(ri,...,rp)) O-finatal que D € {yg,...,yp}N{ry,....,r} e S(f,g,?j) =5(f, g, Q), para calquera
funcién de variable real f,g: [a,b] = R.

Demostracién. Imos tomar a particion dada por

1

_d(X5D\{X})a SeD\{X}#@,
5(x):={ 2
1,

noutro caso.



4 1. A integral de Kurzweil-Stieltjes

onde d denota a distancia euclidiana. Fixado k € {1,...,s}, tense que para calquera t € [a, b],
t # ay satisfaise 6(t) < %d(t,ak). E dicir,

(t—5(0).t+5(t) € (t _ % d(t, ap), ¢ + %d(t,ak)).

Agora ben, a; non pode pertencer ao intervalo anterior. Noutras palabras, para unha particién
P 5-fina, a; non pode pertencer a ningun intervalo con etiqueta distinta de a;, logo forzosamente
DC{ty,...,tn }.

Por outro lado, se P = ((xg,..-»xn),(tq,...,t,;)) éunhaparticién 6-finae a; € D\{xy, ..., X;}.
Entén, sabemos que existe un i € {1,...,m} tal que a; € (x;_1,x;) €, polo que acabamos de probar,
a; = t;. Agora ben, se dividimos o intervalo anterior en dous subintervalos [x;_;,ax] e [ax, x;],

ambos con etiqueta a, temos que

fla) (8(x;) — g(xi—1)) = f (ax) (8 (x;) — g(ar)) + f (ar) (g (ax) — g(xi-1)).

E dicir, realizando este proceso obtemos unha particién etiquetada Q §-fina cumprindo que os
puntos de D son tanto extremos como etiquetas dos subintervalos e que S(f, g,75) = S(f, g, Q),

como queriamos atopar. O

1.2. A integral de Kurzweil-Stieltjes

Definicion 1.9. Sexan f, g: [a, b] — R duas funciéns de variable real. Diremos que existe a integral
de Kurzweil-Stieltjes de f respecto a g se existe un numero real I € R tal que, para todo ¢ > 0, existe

un calibre &,: [a, b] — (0, 00) cumprindo |S(f, g, P)—I| < ¢, para toda particién P &,-fina.

b .. , a a b
Denotaremos fa f dg :=1.Definiremos tamén fa fdg:=0e,parab > a, fb fdg:= —fa fdg.
Se g é a funcién identidade, poderemos referirnos a ela como a integral de Kurzweil-Henstock, que

b
denotaremos por fa fdx.

Observemos que, grazas 6 Lema de Cousin (Lema [1.5), a definicién da integral ten sentido,
posto que se existise un calibre §: [a, b] — (0, o0) que non admitira particiéns 6-finas, a definicién

cumpririase trivialmente para calquera funcién f, g: [a,b] = R.

Para rematar de dar significado & definicién, demostraremos que o valor da integral estd unica-

mente determinado.

Lema 1.10. Sexan f, g: [a, b] — R duas funciéns de variable real tales que existe fab f dg, enton o seu

valor € tinico.
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Demostracién. Supoflamos que existen I;, I, € R tales que, para todo € > 0, existen calibres
61, 05:[a,b] — (0, 00) cumprindo
. £ .
IS(f, g, P)—1L|< 5 bara toda particién P 6,-fina,

IS(f, g, P)—1,| < %, para toda particién P §,-fina.

Sexa & = min{&,,5,} e P unha particién 5-fina. Pola Proposicién P é 5,-fina e §,-fina.
Finalmente, a desigualdade triangular aseguranos que
£
2

. . &
|11_IZ|S|Il_S(f)g’7D)|+|S(f3g)7))_12|<§+ =E€.

Como ¢ > 0 foi arbitrario, necesariamente |I; — I,| = 0. E dicir, I; = I,. O

Agora que cofiecemos a definicién da integral de Kurzweil-Stieltjes, podemos realzar as diferen-

cias significativas entre esta definicién e a de Riemann.
Exemplo 1.11. Consideremos a funcién f: [0,1] — R definida como

0, sex =0,
fOx)=9 1

—, sexe<(0,1].
Wes (0,1]

Para calquera nimero real ¢ € (0, 1], sabemos que a integral de Riemann usual da funcién f res-
trinxida 6 intervalo [c, 1] existe e é igual a 1—+/c. E dicir, por moi pequeno que sexa c, podemos atopar
unha particién de [c, 1] que nos aproxime a area baixo o grafo de f tanto como queiramos. Agora
ben, por que non podemos integrar f sobre [0, 1]? Se consideramos P = ((Xq, ..., Xm ), (t1,-. s tm))
unha particién etiquetada de [0, 1], perdemos por completo o control sobre a primeira etiqueta t.
Como f(0%) = oo, sempre hai unha etiqueta do intervalo [0, x; ] tal que f(t;)(x; —0) é tan grande

como queiramos, non podendo asi aproximarnos a ningunha area finita.

Se dalgun xeito conseguimos controlar esta etiqueta t; que tanto conflito nos causa, achegaria-
mos 6 valor que desexamos. Supofiamos que conseguimos seleccionar as particions que forzosamente
tefien a sta etiqueta t; no punto 0. Como f(t;) = 0, estariamos «perdendo» toda a drea da funcién
no intervalo [0, x; ], pero se imos refinando as particiéns de xeito que x; sexa cada vez mais e mais
pequeno, a area perdida seria completamente desprezable. Entre estas particions con etiqueta t; = 0,
poderiamos intentar seleccionar ademais, as que se aproximen & drea baixo a curva en [x;, b], que

sabemos que é 1 — ,/x7, de novo 6 facer x; diminuir, iriamos achegandonos o valor 1.

Imos ver como a integral de Kurzweil-Stieltjes, ou neste caso de Kurzweil-Henstock, permitenos
facer este proceso de control e integrar a funcidn f. A chave esta no Lema (1.8} que é o que nos vai

permitir desfacernos destas etiquetas problematicas centradas 6 redor do 0.
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Fixado & > 0, imos tomar o calibre 6: [0,1] — (0, c0) definido como no susodito lema que nos

2
faga que 0 sexa unha etiqueta de toda particién 5-fina. Agora ben, sexa x € (0, &) tense que

1£(0) (x —0) — v/x| = Vx < g

Por outra parte, fixados u,v € (0,1], u < v sabemos que a drea baixo o grafo de f en [u,v] é

vV —4/u. Sexa t € [u,v] podemos ver que

V—u v—u
If(O)v—u)—(Vv—vu)| = W WO
_ v—u | Vt(v/V+Ju)—2t
2t ﬁ+ﬁ 2t Jt

=S|+ Va2 <"
2t

_v—u V—2 zZ—U <V_ll Vv P4 zZ—U
T (ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ)_ 2t ( i ﬁ)
_(v—u)2

2t2/3 :

x/3

“},

Isto que acabamos de ver suxirenos que redefinamos o calibre 6 tomando §,(x) := min{&(x),
para x € (0,1], e 6,.(0) := min{56(0), %}. Finalmente, para P = ((xgy-eesxm),(t1,eeasty)) unha

particiéon 6,-fina, temos que

D) G = x0mt) = (Vo — /X 1)

k=1

<1£(0)Cx; —0)— /1] +Z|f(tk)(xk—xk_1)—wx—— VX!
=1

(xp—xi-1)? e ~oelxp—xp 1)
S VX +kZ: 2/3 <§+Z 2 -
1

k=1

Como ¢ > 0 foi arbitrario, a integral f . J dx existe e é igual a 1. En resumo, € esta idea de poder
controlar as etiquetas dunha particién a que nos permite potenciar a integral de Riemann moitos
pasos mais ald. Por exemplo, veremos cara ao final deste capitulo como poder controlar as etiquetas

dunha particion de xeito que non nos afecte integrar sobre conxuntos de medida nula.

O seguinte resultado que imos enunciar preséntanos unha caracterizaciéon de Cauchy para a
existencia da integral de Kurzweil-Stieltjes, que sera tutil para demostrar algiins dos teoremas de

existencia da integral.

Teorema 1.12 (Condicién de Cauchy para a existencia da integral de Kurzweil-Stieltjes). Sexan
f,g:[a,b] — R dias funciéns de variable real. Entdn, a integral de Kurzweil-Stieltjes fab f dg existe

se, e 0 se, para todo € > 0 existe un calibre 6, de [a, b] de xeito que

IS(f, g, P)—S(f,g, Q)| < ¢, para calquera P e Q particién & ,-fina.
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Demostracion.

“=—7”Sexal := fabf dg. Para todo ¢ > 0 existe un calibre 5 : [a,b] — (0, 00) tal que

&

=g,
2

. . . . £
para calquera P e Q particién & ¢ -fina.
“ <=" Se se cumpre a Condicién de Cauchy tense que, para todo n € N, existe un calibre §,,: [a,b] —

(0, o0) que satisfai

) ) 1 ..
IS(f,g,P)—S(f,g, Q)| < —, para calquera P e Q particién 6,-fina. 1.1
n

Podemos supoiier sen perda de xeneralidade que 6,,,1(x) < 6,(x), Vx € [a, b]. En caso contrario,
bastaria tomar gnﬂ = min{&,,1,5,}. Agora, se para cada n € N escollemos P, unha particién
6 ,-fina, tense que (S( f,g,?n))r‘ﬁl ¢ unha sucesion de Cauchy en R. En efecto, para cada ¢ > 0

escollemos un numero natural N € N tal que ]% < €. Por construcién da sucesion de calibres, para

todon> N, P, é 5y-fina e climprese
. . 1
|S(f5g)Pm)_S(f:g;Pn)| < N <eg, Vm,n = N.
Denotemos 6 limite da sucesién anterior por I € R. Finalmente, para todo ¢ > 0 tomaremos un

natural n, € N cumprindo |S(f, g, Pno) —Il<%fe nio < £ . En consecuencia, para toda P particién
6,,-fina, aplicando (1.1), tense que

|S(fag57))_1| < |S(f;g,7))_s(f;ggpno)|+|S(f;g;7)n0)_1| < n_+%<8
0

E dicir, a integral de Kurzweil-Stieltjes existe e ¢ igual a I. O

O proximo paso € establecer as propiedades mais basicas da integral de Kurzweil-Stieltjes, as
cales son as que caberian esperar en calquera teoria da integracién. Omitimos as demostraciéns
por utilizar técnicas similares ds xa realizadas. Fundaméntanse no manexo das definiciéns de suma
parcial e calibre e na utilizacién das Proposiciéns e Pédense consultar en detalle en [[14,
pp. 144-146].

Teorema 1.13. Sexan f, f1, f2,&,81,82: [a, b] = R funcidns de variable real e C;,C, € R constantes

arbitrarias.

1. Se existen f:fl dge fabfzdg enton

b b b
J (C1f1+C2fz)dg=C1J fldg+C2J fodg.
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2. Se existen fabf dg;e fabf d g, enton

b b b
J fd(C1g1+C2g2)=C1f fdg1+czf fdgs.
a a a

Teorema 1.14. Sexan f,g: [a,b] — R dias funcions de variable real e [c,d] un intervalo contido en

[a, b]. Se a integral fabf d g existe, a integral fcdf d g tamén.

Teorema 1.15. Sexan f,g: [a, b] — R dilas funcidns de variable real e ¢ € [a, b]. A integral fabf dg

. . . . c b . . .,
existe se, e SO se, as integrais f fdge f . S dg existen. Ademais tense a relacién

b c b
J fdg=J fdg+J fdg.

Por ultimo, imos establecer un par de propiedades de monotonia que utilizaremos con frecuencia

en secciéns posteriores.

Proposicidon 1.16. Sexan f1, f5, 81,82 [a,b] — R funcions de variable real tales que as integrais

b b : : : s
I, := fa frdg eI, := fa fod g, existen e |S(f1,&1,P)| < |S(fa, &2, P)| para calquera particién
etiquetada P de [a, b]. Entén fab f1dg; ‘ < fab fodgs ‘

Demostracién. Sexa §: [a,b] — (0, o0) un calibre tal que
1S(f1, 81, P)— 1| < % e |S(fy, 82, P)—1I,| < %, para toda particién P &-fina.
A desigualdade triangular inversa permitenos afirmar que
: € : €
Como ¢ > 0 foi arbitrario, temos o que buscabamos. O

Observacion 1.17. Por exemplo, sexa g: [a,b] — R unha funcién de variable real crecente,
f1,f2: [a,b] — R duas funcidéns non negativas tales que as integrais I; := f ab fidg eI, =
f ab fod g existen e f; < f,. Sen mais que calcular explicitamente as sumas parciais podese ver que
1S(f1, 2, P = S(f1, 8, P) < S(fa, 2, P) = IS(f2, g, P)|, para toda particién P 6-fina, e que I, I, > 0.
Pola proposicion anterior, 0 < f ab fidg < f ab fodg.

O seguinte resultado demdstrase de xeito andlogo 4 Proposicién [1.16]

Proposicion 1.18. Sexan f,g: [a, b] — R diias funciéns de variable real, M € [0, 00) un nimero real
non negativo tal que |S(f, g, P)| < M, para toda particién P 6-fina. Se a integral I := fab f d g existe,
entén |fabf dg| <M.
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1.3. A integral de Kurzweil-Henstock

Para rematar o capitulo imos ofrecer unha serie de resultados referentes 4 integral de Kurzweil-
Henstock. E dicir, particularizaremos a integral de Kurzweil-Stieltjes tomando g = idf, p7- Realzare-
mos por que nos interesa traballar con esta xeneralizacién da definicién de Riemann e co concepto de
calibre, e veremos que este lixeiro cambio na definicién permite aumentar a “potencia” da integral
e xeneralizar a primeira parte do Teorema Fundamental do Célculo. Para demostrar este teorema

imos precisar o lema seguinte.

Lema 1.19 (19, Lema 1, p. 2] “Straddle Lemma”). Sexa f : [a, b] — R unha funcién de variable real

diferenciable nun punto z € [a, b]. Entén, para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que
lfM—fW—f'E)-u)l<elv-u), (1.2)
para calquera niimero real u,v € [a,b] cumprindou <z <ve[u,v]C(z—8,z+96).

Demostracién. Por hipétese, f € diferenciable en z. Entdn, fixado € > 0, existe un 6 > 0 tal que para

todo x € [a, b] cumprindo 0 < |x —z| < & tense

f(x)—f(2)

X—2z

—fl@)|<e = |f()—fE@)—f'@)(x—2)| <e|x—2z|. (1.3)

Sexan u,v € [a, b] dous nimeros reais cumprindou <z <velu,v]C(z—6,2+8).Sev=u=
2z, (1.2) camprese trivialmente, e se u = z ou v = z e son distintos, basta aplicar (1.3). En cambio,

seu <z <V temos que

fO—fW=F - <IfM—FfE—f -2 +If(x)—fW)—f'()(z—u)l

<e(v—g)+e(z—u)=¢c(v—u). O

Como podemos observar, as condicidns que impuxemos sobre os nimeros u € v no lema anterior
son moi similares & definicién dunha particién 6-fina. De feito, este lema e a xeneralizacién do
Teorema Fundamental do Calculo foi unha das principais motivaciéns a hora de definir a integral
de Kurzweil-Henstock. Como veremos a continuacion, a sia demostracidon obtense practicamente de

xeito inmediato.

Teorema 1.20 (Teorema Fundamental do Célculo: Parte I). Sexa f: [a,b] — R unha funcién de
variable real diferenciable en [a, b], onde entendemos que nos extremos do intervalo € derivable lateral-

mente. Enton f' é Kurzweil-Henstock integrable e

b
J f'dx=f(b)—f(a)
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Demostracién. Fixado € > 0 e t € [a, b], definimos un calibre 6, : [a, b] — (0, c0) de xeito que en
cada t € [a, b], toma o valor § obtido no Lema asociado a dito punto e 6 real positivo ;—;. Se

P é unha particién 5,-fina, entén

3

IS, 8, P) = (f(b) = F(@))] = | D J(F"(tx) (e — x1)) — Z(f(xk) — f (1))

k=1 k=1
Z|f (t) Gek = xm) — f (i) — £ ()|
k=1
Xk_1)=€. O

Acabamos de probar que a tnica hipdtese necesaria para que se cumpra o Teorema é que
a funcién f sexa diferenciable. En consecuencia, esta version € madis xeral que o clasico Teorema
Fundamental do Célculo para a integral de Riemann e para a de Lebesgue. Nestes ultimos, débese
verificar, ademais, que f’ sexa Riemann ou Lebesgue integrable. Estes resultados pddense consultar

en detalle en [[13] Teorema 2.30, p. 34] e [[18] Teorema 3, p. 158], respectivamente.

Para rematar o capitulo, imos demostrar que existen funciéns Kurzweil-Henstock integrables que
non son Riemann integrables. Para isto imos utilizar algtins conceptos de teoria da medida cos que
supoflemos que o lector estard familiarizado. De calquera forma, no Anexo [A| facemos unha breve

introducidn a eles.

Definicién 1.21. Sexa Z C R un subconxunto dos nimeros reais. Diremos que Z é de medida nula
ou que ten medida de Lebesgue cero se, para cada £ > 0, existe unha coleccion {J; };ey de intervalos
abertos de R tal que

oo oo

ZcC UJk e Z.uid(Jk) <e,

k=1 k=1
onde u;4(A) denota a medida de Lebesgue do conxunto A C R. Neste caso, como os Jj son intervalos,
wia(WJx) = £(Jy), para todo k € N.

Observacion 1.22. Como consecuencia inmediata da definicidén, calquera subconxunto dun conxunto

de medida nula tamén ten medida nula.

Proposicidon 1.23. Sexa f : [a, b] — R unha funcion de variable real tal que o conxunto

Z={xela,b]:f(x)#0}

ten medida de Lebesgue cero. Entén a integral the Kurzweil-Henstock de f existe e € igual a cero.

Demostracién. Sexa, para cada n € N, o conxunto Z" := {x € [a,b] : n—1 < |f(x)| < n}. Como

Z™" C Z, tense que Z" é un conxunto de medida nula para todo n € N. Agora, fixado ¢ >0en €N,
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existe unha familia {J" };cy de intervalos abertos de R tal que

Joe) oo
i Jar e Dleu
i=1 i=1

O seguinte paso € definir un calibre en [a, b]. Se x ¢ Z, definimos 6,.(x) := 1. Por outro lado,
sabemos que os elementos de { Z" },,c son disxuntos dous a dous por definicién. Co cal, fixado x € Z,
existe un tnico n(x) € N tal que x € Z"™), Ademais, como x € Jl.n(x) para algin i € N, podemos
considerar i(x) o minimo natural cumprindo a condicién anterior. Entén, definimos 6,(x) > 0 de

xeito que (x — &,(x),x +6,(x)) C JTE(X))

Agora, sexa P = ((xg,...,Xp),(t1,...,t,;)) unha particién &,-fina, e denotaremos I, :=
[Xr_1,X;], para todo k € {1,...,m}. Se definimos o conxunto de indices A, := {k € {1,...,m} :

n(ty) =n}, para todo n € N, temos o seguinte:

IS(f, 8, Pl < Z F (el < Zn(tk)euk) => > )= n ( > euk)). (1.4)

neN keA, neN keA,

Agora ben, dados J;,J, C R dous intervalos limitados reais concatenados, é dicir, a sta inter-
seccién é un unico punto, entén a lonxitude da stia union € igual 4 suma das sdas lonxitudes. En
cambio, se son intervalos reais disxuntos, a suma das suas lonxitudes coincide coa medida de Lebes-
gue usual da sda union. En calquera caso, a suma das lonxitudes dunha familia de intervalos que

son disxuntos ou concatenados dous a dous ¢ igual a medida de Lebesgue da sta unién. Entén, se

definimos o conxunto de indices B; :={k € {1,...,m}:i(t;) =i}, para todo i € N, temos que
ZE(Ik)—Z Z E(Ik)—Zuld( )<Z€(J”)<—, paratodon €N, (1.5)
i€eN ke(A,NB;) ieN kE(A nB;) ieN

onde ;4 denota a medida de Lebesgue usual e na primeira desigualdade utilizamos que dados dous

conxuntos medibles A C B, entén u;q(A) < uig(B) e que uig(J]') = £(J]") por ser J[" un intervalo.
Para rematar, se temos en conta tanto (1.4) como (1.5)), podemos concluir que

IS(f, 8, Pl < Z— =

neN

Como ¢ > 0 foi arbitrario, a integral de Kurzweil-Henstock f . J dx existe e é igual a cero. O

En capitulos posteriores demostraremos que toda funcion Riemann integrable é Kurzweil-Henstock
integrable. Agora ben, como consecuencia da Proposicion podemos ver que o reciproco é falso,

sen mais que considerar a funcién de Dirichlet definida como

Fl0) = {1, se x € Q,

0, sexel
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Outro corolario desta proposicion é que se duas funcidéns f;, f5: [a, b] — R de variable real son
iguais en case todo punto, isto é, o conxunto Z := {x € [a, b] : f1(x) # fo(x)} ten medida nula,
entdn as suas integrais de Kurzweil-Henstock coinciden. Basta ver que a funcién f; — f, é distinta de

cero exactamente no conxunto Z, que ten medida nula.



Capitulo 2

A existencia da integral de

Kurzweil-Stieltjes

Unha vez coiiecida a definicién formal e as principais propiedades da integral de Kurzweil-
Stieltjes, enunciaremos unha serie de condicions suficientes que nos van garantir a existencia da
integral. Para isto introduciremos dous conceptos de funciéns de variable real: as funciéns regradas
e as funciéns de variacion limitada. O noso obxectivo neste capitulo sera probar que se f e g son

regradas e unha delas ten variacién limitada, a integral fa f d g existe.

A principal referencia desde capitulo é [[14]], na que se tratan en detalle varios teoremas de exis-
tencia e converxencia da integral de Kurzweil-Stieltjes. No entanto, 4 hora de introducir os conceptos

de funciéns de variacion limitada apoidmonos en [[1]], e para as funcions regradas en [[4]] e [[9]].

2.1. Funcions de variacion limitada

Definicion 2.1. Sexa f : [a, b] — R unha funcién de variable real e P = ( x, ..., X,, ) unha particion
de [a, b], definimos
m
V(f, P) = D 1f () = £ (i)l
k=1

Definimos tamén a variacién de f no intervalo [a, b] como

Vargf = sup V(f,P)e[0,00].
Pe([a,b])

Se a = b definimos VarZ f :=0. En consecuencia, podemos definir unha funcién Varf : t € [a, b] —
var, f € [0,00)U{00}. Se Vargf < oo dise que f € unha funcién de variacion limitada en [a, b].

Denotaremos por BV([a, b]) o conxunto de funciéns de variacién limitada en [a, b].

13
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Enunciaremos unha proposicién na que recollemos algunhas das propiedades mdis importantes

da variacién dunha funcién. Estas serdn de gran utilidade en resultados posteriores.
Proposicién 2.2 ([[1, Proposicién 1.3, p. 53]). Sexa f : [a,b] — R unha funcién de variable real. A

variacion de f cumpre as seguintes propiedades:

1. Para todo par de niimeros reais x,y € [a, b], x < y, tense
|f () —f(¥)] < var f. (2.1)

2. Toda funcién de variacién limitada f € BV([a, b]) € limitada e satisfai

If () < |f(a)l +var2f, para todo x € [a, b]. (2.2)

3. Para todo numero real c € [a, b] cimprese
b _ c b
var, f =var, f +var, f. (2.3)
Para rematar a seccion imos definir unha norma sobre o espazo de funciéns de variacién limitada,
que se pode comprobar que é unha norma completa.

Proposicién 2.3 ([[1], Proposicién 1.10, p. 62]). O conxunto de funciéns de variacién limitada BV([a, b])

€ un R-espazo vectorial. Ademais, sexa aplicacion || - ||gy : BV([a, b]) — [0, 00) definida como

If gy =1 £ (@)| +var] f.

Entén, || - ||gy € unha norma completa, é dicir, BV([a, b]) € un espacio de Banach.

2.2. Funcidns regradas

Definicidon 2.4. Sexa X un conxunto e A un subconxunto de X, a funcién definida como

1, sex €A,
xa(x) =
0, sexeX\A

denominase funcion caracteristica do conxunto A.

Definicion 2.5. Sexa f : [a, b] — R unha funcién de variable real. Diremos que f é unha funcion a
chanzos finita se existen intervalos disxuntos I, ..., I, C [a, b], podendo ser algtin deles dexenerado,

e numeros reais a4, ..., a, € R tales que

FG) =" gy, (x), Vx€la,b],

k=1

onde consideramos as funcidns caracteristicas definidas sobre [a, b].
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Definicion 2.6. Unha funcién f : [a, b] — R dise funcién regrada en [a, b] se, para todo & > 0, existe

unha funcién a chanzos finita s, : [a, b] — R tal que
If (x)—s.(x)| <&, Vxe€la,b]. (2.4)

O conxunto de funciéns regradas en [a,b] dendtase por G([a, b]).

A definicién de funcion regrada admite unha caracterizacién que imos enunciar e demostrar a
continuacién. Esta vai ser de gran utilidade pois estaremos manexando ambas condiciéns cando

traballemos con este tipo de funcidns.

Teorema 2.7 ([4}, Teorema 3.17, p. 49]). Sexa f : [a, b] = R unha funcién de variable real. f é unha
funcién regrada se, e s6 se, existen e son finitos os limites laterais dereitos f(t*) para todo t € [a, b), e

existen e son finitos os limites laterais esquerdos f (t~) para todo t € (a, b].

Demostracion.
“=— " Sexa c € (a, b], imos ver que existe f(c~). Fixado £ > 0, tomemos unha funcién a chanzos

finita s, : [a,b] — R tal que |f (x) —s.(x)| < 5, Yx €[a, b].

Vexamos que existe un 6 > 0 tal que s, é constante en (¢ — &, c¢). Por un lado, sabemos que s,
adopta a forma s, = 22:1 a x1,- Sexa A o conxunto de subintervalos I tales que ¢ € un punto de
acumulacion pola esquerda de I;. Se I, ¢ A, existe un certo &, > 0 tal que (¢ — 6;,¢c) NI, = 0. En
cambio, se I, € A, existe unha sucesiéon (a,),en C I N (—09,c) con limite ¢ tal que a,, > a;, para
todo n € N. Por ser I}, un intervalo, tense que [a;,a,] C I, para todo n € N. Pero entdn, [a;,c) C I;
e existe un certo 6; > 0 tal que (c — &y, ¢) C [ay,c). Se tomamos & := min;, ¢ 6, € fcil comprobar

que s, |(C_5’C) é constante igual a sz e Ok -

En consecuencia, se x, y € (c — &, ¢) satisfaise que

FC)=F O S IF G =50l +lse ) =5+ o) —f I < 5 +0+ 2 =e.

Como ¢ > 0 foi arbitrario, a Condicién de Cauchy para os limites laterais implica que existe

f(c7). A demostracién para os limites laterais dereitos é analoga.

“ &= "Fixado ¢ > 0, imos construir unha funcién a chanzos finita s, cumprindo (2.4). Sexa c € (a, b],

entén existe 6, (c) > 0 tal que

lfFG)=f()lI<e, Vx,y €(c—=56.(c),0).

Analogamente, se ¢ € [a, b) tense que existe 5:(c) tal que

If () =f)l <&, Vx,y €(c,c+6,.(c)).
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Grazas a isto podemos definir un calibre §,: [a, b] = R como:

5:(x), se x =a,
6.(x) =1 &, (x), sex=»>b,
min{ 5:(35), 0,(x)}, sexe(a,b).

Polo Lema de Cousin (Lema l , podemos tomar unha particién P = ((xgy-eesxm),(t1,eeasty))
6,.-fina. Finalmente, definiremos a funcién a chanzos s,(x) := f(x) se x € {xg, .., X t1,-+->tm }»
namentres que nos intervalos da forma (x;_q, t;) C (t; — 6,.(ty), ti) definimos s,.(x) := f(%(xk_l +

ti)), Vk € {1,...,m}. Observemos que nestes puntos cimprese

£ () =50 = 1f () = f (3 (3 + 6] <&,

xa que X, %(xk_l + t3) € (tx — 6, (i), ty). Analogamente, nos intervalos (ty, x) definimos s.(x) :=
f(%(tk +xi)), Vke{1,...,m}.

En consecuencia, obtivemos unha funcién a chanzos finita s, que cumpre (2.5) por construcion.

Como ¢ > 0 foi arbitrario tense que f € unha funcién regrada. O

2.3. A integral sobre funciéns a chanzos

Antes de poder demostrar as primeiras condicidns suficientes de existencia da integral de Kurzweil-
Stieltjes imos traballar con funciéns a chanzos finitas posto que, como veremos a continuacion, toda

funcién regrada podese aproximar uniformemente por funciéns deste tipo.

Definicion 2.8. Sexa B([a,b]) o espazo de funciéns de variable real limitadas definidas sobre o
intervalo [a, b]. Definiremos a norma uniforme como aquela que asigna a cada f € B([a, b]) o valor
seguinte:

If I == sup{|f (x)| : x € [a, b]}.

Definicion 2.9. Sexa f,,: [a, b] — R, n € N, unha sucesion de funciéns de variable reale f : [a,b] —
R outra funcién. Diremos que (f;,),en converxe uniformemente a f, e denotarémolo por f, 3 f, se

para todo € > 0, existe un numero natural N, € N cumprindo

Ifa)—f(x)I <&, Vx€la,b], Vn=N,. (2.5)

Equivalentemente, podemos cambiar a condicién (2.5) por ||f, —f|| <&, Yn>N,.

Observacion 2.10. Sexa f : [a, b] — R unha funcién de variable real regrada. Por definicién, podemos
tomar para todo nimero natural n € N, a funcién a chanzos finita s,: [a,b] — R que cumpre
If (3) —s,(x)| < %, para todo x € [a, b]. E dicir, podemos formar unha sucesién (s, ),y de funciéns

a chanzos finitas que converxe uniformemente a f.
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Observacion 2.11. Se f : [a, b] — R é unha funcién constante, é facil comprobar, calculando as sumas

parciais, que para toda funcién g: [a, b] — R, as seguintes integrais existen e toman os valores:

b

b
f fdg=f(a)(g(b)—gla)) e J gdf =0.

a

Lema 2.12. Para toda funcién de variable real f : [a,b] — R, as seguintes integrais existen e toman os

valores:
b
f fdxep =f), para todo c € [a, b), (2.6)
ab
f fdxrep;=f(c), para todo ¢ € (a, b], (2.7)
ab
f fdxrae=—f(c), para todo ¢ € [a, b), (2.8)
ab
f fdxrae=—f(c), para todo ¢ € (a, b], (2.9)
‘ b
f fdye=f(c), para todo ¢ € (a, b). (2.10)
a
Demostracion.

(2.6). Sexa c € [a,b) e g = y(,»]- Tense que g(x) = O para todo x € [a,c] e, grazas 4 Observa-

cion , sabemos que fac fdg=0.Sexae>0,polo Lema existe un calibre 6: [c, b] — (0, o)
tal que para toda particion P = ((xgy--->xp),(tq,...,t,)) O-fina, cimprese t; = ¢ = x,. E mais,

glx)—g(xy_1)=1—1=0, paratodo k € {2,...,m}. En consecuencia,

IS, 8, P) = F (Ol = If ()(glx) — g~ f() =0<e.

E dicir, fcbf d g = f(c). Finalmente, aplicando o Teorema [1.15} obtemos que fabf dg=f(c).

(2.7). Sexa ¢ € (a,b] e g = y[.p]- Sabemos que g(x) = 1 para todo x € [c,b], e de novo pola

., b . .
Observacion(2.11|tense que fc f dg = 0. Como no apartado anterior, tomamos un calibre § : [a,c] —

(0, 00) de xeito que, para toda particién P = ((xgy--v5xm),(tq,...,ty)) O-fina, tense t,,, = c = x,.

Cos mesmos razoamentos obteremos que f: fdg=f(c), édicir, f ab fdg=7f(c).

(2.8). Sexa c € [a, b), aplicando o Teorema[1.13] a Observacién e o resultado (2.6)) temos que
b b b b
0=f fdXran =J fd(X[a,c]+X(c,b])=f fd)([a,c]—i_f fdxen
a a a a
b b
= f fdxraea= —f Fdyep=—f().
a a

(2.9) e (2.10). Obténense cun razoamento analogo ¢ do apartado anterior. O
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Lema 2.13. Para toda funcién de variable real regrada g: [a,b] — R as seguintes integrais existen e

toman os valores:

b

f Xepdg =g(b)—g(ch) sec€[a,b), (2.11)
b

f Xiep1dg =g(b)—g(c™) sec €(a,b], (2.12)
b

f X[a,c] dg = g(C+)—g(a) sece [a: b): (2-13)
b

J Xa,c)dg =g(c)—g(a) se c € (a,b], (2.14)
b

J xicydg=glc)—g(c) sec€(a,b). (2.15)

Demostracion. Neste caso imos probar tan s6 as relaciéns (2.11)) e (2.12)), pois as outras obteranse

utilizando o Teorema como xa fixemos na proba anterior.

Il Sexa c € [a,b) e f = x(.»)- Novamente podemos asegurar que f:f dg = 0, logo tan s6
precisamos probar que fcb fdg =g(b)—g(ct). Agora, por ser g regrada, existe g(c*) e para cada
€ > 0, podemos tomar A, > 0 tal que

lg(c*)—g(x)| <&, para todo x € (c,c + A,).

Ademais, polo Lema podemos considerar un calibre §: [¢,b] — (0, 00) tal que para toda

particién P = ((xgyevvrXm),(t1,...,ty)) O6-fina cimprese t; = ¢ = x,. Definimos asi o calibre
seguinte:
5(x), se x € (¢, b],
6c.(x):=1{
min{A,,6(c)}, sex=c.

Finalmente, se P é unha particién §,-fina e temos en conta que f(t;) = f(c) =0e f(t;) =1 se
ke{2,...,m}, obtemos:

IS(f,8,P) = (g(0) —g(cM) =1 D (g(xi) — g(x1)) — (g(B) — g(c )|

k=2
= |g(b)—g(x1) —g(d) +g(c Ml =1glx1) —g(cNI <,

onde para a tltima desigualdade tivemos en conta que x; € (c,x;] C (¢c,c + A,). E dicir, fcb fdg=

g(b)— g(c*), como queriamos ver.

2.12). Sexa c € (a,b] e f = y[c p]- Pola Observacién|2.11} sabemos que fcbf dg =g(b)—g(c). Se

para cada ¢ > 0 tomamos un A, > 0 que cumpra

|g(c™)—g(x)| < ¢, para todo x € (c — A,,¢),
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podemos construir un calibre 6, : [a,c] — (0, 00) de forma andloga & do apartado anterior. En con-

secuencia, chegariamos a que f: fdg=g(c)—g(c™) e, polo Teorema|1.13] teremos que fab fdg=
g(b)—g(c™). 0.

Para rematar esta seccion, se observamos que toda funcidon a chanzos finita pddese escribir co-
mo combinacién lineal de funciones caracteristicas da forma y[4 1, X(a,c] € X{p} COD ¢ € [a,b) e
utilizamos os Lemas e[2.13] podemos probar sen dificultade o seguinte resultado.

Corolario 2.14. Sexan f, g: [a, b] — R dilas funcions de variable real cumprindo algunha das seguintes

condicions:

1. g € unha funcion a changzos finita.

2. fé unha funcion a changos finita e g € regrada.

. . b .
Entén, a integral fa f d g existe.

2.4. Primeiro teorema de existencia da integral

Co obxectivo de demostrar os principais teoremas de existencia e converxencia da integral de
Kurzweil-Stieltjes, imos introducir dous teoremas de limitacién da integral, que seran de moita uti-

lidade en adiante.
Teorema 2.15. Sexan f,g: [a, b] — R dilas funcions de variable real. Enton

|S(f, g, 77)| <|IfIl Varg g, para toda particion etiquetada P de [a, b].

. . b . .
Ademais se a integral fa f d g existe, entén

b
ffdg

, . b .
E, se tamén a integral fa | f |d(Var g) existe, tense

b
deg

Demostracién. Sen mais que ter en conta as propiedades da variacién (2.1)) e (2.3) tense que

<|If|l var® g. (2.16)

b
< J [fld(Varg) [ < |If |l Vargg. (2.17)

< DL IFE] Tg(a) — glre )|

k=1

D) (8 — g(xr))

k=1

m m
b
< D Ifle)lvark g < > Ifllvark g=IIf| varlg.
k=1 k=1

|5(f,8, )| =




20 2. A existencia da integral de Kurzweil-Stieltjes

. b . . — .
Se a integral f a f dg existe, (2.16) séguese da Proposicion [1.18] Mentres que se a integral
fab |f|dVar g existe, basta observar que |S(f, g, P)| < Z,T:l If (t)] Var;’:_1 g = |S(If], Var g, P)|, lo-
go (2.17)) séguese da Proposicién O

Teorema 2.16. Sexan f,g: [a,b] — R dias funciéns. Entén

S(f, &P < (IF @I +1£(b) | +varl £ ) gl <20 fllpv gl

i b : [
para toda P particion de [a, b]. Ademais, se a integral fa f d g existe entén

b
ffdg

Demostracién. Sexa P unha particién de [a, b]. Entén, reordenando os términos da suma parcial e

<(If@I+1f(®) [ +var] £ ) llgll < 20 lsvllg]l (2.18)

denotando ty =a e t,,; = b, temos que

D F () (80x) — g(xen))

k=1

< (B +1fF @I+ D var= £)llgl = (f (@] +1f Bl +vark £) gl < 211f llpy g,
k=0

IS(f, &, P)l =

= ‘f(b)g(b)—f(a)g(a)—Z(f(tk+1)—f(tk))g(xk)

k=0

onde na tltima desigualdade utilizamos a propiedade da variacion (2.2)). Por tltimo, (2.18) séguese

da Proposiciéon (1.18 O
Xa estamos en condiciéns de demostrar os primeiros teoremas basicos de converxencia para a
integral de Kurzweil-Stieltjes, grazas s duas limitaciéns que acabamos de establecer.

Teorema 2.17. Sexan f,g: [a,b] — R dias funcidns de variable real e f,: [a,b] = R, n € N, unha
sucesion de funcions tales que as integrais f ab fnd g existen para todo n € N. Se algunhas das seguintes

condicidns se satisfdn:

1. geBV([a,b])e f, B f.

2. g élimitada e lim,_,o || f — f llgy = 0.
p . b ;1 b . . .
Enton, a integral fa f dg e o limite lim,,_, o, fa fnd g existen e son iguais.

.7 .7 b 4
Demostracién. Imos ver que en ambos casos a sucesion (fa fnd g) o © R é de Cauchy. No caso ,
n
se aplicamos o Teorema obtemos:

b b
J fndg_J fmdg

< Wfa— full varl g < (lfa = F I+ llfin— FID) var) g,

b
f (fn—fm)dg
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para todo m,n € N. Como g é de variacién limitada e f,, 3 f, o lado dereito da desigualdade serd tan
pequeno como queiramos para n e m o suficientemente grandes. No caso |2} grazas ao Teorema|2.16

tense que

b b

para todo m,n € N. Como g ¢ limitada e lim,_,o, || f, — f |lzy = 0, o lado dereito da desigualdade

< 2| fo=fmllsy gl < 211 fo=f v Igl1+2/lfr—Ff v 1],

b
f (fn_fm)dg

serd tan pequeno como queiramos para n e m o suficientemente grandes. En ambos casos, a sucesién

[ Lo . , b
é de Cauchy en R, é dicir, existe un I € R tal que lim,,_, f  Jndg=1

Agora, sexa £ > 0, podemos ver que existe n; € N tal que, para toda particién P de [a, b] e para

todo n > ny, cmprese que |S(f — f,., g, P)| < Z. Basta aplicar de novo os Teoremas e ,
respectivamente en cada caso, pero esta vez ds sumas parciais.

. . .y b
Por outra parte, grazas a converxencia da sucesion ( f o fnd & nen, podemos escoller ny € N,

b L. . g
ng = ny, tal que ’ f o Snodg—1 ‘ < 3. E mais, tomemos &, un calibre tal que, para toda particién P
6-fina, se verifique ‘S(fno,g,?)—fabfno dg‘ <.

Finalmente, temos que

+ <eg,

b
f fnodg_I
a

para calquera particién P §,-fina. Como & > 0 foi arbitrario, f ab fdg=I=lim,_ f ab fndg. 0O

b
|S(f>g’7j)_1| < |S(f>g’7j)_s(fno)ga7j)|+ S(fn05g>7j)_f fnodg

Teorema 2.18. Sexan f,g:[a,b] > Re g,: [a,b] = R, n €N, tales que as integrais fabf d g, existen

para todo n € N. Se algunhas das seguintes condiciéns se satisfdn:

1. feBV(a,b])eg,3 g

2. f élimitada e lim,_, o Varg (gn—g)=0.
Enton a integral fab f dg eolimite lim,_,, f d g, existen e son iguais.

. ./ b c oo
Demostracién. Novamente poderemos comprobar que a sucesion (fa fd gn) ~CR satisfai a con-
n
dicién de Cauchy. No caso |1} aplicando o Teorema [2.16| tense que

b b
J fdgn_J fdgm

para todo n,m € N. Como f é de variacién limitada e g, 3 g, o lado dereito da desigualdade é tan

b
= J fd(gn—gm)| < 2Ifllpv (Ign— gl + g = gmlD

pequeno como queiramos para n e m o suficientemente grandes. No caso[2] usando o Teorema [2.15]
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podemos asegurar que

b b
J fdgn_J fdgm

para todo n,m € N. Como f ¢é limitada e varg(gn — g) — 0, o lado dereito da desigualdade faise tan

b
f fd(g,—gm) | < lIfll (var’(g, — g) + var’ (g — gm)),

pequeno como queiramos para n e m o suficientemente grandes. En calquera caso, a sucesién € de

Cauchy e existe un I € R tal que lim,,_, fab fdg,=1.

Sexa ¢ > 0. Novamente podemos atopar un n; € N tal que, para toda particién P de [a, b] e

para todo n > ny, camprese |S(f, g — g, P)| < Z. Basta aplicar és Teoremas e as sumas
parciais en cada caso.

Sexa agora ny € N, ny > n; tal que Uab fdgn,—1 ’ < 3, e 8y un calibre tal que, para toda

wW|m

particién P &,-fina, se verifique ‘S(f, &ny> P)— fabf dg, | <5

Finalmente, tense que

+ <e,

b
f fdgno_I

para calquera particién P §,-fina. Como & > 0 foi arbitrario, f ab fdg=I=1lim,_ f ab fdg, O

b
|S(fag)7))_lls|S(fag)7))_s(f)gno:7))|+ S(f:gnoa,f))_f fdgno

Teorema 2.19. Sexan f,g: [a, b] — R dias funcions de variable real regradas tales que unha delas é

e . b .
de variacion limitada. Entén f . f dg existe.

Demostracién. Supofiamos que g € BV([a, b]). Pola Observacién [2.10} existe unha sucesién (f,) ey

de funcions a chanzos finitas tales que f, =3 f. Polo Corolario |2.14, as integrais f ab fndg existen

para todo n € N. Entén, o Teorema |2.17|asegliranos que a integral f . J dg existe.

Analogamente, se supofiemos que f € BV([a, b]), existe unha sucesion (g,),en de funciéns a

chanzos finitas tales que g, = g, e as integrais f ab f dg, existen para todo n € N. Aplicando o

Teorema [2.18} a integral fab f d g existe. O

Observacion 2.20. Como acabamos de ver, nas hipdteses do teorema anterior, tanto as integrais
b b . L. . . .
f . J dg como fa gd f existen. E mais, nestas condicions podemos relacionar o valor de ambas in-

tegrais, ainda que non de forma sinxela, véxase [[14] Seccién 6.4] e Teorema

Exemplo 2.21. Sexan f, g: [a, b] — R duas funciéns de variable real. Supofiamos que f é continua
e g é monétona. Grazas ao Teorema [2.7] € evidente que toda funcién continua é regrada. Por outro
lado, € fécil calcular, mediante a definicién de variacion, que varZ g =|g(a)—g(b)| < co. Ademais,
é un resultado ben cofiecido que para unha funcién monétona e limitada, existen e son finitos os

limites laterais en todo punto, véxase [[5, Teorema 5.6.1, p. 156]. E dicir, f e g son regradas e g é de

S T . . b b .
variacion limitada, polo Teorema|2.19}, as integrais f .fdge fa gdf existen.




Capitulo 3

A integral indefinida

Neste capitulo imos introducir a definicién e as principais propiedades da integral indefinida de
Kurzweil-Stieltjes. Isto é, dadas dudas funciéns f,g: [a,b] — R tales que a integral fab f dg existe,

definiremos a funcién F: x € [a,b] — f;cf dg eR.

De novo, basedmonos en [|4] e [[14] para os resultados principais, ademais de en [[13]]. Imos
dedicar tamén unha seccién a integral indefinida de Kurzweil-Henstock, pois presenta moi boas

propiedades que cémpre destacar.

3.1. A integral indefinida de Kurzweil-Stieltjes

O primeiro paso vai ser introducir o Lema de Saks-Henstock, esencial para esta seccidn. Este
lema afirma que, dada unha particién cumprindo |S(f, g, P) — f ab f dg| < e, podemos eliminar ter-
mos da suma parcial e seguir mantendo a desigualdade, restrinxindo adecuadamente a integral. E
mais, tamén veremos que se pode intercambiar o valor absoluto coa suma sen aumentar de maneira

considerable o erro na estimacidn.
Lema 3.1 (Lema de Saks-Henstock). Sexan f,g: [a,b] — R dias funcidns de variable real tales que

a integral fabf d g existe. Sexa € > 0 e un calibre 6: [a,b] — (0, c0) tal que

< g, para toda particién P 5-fina.

b

Sexa tamén unha sucesion finita de particions etiquetadas (((sk, tr), (Ok)))z;1 cumprindo

a<s;<0;<t;<s5<- <5, 20, <t, <b,

(S te ] € (B — 6(6y), 6 + 6(6,)), para todo k € {1,...,m}.

B.1D

23
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Enton,

Z(f(ek)(g(rk)—g(sk))— f fdg) <e.

k=1

1 m .7z . o . ey . .
Demostracién. Sexa (((sk, tk)>(9k)))k:1 unha sucesién finita de particiéns etiquetadas satisfacen-
do (3.1). Denotaremos tamén ty =a € s,,.; = b.

Sexan>0eke{0,...,m}. Se t; <si.1, podemos tomar un calibre &, : [ty,sr4+1] — (0, 00) tal

que, para toda particién P §-fina, cimprese

Sk+1

Lk

Ui
< —. 3.2
m+1 (3.2)

Ademais, podemos considerar, sen perda de xeneralidade, que 6;(x) < &(x) para todo x € [[ty,Sk41]-

Tomaremos P, unha particién &,-fina. No caso de que t; = s, consideraremos Pj = ((ty, tx), tx)-

Agora, sexa a particion Q obtida concatenando a sucesion de particions dada con Py, ..., P,,.

Como Q é, por construcion, 6-fina, satisfaise que

fdg)+2(8(f,g,7'>k)— fdg)

k=0 9

m

>, (f(ek)(g(tk)—g(sk))—J

k=1 s

<eE.

b

A desigualdade triangular e (3.2]) asegurannos que

m 37 m Sk+1
> (f(ek)(g(tk)—g(sk))—f fdg) <e+ Z(S(f,g,m— fdg) <e+n.
k=1 Sk k=0 ty
Como 7 > 0 foi arbitrario, obtemos a desigualdade buscada. O

Corolario 3.2. Sexan f,g: [a,b] — R duas funcions de variable real tales que a integral f ab fdg

existe. Sexa € > 0 e un calibre 6: [a, b] — (0, 00) tal que

< g, para toda particién P 5-fina.

b

Sexa tamén unha sucesion finita de particiéns etiquetadas (((sk, tk),(Qk)))Z;l cumprindo as condi-

ciéns (B.1). Entdn,

m
Z <2e.
k=1

f(ek)(g(tk)_g(sk))_f fdg
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Demostracién. Consideremos os conxuntos de indices seguintes:

K" :={ke{l,....,m}: f(6)(g(t) —g(s))— | fdg>0},

Sk
53

K :={ke{l,....m}: f(O)(g(tx)—g(sk))— | fdg<O}

Sk

Aplicando o Lema [3.1]a cada conxunto de indices, obtemos que

0< Z (f(ek)(g(tk)_g(sk))—f fdg) <e,

keK+*
52
0= Z (f fdg—f(ek)(g(tk)—g(sk))) <e.
keK— Sk
Sumando ambas desigualdades probamos o que buscabamos. m

En xeral, a integral indefinida de Kurzweil-Stieltjes non é necesariamente continua. Asi a todo,
podemos obter un resultado «satisfactorio» respecto 6 comportamento da integral indefinida. Vere-

mos que se a funcién respecto & cal integramos é regrada, tamén o serd a integral indefinida.

Teorema 3.3. Sexan f, g: [a, b] — R dilas funciéns de variable real tales que a integral f ab f d g existe,

e sexa un numero real c € [a, b]. Entdn,

lim U fdg+f(6)(g(C)—g(X)))=f fdg,
1\Ja a

x€[a,b

b b
lim (J fdg+f(C)(g(X)—g(C)))=f fdg.
1\Jx ¢

x€[a,b

Demostracién. Imos probar o primeiro limite, xa que o segundo obtense con razoamentos andlo-
gos. Fixado € > 0, sexa &,: [a,b] — (0, 00) un calibre tal que, para toda particién P &-fina,

‘S(f,g,ﬁ)—fabfdgjq.

Para cada x € (c,c + 6(c)) N [a, b], a particién ((c, x), (c)) satisfai as condiciéns (3.1)) e, polo
Lema 3.1} tense que

rx
f(C)(g(X)—g(C))—J fdg|<e.
Analogamente, se x € (c,c — &(c)) obtemos que
f(C)(g(C)—g(X))—J fdg|<e. (3.3)

En consecuencia, a desigualdade satisfaise para todo x € (c — &(c), ¢ + &(c)). E dicir,

f fdg—f fdg—=f(c)(glc)—g(x)) J fdg—f(c)(glc)—g(x))| <e.

Como ¢ > 0 foi arbitrario, probamos o que queriamos. O
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Como corolario do Teorema [3.3] podemos obter o seguinte resultado sen mdis que realizar unha

manipulacién elemental dos limites.

Corolario 3.4. Sexan f,g: [a,b] — R duas funcidéns de variable real tales que a integral f ab fdg

existe. Enton, téfiense as seguintes afirmacions:

1. Sec e (a,b] e existe g(c™), entdén
J fag= xlgg(f fdg) +£(O)(g(0) ().

2. Sece€la,b), eexiste g(cT), entén

b b
J fdg ZXILI?+(J fdg)+f(6)(g(c+)—g(6))-

Xa estamos en condiciéns de probar que a primeira condicidon de regularidade da integral de
Kurzweil-Stieltjes. Ademais, estableceremos unha condicién baixo a cal serd tamén de variacién li-

mitada.

Corolario 3.5. Sexan f,g:[a,b] — R dilas funciéns de variable real tales que f ab fdg existee g é

regrada. Sexa a funcién integral indefinida definida como

pe
F(x):= f fdg, para todo x € [a, b].
a

Enton, téfiense as seguintes afirmacions:

1. h €regrada e cumpre

F(tY)=F(t)+ f(t)(g(tT)—g(t)), para todo t € [a, b),
F(t7)=F(t)—f(t)(g(t)—g(t™)), para todo t € (a, b].

2. Se f é limitada e g ¢ de variacion limitada, enton h é de variacién limitada e cumpre

b b
var, F < ||f|| var, g.

Demostracion. A afirmacién[1]é consecuencia inmediata do Corolario [3.4] Para probar [2] imos con-

siderar unha particion P = { x,, ..., x,,, } do intervalo [a, b]. En consecuencia,

S

<IIf1l Zvarigl g =IIfll varl g,
k=1

V(EP) = > IF(x) = F(xyy)| =
k=1 k=1

m Xx
= Z J fdg
=1 Xk—1
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onde na desigualdade utilizamos o Teorema e na ultima igualdade a propiedade (2.3). Se es-
tamos nas hipéteses da afirmacién |2} ||f|| varg g < 00 e, tomando o supremo de V(F, P), obtemos

que F € de variacion limitada. O

. b . , , . x b
Ata agora sabemos que se a integral f . f dg existe, entén tamén existen fa fdge f L fds,
para todo x € [a, b]. Imos rematar a seccion enunciando un teorema que nos ofrece unha serie de

condiciéns para poder afirmar o reciproco.

Teorema 3.6 (Teorema de Hake). Sexan f,g: [a,b] — R dilas funcidns de variable real. Téfiense as

seguintes afirmacions:
1. Se f;f d g existe para todo x € [a, b) e
X
JLHJU fdg +f(b)(g(b)—g(x))) ~I€R,

logo fabfdg =1

2. Se fff d g existe para todo x € (a,b] e
b
JE&U fdg+f(a)(g(x)—g(a)))=1eR,
b
logo fa fdg=1

Demostracion. Imos probar tan sé a afirmacién[I} pois a outra obterase mediante métodos analogos.
Fixemos £ > 0 e escollamos A > 0 de xeito que

J fdg+f(b)(gb)—gx)—1I|< %, para cada x € (b— A, b). 3.4

A continuacién, imos tomar (x,),ey unha sucesion crecente de elementos de (a, b) tal que
lim,,_, oo X, = b, e denotaremos x, = a. Para cada s € [a, b) denotaremos por k(s) é tinico numero
natural k € N tal que s € [x;_1, Xi)-

Para cada k € N, como existe f ;k f d g, podemos escoller un calibre & : [a, x;] — (0, o0) tal que

< %, para toda particién P &-fina. (3.5)

Agora, fixado k € N, para cada s € [x;_, X3 ) escollemos un 6(s) > 0 de xeito que (s—(s),s+(s)) C

[a, xi]. Asi, definiremos un calibre §,: [a, b) — (0, ©0) no punto s como &(s) := min{ 5,(s), 6(s) }.
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Por outro lado, sexa x € [a,b) e P = ((xg,..->xy),(tq,...,t,)) unha particién 50{[(1 x]-ﬁna,

imos probar que

S(f,g,?)—J fdg|<e (3.6)
Primeiro, sexa j € {1,...,m} ek =«(t;) €{1,...,x(x)}, entén
[xj_1,x;]1 € (t; = 60(t)), tj 4+ 00(t;)) € (¢ — 65 (t;), tj + 65(t;)) € [a, xic]. (3.7)

A continuacién, fixado k € {1,...,k(x)}, definiremos o conxunto de indices J; :={j e {1,...,m}:
x(t;) = k }. Consideraremos tamén a sucesion finita de particiéns etiquetadas (((x;_y,x;),(t;)): j €
Ji). Tendo en conta([3.5) e (3.7), podemos aplicar o Lema 3.1]e asegurar que

Z(f(t)(g(X) g(xj-1))— f fdg)

J&Jk

&
2k+1

En consecuencia,

Kk(x)
ZZ(f(t)(g(x) g(xj1))— J fdg)

1 je;
K(x) j
<Z > (f(rj)(g(xj)—g(xj_l))—J fdg) ‘
=1 | jeJi Xj-1
K(x)
- 2k+1 Z 2k+1 =6

k=
probando asi (3.6).
Para rematar, imos definir un calibre 6: [a,b] — (0,00) como 6(x) := min{b — x,5,(x)},

se x € [a,b), e 5(b) := A. Sexa P = ((xgse--rXxp),(ty,...,t,)) unha particiéon 6-fina, podese

comprobar que, por definicién do calibre, t,, = x,, = b. En consecuencia, satisfaise que

m—1
IS(f, 8. P) =11 =| D (F (1) (8(x) — g (e ))) + £ (B) (g(B) — (1)) — I

k=1

m—1 Xm—1
< Z(f(rk>(g(xk)—g(xk_1))>—J fdg (3.8)
k=1 a

_|_

J " fdg—f(b)(g(b)—g(xm_l))—z'.

Como x,,_; € (b— A, b), podemos aplicar (3.4) e (3.6) a (3.8) e obter
IS(f, 8, P)—1I| <e.

Como ¢ > 0 foi arbitrario, f ab f dg existe e é igual a I. O
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3.2. A integral indefinida de Kurzweil-Henstock

O obxectivo desta seccidn vai ser enunciar dous resultados fundamentais sobre a integral indefi-
nida no caso de que a funcién respecto a cal integramos ¢ a identidade, xa que baixo estas hipoteses
obtemos comportamentos mais «satisfactorios». Estes son que a integral indefinida é continua en
todo [a, b] e diferenciable salvo nun conxunto de medida nula. Cabe destacar que todos os teoremas

enunciados na seccidn anterior seguen sendo validos neste caso particular.
., . . b .
Teorema 3.7. Sexa f: [a,b] — R unha funcién de variable real tal que a integral fa f dx existe.

Entén, a integral indefinida F € continua en [a, b].

Demostracién. Sexa c € [a, b), imos ver que F(c*) = F(c). Fixado ¢ > 0, sexa 6,: [a,b] — (0, c0)

un calibre tal que

b
S(f;g,P)_f de

< %, para toda particién P §-fina.

Imos redefinir 6(c) de xeito que sexa menor que m Agora, sexa h € (0,6(c))N[a,b], e
consideremos a particién 750 = ((c,c +h),(c)) que cumpre, por escolla, ll Aplicando o Lerna

a P, obtemos:
c+h
|f(6)h—J fdx

Pero é mdis, como h < 6(c) < m, cimprese que

c+h
f fdx
C

Como ¢ > 0 foi arbitrario, F(c*) = F(c). De maneira andloga, podese probar que F(c™) = F(c), para

<

N ™

c+h
|F(c+h)—F(c)| = < f fdx—f()h|+|f(c)h| <e.

todo ¢ € (a, b]. E dicir, F é continua en [a, b]. O

Por ultimo, imos enunciar a segunda parte do Teorema Fundamental do Célculo. A stia demos-
traciéon require un concepto cofiecido como coberturas de Vitali e un lema previo relacionado con

esta idea. Omitiremos as demostracions, que poden ser consultadas en [[4]].

Definicion 3.8. Sexa un subconxunto E C [a, b] e F unha coleccién de subintervalos cerrados non
dexenerados contidos en [a —1, b + 1]. Diremos que F é unha cobertura de Vitali de E se, para cada

x €E es> 0, existe un intervalo J € F talque x € J e £(J) <3s.

Observacion 3.9. Da definicién anterior despréndese que se JF € unha cobertura de Vitali de E, cada
punto x € E pertence a infinitos intervalos de . Como exemplo, unha cobertura de Vitali de I :=

[ s L 1. .
[0,1] é a familia F := {B[r, ;] : r € INQ,n € N} que, ademais, ¢ numerable.
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Lema 3.10 ([[4, Lema 5.8, p 79]). Sexa un subconxunto E C [a,b] e F unha cobertura de Vitali de
E. Entén, para cada € > 0, existe un nimero finito de intervalos disxuntos dous a dous I ,...,I, € F e

unha familia numerable de intervalos cerrados reais {J,,},en cumprindo

E\Olkg Jdn e Dt <e.
k=1

neN neN

En tal caso, séguese que

EC LmJIkU 7
k=1

neN

Teorema 3.11 ([[4, Teorema 5.9, p 80] Teorema Fundamental do Célculo: Parte II). Sexa f : [a,b] —
R unha funcién Kurzweil-Henstock integrable. Enton, a integral indefinida F € diferenciable en case todo

punto x € [a, b]. Ademais, nos puntos onde F ¢ diferenciable, satisfaise F'(x) = f(x).

Observacion 3.12. As hipdteses do teorema anterior non se poden mellorar. Por exemplo, conside-
raremos un conxunto E C [a, b] de medida nula e a funcién f := yp. Para cada x € [a, b], tense
que XE|[a,x] é igual a cero en case todo punto, co cal a Proposicién asegliranos que a integral
F(x)= f ; f dx existe e é igual a cero. Agora ben, a integral indefinida F é derivable en todo [a, b]
pero F’(x) # f(x), para todo x € E.



Capitulo 4

Consecuencias do Lema de
Saks-Henstock

Como xa comentamos no capitulo anterior, o Lema de Saks-Henstock é unha ferramenta moi
poderosa para estudar o comportamento da integral de Kurzweil-Stieltjes. Ademais de permitirnos
demostrar algunhas das propiedades da integral indefinida, este lema vainos servir para introducir
dous resultados de gran interese. Por un lado, o Teorema de Substitucion co que, baixo certas hi-
poteses, poderemos converter unha integral de Kurzweil-Stieltjes nunha de Kurzweil-Henstock. Pola
outra banda, imos ver que esta integral, 6 contrario que a de Lebesgue-Stieltjes, non é absolutamente

oo . . b 1 . b
converxente. E dicir, a existencia de f . J dg non implica necesariamente a de f . 1 fldg.

4.1. O Teorema de Substitucion

Teorema 4.1 (Teorema de Substitucién). Sexan f, g,h: [a, b] — R funciéns de variable real tales que

e . . b . ¢ . . . .
f € limitada e a integral f o, & dh existe. Entdn, se existe algunha das seguintes integrais:

b x b
J fd(f gdh) ou J fgdh,

a outra tameén o fai e son iguais.

Demostracién. Como fab g dh existe, a integral indefinida G(x) := f ax gdh estd ben definida para

todo x € [a, b].

Supofiamos que a integral fab f dh existe e fixemos € > 0. Sexa 6,: [a,b] — (0, 00) un calibre

. b : b P
tal que IS(g,h,P)—fa gdh| < 4(”f"3”+1) e IS(fg,h,P)—fa fgdh| < m, para toda particién

31
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P &-fina. O Corolario aseguiranos o seguinte:

m Xk €

>, f(rk)g(rk)(h(xk)—h(xk_l))—ka_lfgdh < ST
m Xk P

; g(tk)(h(xk)—h(xk—1))—JXHgdh < 201+ D’

para P = ((xgs--->Xxm),(ty,...,ty)) calquera particiéon 6-fina. Pero entén,

m b
D F (6 (Glx) — Glx1)) — J f gdh
k=1 a

f(te) J g dh— f(tx) g(tx) (h(xx) —h(x,—1))

k=1
+ | £ (1) 8(t) (A(x) — h(x1)) — f fgdh
k=1 X—1
<IFI D] f gdh—g(t) (h(x) —h(xe )| + f(tk)g(tk)(h(xk)—h(xk_l))—J fgdh
k=1 |v X1 k=1 Xj—1
<(If I +1)—2(“f‘|"‘| <

. . . . b . - b
Como ¢ > 0 foi arbitrario, a integral f oS d( f ; gdh) existe e € igual a fa f g dh. Probar a outra
parte do teorema, € dicir, supoflendo que existe a outra integral, é completamente andlogo e fai de
novo uso do Corolario O

Como dixemos, grazas a este teorema imos poder convertir certo tipo de integrais de Kurzweil-

Stieltjes en integrais de Kurzweil-Henstock.

Corolario 4.2. Sexan f,g: [a,b] — R dias funciéns de variable real tales que f ¢ limitada e g ¢

diferenciable en [a, b]. Entdn, se algunha das seguintes integrais existen:

b b
f fdg ou f fg'dx,
a a

enton a outra tameén o fai e son iguais.

Demostracion. Recordemos que o Teorema Fundamental do Célculo (Teorema[1.20)) para a integral
de Kurzweil-Henstock dicianos que se h: [a,b] — R é unha funcién diferenciable nun intervalo
[c,d], a integral fcd h’d x existe e é igual a h(d)—h(c). Neste caso, como g ¢ diferenciable en [a, b],
tamén o é en [a,x], para todo x € [a,b]. E dicir, f; g’dx = g(x)— g(a), para todo x € [a,b].
Entoén, estamos nas hipdteses do Teorema para h a funcién identidade en [a, b], do cal séguese

o resultado, sen madis que ter en conta que fabf d(g—g(a)) = fabf dg. O
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Exemplo 4.3. Consideremos a funcién f: [0,1] — R definida como f(x) := xsen% —cos %, se

x €(0,1] e f(0) := 0. Sexa tamén a funcién g: [0,1] — R definida como g(x) :=logx, se x € (0,1]

e g(0) := 0. Imos calcular a integral fol f d g con todo o que vimos ata agora.

Por un lado, para cada t € (0,1], a funcién g é diferenciable en [t,1] e g’(t) = %, para todo

t €(0,1]. Que f é limitada en [0, 1] é inmediato. Ademais, temos que

1 1 1 1 ,
1 1\1 1 cosz 1 1
(xsen——cos—)—dxz sen — — Ldx = (xsen—)dxzsenl—tsen—.
. X x ) x . X X . X t

E dicir, a integral ft fg’'dx existe e, como estamos en condiciéns do Corolario temos que
1 s . . L
f . fdg=sen(1)—t sen % Por ultimo, imos aplicar o Teorema de Hake (Teorema l , pois a integral

f tl f d g existe para todo t € (0, 1] e existe o limite

1 1
lim (J fdg+f(0)(g(t)—g(a)))— lim (J (xsenl—cosl)d(logx)-l-O(logt—O))
t—0+ . t—0* ¢ X X

1
= lim (senl—tsen?):senl—l.

t—0+

E dicir, o Teorema aseguranos que a integral fol f dg existe e é igual a sen1—1.

No seguinte resultado imos utilizar o Teorema de Substitucién para establecer, baixo certas hi-

. .z . . b b
poteses, a relacion entre as integrais fa fdge f L 8adf.

Teorema 4.4. Sexan f,g: [a, b] — R dilas funcidns de variable real diferenciables e limitadas. Entén,
b b
f fdg +f gdf =f(b)g(b)—f(a)g(a).

Demostracién. Como ambas funcidns son diferenciables, a funcién f g é Kurzweil-Henstock integra-

ble e, utilizando a regra do produto para a derivada e o Corolario tense que
b b b b b
f(b)g(b)—f(a)g(a) = f (fg)dx= J f'gdx +f fg'dx= f gdf +J fdg. O
a a a a a

Por tltimo, imos ver que as reparametrizacions continuas do intervalo [a, b] non afectan 6 valor

da integral.

Teorema 4.5. Sexan f, g: [a, b] — R duas funcions de variable real, e ¢ : [c,d] — [a, b] unha funcién

continua, sobrexectiva e estritamente crecente. Enton, se algunha das seguintes integrais existe:

b b
f fdg ou J (fop)d(ge o),

a outra tamén o fai e son iguais.
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Demostracién. Supofiamos que a integral [ := fab fdgexisteesexaP = ((xg,..., %), (t1,. s t))
unha particién etiquetada de [c,d]. Non é dificil comprobar que esta particién da lugar a O =
((x0),--., d(x,)), (P(t1), ..., P(t,,))), unha particién de [a, b] que denotaremos por ¢ (P).

Agora, fixado & > 0, tomemos un calibre &, : [a, b] — (0, 00) de xeito que |S(f, g, P)—1I| < &,
para toda particién P &-fina. Imos definir un calibre 5 ¢: [c,d] — (0,00) de xeito que se tefian as
seguintes relacidns:

¢t +5.(tx)) < d(t) +5,(ti), para todo x & (a,b],
¢t —5.(tx)) > d(t) = 5.(ti), para todo x & [a,b),
o cal podemos facer grazas 6 cardcter crecente de & e & stia continuidade. Con isto podemos com-

probar inmediatamente que, dada P = ((xgy+vv»rxp),(ty,...,t,)) unha particién 5 .-fina, é dicir,
[Xp—1> Xk ] € (tx — gg(tk), te + gg(tk)), para todo k € {1,...,m}, entén

[P (xr1), $ )] € (Pt — 8o(6)), Pt + 5,(61))) € (@ (1) — 5(tx), P (tx) + 5.(t3)),
isto &, ¢(P) é 5,-fina. Finalmente, observemos que
S(f.8. (PN =D f(@(t:)) (g(d(xi_1)) — (b (i) =5(f 0 §,g 0, P).
k=1

En consecuencia, se P é unha particién gg-ﬁna temos que
IS(fo¢,g09,P)—1|=1S(f, 8, ¢(P)—1| <e,

por ser ¢(P) &§,-fina. Como ¢ > 0 foi arbitrario, fab(f o ¢)d(g o ¢) existe e é igual a fabf dg.
A demostracion do outro caso obtense por simetria, posto que basta aplicar este resultado usando

funcién ¢! que existe, é estritamente crecente e continua. O

O resultado anterior tamén pode enunciarse para reparametrizacions estritamente decrecentes.
A proba é inmediata, pois se ¢ : [c,d] — [a, b] é estritamente decrecente, basta aplicar o resultado

anterior a funciéon —¢.

4.2. Integrabilidade absoluta

Para estudar a integrabilidade absoluta, restrinxiremos a nosa atencidn ao caso en que g sexa cre-
cente. Baixo estas hipdteses, pddese comprobar directamente, utilizando a definicion das sumas par-
ciais, que |S(f, g, P)| < S(If|, g, P), para toda particién etiquetada P de [a, b]. Da Proposicién|1.16|

séguese que
b b
J fdg SJ Ifldg. (4.1)
a a
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. . . . b . . b ‘e .
Como dixemos, en xeral, a existencia da integral f . J dgnonimplicaade fa |f|d g. Mais adiante
daremos un amplo abanico de exemplos. Porén, podemos obter unha caracterizacién sobre a exis-

tencia da integral fab |f|dg.

Teorema 4.6. Sexan f,g: [a,b] — R duas funciéns de variable real tales que g € crecente e a integral
b . ‘ . b . ‘ . . .. , Ly
f . J dg existe. Enton, a integral f o |f1dg existe se, e s6 se, a integral indefinida F ¢ de variacion

limitada. En tal caso, tense que

b
J |f|dg=varZF.

Demostracion.

“ = ” Se consideramos unha particién arbitraria P = (xg,...,x;;) € Z([a,b]) e temos en con-

ta (4.1), tense que
Xk
f fdg
Xk—1

Lol b b
E dicir, tomando o supremo, var, F < f . fldg.

m Xk b
st |f|dg=f fldg < oo.
k=1 Xp—1 a

V(E,P) =D [F(x) = Flx)l =) |
k=1

k=1

“ <= " Fixado ¢ < 0. Pola caracterizacion do supremo, existe unha particiéon P, € &([a, b]) tal que
var’ F— £ < V(F,P,) <var’F.
a 2 270 = a’

E mais, se Q € #([a,b]) é tal que P, C Q ¢ inmediato comprobar que V(F, P,) < V(F, Q). E dicir,

cumprese que
€
varg F— > <V(F, Q)< var(bl F, paratoda Q € Z([a, b]) tal que P, € Q. 4.2)
A continuacién, grazas 6 Lema sabemos que existe un calibre §;: [a, b] — (0, 00) tal que,
para calquera particién etiquetada P = (( X, ..., X ),(t1,..., t,)) 51-fina, climprese que os puntos

de P, son etiquetas de P. Ademais, como por hipdtese existe fa f d g, podemos considerar un calibre

6,:[a,b] — (0,00) tal que

€ sy . : .
< 7 para toda particién etiquetada P &,-fina.

b

Agora, tomemos o calibre 6 = min{ 5,5, }, e sexa P unha particién 6-fina. Logo, a segunda
parte do Lema asegtiranos que existe outra particién Q = (( Y0s-++3Yn)> (11,...,1)) O-fina tal
que

SUfl.g, Q)=5(fl,g.P) e PoCOQ,

onde Q denota a particién ( yg,...,y,) de [a, b].
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En consecuencia, utilizando que g é crecente, a desigualdade triangular inversa (| |x| —|y|| <
|x —y|) e o Corolario temos que

n Yk
IS(If 1, P)=V(F, Q)| =1IS(If |, g, Q) — V(F, Q)| = Z(If(rk)(g(yk)—g(yk—l))l— f fdg )
k=1 Yi—1

(4.3)

n Yk
skZ f(rk)(g(yk)—g(yk_l))—J fdg sg.
=1 Yi—1

Para rematar, se temos en conta (4.2)), (4.3) e que P, C Q, satisfaise que
IS(If 1, &, P)—var) F| < IS(If], g, Q) — V(F, Q)| + | V(F, Q) —var] F| < ¢,

para calquera particién etiquetada P §-fina. Como & > 0 foi arbitrario, chegamos a que a integral

b . -
fa f d g existe e é igual a vargF. O

A continuacién, utilizando o teorema que acabamos de ver, imos introducir unha ampla gama de

funciéns que, en xeral, non tefien por que ser absolutamente integrables.

Proposicion 4.7. Sexa (t,),en Unha sucesion crecente de niimeros reais no intervalo (a, b) con limi-
te T € (a,b]. Sexa (c,),eny unha sucesion de nimeros reais non negativos tales que a serie Y. _\ Cp

converxe. Se definimos a funcién g: [a,b] — R como

g(x) = > ¢ 21,51(%),

neN

enton, para calquera f : [a,b] — R tense:

. b . . . ./
1. Aintegral fa f d g existe se, e s6 se, a serie ), . Cp f(t,) converxe. En tal caso, tense a relacion

b
J fdg= Y c,f(ty).

neN

. b . , . .
2. Aintegral fa |f1d g existe se, e s se, a serie D ¢, f(t,) é absolutamente converxente.

neN

Demostracién. Antes de nada, observemos que a funcién g esta ben definida grazas 4 converxencia

da serie >} _x Cp-

O primeiro paso que imos realizar vai ser ver que a funcioén g é crecente e que lim,._, .- g(x) = g(7).
Por un lado, se x € [a,t;), g(x) =0ese x €[1,b], g(x) = . oy Cxn- Pola contra, todo x € [t1,T)

P k
pertence a un unico intervalo da forma [t;_1, ], con k € N. En tal caso, g(x) = >,

=1 Cn» € COMO

os termos ¢, son non negativos, é evidente que a funcién g é crecente. Tamén dedtiicese de forma

sinxela que lim,._, .- g(x) = ZHGN cn = g(7).
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Agora, polas observacions que acabamos de facer, é evidente que se fixamos x € [a, T), g|[a %] é
.7 . . . ’ . . X 4 /’.
unha funcién a chanzos finita e o Corolario aseguranos que existe a integral fa f dg.Emais, o
Lema|2.12|e o Teorema dannos as seguintes relacions:

J fdg =J fdler xge,y) =1 f(t1),

rt1 Lrt1 k k+1
fdg:J fd(zcnx[tk:tk+l)+chx{tk+l})
3%

tk n=1 n=1
k+1

k
= —F (1) D 6n + F (1) D 0 = G f (i),
n=1 n=1

para todo k € N.

E miis, polo que acabamos de ver, se para calquera k € N tomamos x € [fy, t;,1), tense que

X 53 X ty k—1 th+1 X
f fdg=f fdg+f fdg=f fdg+Zf fdg+J fdg
a a ty a n=1J1t, 153
k—1 X k k
=c1f(t1)+2cn+1f(tn+1)+J fd(chx[tk,x]%chf(tn).
n=1 t

k n=1 n=1

4.4

Para a tdltima igualdade, se x # t;, utilizamos a Observacion , xa que a funcién anl Cn X[t,x]

/ . t s
é constante en [t;, x] e, se x = t, a integral ftkkf d g é cero.

- b . T ‘ p . . Lo s .
Se supofiemos que f . J dg existe, f . J dg tamén o fard. Ademais, como dixemos 9 inicio, existe
g(t7) = g(7) e, aplicando o Corolario [3.4]xunto con (4.4), temos que

k x T
E ¢, f(t,) = lim E c f(ty) = h'mf fdng fdgeR.
k—o0 X—=T~
neN n=1 a a

Pola contra, se supofilemos que existe ZHGN ¢, f(t,), por 1l , cumprese que

x k
Jim. ( J fdg +f(f)(g(f)—g(X))) = lim (Z Cnf(tn))+f(f)(g(7)—g(f)) =D af(t) €R.

n=1 neN
Aplicando o Teorema podemos asegurar que a integral f: f dg existe e é igual a ZneN c, f(t,).
Ademais, se T # b, fff dg= fTb fd ( D neN CnX[7,b] ) = 0, pola Observacién|2.11} E dicir, en calquera
caso, fabf d g existe e é igual a >, ¢, f(t,).

Como por hipdtese os termos ¢, son non negativos, |c, f(t,)| = c,|f(t,)|, para todo n € N.
. ., b . p

Agora ben, se no apartado |1| consideramos a funcién |f|, temos que f a |f|dg existe se, e sé se,

a serie ), ¢, |f(t,)] converxe, ou equivalentemente se, e s6 se, >, ¢, f(t,) é absolutamente

converxente. ]
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Con isto, podemos finalmente introducir un exemplo explicito dunha funcién que é Kurzweil-

Stieltjes integrable mentres que o seu valor absoluto non o é.

Exemplo 4.8. Consideremos o intervalo [0,1] C R, as sucesions (t,) ey = (1 — %)neN, (cnen =

(nl—z)neN e a funcién f definida como

£00 {(—1)"_1 n, sex=t,, paraalgunn €N,
x):=

0, noutro caso.

E facil comprobar que estamos nas hipéteses da Proposicién e que Y, nCof(t,) =

_1yn—1
ZneN( 13 = log2, mentres que a serie . v lc, f(t,)] = D = diverxe. Entdn, para a fun-

ci6n definida como g(x) := Y. % )([1_171]()(), para x € [0, 1], tense que fabf d g existe e toma o

b .
valor log 2, mentres que fa |f|d g non existe.

Teorema 4.9. Sexan f,g,h: [a,b] — R funcidns de variable real tales que g € crecente, as integrais
fabf dge fab hd g existen e |f (x)| < h(x), para todo x € [a, b]. Entdn, fab |f|d g existe.

Demostracién. Sexa un subconxunto arbitrario [¢,d] C [a, b]e P unha particién etiquetada de [c, d ],
é facil comprobar que |S(f, g, P)| < S(h, g, P). Pola Proposicién , podemos asegurar que

d
ffdg

Para rematar, se denotamos por F 4 integral indefinida de f respecto a g e sexa unha particién

Xk
J fdg
Xk—1

E dicir, F € BV([a, b]) e o Teorema aseguranos que a integral f ab |f|d g existe. O

d
< f hdg, paratodo [c,d] C[a,b].
C

P =(xg,...,X;) € Z([a, b)) arbitraria, entén

m X b
SZJ hdg=f hdg.
k=1 Xp—1 a

VIEP) = ) IF(x) —Flxe)l = )
k=1 k=1

Teorema 4.10. Sexan fi, f5,g: [a,b] — R funcions de variable real tales g € crecente e as in-

tegrais fab fidg, fab fodg, fab |fildg e fab |fo|d g existen. Enton as integrais fab max{ fi,f,}dg e
f ab min{ f1, f, } d g tamén existen.

Demostracién. Pola desigualdade triangular |f; — fo| < |f1| + |f2], € 0 Teorema aseguranos que a

. b . . p
integral f a |f1 — f2|d g existe. En consecuencia, se temos en conta as férmulas

fi+fo "’2|f1_f2| e min{fy,f,} = fi +fz_z|f1_f2|

méx{ f1, fo } =

)

a existencia de fab max{ fi,f,}dg e fab min{ f1, fo } d g séguese inmediatamente da linearidade da

integral. 0



Capitulo 5

Teoremas de converxencia

O obxectivo deste capitulo vai ser introducir resultados que nos garantan a existencia da inte-
gral cando as condicidons do Teorema [2.19|non son suficientes. En particular, introduciremos alguns
teoremas de converxencia analogos és da integral de Lebesgue, por exemplo, o Teorema da Con-
verxencia Mondtona ou o Lema de Fatou. Non obstante, imos ver que estes resultados ofrecen unha
gran dificultade & hora de ser probados, 6 contrario que sucede na teoria de Lebesgue, pois esta
conta co respaldo dunha poderosa teoria da medida. Por motivos de brevidade non incluiremos va-
rias das demostraciéns, pero poderan consultarse en [14]. Comezaremos introducindo o concepto

de integrabilidade uniforme ou equiintegrabilidade que xogara un papel fundamental neste capitulo.
Definicion 5.1. Sexan f,,, g,: [a,b] — R, n € N, duas sucesions de funciéns de variable real. Diremos
que (f,)nen € uniformemente integrable respecto a (g, ) ey S€ se satisfan as seguintes condicidns:
. b .
1. A integral fa fnd g, existe para todo n € N.

2. Para todo ¢ > 0, existe un calibre 6: [a, b] — (0, o0) tal que a desigualdade

b
J fndgn_s(fmgn),]j) <g, (5.1)
a
cimprese para toda particién P 5-fina e para todo n € N.

Se a sucesion (f,,)en € constante igual a f, diremos que f € uniformemente integrable respecto a
(g,)nen- Do mesmo xeito, se a sucesion (g,),ey € constante igual a g, diremos que a sucesion (f,),en

¢é uniformemente integrable respecto a g.

A continuacién imos introducir un teorema de converxencia bdsico para a integral de Kurzweil-
Stieltjes. En xeral, a hipdtese de converxencia uniforme non € sinxela de probar, pero iremos enun-

ciando algunhas condiciéns baixo as cales se ten.

39
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Teorema 5.2 ([[14] Teorema 6.8.2, p. 184]). Sexan f,, g,: [a,b] = R, n € N, dias sucesions de fun-
ciéns de variable real. Se (f,) ey € uniformemente integrable respecto a (g, )ney € existen duas funcions

f,g:[a,b] — R tales que
lim f(x)=f(x) e lim g,(x)= g(x), paratodo x &[a,b],

( . b Y b . . .
enton, a integral f . f dgeolimitelim,_, fa fnd g, existen e son iguais.

Ademais, se (g,)nen COnverxe uniformemente a g e g € limitada, tense que

Lema 5.3. Sexa g: [a,b] — R unha funcién a changos finita, entén toda sucesién de funciéns

lim ( sup

n—0o0 x€[a,b]

fn:[a,b] = R, n € N € uniformemente converxente respecto a g.

Ny . . b .
Demostracion. O Corolario [2.14|aseguranos que fa fnd g existe para todo n € N.

Por outro lado, se h é a funcién caracteristica dun intervalo limitado da forma [c,b] con ¢ €
(a,b] ou (¢, b] con ¢ € [a, b), na proba realizada no Lema |2.12, demostramos que existe un calibre
6:[a,b] — (0, 00) tal que, para calquera funcién f : [a, b] —» R, camprese

=0, para toda particién P §-fina.

b
S(f,h,?)—f fdh

Como g é combinacién lineal de funcidns da forma h e de funciéns constantes en [a, b] (cuxa
integral é 0 para calquera f), séguese que para o calibre anterior cimprese a condicién (5.1) e

(fi)nen € uniformemente integrable respecto a g. O

Teorema 5.4. Sexa g: [a,b] — R unha funcién regrada e f,: [a,b] — R, n € N, unha sucesion de
funcidns de variacién limitada que satisfai sup,cy varZ fn < 00. Se existe unha funcion f: [a,b] = R
tal que lim,,_, o, f,(x) = f(x), para todo x € [a, b], enton (f,,),en € uniformemente integrable respecto

Lo b L . . . o
a g. E dicir, a integral f . S dgeolimite lim, . f, d g existen e son iguais. Ademais, satisfaise que

f fndg—J fng=0. (5.2)

Demostracién. Sé imos probar que (f,) ey € uniformemente integrable respecto a g, xa que entén

lim ( sup
=09 \ xela,b]

estaremos nas hipoteses do Teorema [5.2|e cumprirase o que buscamos.

Por un lado, as sucesions (f,(x)),ey son limitadas para todo x € [a, b], grazas 4 existencia dos

limites puntuais. Ademais, sup,cy varZ fn < 0o. Entdén, podemos atopar certo M > 0 tal que

|fn(@)] + |f(D)] +Var2fn < M, para todon €N. (5.3)
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Agora, fixado € > 0, como g ¢é regrada, existe unha funcién a chanzos finita s, : [a,b] — R tal
que ||g —s.|| < 75 O Lema aseguranos que (f,),en € uniformemente integrable respecto a s,.

Entén, podemos considerar &: [a, b] — (0, o) un calibre tal que

b
f fndss_S(f)Sg),]j) <%9 (54)

para toda P particién etiquetada 5-fina e todo n € N.

Utilizando as desigualdades (5.4) e (5.3) xunto co Teorema [2.16]temos que

b
< |S(fn>g_ss:7j)|+ f fnd(g_ss)

b b
S(fn:g7lp)_f fndg S(fnaseatp)_j fndss +

< 21f, (@)l + (0 + vart £)llg —sill+ & <

para toda particién P 5-fina e para todo n € N. En consecuencia, (f,),cy é uniformemente integrable

respecto a g, cComo queriamos ver. O

Atopar un resultado simétrico 6 teorema que acabamos de enunciar, € dicir, intercambiando as
hipéteses establecidas sobre f e g, non é tarefa sinxela. E mais, precisaremos unha condicién a

maiores sobre a sucesion (g,),en, que definiremos a continuacion.

Definicion 5.5. Sexa M C G([a, b]) un conxunto de funciéns reais regradas definidas sobre [a, b].

Diremos que M € equiregrado se cumpre as seguintes condiciéns:

= Para todo € > 0 e x € (a, b], existe 6;(x) € (0, x — a) tal que

If(x7)—f(t)|<e, paratodo t € (x —6,(x),x) e f € M.

= Paratodo € >0 e x € [a, b), existe 5,(x) € (0, b — x) tal que
If (xT)—f(t)| <e, paratodo t € (x,x +8,(x)) e f € M.

Lema 5.6 ([14] Lema 6.8.7, p. 189]). Sexa g,: [a,b] — R, n € N unha sucesién de funcions de varia-
cion limitada equiregrada que satisfai sup,cy Varf; gn < 00. Se f é regrada, entén f € uniformemente

integrable respecto a (g,)nen-

Teorema 5.7. Sexa g,: [a,b] = R, n € N, unha sucesion de funciéns reais de variacién limitada tal
que Sup,cy VarZ g, < 00 e existe unha funcién g: [a, b] — R tal que (g,)nen CONVerxe uniformemente
a g. Ademais, sexa f,: [a,b] = R, n € N, outra sucesion de funciéns reais tal que fab f,d g, existe
para todo n € N e existe unha funcién f : [a, b] — R regrada tal que (f,),en cOnverxe uniformemente
a f. Enton, (f,)nen € uniformemente integrable respecto a (g,)ne- E dicir, a integral f ab f dgeolimite

lim,,_, . f, d g existen e son iguais. Ademais, satisfaise:

J fndgn_f fng=0-

lim ( sup
n—00 x€[a,b]
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Demostracién. Novamente, se probamos que (f,) ey € uniformemente integrable respecto a (g,,)nens

estaremos nas hipoteses do Teorema [5.2|e cumprirase o que buscabamos.

Fixemos ¢ > 0. Sexa M = sup,y varZ gn- Como (f,),en € uniformemente converxente, existe un
f . . . . b
ny € N tal que ||f,, — fIl < 7%, para todo n > n,. E mdis, a existencia da integral fa fndg,, para

todone{1,...,ny}, aseguranos que podemos escoller un calibre y: [a, b] — (0, 00) tal que

b
S(fn’gn;,]j)_J‘ fndgn <g, (55)

para toda particién P y-fina e para todon € {1,...,ng}.

Como (g,)nen € uniformemente converxente a g, pddese comprobar que entén é equiregrada,
véxase [[14, Teorema 4.3.6, p. 84]. Estamos en condiciéns do Lema|5.6] co cal f é uniformemente
integrable respecto a (g, ),en- En consecuencia, existe un calibre 6: [a, b] — R tal que

&
< —

b
S(f:gn:,p)_f fdgn 2:

para toda particién P §-fina e para todo n € N.

Sexa & := min{y, 5 }. Se P é unha particién 5-fina, || satisfaise para n € {1,...,ny}. En

cambio, para n > ng, se temos en conta o Teorema [2.15] tense que

b b b
S(fmgn),]j)_J fndgn S|S(fn_f)gn:73)|'i' S(f:gn:lp)_J fdgn + f (f_fn)dgn

€
<2||fn—f||varabgn+£<e.

Noutras palabras, (f,).en € uniformemente integrable respecto a (g,)nen- O

Para completar o capitulo imos demostrar os principais teoremas de converxencia que non re-
quiren hipdteses de integrabilidade uniforme. Para isto imos enunciar un teorema previo, do cal
desprenderase o resto de resultados. Porén, a sia demostracion non € sinxela e prescindiremos dela

por mor de brevidade.
Teorema 5.8 ([[14, Teorema 6.8.10, p. 195]). Sexa g: [a, b] — R unha funcion de variacién limitada
e f,: [a,b] = R, n €N, unha sucesion de funcions reais definidas sobre [a, b] que satisfdn:

1. Aintegral fab fnd g existe, para todo n € N.

2. lim,_, o0 fr(x) = f(x), para todo x € [a, b].

3. Existen B,C € R tales que, para toda P = (xg,..., X, ) particion de [a,b] e s1,...,5, € N,

satisfaise
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‘ . . . . b ;.
Enton, (f,)nen € uniformemente integrable respecto a g, a integral fa fdg e o limite

; b . . .
lim,_, o0 f o Jnd g existen e son iguais e tense que

J fndg—f fng=0-

Teorema 5.9 (Teorema da Converxencia Dominada). Sexa g: [a, b] — R unha funcion real crecente

lim ( sup

n—00 x€[a,b]

e f,: [a,b] = R, n €N, unha sucesion de funcions reais definidas sobre [a, b] e cumprindo as seguintes

condicions:

1. Aintegral fab fnd g existe para todo n € N.
2. lim,_, o fr(x) = f(x), para todo x € [a, b].

3. Existen funcions hy,h,: [a,b] — R tales que as integrais fab h;dge fab h,d g existeneh; < f,, <
hy para todo n € N.

‘ Fo. . . b Y b
Entén, (f,)nen € uniformemente integrable respecto a g e a integral fa f dgeolimitelim,_, fa fndg
existen e son iguais. Ademais, tense que

lim ( sup

X X
fdg—f fng=0-
n—00 xe[a,b]Ja : a
b b
Bzzf h;dg e C:=J h,dg,
a a

enton, para calquera particion P = {x;,...,x,, } de [a,b] e sq,...,s,, €N, tense que

Demostracion. Se definimos

m Xk m Xk m Xk
B=ZJ hdg<>y. fskngZf h,dg = C.
k=1 Xx—1 k=1 X—1

k=1 Xk—1

Como estamos nas hipdteses do Teorema |5.8] séguese o que queriamos probar. O

Teorema 5.10 (Teorema da Converxencia Limitada). Sexa g: [a, b] — R unha funcion de variacion
limitada, f,: [a,b] = R, n € N, unha sucesién de funcions reais definidas en [a, b] satisfacendo as

condicions seguintes:

1. Aintegral fab fnd g existe para todo n € N.
2. lim,_, o0 fr(x) = f(x) para todo x € [a, b].

3. Existe unha constante M > 0 tal que |f,,(x)| < M paratodon€Ne x €[a,b].
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‘ ./ . . . . b ;.
Entén, a sucesion (f,)n,en € uniformemente integrable respecto a g e a integral fa fdg e o limite

; b . . . .
lim,_, o0 f o Jnd g existen e son iguais. Ademais, tense que

X X
h'm( sup J fndg—f fngz
=00\ xela,b] a a
Demostracién. Sexa P = {xg,...,X,, } unha particién de [a, b] e s4,...,s,, €N, enton:
m X m
Z fsdg SZ f fs, dg <ZMvar g=Mvar2g,
k=1 X1 k=1 k=

onde na segunda desigualdade utilizamos o Teorema Considerando B := —M varg gecC:=
M Varg g, estamos nas hipdteses do Teorema e séguese 0 que queriamos probar. O

Teorema 5.11 (Teorema da Converxencia Monoétona). Sexa g: [a,b] — R unha funcidn crecente e
., ., . b .
fn:la,b] = R, n € N unha sucesion de funcions tales que a integral fa fnd g existe para todon €Ne

lim, o0 f, = f en [a, b]. Se ademais se cumpre algunha das seguintes condicions:

, > , b
1. (fp)nen € unha sucesion crecente e lim,,_, o fa fndg < oo.

, > , b
2. (fp)nen € unha sucesion decrecente e lim,,_, oo f . fndg>—o00.

. o . . b ;. ay b
Enton, (f,)nen € uniformemente integrable respecto a g e a integral f . J dgeolimitelim,_, o, fa fndg

f fndg—J fng=

Demostracion. Imos supoiler que se satisfai a primeira condicidon. Definamos

b b
B:=J fidg e C:= lim J fandg.
a n—eo a

Sexa P = {xy,...,X;,} unha particién de [a, b] e s1,...,s,, € N, e imos supofier sen perda de

existen e son iguais. Ademais, tense que

lim ( sup
=09 \ xela,b]

xeneralidade que s; <--- <s,,, entén

BZX

frdg <, fskdg<z fsmngC.
1 Xpe—1

k— k=1 Xk

De novo estamos nas condiciéons do Teorema e temos o que queriamos probar. No caso de

que se cumpra a segunda condicion, basta aplicar a primeira a sucesion (—f,,),ex- O
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Teorema 5.12. Sexa f,: [a,b] — R, n € N unha sucesién de funciéns reais non negativas, f :=
.. . b .

Dinenfn € & [a, b] = R unha funcién crecente. Se a integral fa fnd g existe para todo n € N e a suma

DneN fa fnd g € finita, entén a sucesion (s )rey dada por s; := anl fn € uniformemente integrable

respecto a g e a integral fab f d g existe e € igual a ZneN fab fnd g. Ademais, tense que

f sndg—f fng=0.

. . .y ) . b .
Demostracion. A sucesion (s,),en € non decrecente, a integral f . Snd g existe para todon € Ne

lim ( sup

=09 \ xela,b]

lim,_, o0 S, = f . Ademais,
b b/ k k b b
gngoj sndg=nlggoj (an)dg=nlirgoZJ fadg=), | fadg<oo.
a a n=1 n=1va neNJa

Entén, estamos nas hipdteses do Teorema e séguese o resultado. O

Observacion 5.13. Sexa g: [a, b] — R unha funcién crecente, f,,: [a,b] — R, n € N, unha sucesion
de funciéns non negativas e f = Y. _\ f,. Se ademais, fab fnd g existe paratodon € Ne f ab fdg

tamén existe, temos que

k b b/ k b
ZJ fnngJ (an)dgﬁf fdg, paratodoneN.
n=1Ja a n=1 a

. b ;s ;. b . L4 .
En consecuencia, ZHGN f . fndg ¢€ finita e € igual a fa fdg polo teorema anterior. E dicir,
b . , b PP . .y ~
f o 2anen fnd g existe se, e sé se, D) fa f, d g é finita. Ademais, ambas expresiéns tefien o0 mesmo

valor.

Lema 5.14. Sexa g:[a,b] — R unha funcidon de variable real crecente e f,: [a,b] > R, n € N,
.. .. . . b . ‘
unha sucesion de funciéns non negativas tales que a integral f . Jnd g existe para todo n € N. Entdn,

f ab(l'nfneN fn)d g existe tamén.

.. , . b
Demostracién. Para cada n € N sexa h,, = min{ fi,..., f, }, o Teorema[4.10|asegtiranos que fa h,dg

existe para todo n € N. A sucesion (h,),cy € non negativa e converxe puntualmente a inf,cy f;-

Entdn, o Teorema da Converxencia Monotona asegiiranos que a integral fa (inf,ey f) d g existe. [

Lema 5.15 (Lema de Fatou). Sexa g: [a, b] — R unha funcién crecente e f,,: [a,b] = R, n €N, unha
.. .. . b . Iy .
sucesion de funcions tales que a integral f . Jnd g existe para todo n € N. Entdn téfiense os seguintes

resultados:

1. Se existe unha funcién ¢ : [a, b] — R tal que a integral fab pdg existe e f, > ¢ para todo n € N
e, ademais, liminf,_, ., f,(x) < oo para todo x € [a,b] e liminf,_, . fab fndg < oo, entdn

fab(h'm inf,_, o f,,) d g existe e tense que

b b
L (liminff,)dg gggfja fndg
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. ., . b .
2. Se existe unha funcion v : [a, b] — R tal que a integral fa Y dg existee f, <1 paratodon € N
e, ademais, limsup,,_, o, f(x) > —00 para todo x € [a, b] e limsup,,_, o, fab fndg > —o00, entén

fab(lim SUP,_, 00 frn) d g existe e tense que

b b
(limsup f,,)dg = limsupf fndg.
a n—>oo n—>oo a

Demostracion. Imos probar a primeira afirmacién. Para iso supofieremos sen perda de xeneralidade
que ¢ = 0, noutro caso basta considerar a sucesion (f, —¢),en-. Para cada n € N sexa h,, = infy~,, f.

A sucesion (h,,),ey € de funcidéns non negativas, € crecente e converxe puntualmente a liminf,_, o, f;-

Polo Lema [5.14] a integral fab h,d g existe para todo n € N. Ademais, temos que

b b
f hnngJ fndg.
a a

Como g unha funcién crecente e (h,),en unha sucesién crecente, a Observacién aseguranos

.y b s .
que a sucesion ( f o nd &nen tamén € crecente. Entén, podemos asegurar que

n—oo

b b
lim Ja hnd8=1}2£fL hndgslllrgclgffndg<oo.

O Teorema da Converxencia Mondtona implica a existencia da integral fa (lim,,_, o0 h,)d g € temos

que
b

b b b
J(l}'g(i)gffn)dg=J (nlgn;ohn)dg=n1ggof hndgsqnggff fadg,
a a a a

como queriamos probar.

A segunda afirmacién do lema prébase aplicando a primeira a sucesion (—f,,),ex- O



Capitulo 6

A relacion con outras integrais de tipo

Stieltjes

Para rematar o traballo, imos dedicar un capitulo 4 relacion entre a integral de Kurzweil-Stieltjes
e as integrais de Riemann e Lebesgue-Stieltjes. Aqui é onde imos en pofier en valor todo o visto ata
agora para poder establecer que esta integral é completamente xeral e retine todas as boas propie-
dades de ambalas duas integrais. Para isto imos introducir as definicién destas integrais que, no caso
de Lebesgue-Stieltjes, non € tarefa sinxela, pois requirese moito cofiecemento previo de teoria da

medida. Neste capitulo basedmonos en [|3] 6} 15| [14} [16]].

6.1. A relacion entre a integral de Riemann-Stieltjes e a de Kurzweil-

Stieltjes

A hora de definir a integral de Riemann-Stieltjes podemos tentar cegamente xeneralizar a defi-
nicién de Riemann baseada na norma das particiéns. No entanto, esta non é unha definicién éptima
pois veremos que poste alglins problemas fundamentais. E por isto que xorden duas definicions

distintas da integral de Riemann-Stieltjes.
Definicion 6.1. Sexan f, g: [a, b] — R duas funciéns de variable real.
1. Diremos que a (6)-integral de Riemann-Stieltjes de f respecto a g existe e é igual a I € R se

para todo &£ > 0 existe un §, > 0 tal que |S(f, g, P)—I| < ¢, para toda particién etiquetada P
de [a, b] tal que |P| < &,. Denotaremos (5)fabf dg:=1.

2. Diremos que a (o)-integral de Riemann-Stieltjes de f respecto a g existe e é igual a I € R

se para todo & > 0, existe unha particién P, € 2([a, b]) tal que |S(f, g, P)| < ¢, para toda

47
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particién etiquetada P = (P, t) de [a, b] tal que P > P,. Denotaremos (o) fab fdg:=1I

Proposicidon 6.2. Sexan f,g: [a,b] — R dilas funcidns de variable real. Se a integral (&) f ab fdg

. ‘ . b . . . .
existe, enton a integral (o) fa f d g tamén existe e son iguais.

Demostracién. Sexan P, Q € & ([a, b]) duas particiéns de [a, b]. Se Q C P, entén |9 < |P). O

Observacion 6.3. Como comentabamos, ambas definicions son diferentes e o reciproco a proposicion

anterior non € certa en xeral. Consideremos as seguintes funcions:

0, sexe[-1,0], 1, sexe[-1,0),
f(X):={ e g(X):={
1, sexe€(0,1], 0, sexel[0,1].

Se fixamos a particion P, = {—1,0,1} de [—1,1] e consideramos unha particién etiquetada

P = (P, t) tal que P ¢ mais fina que P,. Entén, entén non ¢ dificil ver que

S(f, & P) = f (1) (8(0) — g(x1)) + f (1) (g(xi) — g(0)) = 0,
onde k é o indice tal que x; = 0. E dicir, (o) f_llf dg=0.

En cambio, para calquera 6§ > 0, existe unha particién etiquetada P = (P, t) con norma méis

pequena que & de xeito que 0 ¢ P. En consecuencia, existe un k tal que x;_; < 0 < xj, e tense que

0, set, <0,

-1, set,>0.

S(f, &, P) = f(tx) (g(xr) — g(xx_1)) = —f (t) = {

E dicir, a integral () f _11 f d g non existe.

L . . . 0 1 .
E mais, pédese comprobar sen dificultade que as integrais (&) f_l fdge(d) f o [ dg, encambio,
si que existen. E dicir, para esta definicién de Riemann-Stieltjes, a aditividade respecto 6s intervalos

non «funciona» correctamente.

Teorema 6.4. Sexan f, g: [a, b] — R dias funciéns de variable real. Se a integral de Riemann-Stieltjes

(6) fab f d g existe, enton a integral de Kurzweil-Stieltjes f ab f d g tamén existe e son iguais.

Demostracién. Denotemos I := (5)fabf d g. Fixado ¢ > 0, existe 6, > 0 tal que |S(f,g,P)—1I| < ¢
para toda particién P tal que |P| < §. Imos definir o calibre §: [a,b] — (0, 00) como §(x) := %,
para todo x € [a, b]. Entén, para todo x € [a, b] tense que £((x —&(x),x + 6(x))) = &,, co cal toda

particién P 8-fina cumpre |P| < §. O

Teorema 6.5. Sexan f,g: [a, b] — R duas funcidns de variable real. Se a integral de Kurzweil-Stieltjes
fabf d g existe e, ademais, para todo n € N, existe un calibre §,.: [a, b] — (0, 00) tal que |S(f, g, P)| <
%, para toda P 0 ,-fina, e cumpre inf{ 6(x) : x € [a,b]} > O, entdn a integral de Riemann-Stieltjes
(5)fabf d g existe € igual a fabf dg.
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. b
Demostracién. Denotemos [ := fa f dg. Para todo € > 0 escollemos un n € N tal que ,11 < g. Sexa
o calibre §,: [a,b] — R cumprindo |S(f,g,P) —1I| < %, para toda particién P §,-fina, e § :=
inf{5,(x) : x €[a,b]} > 0. Entén, se P = ((xgyev->Xm),(t1,...,ty)) é unha particiéon con norma

|P| < 6, tense que MaXye(1, . m)t X — X1]} < 6.

Por outro lado, para a etiqueta t;, € [x;_1,X)] camprese que £((t, — &,(tr), tx + 6,(tx))) =
26,(tx) = 268. Como £([x,_q,xx]) < &, necesariamente [x_1,xx] C (tx — 6,(tx), tx + 8,(t)). E
dicir,?jéé-ﬁnae|S(f,g,75)—I|<%<E. O

Observacion 6.6. Nas condicidns do teorema anterior, a Proposicion [6.2/asegtiranos que a integral de

Riemann-Stieltjes (o) fab f d g tamén existe e é igual a fab fdg.

Teorema 6.7. Sexan f,g: [a,b] — R duas funciéns de variable real tales que a integral de Riemann-

Stieltjes (o) fab f d g existe. Entdn, a integral de Kurzweil-Stieltjes fab f d g tamén existe e son iguais.

Demostracién. Denotemos I := (o) f ab f dg. Fixado € > 0, existe unha particiéon P, = (ayp,...,a;) €
#([a,b]) tal que, para toda particiéon etiquetada P = (P,t) cumprindo P > P,, tense que
IS(f,g,P)—1I| < €. Polo Lema podemos considerar un calibre &, : [a,b] — (0, 00) tal que,
para toda particién P = ((xg,...,Xp),(t1,...,t,)) 5-fina, cimprese {ag,...,aqr}y c {tq,....tn }-
Ademais, fixada unha particién P 6-fina, existe outra Q = (( Yor--+>Yn), (r1,...,1,)) tal que
{ag,...,ar}y c {ry,...,r 0 {y0,-..,yn} € S(f,g,P) = S(f, g, Q). Pero entén, |S(f,g,P)—1I| =
IS(f, g, Q—1Il <e. O

No caso particular en que g = id[, 5}, é ben cofiecido que as ddas definiciéns da integral (&)
e (0) son equivalentes, véxase por exemplo [5, Capitulo 7]. E dicir, baixo as condiciéns do Teore-
ma [6.5] podemos establecer unha condicién necesaria e suficiente para que unha funciéon Riemann
integrable sexa Kurzweil-Henstock integrable. Porén, se estas non se cumpren, podemos atopar fun-
ciéns Kurzweil-Henstock integrables que non son Riemann integrables, como xa vimos no primeiro

capitulo, consecuencia da Proposicién

6.2. A integral de Lebesgue-Stieltjes

Nesta seccién imos introducir o concepto de integral de Lebesgue-Stieltjes. Para isto supofiemos
que o lector posie uns cofilecementos basicos sobre teoria da medida e o concepto de integral de
Lebesgue respecto a unha medida. De todos modos, no Anexo [A|realizamos unha introducién bésica

e completa a estes conceptos.

Definicion 6.8. Sexa X C R un conxunto de nimeros reais e (X, A, u) un espazo de medida. Diremos

que a medida u é unha medida de Lebesgue-Stieltjes se cumpre as seguintes propiedades:
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1. B(t U| ) € A, onde B(ty | ) € a o-dlxebra de Borel xerada pola topoloxia usual de R restrin-
xida a X.

2. Para todo conxunto medible limitado A € A, u(A) < oco.

Diremos que a integral respecto a unha medida u de Lebesgue-Stieltjes é unha integral de Lebesgue-

Stieltjes.

Agora ben, vainos interesar considerar a integral de Lebesgue-Stieltjes respecto a unha funcién
dada, que chamaremos integrador. Para isto, imos ver que podemos definir unha medida de Lebesgue-
Stieltjes mediante un integrador e viceversa. Para realizar isto, precisamos introducir o concepto de

medida exterior e un teorema de grande importancia que nos permitird construir medidas.

Definicion 6.9. Sexa X un conxunto. Diremos que unha aplicaciéon u*: X — [0, oo] é unha medida

exterior se cumpre as seguintes propiedades:

1. u*(@)=o.
2. Se AC B, entén u*(A) < u*(B).

3. Para toda familia numerable de conxuntos {A, },cny C X tense que

u* ( UAn) <AL
n=1 n=1

Definiciéon 6.10. Sexa X un conxunto. Diremos que C C P(X) é unha semidlxebra se cumpre as

seguintes propiedades:

1. AnNB e, paratodo A,B € C.

2. Para cada A € C existen finitos conxuntos disxuntos dous a dous By, ..., B, € C tales que
m
x\A= B
k=1

Ademais, diremos que unha aplicacién u: C — [0, oo ] é unha medida sobre unha semidlxebra se

cumpre as seguintes propiedades:

1. u(@)=o.

2. Para toda familia numerable de conxuntos disxuntos dous a dous {A,, },ex C C talque | J, A, €

u( UAn) = uAy).

neN neN

C, entén:
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Teorema 6.11 ([2, Teoremas 1.3.2 e 1.3.3, p. 24] Teorema de Extension de Carathéodory). Sexa X
un conxunto, C unha semidlxebra sobre X e u unha medida sobre C. A aplicacién u*: P(X) — [0, 0]

definida como

u*(A) :=1’nf{Z(An):{An}neN cC, Ac UAH}, Ae PX),

neN neN

cumpre as seguintes propiedades:

1. u* é unha medida exterior.
2. O conxunto
M ={A: u*(E) = u*(ENA) + u*(EN(X \A)), para todo E € X }
¢ unha o-dlxebra sobre X. Ademais, C C M .

3. ,u*| M, ¢ unha medida en M.

4. ,u*|c =U.

En consecuencia, se damos unha medida u sobre unha semialxebra C dun conxunto X, podemos
obter un espazo de medida (X, M ., u*) de xeito que C C M . e u* | ¢ = b. Poristo, u* chdmase unha
extension de u. Ademais, é inmediato comprobar que M. contén 4 o-dlxebra xerada por C. Imos

utilizar este resultado para construir medidas de Lebesgue-Stieltjes a partir dunha funciéon dada.

Sexa g: R — R unha funcién crecente. Consideraremos o conxunto
Cy:={(a,b]: =00 <a<b<oo}uU{(a,00):—0c0<a<oo}u{f},
e a aplicacién u,: C — [—00, 00] definida como

ug((a,b]) = g(b™) —g(a™),
ug((a,00)) = lim g(x)—g(a™).

Pédese comprobar que C € unha semialxebra e u, é¢ unha medida en C, véxase por exemplo [2,
Seccién 1.3.2].

Sexa (R, M wis MZ) a extensién de Carathéodory de u,. A o-dlxebra xerada por C é a o-dlxebra
de Borel usual de R. Ademais, se A€ M u ¢ un conxunto medible limitado, existe un M € R tal que
AC (—=M,M], co cal, ,uZ(A) < ,u’;((—M,M]) =g(M*")—g(—M™) < co. E dicir, ,u’; cumpre as duas
condiciéons da Definicién e é unha medida de Lebesgue-Stieltjes.
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Reciprocamente, sexa ¢ unha medida de Lebesgue-Stieltjes e

u((0,x]),  sex>0,
g(x):=10, sex =0,
—u((x,0]), sex<0.

Pédese comprobar que a funcién g definida de esta maneira satisfai u, = u en C. Isto implica que
“Z = uen B(tg), véxase, por exemplo, [[2} Seccién 1.3.2]. E dicir, toda medida de Lebesgue-Stieltjes
podese obter como unha medida respecto a unha funcién integradora, co cal ambos conceptos son

equivalentes.

Proposicion 6.12 ([20, Proposicién 22.7, p. 528]). Sexa g: R — R unha funcién real crecente, g a

stia medida de Lebesgue-Stieltjes asociada e a,b € R, a < b. Enton,

pe([a, b)) =g(b™)—gla"),
pg((a, b)) =g(b™)—gla™),
pg([a, b)) = g(b™)—g(a),
pg((a, b)) = g(b")—gla™),

pg({a}) =gla")—gla).

En virtude da proposicion anterior, cando consideramos a funcion integradora g = idg, diremos
que u, € a medida de Lebesgue usual que denotaremos por u;q. Enton, u;q(I) = £(I), para calquera

intervalo limitado real I C R.

Para rematar imos establecer unha propiedade de regularidade que cumpre a medida de Lebesgue-

Stieltjes e que sera de utilidade na demostracion de teorema posteriores.

Teorema 6.13 ([|20, Teorema 22.11, p. 530]). Sexa g: R — R unha funcién crecente de variable real
e (R, M e Ug) o seu espazo de medida de Lebesgue-Stieltjes asociado. Entdn, un conxunto E é medible

se, e 56 se, para todo & > 0 existe un conxunto aberto U de R tal que E C U e u,(U \ E) <.

6.3. Relacion entre a integral de Lebesgue-Stieltjes e a de Kurzweil-

Stieltjes

Finalmente, veremos que a integrabilidade de Lebesgue-Stieltjes implica a de Kurzweil-Stieltjes.

Para isto, faremos uso dos lema seguinte.

Lema 6.14. Sexa g: R — R unha funcidn crecente, u, a stia medida de Lebesgue-Stieltjes asociada e
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. ‘ . . C gL b .
E C [a, b] un conxunto ug-medible. Entdn, a integral de Kurzweil-Stieltjes f . Xedg existe e cumpre:

b
J xedg =f xpdug + xp(a)(gla™) —g(a)) + xp(b) (g(b) —g(b7)).
a (a,b)

Demostracién. Sexa E := E N (a, b) e observemos que

J xEdug=f x5 dug = pg (E).
(a,b) R

Por outro lado, os conxuntos EN{a} e EN{b} son ou ben o conxunto vacio ou un tinico punto,
co cal as relaciéns (2.12)) e (2.13) asegtirannos que

b

b
J Xen{a} = xe(@) (gla™) —g(a)) e f Xen(b} = xe(b)(g(b) —g(b™)).

a

Entén, para completar a proba debemos ver que f ab xpdg = ,ug(E ).

Sexa H := (a,b) \ E e fixemos ¢ > 0. Como H e E son subconxuntos de (a, b), ambos tefien

medida finita e, aplicando o Teorema|6.13| existen U; e U, dous conxuntos abertos de R tales que

~ ~ €
ECU; e ug(U)) <ug(E)+e, HCU; e ug(Us) <ug (H)+ 7
Agora, sexa §: [a,b] — (0, 00) un calibre cumprindo as seguintes propiedades:

1. 6(x) <d(x,R\U;) para todo x € E e §(x) < d(x,R \ U,), para todo x € H.
2. 6(x) < x —a, para todo x € (a,b], e 6(x) < b—x, para todo x € [a, b).

3. Sex €(a,a+68(a)), entén g(x)—g(a*) < £, ese x € (b—5(b),b), entén g(b™) —g(x) < £.

Sexa P = ((xg,.-->xp),(tq,...,t;)) unha particién d-fina. A primeira propiedade da defini-
cién de & asegtiranos que se t; € E, entén [x,_1,x;] C Uy, e se t, € H, entén [x_1,x;] C Usy. A

segunda propiedade garantenos que t; =a e t,, = b.

Por outro lado, podemos escribir

U Dxeers 3] = (U Dyeen i),

t€E kek

onde o lado dereito da igualdade € a unidn finita de intervalos disxuntos contidos en U; (ndtese que

os intervalos no lado esquerdo en xeral non son disxuntos, pero 6 sumo intersécanse nun punto).
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Ademais, por ser g crecente, g(x) < g(x*), para todo x € [a,b), e g(x) = g(x™), para todo x €

(a, b]. En consecuencia, tense que

S(xs. 8. P)= > (8(xi) — glxem)) = D (8(yi) — (1))

tyeE kek
<> 0N =i ) = 2 e (i v D) < g (Uy) < g (B) +e.
kek kek

Para obter unha cota inferior de S(xz, g, P) imos escribir
U Dok 3] = ULz 7,
ty€H keJ

onde o lado dereito da igualdade € a union finita de intervalos disxuntos contidos en U,. Observemos

o seguinte:

g(b)—gla) =Y (glr) —glxi)) = (8l —glxic )+ >, (8(x)—glxe1))
k=1

thE tke[a,b]\f

=S(xm 8. P)+ Y. (8(x)—glx)).

tr€la,b\E

En consecuencia, se lembramos que t; =a ¢ E e t,, = b ¢ E, e temos en conta como definimos o

calibre 6, podemos ver que

Stz 8. P)=gb)—gla)— > (8lxx)—g(x31)

trela,b\E
— g(6)— g(0)— (80r)~ 80) + 3, (80xk) — gk 1))+ 8x) — 8Cxn 1))
ty€H
= g(xm_1) — 8(x1) — D (8(x) — g(xko1)) = glxmer) — 8(x1) — D (8 (z) — 8 (341))
ty€H keJ
> g(b7)— 3 —8(a") = =D (8~ 8(5)) 2 (@ b)) = 5 = > g (lzrr )
keJ keJ
> (@, b)) = 5 — 1g(Un) = by (@, b)) = pg(H) — & = pry(B) —e.

E dicir, acabamos de probar que

ISz 8, P)— g (B)l <,

para toda P particién §-fina. Como & > 0 foi arbitrario, chegamos a que fab rsdg = ,ug(E), como

queriamos demostrar. O

Corolario 6.15. Sexa s: [a,b] — R unha funcién simple u,-medible, entdn a integral de Kurzweil-

C g b .
Stieltjes f o $d g existe e tense que

b
f sdg =J sdug +s(a)(g(a™) —g(a)) +s(b) (g(b) —g(b7)). (6.1)
a (a,b)
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Xa estamos en condicions de probar o teorema principal deste capitulo. Imos basearnos no Teore-
ma da Converxencia Monotona tanto da integral de Kurzweil-Stieltjes como da integral de Lebesgue-

Stieltjes. Para isto, enunciaremos este ultimo.

Teorema 6.16 ([[16, Teorema 1.26, p 21] Teorema da Converxencia Mondtona). Sexa (X, A, u) un

espazo de medida, f,,: X — [0, 00], n € N, unha sucesién de funciéns medibles e supofiamos que

1. 0< fi(x) £ fyo(x) < --- < 00, para todo x € X.

2. f(x):=1lim,_, o f,(x), para todo x € X.

’E&Lﬁﬂ“:Lme

Teorema 6.17. Sexa f : [a,b] — R tal que existe a integral de Lebesgue-Stieltjes f (@b) f duyg, entén a

Enton, f ¢é medible e

. . c g b . . o ..
integral de Kurzweil-Stieltjes fa f d g tamén existe e téfiense as relacions:

b
f fdg= fdug+f(a)(gla)—gla)) + £(b)(g(b)—g(b7)), (6.2)
a (a,b)
d
fdug= lin}r J fdg. (6.3)
(a,b) 2__’)‘2_’ c

Ademais, se g(a*) = g(a) e g(b*) = g(b), entdn

b
f fdg= fdug, (6.4)
a (a,b]

mentres que se g(a~) = g(a) e g(b™) = g(b), entdén
b
f fdg= fdug. (6.5)
a [a,b)

Demostracién. Como a integral de Lebesgue-Stieltjes existe, f (que a consideramos definida como
cero para os puntos de R \ [a, b]) é medible. As funciéns f* e f~ son non negativas e medibles. En
consecuencia, existen duas sucesidns crecentes de funciéns simples, non negativas e medibles con
limites f* e f~, respectivamente. O Corolarioasegﬁranos que as integrais de Lebesgue-Stieltjes
e Kurzweil-Stieltjes de cada elemento das sucesiéns existen e satisfan a relacién (6.1)). Aplicando o
Teorema da Converxencia Monétona 6s dous tipos de integrais (Teoremas e[6.16), obtemos as

seguintes relacidns:

b
J frdg= frdpg +fT(a)(gla®)—g(a)) + fF(b) (g(b) — g(b7)),
a (a,b)

b
J frdg= fdpg + (@) (gla®)—g(a)) + f(b) (g(b) — g(b7)).
a (a,b)
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Basta sumar ambas igualdades para obter (6.2). Pola outra banda, (6.3) séguese do Corolario

Por tltimo, se g(b™) = g(b), temos que

f(b)(g(b)—g(b))=F(b)(g(b")—g(b7)) = f(b)ug({b}) =f fdug.
{b}
Se ademais disto, supofiemos que g(a*) = g(a), entdén (6.4) séguese inmediatamente. Ademais, a

proba de (6.5) é completamente andloga. O

Para rematar o traballo, veremos un resultado que establece unha condicion suficiente para que
unha funcién Kurzweil-Stietljes integrable sexa Lebesgue-Stieltjes integrable. Por brevidade, tan s6

o imos enunciar.

Teorema 6.18 ([[14, Teorema 6.12.7, p. 230]). Sexa g: R — R unha funcidn crecente, u, a sta
medida de Lebesgue-Stieltjes asociada e f : [a,b] — R unha funcién non negativa tal que a integral
de Kurgzweil-Stieltjes fab f d g existe. Enton, a integral de Lebesgue-Stietljes f (@b) f dug tamén existe, é
finita e ctiumprese a relacion (6.2)).



Capitulo 7

Conclusions

Como puidemos comprobar 6 longo do traballo, o concepto de calibre foi o cimento sobre o
cal construimos a integral de Kurzweil-Stieltjes. Por isto, o Capitulo |1| resultou substancial para co-
fiecelos a fondo e comprender a stia utilizacién. En primeiro lugar, foron fundamentais o Lema de
Cousin (Lema|[1.5), para que a nosa definicién non estivese carente de sentido, e o Exemplo
para comprender a fondo as diferenzas respecto a de Riemann. Tamén coémpre destacar o papel que
xogou o Lema durante a proba dun elevado nimero de resultados é longo de todo o traballo.
Neste capitulo introducimos as propiedades mais basicas que esperariamos de calquera teoria de
integracion e fixemos unha incursion na potencia da integral de Kurzweil-Henstock, demostrando
que calquera funcién diferenciable é integrable (Teorema e vendo que, 6 igual que sucede na
integral de Lebesgue, os conxuntos de medida nula non xogan ningtin papel no valor da integral

(Proposicién [1.23)).

A continuacién, no Capitulo [2, co obxectivo de estudar algin dos conxuntos de funcions inte-
grables mais sinxelos, presentamos dous conceptos basicos do analise nunha variable real, pero que
non se adoitan impartir no Grao de Matematicas: as funcions de variacién limitada e as funciéns
regradas. Con isto, puidemos establecer diversas condiciéns suficientes de existencia e, como conse-
cuencia do Teoremal(1.8] estudamos a integrabilidade de duas clases de funciéns importantisimas: as
continuas e as monétonas. O Capitulo [3]despexounos o camifio de cara s teoremas mdis avanzados
do traballo, pois o Lema de Saks-Henstock (Lema resultou crucial en adiante. Tamén serviunos
para comprender a fondo a integral indefinida de Kurzweil-Stieltjes, para estudar o seu comporta-
mento respecto 0s limites laterais e para ver que, baixo certas hipdteses, era unha funciéon regrada.
Outro importante resultado desprendido neste capitulo foi o Teorema de Hake (Teorema|3.6)), grazas
6 cal podemos observar que, sobre un intervalo pechado e limitado, as funciéns integrables en senti-
do impropio de Riemann son Kurzweil-Stieltjes integrables. Con isto en mente, no seguinte capitulo

recopilamos algunhas interesantes consecuencias do visto ata ese momento. Por un lado, enuncia-
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mos o Teorema de Substitucién (Teorema [4.1), de grande interese na préctica e, pola outra parte,
vimos que existen funcions condicionalmente converxentes, tendo asi un caracter mais completo que
a integral de Lebesgue. Por ultimo, chegamos ds resultados mdis importantes do traballo e nos que
queriamos facer fincapé. No Capitulo [5| amosamos o amplo abanico de teoremas de converxencia
que presenta e comparte a integral de Kurzweil-Stieltjes coa de Lebesgue-Stieltjes, dende o Teorema
da Converxencia Dominada (Teorema[5.9) ata o Lema de Fatou (Lema[5.15). Finalmente, adicamos
o ultimo capitulo a demostrar o que levabamos todo o traballo adiantando: que toda funcién Rie-
mann e Lebesgue-Stieltjes integrable é Kurzweil-Stieltjes integrable. Ademais, establecemos un par

de hipdteses nas que se tifia o resultado reciproco.

Asi a todo, durante a realizacién do traballo tivemos que ter sempre en conta os diferentes ti-
pos de teorias de integracién sen a sua xeneralizacion de Stieltjes, pois permitironnos comprender
e visualizar as suas diferentes definicions dun xeito madis sinxelo e completo. Para isto puidemos
consultar diversas monografias completas e de calidade como [[3] 4} (13} 18] [19]]. Porén, 4 hora de
introducir a definicion de Stieltjes non € sinxelo atopar libros completamente adicados a elas, pese
a ser unha ferramenta indispensable para diversas ramas das matematicas como a estatistica. No
caso da integral de Kurzweil-Stieltjes, actualmente s6 podemos achar [[14], pois a stia teoria é moi
moderna e foi desenvolta fai escasos anos. Ainda asi, atopar un desenvolvemento profundo e formal
sobre a integral de Lebesgue-Stieltjes non foi doado, de feito, quizais a mellor referencia coa que nos
fixemos foi a tese dun antigo estudante desta universidade ([[15]]). Tamén utilizamos [22, [12]] e in-
cluso recorremos &s obras orixinais de Stieltjes ([17]]). Por dltimo, cémpre mencionar as referencias
que tratan diversos conceptos cldsicos do anadlise e da teoria da medida que utilizamos 6 longo do
traballo, estes son [[1, [5] (6, 9] [16].

En conclusion, consideramos que o cofiecemento das integrais de Stieltjes é verdadeiramente
fundamental para calquera estudante de matematicas, non sendo unha xeneralizacién excesivamen-
te avanzada para un alumno do Grao. E estrafio que, tratdndose da base da teoria da probabilidade,
non sexan explicadas na actual programacion. Mais ainda, &brennos as portas 6 estudo das ecuacions
diferenciais mais avanzadas e do concepto de derivada de Stieltjes, campo de estudo do grupo de
investigacién de Ecuaciéns Diferenciais non Lineares desta universidade, véxase [[10, [11], [I5]]. Por
outra banda, a integral introducida por Kurzweil e Henstock goza dunha incrible definicién, sinxe-
la & vez que elegante. Ademais, arranxa con facilidade os problemas que carrexan as integrais de
Riemann e de Lebesgue, polo que non estaria de mais introducila s alumnos que comezan as suas
incursions nesta rama do célculo, por moito que o concepto de calibre poida resultar un tanto exético
de primeiras, pois non é dificil adecuarse a eles e comprender o seu poder. Para rematar, pese a todo,
cremos que o estudo da integral de Lebesgue e da teoria da medida non debe ser descoidado, xa que
esta permite realizar rapidas e refinadas xeneralizacions de resultados que, no caso da integral de

Kurzweil-Stieltjes, custaron suor e ldgrimas demostrar, como vimos durante o Capitulo



Anexo A

Teoria da medida

Nesta seccion imos desenvolver unha serie de resultados basicos de teoria da medida e da in-
tegral respecto a unha medida, que serdn fundamentais cofiecer e manexar 6 longo do traballo. En
particular, o seran no momento de definir e comparar a integral de Lebesgue-Stieltjes e a de Kurzweil-

Stieltjes. As principais referencias para esta introducion & teoria da medida son [3} 6} (15} [16]].

Definicion A.1. Sexa X un conxunto arbitrario e P(X) o conxunto de tédolos subconxuntos de X.

Un conxunto A C P(X) dise unha o-dlxebra de X se cumpre as seguintes propiedades:
1. X e A.
2. SeAe A, entén X \A € A.
3. Para calquera familia {A, },,cy C A, entén | J,nA, € A.

Ademais, unha dupla (X, .A) formada por un conxunto X e unha o-dlxebra en X 4, dise un espazo

medible. Os elementos de A dinse conxuntos medibles.
Observacion A.2. Da definicidn séguese que a interseccién arbitraria de o -alxebras é unha o-alxebra.

Definicion A.3. Sexa F unha familia arbitraria de subconxuntos de X. A menor o-adlxebra que contén

a F denominase a g-dlxebra xerada por F e denétase por o (F).

A seguinte proposicion é de demostracién elemental.

Proposicion A.4. Sexa X un conxunto. Para toda familia F de subconxuntos de X existe unha tinica

o-dlxebra xerada por F. Ademais esta é
o(F)= ﬂ{A : A é unha o-dlxebrae F C A}.
Definicién A.5. Sexa (X, T) un espazo topoldxico e A unha o-dlxebra.

59



60 A. Teoria da medida

A o-alxebra xerada pola coleccion de conxuntos abertos de X dise a o-dlxebra de Borel de (X, T)

e denotarase por B(7). Os elementos de B(7) dinse conxuntos de Borel.

Este tipo de o-adlxebras que acabamos de definir vai ser fundamental para o resto desta seccidn,
pois normalmente interésanos integrar sobre intervalos abertos ou pechados, e estes son elementos

da o-alxebra de Borel xerada pola topoloxia usual de R.

Definicion A.6. Sexa X un conxunto e A unha o-alxebra en X. Diremos que unha funcién u: A —

[0,+00] é unha medida positiva en X se cumpre a propiedade de aditividade numerable, isto é

M(UAn)=Zu(An),

neN neN

para toda familia de subconxuntos disxuntos {A,},cn C A. Baixo estas hipéteses, a terna (X, A, u)

dise un espazo de medida.

No caso de que u(X) = 1, u dise unha medida de probabilidade e a terna (X, A, u) un espazo de

probabilidade, mentres que se A é a o-dlxebra de Borel de X, u dise unha medida de Borel.

Na definicién anterior engadimos o adxectivo positiva, pois baixo algunhas circunstancias poé-
dense considerar medidas con signo, é dicir, tales que o seu codominio é [—00, o0 ]. A continuacién
imos introducir algunhas das propiedades mdis bdsicas dunha medida, que se desprenden de forma

sinxela da sua definicién.

Proposicion A.7. Sexa (X, A, u) un espazo de medida. Entén téfiense as seguintes afirmacions:

~

. u(@=o.
2. Se A,B € A son tales que A C B, entén u(A) < u(B).
3. Se AC B e u(A) < oo, enton u(B\ A) = u(B) — u(A).

4. Se (Ap)nen € unha sucesion de elementos de A tales que A, € A, para todo n € N. Enton,

w ( A, ) = lim u(A,).

neN

5. Se (A )nen € unha sucesion de elementos de A tales que A, .1 C A, paratodon € Ne u(A;) < oo.

i ( A ) = lim p(A,).

neN

Enton,

Definicion A.8. Sexan (X, Ay), (Y, Ay) dous espazos medibles. Unha aplicacién f: X — Y dise
(A, Ay)-medible, ou simplemente medible, se f ~'(U) € Ay, para todo U € Ay.
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Observacion A.9. O longo do capitulo imos traballar con funciéns definidas nun espazo de medida
que toma valores na recta real estendida R = [—00, 0o]. Este conxunto admite unha relacién de
orde total ampliando a orde usual de R de xeito que —00 < a < o0, para todo a € R, ¢ dicir,
dotaremos a R da topoloxia inducida por esta orde, que é homeomorfa 6 intervalo real [0,1]. En
consecuencia, sempre consideraremos 6s subconxuntos A C R como espazos medibles coa o-dlxebra

de Borel xerada pola topoloxia inducida pola de R.
Proposicion A.10 ([[16, Teorema 1.12, p. 13]). Sexan (X,.A,u) un espazo de medida e f: X —
[—o00, oo ] unha funcién. Entdn,

1. Se f é medible e B é un conxunto de Borel de [—00, 00], entén f~1(B) € A.

2. Se f7Y((a,00]) € A para todo a € R, entén f é medible.

Teorema A.11 ([3, Lema 2.9, p. 12]). Sexan (X, A, u) un espazo de medida e f,: X — [—00,00],

n € N unha sucesién de funciéns medibles. Enton as funcions

f:rgglgfm F=supfn,
. e .
f7=liminff, F —llgigpfn,

son medibles.

Corolario A.12. Nas condicidons anteriores, se existe f (x) :=lim,_, oo f,(x), enton f é medible.

O seguinte resultado pédese atopar en [J3]].

Proposicion A.13. Sexan f,g: X — [—00, 00] dias funciéns medibles e ¢ € [—00, 00 ] unha cons-

tante, entén as funcions

cf, fg Ifl, max{f,g}, min{f,g}, f"=max{0,f}, f~=min{0,f},

son medibles, onde entendemos que cando ¢ =0, ¢ f = 0.
Ademais, a funcion definida como
0, se f(x)=o00e g(x)=—o00,
(f +8)x):= 40, se g(x) =00 e f(x)=—00,
f(x)+g(x), noutro caso,

é medible.

Definicion A.14. Sexa (X, .A) un espazo medible. Dado un conxunto finito de conxuntos medibles
{Ar }{L; € Aedenimeros reais {a;};_; C R, unha funcién ¢ : X — R dise simple se adopta a forma

m

p(X) =D o (), x EX.
k=1
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Non € dificil comprobar que toda funcién simple é medible se, e sé se, os conxuntos A; son

medibles para todo k € {1,...,m}.

Definicion A.15. Sexan (X, .4, u) un espazo de medida, E € A un conxunto medible e p: X —

[0, o0) unha funcién simple da forma

p(x) = > oy g, (x), X EX.
k=1

Diremos que a integral de ¢ en E respecto a u €
m
J pdp:= Zaku(Ak NE),
E k=1

onde adoptamos o convenio 0 - (+00) = 0.

Para unha funcién medible arbitraria f : X — [0, oo] diremos que a integral de f en E respecto

aué
ffdu:sup{f cpdu:tpésimple,OS(pSf}.
E E
Na seguinte proposicidon enunciaremos algunhas das propiedades mais basicas da integral que
acabamos de definir.

Proposicidon A.16. Sexan (X, A, u) un espazo de medida, A, B € A dous conxuntos mediblese f,g: X —

[0, oo] dilas funcidns medibles. Entdn téfiense as seguintes propiedades:

~

) SeOSfSg,ento’anfd,uszfd,u.

N

|98

. SeACB, entén [, fdu< [,fdpu.

N

. Se f(x) =0 para todo x € A, entén fAfd,u=O.

9]

. Se u(A)=0, entén [, fdu=0.

Corolario A.17. Sexan f,g: X — [0, oo] dilas funcidns medibles e ¢ € [0, 00). Entdn,

JCfdu=Cdeu e J(f+g)du=deu+Jgdu-
X X X X X

Teorema A.18 ([[16] Teorema 1.29, p 23]). Sexa (X, A, u) un espazo de medida, f : X — [0, oo ] unha

funcion medible, e

¢(E) = J f du, para todo E € A.
E
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Enton, ¢ € unha medida en A e

f gd¢=f gfdu,
X X

para toda funcién medible g: X — [0, 00].

Definicion A.19. Sexa (X, A, u) un espazo de medida e A € A. Unha funcién f: X — R dise u-

integrable en A ou integrable respecto a u en A, se f é u-medible e

flfldu<<>°-
A

O conxunto de funciéns y-integrables denotarémolo por L’;(A, R).

Se para unha funcién f € EL(A, R) consideramos as funciéns

fT(x)=médx{0,f(x)} e f(x)=—min{0, f(x) },x €X,

definiremos a integral de f en A respecto a U como

deu:ff*du—ff‘du-
A A A

Proposicién A.20 ([[16, Teorema 1.33, p. 26]). Sexa (X,.A,u) un espazo de medida, A€ Ae f €

E;(A, R). Entdn,
ffdu SJ If|du.
A A
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