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Resumo

O Problema Inverso de Galois, no seu enunciado clasico, trata de determinar para que grupos
finitos G existe unha extensién de Galois sobre Q que tenia grupo de Galois isomorfo a G. Neste
traballo tratarase o caso particular no cal o grupo finito sexa ademais abeliano. A exposiciéon do
traballo dividese en ddas partes. Na primeira parte probarase que, no caso de grupos abelianos,
sempre existe unha extensiéon que resolve o Problema Inverso de Galois. Na segunda parte de-
mostrase o Teorema de Kronecker-Weber, o cal establece que toda extension de Galois de Q con
grupo de Galois abeliano é unha extension ciclotomica. Para os corpos ciclotémicos analizaremos
a estrutura dos seus grupos de Galois sobre Q. Ademais, introduciremos a teoria de corpos de nu-
meros necesaria para a proba do Teorema de Kronecker-Weber, en concreto, presentarase o anel
de enteiros dun corpo de nameros alxébricos, a factorizaciéon de ideais primos nunha extension

de corpos de nameros, asi coma, os grupos de descomposicién e inercia.

Abstract

The Inverse Galois Problem, in its classic formulation, asks whether given a finite group G
there exists a Galois extension over Q whose Galois group is isomorphic to G. This work will
address the special case in which the finite group is also abelian. The content of this paper is
divided into two parts. In the first part we will prove that, if GG is any finite abelian groups, then
we can find a Galois extension of Q that solves the Inverse Galois Problem for G. In the second
part we will prove the Kronecker-Weber Theorem, which states that if the Galois group of a
Galois extension of Q is abelian then the extension is cyclotomic. For cyclotomic fields we study
the structure of their Galois groups over Q. Moreover, we will present some concepts of the theory
of algebraic number fields that are necessary to prove the Kronecker-Weber Theorem. Specifically,
we will introduce the ring of integers of an algebraic number field, the prime decomposition in

extensions of number rings and the decomposition and inertia groups.
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Introducién

Nos primeiros anos do século XIX desenvolveuse grazas ao traballo de Evariste Galois (1811-
1832) a Teoria que leva o seu nome a cal emprega a teoria de grupos para estudar as solucions
das ecuaciéns polinémicas con coeficientes nun corpo. Galois morreu novo, con s6 vinte anos,
pero antes de morrer conseguiu probar que unha ecuacién é resoluble por radicais se, e soamente
se, o seu grupo de Galois é resoluble (os aspectos concernentes & biografia de Galois podense
consultar en [10]). Este feito mostra de forma clara a relacién que establece a Teoria de Galois
entre a teorfa de grupos e as extensiéns de corpos. Pero ao mesmo tempo que aquela nova teoria
permitia resolver antigos problemas tamén deu lugar a novas preguntas sendo unha delas o tema

deste traballo o Problema Inverso de Galois.

Na actualidade o enunciado do Problema Inverso de Galois é moi xeral: Dado un corpo K e
un grupo finito G, jexiste unha extension de Galois sobre K con grupo de Galois isomorfo a G7
Ademais a resolucion do Problema Inverso de Galois non sé pretende saber se existe a devandita
extension sendn tamén estudar como son tédalas extensions que tefian a G por grupo de Galois.
Por exemplo é un tema de investigacién moi activo a construcién de polinomios, ou familias de
polinomios, sobre o corpo base K que tefian a G como grupo de Galois. Unha das primeiras
soluciéns, para un tipo de grupos concreto, deuna David Hilbert no ano 1892 ao probar que para
0s grupos simétricos S, e alternados A, sempre existe unha extensién sobre Q que resolve o
problema. Pero o problema continua sen estar resolto, por exemplo, desconécese a soluciéon para

o grupo de Mathieu My3 (p6dese consultar en [4]).

Na stia version clasica o Problema Inverso de Galois consiste en determinar a existencia dunha
extension de Galois sobre Q con grupo de Galois isomorfo a un grupo finito dado. O inicio do
desenvolvemento da Teoria de Galois esta ligado a resolucion da versiéon clasica do problema.
O estudo das extensiéns con grupo de Galois abeliano sitianos no ano 1853 no cal Leopold
Kronecker enunciou o teorema que agora se cofiece coma o Teorema de Kronecker-Weber, este é
a clave para a clasificacion das extensions abelianas. O teorema estable que dada unha extension
abeliana K|Q, existe un enteiro positivo n, e unha raiz primitiva n-ésima da unidade ¢, € C

de forma que K ¢é un subcorpo do corpo ciclotémico Q(e,). Kronecker s6 o demostrou para

XI



XII INTRODUCION

extensions ciclicas de grao unha potencia de dous.

En 1886, Wilhelm Eduard Weber publicou unha proba completa do teorema, pero a sia
demostracion presentaba erros os cales foron corrixidos a posterior por Olaf Neumann no ano
1981, e publicado en [7]. A primeira proba completa que non contina erros do Teorema de
Kronecker-Weber foi dada por David Hilbert en 1896.

Debido a gran importancia deste teorema deseguida comezaron a xurdir ideas sobre a sta
posible xeneralizacion. Esta xeneralizacién é & que estd dedicado o duodécimo problema de Hil-
bert, pertencente a lista dos 23 problemas abertos que presentou no Congreso Internacional de
Matematicas de Paris do ano 1900. Esta xeneralizacién amosa a posibilidade de estender o Teo-
rema de Kronecker-Weber, enunciado sobre extensiéons abelianas con corpo base Q, a extensiéns
abelianas con calquera outro corpo base. E dicir, tratase de buscar analogos a €, que xeren toda
unha familia de corpos de nimeros os cales sexan andlogos aos corpos ciclotémicos e os seus
subcorpos. A xeneralizacién a corpos base arbitrarios do Teorema de Kronecker-Weber segue

sendo na actualidade un problema aberto.

Neste traballo imos estudar o Problema Inverso de Galois para os grupos abelianos finitos
centrando o0 noso interese na demostracion do Teorema de Kronecker-Weber. A exposicion divi-
dese en daas partes. A primeira parte ten coma finalidade probar a existencia dunha extension
ciclotémica sobre QQ con grupo de Galois isomorfo a GG, para todo grupo abeliano G. Comprendera
86 o primeiro capitulo onde, despois de introducir as notaciéns e resultados bésicos sobre grupos
abelianos e extensions de Galois, estudaremos, para as extension ciclotomicas, a estrutura dos

seus grupos de Galois sobre Q.

O obxectivo da segunda parte é probar o Teorema de Kronecker-Weber e introducir a teoria
de corpos de nimeros alxébricos necesaria para a proba. No capitulo segundo definiremos o
concepto de anel de enteiros alxébricos dun corpo de nimeros e veremos que este é un dominio de
Dedekind. Tamén introduciremos a traza, a norma e o discriminante. O terceiro capitulo tratara
sobre a factorizacion dos ideais primos non nulos nunha extensién de corpos de nimeros. Ademais,
definiremos o ideal diferente que nos permitird estudar, xunto co discriminante, a ramificacién
dos ideais primos. Para rematar este capitulo, enunciaremos o Teorema de Minkowski o cal sera
imprescindible para a demostracién do Teorema de Kronecker-Weber pero non incluiremos a
proba do mesmo debido 4 stia complexidade, a cal supera os obxectivos deste traballo. Tamén
omitiremos as demostracions dos resultados relacionados co ideal diferente. No cuarto capitulo
definiremos, para as extensions de Galois, os grupos de descomposicién e inercia, asi coma, os
grupos de ramificacion. Finalmente demostraremos no quinto capitulo o Teorema de Kronecker-

Weber.



Notacions

Neste traballo empregaremos a notacién habitual: N para o conxunto dos ntimeros naturais, Z

para o dos ntimeros enteiros, Q para o dos racionais, R para o dos reais e C para o dos complexos.

Todos os aneles consideramos serdn aneles conmutativos e unitarios. Se R = (R, +,) é un
anel, representaremos por R = (R,+) ao grupo aditivo de R e por R* = (R*,:) o grupo

multiplicativo das unidades de R.

Se L é¢ un corpo e R C L un subanel, dado o € L un elemento R[a] C L é o menor subanel
de L que contén tanto a R coma ao elemento «. En cambio se K = R é un corpo, K(a) C L éo

menor subcorpo de L que contén a K e a.

Se n € N, denotaremos por a(mod n) ao elemento de Z/nZ correspondente 4 clase de a € Z,
e indicaremos con b = a (mod n) que b(mod n) = a (mod n), é dicir que b — a é multiplo de n,

b—a=n.

En xeral, dado un ideal a do anel R, denotaremos por R/a ao anel cociente, e os seus elementos

por a(mod a) con a € R. Indicaremos con b = a (mod a) que b(mod a) = a (mod a), ¢é dicir que

b—aca.
Empregaremos as letras a,b,... para denotar ideais dun anel R, reservaremos as letras
p,q,B,Q,... para aqueles ideais que sexan primos. O conxunto de todolos ideais primos dun

anel R denodtase Spec(R), e o conxunto dos maximais Spm(R).
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Capitulo 1

O problema inverso de Galois para

grupos abelianos

Imos comezar coa primeira parte do noso traballo coa finalidade de probar que, para todo
grupo abeliano finito, o Problema Inverso de Galois ten resposta afirmativa. As primeiras seccions
estan adicadas a introducir a notacién e os resultados precisos para establecer e demostrar o
resultado principal do capitulo, o Teorema [1.21] o cal establece que se G é un grupo abeliano

finito entén é isomorfo ao grupo de Galois dunha extensién ciclotémica sobre Q.

1.1. Grupos abelianos finitos

O estudo dos grupos abelianos é o estudo dos modulos sobre o anel Z, o exemplo de anel mais
sinxelo e prototipo dos dominios de ideais principais (DIP). Nesta seccion recordaremos varios
resultados sobre grupos abelianos finitamente xerados que non deixan de ser a particularizacion

a Z dos conecidos teoremas de clasificacién de moédulos finitamente xerados sobre un DIP.

Dado un natural » € N, dise que un grupo abeliano finitamente xerado é un grupo libre de
rango r se € isomorfo a un grupo da forma Z" = 7Z x ", X Z. Dicimos que un grupo abeliano G
é finito cando ten unha cantidade finita n de elementos, o natural |G| = n denominase orde do

grupo G.

Verificanse as seguintes propiedades:

Proposicion 1.1. Se G € un grupo abeliano libre de rango r e H < G € un subgrupo de G enton

H ¢ un grupo abeliano libre de rango menor ou igual ca r.

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente Xerados). Dado G un
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grupo abeliano finitamente rerado tense:
(1) Eristen naturais v, s € N, e enteiros d; > 2, con i € {1,...,s}, tales que di+1 | d;, se

1<i<s—1, e un isomorfismo de grupos:
G=EZL" XZL|AZ X --- X TL]dsZ.
(ii) A expresion anterior é unica, é dicir se existe un isomorfismo de grupos
G227 xZJd\Zx - xL)d,Z,
conr’,s" €N, ed; >2, conic{l,...,s'} enteiros tales que di, | dj para 1 <i < s —1,
entonr’' =r, s’ =sed, =d;, Vie{l,...,s}.
Corolario 1.3. Se G ¢ un grupo abeliano finito enton G =2 Z/d17Z X --- X Z/dsZ, sendo s € N

e, para cada i € {1,...,s}, d; > 2 enteiros tales que di+1 | d;, Vi€ {1,...,s —1}.

O seguinte resultado podese deducir a partir anterior, en particular, son equivalentes.

Teorema 1.4. Seza G un grupo abeliano finito de orde n > 1 e seza n = p{'---pp* a factori-

zacion en primos de n, enton:

(1) Ezisten grupos abelianos Ay, ..., Ay tales que:
[ G%Alx---xAk,
e para cada i € {1,...,k}, |A;| = p;" e existen enteiros By > -+ > Bir, > 1 e un
isomorfismo
A 2L T % - X Lp, T
os exponentes Bi1 > -+ > By, > 1, tales que Bi1 + - - - + Bir, = i, estdn determinados

de modo dnico por A;, e denominanse factores invariantes de A;.

(it) A descomposicion en (i) € tdnica no sentido de que se G = By x --- x By, con |B;| = p",

para cada i € {1,...,k}, entén B; = A; e B; e A; tenien os mesmos factores invariantes.

1.2. Extensions de Galois

Recordemos algunhas definicions e resultados basicos, que se poden consultar en [3].

Se K e L son corpos tales que K C L e K é un subcorpo de L, dise que L é unha eztension
de K, e represéntase mediante a expresion L|K. Neste caso, L é un K-espacio vectorial e a stia
dimension denominase grao da extension, denotase como [L: K]. Cando [L: K| < oo dise que a

extension é finita. As extensions pddense encadear sendo o grao é unha funciéon multiplicativa.
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Un elemento a € L dise alzébrico sobre K se é un cero ou raiz dun polinomio non nulo
f € K[X]; se @ € L é alxébrico sobre K existe un tnico polinomio moénico irredutible con
coeficientes en K do cal « é raiz, denominase o polinomio irredutible de o sobre K, e den6tase
Irr(a, K). A extension mais pequena que contén a K e a un elemento o denotase K(a). Que
« sexa alxébrico sobre K equivale a que a extension K («a)|K sexa finita, en tal caso o grao da
extension ¢ [K(«a): K] = 0(Irr(a, K)), o cal xustifica o uso do termo grao para a dimension
do K-espacio vectorial. O elemento o € L dise separable sobre K se é alxébrico e as raices do
polinomio Irr(«, K) son todas distintas. Por exemplo, se K é un corpo de caracteristica cero (e

dicir, se contén a Q), todo elemento alxébrico é separable sobre K.

Se dada a extension L|K todo elemento de L ¢é alxébrico sobre K dise que a extension L|K
é alrébrica. Se L é a extension méis pequena de K que contén a un conxunto finito de elementos
aq,...,as € L dise que a extension L|K é finitamente zerada e escribese L = K(aq,...,ay).
Unha extension L|K é finita se, e s6 se, é alxébrica e finitamente xerada, o cal equivale a que

sexa finitamente xerada mediante elementos alxébricos.

Dada unha extensién alxébrica L|K existe unha extension K|L alxébrica tal que calquera
polinomio no nulo f € K[X] ten tédalas stas raices en K, é dicir, podemos atopar en K tédalas
soluciéns de calquera ecuaciéon alxébrica non trivial con coeficientes en K, dise que o corpo K
é un corpo alxebricamente pechado, e ademais é unha clausura alxébrica de K. O corpo dos
nimeros complexos C cumpre que R = C, e Q C C é o conxunto de tédolos complexos alxébricos
sobre Q.

No caso no cal o polinomio f € K[X] sexa irredutible, se @ é unha solucién da ecuacion
alxébrica f(X) = 0, cofiecer tédolos K-encaixes o: K(a) — K & equivalente a cofiecer todalas
solucions da ecuacion f(X) = 0, porque o(«) son as solucions da ecuacion f(X) = 0. Dados
a, B € K, que Irr(a, K) = Irr(B, K) é equivalente a que exista un K-isomorfismo o: K (o) —

K(p) tal que o(a) = 3, o cal é necesariamente tnico.

Se L|K e L'|K son extensions de corpos, os homomorfismos de corpos o: L — L’ tales que
0|k = idg denominanse K-homomorfismos ou K-encaixes, por ser aplicacions inxectivas. Toda

extension K C L ten asociado un grupo, o grupo dos K-automorfismos de L, Autg (L).

A estratexia para estudar a resolucion dunha ecuacion alxébrica f(X) = 0 consiste en aso-
ciar ao polinomio f una extension de corpos Ex ¢|K, e estudar o seu grupo de automorfismos
Autg (Ek,f). A extension Ex f|K é a minimal obtida engadindo a K tédalas raices de f en K;
o corpo Eg y denominase corpo de escision de f sobre K. Este tipo de extensiéns finitas son

NnOTMaiSs:

Definiciéon 1.5. Unha extension alxébrica L|K é normal se verifica as condiciéns equivalentes:

(i) Todo polinomio irredutible g € K[X] que tefia unha raiz en L escinde en L.
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(ii) Para calquera K-encaixe o : L — L, o(L) = L.

(#4i) Existe un polinomio non nulo f € K[X] tal que L = E ;.

Se unha extension E|K é normal, con K C E C L, e o: L — L’ é calquera K-encaixe enton

o(F) = E. Denotaremos og: E — E ao K-automorfismo inducido pola restricién de o.

Unha eztension alxébrica E|K dise separable se todo elemento o« € E é separable sobre
K. Que unha extension E|K sexa separable e finitamente xerada equivale a que sexa da forma
E = K(B) con 8 € E un elemento separable sobre K, o elemento 8 denominase elemento
primitivo da extension E|K, isto é o Teorema do elemento primitivo, e ademais [E: K| = 0(f)
sendo f = Irr(8, K). Todalas extensions que empregaremos neste traballo seran separables. Para
estas extensions existen tantos K-encaixes 0: E — E como raices ten o polinomio f = Irr(3, K)

en E, e dicir tantas como o grado da extension [E: K].

Se E|K e unha extension, o corpo fixo asociado a un subgrupo H < Autg(FE) é o corpo
intermedio K C Ef! C E, definido pola expresion E¥ = {a € E; o(a) = a, Vo € H }.

Definiciéon 1.6. Unha extension finita E|K é de Galois se, denotando G = Autg (E), cunprense

as seguintes condiciéns equivalentes:

(1) |Galg(E)| = [E: K].

(7i) A extension E|K ¢é normal e separable.
(iii) K = EC.

Neste caso o grupo Auty (F) denominase grupo de Galois da extension, e denotase Galg (F).

O seguinte resultado é o Teorema fundamental de correspondencia da Teoria de Galois:

Teorema 1.7 (Teorema Fundamental de Correspondencia da Teoria de Galois). Se E|K é unha
extension de Galois con grupo de Galois G = Galg (F). A correspondencia entre os subgrupos de
G e as subextensions de E|K, que asigna a un subgrupo H < G a subestension K C E¥ C E,
é bizectiva e inverte as inclusions. Cada subertension E|F, K C F C E, é de Galois ¢ a

correspondencia asignalle o seu grupo de Galois H = Galp(E) < G, e tense que F = B,

Dado un subgrupo H < G, a extension K|EH ¢ normal se, e s se, H é un subgrupo normal

de G, e neste caso Galg(EH) é canonicamente isomorfo ao grupo G/H.
Definicion 1.8. Unha eztensidn abeliana é unha extension de Galois que ten grupo de Galois

abeliano.

Se a extension F|K ¢é abeliana, enton son abelianas as duas subextensions intermedias en

calquera cadea de corpos K C FF C F.
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Se K C Kiq,...,Ks; C L son extensions de corpos, denotase por K1Ks--- Ky ao corpo
composicién, é dicir o menor subcorpo de L que contén aos corpos K;. Os seguintes resultados

sobre a composicién de corpos, relacionados coas definiciéns que acabamos de dar, resultaranos
de utilidade.

Proposicion 1.9. Sezan K1|K e Ks|K extensidns finitas. Se Ko|K é unha extension de Galois

enton K1 KoK € unha extension de Galois. Ademais, tense que K1 N Ky = K se, e sd se,
[KlKQZ K} = [Kli K][K2 K]

Demostracion. Primeiro imos ver que como a extension Ko|K é de Galois enton Ky Ko| K7 tamén
0 é, para isto imos probar que é normal. Coma K| K é unha extensiéon normal finita tense que Ko
é o corpo de escision sobre K dun polinomio non nulo f € K[X], enton K7 K5 é corpo de escision

sobre K do polinomio f € K[X] C K;[X], polo tanto K1 K5|K; é unha extension normal finita.

Ao ser Ks|K normal, o(K3) = Ky para calquera o € Galg, (K1K3) C Galg(K1K>); deno-
temos oy, : Ko — Ko ao K-automorfismo definido pola restricion de o. A restricion define un

homomorfismo de grupos

1/1 G = GalKl (KlKQ) — GalK(Kg)
o — OK,

Vexamos que v é inxectiva:

ced = 0K, = ldKl

— o =id
oceKeryp = (o) =0k, =idk, e

Enton G = Im(¢) < Galg(K3). A extension Ky|K é de Galois, calculemos o subcorpo de Ky
dos elementos fixos por H := Im(¢):

Kl ={aeKy;m(a)=a,VT€eH}={a € Ky; ox,(a)=a, Yo € G} =
:{QEKQ; O’(Ck) = o, VO'EG} = {Ct € KQ; [ AS (KlKg)G} :KgﬂKl,
a tltima identidade tense por ser a extension K Ks|K; de Galois con grupo de Galois G. Polo

tanto H = Galg,nk, (K2). Enton, tendo en conta que H < Galg(K32) e que |G| = |H|, tense a

equivalencia:

KosNKi =K <— GalKQr]KI(KQ) = GalK(Kg) <~ ’H’ = |GalK(K2)|
<~ [KlKgiKl]:[KQZK] e [KlKQ:K}:[KQIKHKllK]. O]

Proposicion 1.10. Se K;|K e Ky | K son extensions de Galois enton K1Ko|K é unha ex-
tension de Galois. Ademais o grupo Galgx(K1K3) € isomorfo a un subgrupo de Galg(K7) X
GalK(Kg),
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Demostracion. Para ver que a extension K7 Ks|K é de Galois é suficiente con ver que é normal.
Consideremos K C K1Ky C K, onde K ¢ unha clausura alxébrica de K, entén dado un K-
monomorfismo o : K1 Ko — K temos que K1 K»|K ¢ normal se, e s6 se, 0(K1K2) = K1 K. Pero
notemos o seguinte, o(K1K2) = 0(K1)o(K3) e K1|K e Ko|K son normais polo que o(K1K3) =
o(K1)o(K2) = K1 Ko.

Por ser cada unha das extensions K;|K normal, calquera K-automorfismo o € Galg (K1 K>)

restrinxese a un K-automorfismo o, : K; — K;, de modo que a aplicacién
p: GalK(KlKg) — GalK(Kl) X GalK(Kg)
o — (0K,,0K,)

é un homomorfismo de grupos. O homomorfismo p é inxectivo. Tomemos o € Kerp e a € K1 Ko,
temos que p(o) = (0k,,0K,) = (idk,,1dk,) e ademais o = Y ; a;b; con a; € Kq e b; € Ko,
entén tense que o(a) = Y i o(a;i)o(b;) = > aib; = a. Deste modo, 0 = idk,k, € p ¢
inxectiva. Polo tanto Galx (K1K>2) = p(Galg (K1 K2)) < Galg (K1) x Galg (K3). O

Corolario 1.11. Se K1|K e K3|K son extensions de abelianas enton K1 Ko|K tamén o é.

Demostracion. O resultado séguese do encaixe de grupos p definido na proposicién anterior. [

1.3. Corpos ciclotémicos

Nesta seccidon estudaremos as extensions de QQ obtidas engadindo as soluciéns complexas da

ecuacion X" — 1 = 0, chamadas raices n-ésimas da unidade, sendo n calquera ntiimero natural:
Un):={ecC;e" =1}

O conxunto U(n) C C* = C — {0} é un subgrupo finito de (C*,-), o grupo multiplicativo do
corpo dos complexos, enton é ciclico (o resultado que nos garante isto podese ver en [3, Chapter
9, Proposition 18, p. 314]|).

Cada un dos xeradores do grupo U(n) denominase raiz primitiva da unidade. Se ¢, € C &
unha rafz primitiva da unidade, e dicir se U(n) = (g,), entéon Q(e,) é o corpo de escision do
polinomio X" — 1 sobre Q, denominase corpo ciclotémico, ou corpo ciclotémico n-ésimo. Enton

Q(e,)|Q & unha extension de Galois de grao [Q(e,): Q] = d(Irr(ep, Q)).

O grupo (U(n),-) é isomorfo ao grupo (Z/nZ,+), entéon o ntimero de raices n-ésimas distintas

da unidade ven dado por lo valor do indicador de Euler en n,

o(n):=[{re N; 1 <r <m, tal que med(n,r) =1},
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é dicir, p(n) = [(Z/nZ)*| sendo (Z/nZ)* as unidades do anel Z/nZ.
Se e, € C é unha raiz primitiva n-ésima da unidade entén o conxunto
Ppi={e,;reN,1<r<m, e med(n,r)=1}
é o conxunto de todalas raices primitivas n-ésimas da unidade. O polinomio
,(X) = [](x - o),
€€P,

que ten por raices exactamente tédalas raices primitivas n-ésimas da unidade, é irredutible.

Polo tanto ®,(X) = Irr(e,Q), Ve € P,,. En particular a extension ciclotomica Q(e,)|Q ten grao

[Q(en): Q] = 0(2n(X)) = ¢(n).

O polinomio ®,(X) denominase polinomio ciclotémico n-ésimo. Tendo en conta que o poli-
nomio @, (X) divide 6 polinomio monico X" — 1 € Z[X] en Q[X], polo Lema de Gauss [6, p.10],
tense que Irr(e,, Q) € Z[X]. Ademais,

xt—1= ][] ®ux)
1<d<n, d|n

Neste traballo non 86 nos interesan os corpos ciclotémicos, senén tamén calquera dos seus

subcorpos:

Definicién 1.12. Unha extension de corpos K|Q dise unha extension ciclotémica se existe un

enteiro n > 0 e unha raiz primitiva n-ésima da unidade ¢, € C, tal que Q C K C Q(ey,).

O seguinte resultado serd de utilidade.

Proposicion 1.13. A composicion de corpos ciclotdmicos é un corpo ciclotémico. De forma

mdis precisa, sendo n, m > 0 enteiros, Q(e,)Q(em) = Q(emem(n,m))-

Demostracion. Resulta inmediato que Q(e,)Q(em) S Q(emem(n,m))- Vexamos o outro conti-
do, sabemos que mcd(n,m) = nm/mecm(n,m) entén existen a,b € Z tal que an + bm =
mn/ mem(n, m), polo que, a/m +b/n = 1/ mem(n, m). Deste modo ¢% = Emem(n,m); Podendo
concluir que Q(emem(n,m)) € Q(en)Q(em)- O

A continuacién imos ver que as extensions ciclotémicas son abelianas. Para mais informacion
sobre os definicions que acabamos de ver, e resultados asociadas a estas, podese consultar en [3]
§13.4 ¢ §13.6].

Proposicion 1.14. Seza n € N e g, € C unha raiz primitiva n-ésima da unidade. A extension
de Galois Q(ey,)|Q € unha extension abeliana, mdis precisamente o grupo de Galois Galg(Q(ey))

é isomorfo ao grupo multiplicativo (Z/nZ)* .
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Demostracion. Por ser €, unha raiz primitiva n-ésima da unidade, o conxunto de todas elas é
P,={¢e,;reN, 1<r <m,emcd(n,r) =1}, as raices do irredutible ®,,. Deste modo, cada

automorfismo o € Galg(Q(e,,)) esta determinado de forma tnica pola imaxe de €, o(e,,) = ek €

P, e, neste caso, denotamos o, = o. Tendo en conta que 5?”‘ = 5’,2, a expresion or := 0}, esta
ben definida para cada clase k € (Z/nZ)*. Notemos que (0707)(€,) = 0(€h) = b = o7-(en),

polo tanto a aplicacién sobrexectiva

U, . (Z/nZ)* — Galg(Q(e,))
E — Or-

é un homomorfismo, de feito, é un isomorfismo de grupos. O

Como consecuencia da proposicién anterior basta con estudar a estrutura de (Z/nZ)* para
conecer a de Galg(Q(ey,)). Estudaremos en que casos o grupo das unidades, (Z/nZ)*, é ciclico.

Seguiremos a referencia [5].

Proposicion 1.15. Se p, e > 0 son enteiros e p € un primo impar, o grupo (Z/p°Z)* é ciclico.

Demostracion. Para todo primo p € N | Z/pZ ¢é un corpo finito entén o seu grupo de unidades
(Z/pZ)* = Z/pZ — {0} é ciclico. Polo tanto o caso e = 1 é certo. Suponamos que e > 1.
Para demostrar que (Z/p°Z)* é ciclico o que imos facer é construir un elemento primitivo,

empezaremos polo caso e = 2 e logo analizaremos o caso e > 2.

O grupo (Z/pZ)* é ciclico polo que podemos tomar g € Z tal que g (mod p) é un xerador de
(Z/p°Z)*. Como mcd(g,p) = 1, g (mod p?) € (Z/p*Z)*, calculemos k a sta orde. En primeiro
lugar, como a orde de (Z/p*Z)* ¢ o(p*) = p(p — 1) sabemos que k | p(p — 1). Por outro lado,
como g* = 1 (mod p?), temos que g¥ = 1 (mod p) polo tanto p—1 | k, porque g (mod p) ten orde
p—1en (Z/pZ)*. Temos daas posibilidades ou ben k = p(p — 1) ou ben k = p — 1. No primeiro
caso g (mod p?) & un xerador de (Z/p?Z)*. No segundo caso, cando k = p—1 tomemos h = g+p.
Noétese que h (mod p?) € (Z/p*Z)*, imos ver que h (mod p?) é un xerador de (Z/p?Z)*. Como
h = g (mod p) é un xerador de (Z/pZ)* polo tanto a stia orde en (Z/p?Z)* é p(p — 1) ou p — 1.
Supofiamos que h (mod p?) ten orde p — 1 en (Z/p*Z)*. Pola formula do binomio temos que

p—1
-1 o
W= (g+pP =) (p . >9”‘Hp’ = (1 —pg?™?) (mod p?),
i=0
como p { g temos que pgP~? # 0 (mod p?) polo tanto p — 1 non pode ser a orde de h (mod p?).
Asi h (mod p?) & un xerador de (Z/p*Z)*.

Sea agora e > 2. Sabemos que existe h € Z tal que h (mod p?) é un xerador de (Z/p?Z)*.
Suponamos por hipotese de inducion que h (mod p®) é un xerador de (Z/p°Z)*, e sexa k & orde
de h (mod p°*1) en (Z/p°*t1Z)* sabemos que k divide a o(p°t!) = p®(p — 1) e é divisible por
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o(p®) = p*~t(p—1), entén, as posibilidades son k = p®(p—1) ou p°1(p—1). Se k = p°(p—1) entén
h (mod p°*1) é xerador de (Z/p°*t17Z)* e xa rematamos coa demostracién. Supofiamos entén que
k= p*l(p—1). Como h(mod p°) & un xerador de (Z/p°Z)*, temos que RP° (1) £ 1 (mod p©)
pero h#PT) = pp" (-1 = 1 (mod p°~!) entén sabemos que pP° 1) = 1 4 kpe=! con p 1 k.

Podemos elevar a p ambos lados da igualdade e, pola formula do binomio,
1( ) P p
hlfﬁ =) — (1 4 kpe )P =1 Ekpe— 1)
(1+kp") +i§:1(i)(p )",

Agora ben, cando i > 3 tense que (p¢')3 | (kp®~!)? polo tanto, como e > 2 tense que 3(e — 1) >
e+ 1, asi que p¢*t | (kp®~1)" e polo tanto todos estes termos son nulos médulo p¢*t. Ademais
coma p é un primo impar, o terceiro termo %I{:Qp%*l(p — 1) é un numero enteiro divisible por
pet! porque 2¢ — 1 > e+ 1 a0 ser e > 2. Entén A7 = = (1 4 kp®) (mod p=™!). Como p 1 k

chegamos a unha contradicién, en consecuencia a orde de h (mod pt1) é k = p®(p — 1). O

Proposicion 1.16. Dado e > 1 un enteiro, o grupo (Z/2°7Z)* € ciclico se, e s6 se, e =1 ou 2.

Demostracion. En primeiro lugar, os grupos (Z/27)* e (Z/2%7)* son ciclicos trivialmente. Imos
ver que se e > 2 o grupo (Z/2°Z)* non é ciclico. Para isto basta con probar que toédolos elementos
tefien orde menor que p(2°) = 2°°! en concreto, imos ver que dado a € Z impar a2 =
1 (mod 2¢). Probemos isto por inducién. Se e = 3 como podemos escribir a = 2b+ 1, con b € Z,
temos que a? = 4b(b+1)+1, como uns dos valores b ou b-+1 ¢ par, concluimos que a® = 1 (mod 23).
Suponamos que temos probado o resultado para un natural e > 3, imos ver que entén é certo

2~

para e + 1. Por hipétese de induciéon a ‘=142°m para m € Z ent6n, tomando cadrados

a/2(6+1)72 _ agefl -1+ 2e+l(m + 2671m2) =1 (mod 26+1),

quedando asi probado o que queriamos. O

Agora imos ver un caso no que o grupo (Z/nZ)* non é ciclico:
Lema 1.17. Se n =rs con r,s > 2 enteiros e med(r,s) = 1, o grupo (Z/nZ)* non é ciclico.
Demostracion. Como med(r,s) = 1, (Z/nZ)* = (Z/rZ)* x (Z/sZ)* e p(n) = ¢(r)p(s). Sendo

r,s > 2, tense que o(r) > 2 e ¢(s) > 2 son pares. Enton existe un elemento de orde dous
a(mod r) € (Z/rZ)* e un elemento de orde dous b(mod s) € (Z/rZ)*. O grupo (Z/rZ)* x

(
(

Z/sZ)* non pode ser ciclico porque ten dous elementos distintos de orde dous, os elementos
a(mod ), 1(mod s)) e (1(mod r),b(mod s)). O

Con todolos resultados anteriores podemos enunciar e demostrar o seguinte teorema:
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Teorema 1.18. O grupo (Z/nZ)* é ciclico se, e s6 se, n =2, 4, p° ou 2p°¢, onde p, e > 0 son

enteiros e p un primo 1mpar.

Demostracion. Primeiro probemos a implicacién cara a esquerda. Os casos n = 2,4 obtéfniense
da Proposicion [I.16] e o caso n = p° da Proposicion Vexamos o caso n = 2p°, sabemos
que (Z/2p°Z)* é un grupo de orde ¢(2p°) = (p), para construir un xerador imos traballar
con (Z/p°Z)*. Pola Proposicion sabemos que existe g € Z tal que g (mod p€) é xerador de
(Z/p°Z)*, ademais (g+ p°)(mod p°) tamén é un xerador. Temos que, ou ben, g é impar ou g+ p°©
¢ impar entéon podemos tomar h € Z que sexa impar e tal que h(mod p€) tamén é un xerador de
(Z/p°Z)*. Deste modo, h & coprimo con 2 e p, é dicir, h (mod 2p°) € (Z/2p°Z)*. Agora ben,
se h' =1 (mod 2p®) entén A’ = 1 (mod p?) polo tanto i ten que dividir a p(p®) = ©(2p°) e polo
tanto h (mod 2p€) ten orde p(2p¢) podendo concluir asi que (Z/2p°Z)* é ciclico.

Probemos agora a outra implicacién. Se o enteiro n > 0 non é da forma do enunciado,

distinguense tres casos:

(1) m=2°con e > 2,
(ii) n = 2°p/ con e > 2, f > 1 e p un primo impar,

(iii) n = mp! con m > 1, m # 2, p un primo impar tal que ptm e f > 1.

O caso (i) demostrouse na Proposicion e os casos (ii) e (iii) no Lema [1.17] O

1.4. Problema inverso de Galois para grupos abelianos finitos

Nesta seccion, como aplicacién dos resultados introducidos neste primeiro capitulo, probare-
mos que para todo grupo abeliano finito G o problema inverso de Galois ten resposta afirmativa
e ademais veremos, na propia demostracién, que non sé existe unha extension de Galois de Q

con grupo de Galois isomorfo a G senén que a extension de Galois podese elixir ciclotomica.

O teorema de Dirichlet (1837) sobre progresions aritméticas establece que, se a e n son
naturais coprimos ent6n hai infinitos primos na sucesion {a + n, a + 2n, a + 3n, ... }. Na proba
do resultado central desta seccion faremos uso do Teorema [I.19] que é o caso particular para
a = 1 do Teorema de Dirichlet sobre progresiéns aritméticas, e o Lema que é un resultado

sinxelo sobre congruencias.

Teorema 1.19. Dado un enteiro n > 0, existen infinitos primos p de modo que p = 1(mod n).

Demostracién. Supofiamos que non se cumpre o enunciado do teorema para o enteiro n > 0, deste
modo, o conxunto P = {p € N/p é primo e p = 1(mod n) } éfinito. Sendo P = { p1, p2, ..., pr },

tomemos m := [[._; p;.
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Consideremos agora o polinomio ciclotémico ®, = X% + ... + a; X + ag; a0 ser monico
existe un enteiro k > 0, suficientemente grande, de modo que ®,(knm) > 1. Enton podemos
tomar un primo p € N tal que p|®,(knm). Se n > 1, o termo independente de ®,, é ay = 1,
e no caso trivial n = 1, o termo independente é ag = —1. Necesariamente p{knm xa que, en
caso contrario, como p | ®,(knm) e ®,(knm) = (knm)?™ 4 - + a1 (knm) + ag teriamos que p

divide a ag, é dicir p | 1.

Deste modo, por ser p primo, como ptknm tense que p { m, e que med(p, knm) = 1. Polo tanto
p ¢ P, ademais knm(mod p) € (Z/pZ)*. Suponamos demostrado que a orde de knm(mod p) €
(Z/pZ)* & n. Enton, polo teorema de Lagrange, temos que n|p — 1, é dicir p = 1(mod n). Isto

contradi que p ¢ P e necesariamente o conxunto P é infinito.

Completemos a demostracion xustificando que n é a orde do elemento knm(mod p) € (Z/pZ)*.

Consideremos o polinomio f(X) = X" — 1. Avaliando en knm a expresion polinémica en Z[X|

Fx)= [  @ux)

1<d<n, d|n

e tendo en conta que p | ¢, (knm), dedicese que p|f(kmn); sendo f(knm) = (kmn)™ — 1 tense

(kmn)™ = 1(mod p). Sexa r a orde do elemento knm(mod p) € (Z/pZ)*, polo anterior, sabemos

que 7 < n e r|n. Denotemos por @ = a(mod p) aos elementos do anel Z/pZ e por g(X) € %[X]

4 imaxe dun polinomio ¢(X) € Z[X] polo homomorfismo candnico Z[X] — z%[X ]. Imos ter que

fX)=X"-1¢ %Z[X] é separable. Se @ é unha raiz de f temos que @ — 1 = 0 e se fora
~n—1 1=

multiple ?'(a) =na = 0. Deste modo, como p { n, @" = @"'a = 0 o cal contradi que

a" = 1.

Sabemos que kmn é unha raiz de ®, en Z/pZ debido a que p|®,(knm) o cal equivale a
®,,(kmn) = 0 en Z/pZ. Se ademais supofiemos que r < n, terfamos que (kmn)" = 1(mod p),
é dicir, (kmn)" —1 =0, e kmn € Z/pZ seria unha raiz de X" — 1 = [li<a<r, ar ®4(X). Deste
modo, knm seria unha raiz de ®,, e de ¢4 para un natural d tal que 1 < d < r e d|r. Ent6n, como
r|n, knm seria unha raiz multiple de f(X) = [Ti<a<n, ajn ®4(x) e chegamos a unha contradicion.

Conclusiéon r = n. O

Lema 1.20. Sexand, p € Z, conp > 1 un primo de modo que p = 1(mod d). Enton a asignacion
gla+(p—1)Z) = a+dZ define un homomorfismo de grupos sobrezxectivo g: Z/(p — 1)Z — Z/dZ.

Demostracion. Obsérvese que a condicion p = 1(mod d) equivale a p — 1 = 0(mod d). Entén
(p — 1)Z C dZ e deste modo temos o seguinte diagrama conmutativo, onde i, j e k son as

inclusiéns naturais e tanto p como q son os homomorfismos sobrexectivos canénicos de paso 0
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cociente,
(p— V22— Z/(p—1)Z
i} id‘ Jg
a7 —= 7 —2 - 7/dL
entén g é unha aplicacion ben definida e é un homomorfismo sobrexectivo de grupos. O

Cos resultados anteriores podemos proceder a demostrar o resultado central deste capitulo:

Teorema 1.21. Todo grupo abeliano finito € isomorfo ao grupo de Galois dunha extension de

Galois sobre Q que é unha extension ciclotémica.

Demostracion. Sexa G un grupo abeliano finito. Polo teorema de clasificacién dos grupos abe-
lianos finitos (Corolario [L.3), G es isomorfo a un grupo da forma Z/dZ x --- x Z/dsZ, con
dy,...,ds > 1 enteiros de modo que ds |ds_1| --- |di. Sexa h: Z/d1Z X --- X Z/dsZ — G un

isomorfismo de grupos.

O Teorema [1.19| garante a existencia de primos distintos p1,...,ps € Z de modo que p; =
1(mod d;), Vi € {1,...,s}. O Lema establece a existencia de homomorfismos canoénicos
sobrexectivos g, : Z/(pi —1)Z — Z/d;Z, con i € {1,...,s}. Deste modo, tomando o produto

g:=g; X - X g,, obtemos un homomorfismo sobrexectivo:
Z)(pr =)L x - x L) (ps = 1)L —— L/ Z x - x L/dZ.

Ademais sabemos que os grupos das unidades (Z/p;Z)* son grupos ciclicos de orde ¢(p;) = p; —1
e polo tanto temos isomorfismos r;: ((Z/p;Z)*,-) — (Z/(p; — 1)Z,+). Tomando o produto temos

un isomorfismo r :=r; X -+ X rg,

(Z)MZ)* x - x (Z)psZ)* ———Z)(p1 — V)L x --- x L) (ps — 1)Z.

Por outro lado, polo teorema chino dos restos, [3, p. 265, como p1, . .., ps son primos distintos,
sen =pjp---Pps, 0 homomorfismo candnico de aneis

Vil ——L/;mZ X - X L|psZ

é sobrexectivo e define un isomorfismo de aneis Z/nZ = Z/p17Z % - -- X Z/psZ, que establece un

isomorfismo entre os correspondentes grupos de unidades

wu=v":(Z/nZ2) —— (Z/pZ)* x - X (L]psZ)*.
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Enton temos un diagrama de homomorfismos de grupos:

S S S
z/mz)* —— [[@/piz) —— [[2/(i - V)2 —E— [] 2/diZ —— G.
i=1 i=1 i=1
A composicion t: (Z/nZ)* — G dos homomorfismos do diagrama é un homomorfismo sobre-
xectivo. Enton se T := Ker(t) temos que (Z/nZ)* /T = G, deste modo para demostrar o teorema

basta atopar unha extension de Galois de Q con grupo de Galois isomorfo a (Z/nZ)* /T.

En primeiro lugar pola Proposicion sabemos que (Z/nZ)* = Galg(Q(ey)). Considere-
mos o subgrupo H < Galg(Q(e,)) correspondente ao subgrupo T' < (Z/nZ)* polo isomorfismo
(Z/nZ)* = Galg(Q(ep)). A extension Q(e,) | Q é de Galois, entén sabemos, polo Teorema funda-
mental de correspondencia da teoria de Galois (Teorema, que ao subgrupo H < Galg(Q(en))
correspondelle a subextension Q C Q(e,) € Q(e,) de xeito que Galg(c,)u(Q(en)) = H. Ade-
mais, H é un subgrupo normal de Galg(Q(e,)), por ser Galg(Q(ey,)) abeliano, e polo tanto a ex-
tension Q(e,)7|Q é de Galois e o seu grupo de Galois Galg (Q(g,)) ¢ isomorfo a Galg(Q(e,))/H

e polo tanto a G:
Galg(Q(en) ., (Z/nZ)*
H N T

I
12

Galg (Q(en)™) G. O
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Capitulo 2

O anel de enteiros dun corpo de

numeros

Neste capitulo introduciremos a teoria de corpos de nimeros necesaria para a demostracién do
Teorema de Kronecker-Weber que realizaremos no quinto capitulo. Comezaremos coas definiciéns

bésicas.

Definicion 2.1. Un corpo de nimeros, ou corpo de mimeros altébricos, é calquera subcorpo
K C C tal que a extension K|Q é finita.

Definicion 2.2. Dado un ntmero complexo, a € C, dicimos que « é un enteiro alzébrico se
existe un polinomio ménico f € Z[X] de modo que f(a) = 0.

Na definicién anterior non pedimos que f sexa irredutible pero no caso de pedilo a definicion
serfa equivalente:
Proposicion 2.3. Un elemento o € C é un enteiro alzébrico se, e sé se, Irr(a, Q) € Z[X].

Demostracion. Se f € Z[X] é tal que f(a) = 0, entén Irr(a, Q) divide a f en Q[X], e sendo
f € Z[X] ménico, tense que Irr(a, Q) ten coeficientes enteiros, polo Lema de Gauss [0, p.10]. O

Podese definir un enteiro alxébrico coma aquel a € C que é “alxébrico sobre Z” e o polinomio
Irr(ar, Z) é monico. Existen outros enunciados equivalentes. En [6, p.11] podese atopar:
Teorema 2.4. Para a € C, equivalen:

(1) O elemento « € un enteiro alxébrico.

(13) O anel Z[a] é un Z-mddulo finitamente zerado.

15
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(7i7) O elemento « pertence a algin Z-submddulo de C finitamente zerado.

(iv) Ewxiste un Z-mddulo finitamente zerado M, que é non nulo, tal que oM C M.

Corolario 2.5. O conzunto de enteiros alrébricos forman un anel.

Demostracion. Tomemos a, 3 € C enteiros alxébricos entén probemos que o+ 5 e aff tamén son
enteiros alxébricos. Dados « e 8 temos que Z[a| e Z[f] son Z-mo6dulos finitamente xerados. Se
i, ,0p € B, , Bm son xeradores de Z[a] e Z[f] respectivamente, o conxunto de elementos
a;fj, con 1 <i<n, 1<j<mxera Zla, ). Como a+ 5 e aff pertencen a Z|a, 5] temos que

estdn nun Z-submoédulo de C e rango finito e queda probado o que queriamos. O

Definicion 2.6. Dado K un corpo de niimeros chamamos anel de enteiros de K ao anel formado

polos enteiros alxébricos que estdn en K, o denotamos por Og.

Os conceptos que acabamos de definir pédense xeneralizar a un anel R contido nun corpo L:
Un elemento « € L dise enteiro sobre R se existe un polinomio f € R[X] moénico que ten a «
coma rafz. ; chdmase clausura integra de R en L ao conxunto de elementos de L que son enteiros

sobre R. Podese atopar mais informacion sobre isto en [8, Chapter 2 |.

Observacion 2.7. Trivialmente Og C Oy, para calquera extension de corpos de nameros L| K.
As tnicas raices racionais dun polinomio moénico con coeficientes en Z son raices enteiras. E dicir,
os unicos elementos de C que son enteiros alzébricos de Q son os nimeros enteiros: Z = Og. Por
iso xeneralizase a denominacién de “enteiro” entre os racionais, a4 da “enteiro alxébrico” cando

traballamos cunha extension alxébrica K|Q.

Para rematar esta seccién imos calcular o anel de enteiros dun corpo cadratico.

Proposicion 2.8. Para unha exstension de corpos Q(y/n)|Q, con n libre de cadrados, verificase:

(i) Sen=2,3(mod 4), entén Og(m = Z[V/n]

(ii) Sen=1(mod 4), enton Og(vm) = Z[HQ‘/E]

Demostracion. Se a € Q(y/n) tense que a = a + by/n, con a,b € Q, e Irr(a, Q) = 22 — 2az +
a®? — nb? cando b # 0. Pola Proposicién sabemos que a € Og(y/n) se, e 36 se, 2a e a> — nb?
pertencen a Z. Enton se 2a, a®>—nb® € Z temos que 4nb? € Z e, como n esta libre de cadrados, 2b €
7. Agora ben, 4(a? —nb?) = (2a)? — n(2b)2 = 0(mod 4) e necesariamente tense (2a)?(mod 4) =
(2b)%(mod 4) = 0(mod 4) ou (2a)?(mod 4) = (2b)?(mod 4) = n(mod 4) = 1(mod 4), porque
dado m € Z tense m? = 0, 1(mod 4).

Se estamos no caso (i) a tnica posibilidade é que (2a)? = (2b)? = 0(mod 4) polo tanto a,b € Z

e Og(ym) = Z[v/n]. Se estamos no caso (ii) pode ocorre coma antes que (2a)? = (2b)? = 0(mod 4)
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ou que (2a)?(mod 4) = (2b)*(mod 4) = 1(mod 4). No tultimo caso teriamos que 2a e 2b son
impares, é dicir, 2a — 2b é par, séguese que

2a — 2b 1 1
a+byn=a—-b+b—byn= a2 +2b +2\/ﬁeZ[+2\/ﬁ]

en consecuencia Og(,/m) = Z[HQ‘/E]. O

Mais adiante calcularemos o anel de enteiros dun corpo ciclotémico pero antes precisamos

introducir varios conceptos, comezaremos pola nocién de traza e norma na seguinte secciémn.

2.1. A traza e a norma

Sexa L|K unha extension de corpos de ntumeros de grao n = [L: K]. O nimero de K-encaixes,
e dicir de K-homomorfismos, de L en C & n, e a partir de eles podemos definir a norma e traza

dun elemento de L coma segue. (Pddese consultar méis sobre isto en [6].)

Definicion 2.9. Sexan o1,--- ,0, 0s n K-encaixes de L en C, entéon dado « € L:

o Th(a):=>" , 0i(a) denominase traza de o respecto a extension L|K.

e N&(a): =[]l 0i(e) denominase norma de « respecto a extension L|K.

Se o € C & un elemento alxébrico sobre K definimos:

Noétese que estes valores corresponden, respectivamente, a suma e o produto das raices do poli-
nomio Irr(a, K).

Se a extension é L|Q enton as denotamos por TL(a) := Té(a) e NE(a) = Té(a), ou como

T(a) e N(«) se non existe ambigiiidade. Para oo € C un elemento alxébrico sobre Q escribimos

o t(a) = tg(a) = Tg (),
e n(a) :=ng(a) = Ng(a)(a).

Proposicion 2.10. Nas condicions da definicion anterior, dados o, 3 € L:
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Demostracion. Resulta inmediato a partir da definicién de traza e norma. O

Proposicion 2.11. Se L|K ¢ unha extension finita con [L: K| = m, e o € L ¢é tal que d =
[K(a): K], enton:

Demostracion. Basta con notar que 2 = [L: K ()], polo tanto cada encaixe de K(a) en C que

deixe fixo K podese estender a 7 encaixes de L en C que deixen fixo K. OJ

Corolario 2.12. Dada unha extension de corpos de nimeros L|K e un elemento o € L:

(i) T (a) e Nk () pertencen a K.

(i) Se o € Op entén TL () e Nk () pertencen a O.

Demostracion. Grazas a proposicion anterior para demostrar () basta con observar que tx () e
ny () son elementos de K e isto cimprese porque — t () e, salvo o signo, ng (a) son, respectiva-
mente, o segundo termo e o termo independente do polinomio Irr(a, K) = (X —aq) -+ (X — ),
onde «; son as raices do irredutible. Para probar (i) chega con comprobar que se a € O a
tx () e ng(a) son enteiros alxébricos. Como a € Op, tense que g = Irr(a, Q) € Z[X], ademais
se [ = Irr(a, K) este divide a g en K[X], polo tanto tédalas raices de f, aq, ..., aq, son enteiros

alxébricos e obtemos o resultado. O

No caso de que tenamos unha torre de corpos K C L C M podemos relacionar a traza e

norma das distintas extensions da seguinte forma:

Teorema 2.13. Sezan M|L e L|K extensions de corpos de nimeros. Dado o € M tense:

#(TL () = Ti (a)
(i1) NE(NZ' (@) = N¥ (o)

Demostracion. A proba podese consultar en [0, Theorem 5, Chapter 2]. O

A definicién de traza e norma que acabamos de dar podese xeneralizar a un anel S e un
subanel R que cumpran que S é un R-médulo libre de rango finito, para ver as definiciéns e mais

informacion sobre isto podese consultar en [8, Chapter 2].
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2.2. O Discriminante

O discriminante vai ser indispensable para a demostracién do Teorema. de Kronecker-Weber
nun caso concreto, imos definilo nesta secciéon pero non seré ata o proximo capitulo onde veremos

a sua utilidade.

Definiciéon 2.14. Sexa K un corpo de nimeros de grao [K: Q] = n, denotemos por oy,...,0,
os n encaixes, e dicir, Q-encaixes, de K en C. Dados aq,...,a, € K definese o discriminante de
Qaf,...,Q, COMO:

disc(ar, ..., an) = ‘ (Ui(aj)> )2

sendo
o1(ar) -+ o1(an)
()= | &+ | e Mun(E)
on(a1) -+ on(om)
Teorema 2.15. Nas condicions da definicion, disc(aq, ..., ap) = ‘ (T(aiaj)> , sendo
T(aian) -+ T(oaay)
(taap)=| = i | e M)
T(apar) - T(apan)

Demostracion. Séguese do feito seguinte:
t
(ei6e) (ou(@) = (o) + -+ oulear)) = (Tenay))
Aplicando o determinante chegamos ao resultado. O
Corolario 2.16. Nas mesmas condicions que antes, tense:

(1) disc(ay,...,a,) € Q.
(13) Se os a; € Ok, para i € {1,...,n}, entdn disc(ay,...,a,) € Z.

Demostracion. B inmediato a partir do teorema anterior mais o Corolario [2.12} O

Mais a diante imos definir o discriminante do anel de enteiros dun corpo a partir dunha
base enteira do mesmo, no seguinte teorema imos ver que o discriminante dunha base é sempre

distinto de cero.

Teorema 2.17. Dados ay,...,a, € K temos que disc(aq,...,an) = 0 se, € $6 se, aq,...,ay

son linealmente dependentes sobre Q.
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Demostracion. Temos o seguinte
disc(ag, ..., an) =0 <= ‘(Ui(aj))‘ =0,

é dicir, as columnas de matriz (Ui(aj)) son Q-linealmente dependentes. Enton, Vj € {1,...,n},
existe una combinacion lineal A\joj(aq) + -+ + A\poj(an) =0 con \; € Q e algan A; # 0, o cal

equivale a 0 (A1 (1) + -+ -+ An(an)) = 0, €, por ser 0; un encaixe, isto equivale a Aj (o) + - - +

An(an) =0, con \; € Q e algan deles non nulo, ¢ dicir, aq, ..., a, son linealmente dependentes
sobre Q. O
No caso de que a base a considerar sea da forma {1,a,...,a" '} podemos obter unha forma

alternativa de calcular o seu discriminante coma aparece no seguinte resultado:

Teorema 2.18. Seza K = Q(«a) e aq,...ay, os ceros de f =Irr(a, Q), enton

disc(l,e,...,a" ) = J] (—a;)*=£N(f'(e)

1<i<j<n

Na dltima igualdade temos o signo + cando n = 0,1(mod 4) e — noutro caso.

Demostracion. A proba podese consultar en [6, p.19]. O

A partir de agora, para cada a € C, denotaremos disc(a) := disc(1, a,...,a" ).

A continuacion veremos que dado un corpo de niimeros K o seu anel de enteiros Ox é un
grupo abeliano libre de rango n = [K: Q]. Isto permitiranos definir o discriminante de Ok a

partir dunha base.

Lema 2.19. Dado 8 € C alzébrico sobre Q, existe m € 7Z — {0} de forma que mf3 € C ¢é un

enteiro alzébrico.

Demostracion. Sea f(X) = ap X" + an 1 X" P+ -+ a1 X + a9 € Z[X], con a, # 0, un
polinomio tal que f(8) = 0. Basta tomar m = a,. En efecto, o polinomio g(X) = X™ +
an—1 X"t + ap_0an X" 2 + - + a1a" %X + apa! € Z[X] é moénico e é tal que g(mpB) =
(MB)" + ant (B + an2an(mB)™2 + - + ara2mB + apal L = a1 f(B) =0. O

Unha Q-base dun corpo de ntimeros K formada por elementos enteiros alxébricos dirase
unha base enteira de K. Como consecuencia do lema anterior, calquera corpo de ntimeros K ten
bases enteiras: Se {f1,...,,} é unha base de K sobre QQ basta tomar a base {ay,...,a,} =
{mp1,...,mpB,} formada por enteiros alxébricos, onde m = mq ---m, e m; € Z — {0} obtense

aplicando o lema anterior a f3;, con i € {1,...,n}. Podemos enunciar o seguinte resultado:
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Proposicion 2.20. Sezxa {a1,...,an} unha base enteira de K sobre Q e a € Ok enton, se
d = disc(ay, ..., ap), tense que
diag + -+ dpay
o=
d

cond; € Z,Vi e {1,...,n}.

Demostracion. Tomemos {a1,...,a,} a base enteira de K sobre Q do enunciado e o € O
enton o = aja + -+ - + apay, con a; € Q, Vi € {1,...,n}. Apliquemos agora o1, 09,...,0,, 0S N

encaixes de K en C, a a obtendo o seguinte sistema

0'1(05) = alal(a1)+--~+an01(an)
on(a) = ajop(aq) + -+ apop(ay)
Podemos resolver este sistema empregando o regra de Cramer e obtemos a; = % onde b &

o determinante da matriz (ai(ak)) e b; é o determinante da matriz anterior substituindo a

columna ¢ por la columna (@(04)) € M, 1. Resulta natural que b; e b son enteiros alxébricos,
por selo 0s a; e a, ademais b> = d = disc(aq,...,q,) € Z. Asi obtemos que da; = bb; ¢ un
numero racional que ademais € un enteiro alxébrico polo tanto da; = bb; € Z. Asi, denotando

por d; = da;, obtemos que
o = dioy + -+ -+ dpay

d
cond; € Z,Vie {1,...,n}. O

Teorema 2.21. O anel de enteiros dun corpo de nimeros K é un grupo abeliano libre de rango

n=[K: Q.

Demostracion. Grazas & proposicion anterior, Proposicién temos que O estd contido en

UZL&--- &7 que é nun grupo abeliano libre de rango n polo tanto, pola Proposicion é un

grupo abeliano libre de rango < n. Ademais contén a a1 Z ® - - - ® a,Z que é un grupo abeliano
libre de rango n. Tendo en conta ambos contidos obtemos o resultado.

o o

alz@.--@anzgngjZ@--.@F”Z. O

Nas condiciéns do teorema anterior, como Qg é un grupo abeliano libre de rango n sabemos

que existen (O1,...,0, € Og de modo que dado a € Ok este escribese de forma tnica como

a1 + -+ + apPp con a; € Z. O conxunto {aq,...,a,} chamase base enteira de O sobre Z,

notese que ademais {aq,...,ay} ¢ unha base enteira de K sobre Q.

Teorema 2.22. Sexan A = {aq,...,an} ¢ B ={B1,...,0,} dias bases enteiras de O enton
disc(aq, ..., ap) = disc(B1, ..., Bn).
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Demostracion. Podemos poner os elementos de A coma combinacién dos elementos de B, escri-

bindo isto en forma matricial obtemos

aq B

Qn ﬁn

con M = (mij) € M,xn(Z) unha matriz invertible. Como os m;; € Z se calculamos a imaxe

das matrices anteriores mediante o; con j € {1,...,n}, os n encaixes de K en C, obtemos
que (Jj(ai)> =M (aj(ﬁi)) Entén, por definicién, disc(aq,...,a,) = |M|?disc(B1,. .., Bn)-
Como |M| € Z podemos concluir que o discriminante disc(f1, ..., 3,) divide ao discriminante
disc(aq,. .., ay), se agora escribimos os elementos de B como combinacién dos elementos de
A e facemos o mesmo razoamentos chegariamos a que disc(azq, ..., ay) divide ao discriminante
disc(B1, ..., Bn) e polo tanto tefien que ser iguais. O

Grazas aos resultados anteriores podemos dar a seguinte definicion.

Definiciéon 2.23. Sexa K un corpo numérico e {aj,...,a,} unha base enteira de Ox entoén

chamamos discriminante de O a disc(O) := disc(aq, ..., ay).

Calculemos agora o discriminante do anel de enteiros alxébricos dunha extension cadratica

de Q, empregaremos este resultado na demostraciéon do Teorema de Kronecker-Weber.

Proposicion 2.24. Seza a extension Q(v/n)|Q, con n libre de cadrados, tense que:

(i) Sen=2,3(mod 4) enton disc(Og(,m)) = 4n.
(ii) Sen =1(mod 4) entén disc(Og(/m)) = n-

Demostracion. En primeiro lugar, sabemos pola Proposicién que se n = 2, 3(mod 4) temos

Oq(ym) = Z[v/n] e podemos tomar {1,,/n} como base enteira de Q0 m: €0 cambio se n =

1 (mod 4) temos Ogy /m) = Z[HQ\/E] e a base serfa {1, 1+2\/ﬁ}.

Por outro lado, os Q-encaixes de O en C son ¢, a inclusién, e o o Q-encaixe determinado
J Q(v/n) ) J

por o(yn) = —y/n:

NS NI

Con isto xa podemos calcular o discriminante e obtemos:

2
1 vn

=4n Se n=2,3(mod 4).
1 —/n

dlSC(OQ(\/ﬁ)) =
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1 1+v/n

dise(Og(ym) = || _iiym
2

=n Se n=1(mod 4).

2.3. Anel de enteiros dun corpo ciclotémico

Nesta seccion queremos probar que o anel de enteiros dun corpo ciclotomico Q(e,,) & Og(e,) =

Zley). Primeiro enunciaremos varios resultados que seran necesarios para a demostracion.

Proposicion 2.25. Sezan K e L corpos de nimeros tales que n = [K: Q] e m = [L: Q] enton
se [KL: Q] = nm e med(disc(Ok), disc(Or)) =1 tense que O, = OxOyp.

Demostracion. Podese ver en [6l, p.24-26]. O

Proposicion 2.26. Seza e, € C a raiz primitiva n-ésima da unidade entén disc(ey,) | n¥™.

Demostracion. Sabemos que g, é raiz do polinomio X" — 1 = fg, onde f = Irr(e,,Q), e f, g €
Z[X] (polo Lema de Gauss). Se derivamos e avaliamos en &, o polinomio anterior obtemos
a identidade ne” ! = f'(e,)g(en) que equivale a n = &,f (e,)g(¢n). Aplicando a norma &
identidade anterior e empregando o Teorema obtemos n#(") = £ disc(e,,) N(eng(es)). Como
ademais N(e,g(e,)) € Z, porque g(e,) € Z[e,], podemos concluir que disc(e,,) | n¥™. O

7

Lema 2.27. Seza e, € C a raiz primitiva n-ésima da unidade, con n = p", entdn

II a-&)=pr (2.1)

ie{1<i<n,pfi}

Demostracion. Tomemos

X -1 - - .
MX) = g = L+ X7 X g X

Como os €, do enunciado son raices primitivas n-ésimas da unidade temos que son raices de
XP" — 1 pero non o son de X - 1, polo tanto son raices de h. Ademais o namero de raices
primitivas é ¢(n) = ¢(p") = (p — 1)p" ! chegando asi a que h(X) = [icqi<icn, priy(X — gh).
Avaliando h en 1 obtemos o resultado. O

Proposicion 2.28. Seza o corpo ciclotomico K = Q(epr), con p primo, entdn O = Zleyr].

Demostracion. Denotemos por n = p”. Para a demostraciéon imos traballar tanto con &, coma

con 1 —e&,. En primeiro lugar, temos que Z[1 —¢,] = Z[e,] e ademais polo Teorema sabemos
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que disc(e,) = disc(1 — &,), notar que o teorema estd enunciado para o anel de enteiros dun

corpo de ntimeros pero isto non inflie na sta demostracion.

Pola Proposicion sabemos que dado « € Og,,)

di +do(1—y) + -+ dy(1 — ,)?M 1
o = 7

con d; € Z,¥i € {1,...,n} e d = disc(e,,) = disc(l — €,,). Suponamos que Z[1 — &,] & Og,)

enton Ja € Ogc,) da forma anterior con algtin d; non divisible entre d.

Pola Proposiciéon sabemos que d ¢ unha potencia de p entén podemos tomar 8 € Og(.,,)

que sexa da seguinte forma

dj(1—en) " +dip1(1 —en)) +- -+ dn(l - £q) P!
p

8=

con d; non divisible por p. Por outro lado, como (1 —&,) | (1 — &%) temos polo Lema que
o7 € Zleyn). Asi = € Z[ey] e polo tanto f—L—5 € Z[e,]. Como case todolos termos

P __ b
(1—en) (1—en) (1—¢n)
que aparecen en 3 u_:ﬁ pertencen de forma evidente a Z[e,] chegamos a que (1‘_17271) € Zlen

" )
Deste modo N(1—¢;,) | N(d;) pero isto ¢ unha contradicién porque, polo Lema N(l—e,) =p

e N(d;) = d?"). O

Podemos proceder a calcular o anel de enteiros dun corpo ciclotémico Q(ey,).

Proposicion 2.29. Dado n > 0 enteiro, para o corpo ciclotémico Q(e,) tense que Og(e,) =
Lley).

Demostracion. Se n é a potencia dun primo o resultado esta probado pola Proposicion. [2.28]
Suponiamos entén que n = ning, con ny € ng coprimos. Imos ver que se Ogye,, ) = Zlen,| parai =

1,2 enton Og,) = Z[e,]. Reiterando o argumento para cada n; quedaria probada a proposicion.

Sabemos pola Proposicion[1.13|que Q(e,) = Q(en,)Q(en,) € [Q(en): Q] = [Q(en,): Q][Q(en,): Q).
Suposto que o disc(OQ(snl)) eo disc(OQ(anQ)) son coprimos, podemos aplicar a Proposicion e

conclufr que Oqyc,) = Z[en,]|Zlen,] = Z[ey], a proba da tltima igualdade ¢ andloga & demostracion
da Proposicion [I.13] Probemos que

mcd(disc(OQ(Enl)),disc(OQ(gnQ))) =1,

aplicando a Proposicion [2.26/ temos que disc((f)@(eni)) | nf(m)

, 2 =1,2 entén por ser n; e ng son

coprimos chegamos ao resultado. O
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2.4. Dominios de Dedekind

O obxectivo desta seccién é ver que no anel de enteiros O dun corpo de niimeros K todo
ideal non nulo pédese descompoiier de forma tnica no produto de ideais primos. En concreto,
veremos que Ok é un dominio de Dedekind. Imonos centrar en definir os dominios de Dedekind

e as sias propiedades omitindo as demostracions dos resultados, seguiremos a referencia [§].

Recordemos que, un dominto de integridade ou dominio e un anel conmutativo R non trivial
que non contén divisores de cero. Se R ¢ un dominio pddese construir K(R) o seu corpo de
fraccions de xeito que R C K(R).

Definicion 2.30. Sexa R un anel, dicimos que é noetheriano se cumpre as seguintes condiciéns

equivalentes:

(i) Toda cadea estritamente ascendente de ideais de R ¢ finita, ¢ dicir, é estacionaria.
(71) Toda familia non baleira de ideais de R ten un elemento maximal.

(797) Todo ideal de R € de tipo finito.
Se ademais R non ten divisores de cero diremos que é un dominio noetheriano.
Unha demostracion de por que as tres condiciéns anteriores son equivalentes pddese consultar

en [8, §1.4, Theorem 1, p. 20].

Definicion 2.31. Sexa R un dominio e K o seu corpo de fracciéns, dicimos que R é integramente

pechado se tédolos elementos de K que son enteiros sobre R pertencen a R.

Definicion 2.32. Dicimos que un dominio de integridade R é un dominio de Dedekind se cim-

prense as tres condiciéons seguintes:

(1) R & Noetheriano,
(79) R é integramente pechado,

(797) todo ideal primo non nulo de R é maximal.

Notese que por definicién Z é un dominio de Dedekind, a importancia deste feito reflictese
no seguinte teorema que nos garante que dada unha extension K|Q o anel de enteiros de K é un
dominio de Dedekind.

Teorema 2.33. Sexa R un dominio de Dedekind e K o seu corpo de fraccidns. Se L|K é unha

extension alzébrica finita entdn o clausura integra de R en L € un dominio de Dedekind.

Demostracion. Podese ver a demostracion en [I1, Chapter V, Theorem 19, pp. 281-282]. O



26 2. O anel de enteiros dun corpo de niimeros

Corolario 2.34. O anel de enteiros alzébricos O dun corpo de nimeros K é un dominio de
Dedekind.

Demostracion. Como Z é un dominio de Dedekind e Q é o seu corpo de fraccidons podemos aplicar
o teorema anterior obtendo que dada a extension K|Q alxébrica e finita o anel de enteiros de K
¢ un dominio de Dedekind. O

Unha propiedade fundamental dun dominio de Dedekind R é que os seus ideais non nulos co
produto de ideais forman un monoide, se engadimos os “inversos” dos ideais obtemos un grupo,
para considerar tanto os ideais de R como os seus “inversos” temos que ampliar o conxunto de

ideais considerando certos R-submoédulos do corpo de fracciones de R, os ideais fraccionarios:

Definicion 2.35. Sexa R un dominio e K o seu corpo de fracciéns, dado J un R-submoédulo non
nulo de K dicimos que é un ideal fraccionario se existe d € R non nulo tal que dJ C R. Todo

ideal non nulo de R é un ideal fraccionario (tomando d = 1), denominase ideal enteiro de R.

Teorema 2.36. Sexa R un dominio de Dedekind e denotemos por Spm(R) o conzunto formado

polos ideais primos non nulos de R, é dicir o conzuntos dos ideais mazrimais, enton:

(1) Todo ideal fraccionario a de R pddese expresar de forma unica coma produto finito de ideais

a= H p”p(a)’

peSpm(R)

primos de R, € dicir:

con vp(a) € Z e vp(a) = 0 para case todo p € Spm(R).

(73) O monoide dos ideais fraccionarios de R é un grupo.

Demostracion. Podese ver en [8, §3.4, Theorem 3, pp. 50-51]. O

Para finalizar esta seccién imos recoller algunhas propiedades dos indices v,(a) que denota,

como vimos no teorema, o expoiiente co cal aparece p na descomposiciéon do ideal fraccionario a.
Dados a e b ideais fraccionarios de R, tense:
(1

(i7) a é un ideal de R se, e s6 se, vp(a) > 0, Vp € Spec(R).

) vp(ab) = wvp(a) + vp(b).
)

(14i) a C b se, e s6 se, vp(a) > vy(b), Vp € Spec(R).
)
)

(iv) vp(a+b) = inf{vy(a),vy(b)}.
(v) vp(ab) = sup{vy(a),vy(b)}.

Mais detalle sobre estas propiedades podense consultar en [8] §3.4, pp. 51-52].



Capitulo 3

Factorizaciéon de ideals nunha extension

de corpos de nimeros

Como o anel de enteiros dun corpo de ntimeros K é un dominio de Dedekind, calquera ideal
non nulo dun anel de O factorizase no produto de ideais primos non nulos e o fai de forma

unica. Ademais os ideais primos non nulos destes aneis son precisamente os ideais maximais.

Neste capitulo imos traballar con extensiéons de corpos de numeros L|K e a correspondente
extension de aneis entre os seus aneis de enteiros Oz |Ox. Dado un ideal primo p C O podemos

definir o ideal extension do ideal p a Op como o ideal mais pequeno de Oy, que contén a p:
T
pOr = { Zpiaz‘; pi€p, o€ OL}
i=1

O ideal extension pOy C O é un ideal non nulo, pero non é necesariamente un primo de Op,.
Como Oy, é un dominio de Dedekind, podemos considerar a descomposicién do ideal pOy, no

produto de ideais primos de Of, que seréd da forma:

g
Op = i
p L — Hml I
i=1
para certos naturais g,er,...,eg. Os primos 3; que aparecen na descomposicién de p son os

primos de O que estan sobre p. Imos ver agora que significa isto.
Definicién 3.1. Sexa L|K unha extension de corpos de nimeros. Dados p € Og e B € Of
ideais primos dise que o primo P estd sobre o primo p se PN Ox = p.

Observacion 3.2. Sexa R un anel. Dados a, b C R ideais de R, dise que a divide a b, e
represéntase a | b, se existe un ideal ¢ C R tal que b = ac. Se R é dominio de Dedekind, entén a
relacion a | b equivale a relacion b C a. Como consecuencia de esta propiedade pode probarse o

seguinte resultado (ver [0, p. 44]):

27
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Teorema 3.3. Sexa L|K unha extension de corpos de nimeros. Para ideais primosp € Spm(Og)

e P € Spm(0y) equivalen:

Se p € Spm(Ok) e P € Spm(Or) son ideais primos non nulos da extension de corpos L|K,
como ‘P | pOx se, e s6 se, PN Og = p, os unicos primos de O que estan sobre p € Ok son
exactamente aqueles que aparecen na factorizacion en produto de primos do ideal pOp C Op.
Sempre vaise ter que pOxg € Ok polo que van a existir un ntmero finito de ideais primos

de Ok sobre p € Spm(Og). Por outro lado, se collemos un primo P € Spm(Oy) tense que
PN Ok € Spm(Ok) e polo tanto todo primo de Of, vai estar sobre un primo de Og.

Notaciéon: A partir de agora imonos referir ao natural vp(pOr) coma o maior expoiiente de
B que divide a pOp, ou potencia exacta de P dividindo a pOy, o cal resulta coherente grazas ao

teorema anterior.

O que acabamos de dicir recollese no seguinte resultado:

Teorema 3.4. Dada unha extension de corpos de nimeros L|K, tense que todo primo B de Of,
estd sobre un unico primo p de O, reciprocamente, para todo primo p de Ok existe polo menos

un primo B de O, que estd sobre p.

Demostracion. A demostracion atopase en [6l p. 45]. O

3.1. Indice de ramificacién e grao residual

Sexa a extension L|K e tomemos p primo de O g non nulo, consideremos a stia descomposicion
en primos de Op:
8
o

pOL =[5 (3.1)

i=1
Definicion 3.5. O numero de ideais primos distintos que aparecen na descomposicién de p
denotase por g, = g. No caso que esteamos traballando con méis dunha extension de corpos o

denotamos por g,(L|K) = g.
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Definicion 3.6. Dada a descomposicién anterior chamamos indice de ramificacion aos expo-
nientes e; asociados a cada primo B; € Or. Os denotamos por ey, , = e;. Ademais se, fixado j,
ej = ey, > 1 dise que P; ramifica sobre p, en caso contrario dise que non ramifica sobre p.
Se algun dos B; ramifica sobre p dicimos que p ramifica en O, pola contra se non ocorre isto

dicimos que p non ramifica en Oy,.

O seguinte que definiremos é o grao residual para isto consideremos os aneis de enteiros O
e O, tomemos p € Spm(Ok) e P € Spm(Or) que estea sobre p. Como os ideais que estamos
considerando son maximais, é dicir son primos non nulos porque os aneis de enteiros son dominios
de Dedekind, os aneis Og /p e Or /P son corpos que reciben o nome de corpos residuais. Estes

corpos son finitos como consecuencia da seguinte proposicién.

Proposicion 3.7. Seza K un corpo de nimeros. Se J € un ideal non nulo de O entén o anel
Ok /T é finito.

Demostracion. Tomemos un elemento o € J non nulo e consideremos m = N(«) € Z, ndtese que
m # 0. Imos ver que m € J, por definicién da norma m = «3 onde § é o produto dos conxugados
de «, distintos de a, se agora consideramos K’ unha clausura alxébrica de K temos que 3 € Ok
e ademais f =m/a € K asi § € Og. Enton m = aff € J polo tanto se O /mOg é finito Ok /T
tamén o é. Que Ox /MmO sexa un grupo finito débese a que, ao a ser O un grupo abeliano libre

de rango n = [K: Q], temos os seguintes isomorfismos O /mOg = Z" /mZ" = (Z/mZ)". O

Dada unha extension de corpos de numeros LK, se P € Spm(OQp) é un primo sobre p €
Spm(Og), os primos p e P estan relacionados pola expresion PN Ox = p, grazas a isto podemos
establecer unha relacién entre os seus corpos residuais. Sabemos que existe un homomorfismo
Ox — Or /%P que obtemos ao componier a inclusion Ox < Of, coa proxeccion O — O /B, o
nucleo deste homomorfismo é B N O = p podendo asegurar asi que o homomorfismo canédnico
Ok /p — O /P ¢ inxectivo. Grazas a este homomorfismo canénico podemos ver a O /p coma
un subcorpo de O, /P e, como ambos son corpos finitos, a extension Og /p C O /B vai ter grao
finito.

Definicién 3.8. Coa notaciéon anterior, chamamos grao residual a fy ), = [0r/B: O /p], onde

Or/B e Ok /p son os corpos residuais asociado a cada primo.

Con estas definiciéons podemos enunciar os seguintes resultados:

Proposicion 3.9. Dada unha torre de corpos de nimeros K C L C M e ideais Q € Spm(0Oyy),
B € Spm(Or) ep € Spm(Ok) tales que QN O =P e PN Ox = p tense:

(1) easp = eqp expp-



30 3. Factorizacion de ideais nunha extensién de corpos de ntiimeros

(i) fas = Fasp I

Demostracion. Para demostrar (i) basta con notar que eq 3 € a potencia exacta de Q dividindo
a POy e ep/, ¢ a potencia exacta de P dividindo a pOy. Polo tanto a potencia exacta de Q
dividindo a pOys € eq peq/, = €q/p, obsérvese que QN O = *P. Para demostrar (ii) basta con

empregar a multiplicidade das extensiéon de corpos. O

Teorema 3.10. Seza L|K unha extension de corpos de nimeros de grao n entén:

(1) Dados a e b ideais de O tense que |0k /abl = |Ox/al - Ok /b|.
(73) Dado a un ideal de Ok tense que |Or/aOr| = |0k /a|™.

(113) Dado oo € O non nulo tense que Ok /aOk| = |N6(a)|.

Demostracion. A demostracion atopase en [6 pp. 46-49]. O

Teorema 3.11. Seza L|K unha extension de grao n, dado p € Spm(Ok) tal que pOy, = 19, P
tense que Y 5, e;fi =n, onde e; = ey, /p e fi = fig, p-

Demostracion. Como pOy, = [[% ;B empregando o apartado (i) do Teorema obtemos:

g

g
0L/p0L] = [ T10L/Bul* =TT (IpI%)*.
=1

i=1
Ademais, aplicando o apartado (ii) do Teorema temos que |Or/pOr| = |Oxp|™ obtendo asi

o resultado. 0

Antes vimos o significado de que un primo p € Spm(0Of) ramifique ou non ramifique en Oy,

agora imos ver que significa que ramifique completamente.

Definiciéon 3.12. Sexa L|K unha extension de corpos de nameros de grao n, dicimos que un
primo p de O ramifica completamente en Op se pOr = P, con P € Spm(Op). Grazas ao

Teorema sabemos que isto equivale a dicir que hai un tnico primo de Oy, sobre p.

3.2. Escision de primos en extensidons de Galois

As extensions coas que imos traballar na demostracién do Teorema de Kronecker-Weber van
a ser extensions de Galois polo tanto imos ver coma se comportan a descomposicién de ideais

primos nestas extensions.

Dada unha extension normal de corpos de nameros L|K, se tomamos un ideal primo p de O,

€;

con factorizacion en O, da forma pOy = [[%; B5, enton fixado un P; a stia imaxe mediante
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o € Galg (L) vai ser o(B;) = PB;. Isto débese a que a imaxe de o(;) € un ideal primo que esta
sobre o(p) = p. O seguinte teorema danos ainda madis informacion sobre coma actia o grupo de

Galois de L|K sobre estes primos:

Teorema 3.13. Seza L|K unha extension de Galois de corpos de nimeros. Dados B e B’ primos

de Or, sobre p Spm(O) tense que existe o € Galg (L) tal que o(P) = F'.

Demostracion. Suponamos que o enunciado é falso, ¢ dicir, o(*B) # P', Vo € Galg (L) entén

podemos formular o sistema de congruencias
x =0 (mod ')
x =1 (mod o(P)), Vo € Galg (L)

Como a imaxe de o(*B) é un ideal primo non nulo, e polo tanto maximal, podemos aplicar o
Teorema Chino dos Restos e obtemos unha solucién o € Op,. Se consideramos a N%(a) tense que
NE (o) € O NP’ = p, porque a € P’ é un dos elementos que aparece no produto que define a
norma. Por outro lado, tense que a # o(*B) entén o~ !(a) # B, Vo € Galg(L). Obsérvese que
a N&(a) podese expresar coma o produto de todolos o~ 1(a) e asi N&(a) ¢ B, por ser este un

ideal primo. Chegamos a unha contradicién ao ter Nf((a) epCP. O

Corolario 3.14. Se L|K ¢ unha extension normal, dados B e P’ primos de Op sobre p primo
Ok tense e/, = ey € L)y = )y, denotaremos estes valores por e e f. Coma consecuencia,

sen=[L: K] eg=g,, tense gef=n.

Demostracion. Se pOr, = [[5_; B ¢ a descomposicion de p en Oy, podemos supodier sen perdida
de xeneralidade que B = P e P = Po. Tomemos o € Galg (L) tal que o(P1) = Po, sabemos
que o(pOr) = pOr, entom

8

g g g
LI =901 = o(pOr) = o(J[B5) = [T o (W) = R5rps= [ 15"
i=1 i=1 i=1 i=3
Pola unicidade da descomposicién podemos concluir que eyp/, = €1 = €2 = ey ;.
Sabemos que 0 : L — L é un K-isomorfismo enton Or/P = Oro(P) = Op/P e asi
fppp =ty =t
A ultima parte do enunciado é inmediata a partir do que acabamos de demostrar e do Teorema

,gefzzig:leifi:n. O

3.3. O discriminante e o diferente na ramificacién de primos

Nesta seccion imos estudar que primos de O ramifican en O, onde L|K é unha extension

de corpos de numeros alxébricos. Para isto imos empregar o discriminante e o ideal diferente.
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Comecemos polo discriminante, imos traballar coa extension K |Q e veremos que primos p € Z

ramifican en O, enténdese que p ramifica en Ox cando o ideal pZ ramifica en O.

O discriminante tamén se pode empregar para estudar a ramificacién nunha extension de
corpos de ntimeros L| K, para isto haberia que definir o ideal discriminante o cal non sera necesario

neste traballo, podese consultar mais informacion en [g].

Teorema 3.15. Seza K|Q unha extension de corpos de nimeros. Dado p € 7 primo tense que

p ramifica en O se, e sd se, p | disc(O).

Demostracion. A demostracion de que se p ramifica en Ok enton p | disc(Of) podese atopar en

[6. pp. 50-51] A demostraciéon da outra implicacion atopase en [6, pp. 79-80]. O]

Corolario 3.16. Dada unha extension de corpos de nimeros K|Q hai, como moito, un nimero

finito de primos de Z que ramifiqguen en Of.

Demostracion. E inmediato a partir do Teorema [3.15 O

Corolario 3.17. Dada unha extension de corpos de nimeros L|K hai, como moito, un nimero

finito de primos de Ok que ramifiquen en Op,.

Demostracion. Dado p un primo de Ox que ramifique en Oy temos que p NZ = pZ tamén
ramifica en Oy, grazas a4 Proposicion O naumero de primos de Z que ramifican en Oy, é finito
e ademais, fixado un destes primos, sé hai un nimero finito de primos de Ox que estean sobre

el. Entén s6 pode haber un nimero finito de primos de O que ramifiquen en Oy,. O

A continuacién veremos coma ramifica un primo p € Z nunha extension ciclotémica do tipo

Lema 3.18. Sezan p,k > 0 enteiros, € € C unha raiz primitiva p*-ésima da unidade, e

p

consideremos a extension Q(epk)|Q. Enton o primo p € Z ramifica completamente en OQ(E,,k) €

ademais pZle k] = (1 — Epk)‘P(pk).

Demostracion. Denotemos por n = p¥. O primeiro que faremos é probar que p = u(1 — 6n)9"(”)
en Z[e,]. Polo Lema verificase que

r= I a-<)

ie{1<i<n,pfi}

Fixado i € N tal que 1 <i <mn e p { i, sabemos que £’, ¢ unha raiz primitiva polo tanto 3j € N

%

i) e temos:

tal que €, = (e

1—¢& ,
6“:1-‘-8”4_..._1’_5;_1,

1—¢,
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e _1-EY .

E dicir, 1 + &, + --- + &%, — 1 é unha unidade de Z[e,]. Con todo isto podemos escribir

p= I a-e= [l G-e)ltent te -1 =ul-e)?"
ie{1<i<n, pti} ie{1<i<n, pti}
Entén pZle,] = (1 — £,)¥™. Se tomamos P € Spec(Z[e,]) que divida a (1 — &,) temos que
eq/pz > p(n). Ademais [Q(en): Q] = ¢(n) e aplicando o Corolario podemos concluir que
P = (1 —¢,) e pZle,] = PP é a factorizacion en primos de Zle,]. Queda demostrado que p

ramifica completamente. O

Lema 3.19. Seza n > 0 un enteiro, €, € C unha raiz primitiva n-ésima da unidade, e consi-
deremos a extension Q(e,)|Q. Se o primo p € Z e tal que p { n, entén p non ramifica en Z[e,]

ademais, dado B un primo sobre pZ, fy 7 ¢ a orde multiplicativa de p (mod n).

Demostracion. Para probar que p non ramifica en Z[e,,] imos empregar o Teorema [3.15] Sabemos
pola Proposicién m que disc(Z[e,]) | n?(™ entén como p t n tense que p 1 disc(Z[e,]) e

necesariamente p non ramifica en Zley,).

Enton pZle,] = 15, Bi e, como a extension é normal, polo Corolario temos gf = p(n).
Imos ver que f é a orde de p(mod n). Empregaremos a Proposicion , sexa WU o isomorfismo
definido na demostraciéon da proposicion como p t n podemos tomar o € Galg(e,) tal que
U(p) = o, ¢ dicir, o(e,) = h. O subgrupo < o > ten a mesma orde que p (mod n) polo tanto

basta ver que < o > ten orde f.

Para ver o anterior tomemos P € Spm(Z[e,]) sobre p € Z. Como f = [Z[e,|/B : Z/pZ]
temos que o grupo de Galois de Z[e,]/*B sobre Z/pZ ¢ ciclico de orde f. Ademais est4 xerado
por 7 € Galg/,7(Zlen]/*B) que envia un elemento de Zle,|/*B na stia potencia p-ésima (podese
consultar mais informacion sobre isto en [6]). Evidentemente a orde de 7 é f enton se vemos que

o ten a mesma orde que T teremos rematado coa demostraciéon, probemos isto:

En primeiro lugar,

0" =id <= el =¢, <= p" =1 (mod n)

. T
" =1id <= &b = ¢, (mod P).
Probemos que tamén se ten a equivalencia seguinte

r

el =g, (mod P) <= p" =1 (mod n).

A implicacién cara a esquerda ¢ inmediata. Probemos a outra, sexa p” = b(mod n) con 1 <b<n

enton el = b = &, (mod P). Supoiiamos agora que a igualdade (1 —¢)(1—e2)--- (1—e"1) =n
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é certa, se b > 1 terfamos que (1 —&)(1 —&?)---(1 — &1 --- (1 — &™) = 0(mod *B) e polo
tanto n € B o cal entra en contradicion co feito de que PN Z = p e med(n,p) = 1. Enton b =1

eo” =id <= p" =1 (mod n) <= 7" = id, é dicir, tenen a mesma orde coma querfamos probar.

n—l)

Falta por demostrar que (1 —¢)(1 —¢2)---(1 —¢ = n, tomemos

X1

<1 :Xn_1+Xn_2+---+X+1

f(X)

Sabemos que as n—1 raices de f son as n-ésimas raices da unidade excluindo o un entén podemos
escribir f(X) = (X —e)(X —&?)--- (X —&" N, asi f(1)=(1—e)(1—€2)---(1—-e" Y =n. O

Teorema 3.20. Sexa a extension ciclotomica Q(e,)|Q, fizemos p primo de Z e escribamos
n = p*m tal que pt m. Enton, dado B € Spec(Z|e,]) sobre pZ, eq/pz = o(p*) e Jy/pz € a orde

multiplicativa de p (mod m).

Demostracion. Imos empregar os dous lemas anteriores enton consideremos os aneis Z[ep,] e
Z[ek]. Polo Lema sabemos que en Z[e,,] 0 primo p non ramifica obtendo pZ[e,,] = 1%, pi,
ademais f = f,,, /7 ¢ a orde multiplicativa de p (mod m). Tomemos Py, ..., Bg primos de Z[e,]
tales que P; estd sobre p; en Z[e,,]. Enton B, esta sobre pZ en Z e g,7(Q(er)|Q) > g. Por outro
lado, polo Lema Pi esta sobre (1 —¢g,r) en Zle k] e ademais €(1—c )/pL = o(p*).

Empregando a Proposicion [3.9 obtemos o seguinte:
k
ex/pz = €(1—e)/pZ = o(p")

ty/pz >ty jpz = £

Ademais como gf = ¢(m), polo Lema se multiplicamos esta identidade por ¢(p*) obtemos
©(p*) gf = ©(n) e necesariamente a tinica posibilidade ¢ eq/pr = o(p*) e fip/pz = L. O

Imos rematar este capitulo falando sobre o ideal diferente. Dada unha extension K|Q o ideal
diferente permitenos saber que primos de O ramifican sobre Z e polo tanto tamén sabemos que
primos de Z ramifican en Q. Enténdese que nunha extension de corpos de ntimeros L|K un
ideal B € Spm(0y) ramifica sobre O se eyp/pno, > 1. Resulta evidente que o diferente danos
mais informacién ca o discriminante porque este s6 nos permite saber que primos de Z ramifican

en Ok pero non cales son os primos de O que ramifican sobre Q.

Se extension non ten corpo base Q, é dicir temos unha extensién de corpos de ntmeros alxé-
bricos L|K, o resultado que acabamos de explicar sobre o diferente podese xeneralizar: dado un
ideal 8 € Spec(Op) o ideal diferente permitenos saber se B ramifica sobre O . Mais informacion

sobre isto ultimo p6dese consultar en [11].
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Nesta parte centrarémonos en dar as definiciéns e resultados que necesitamos para a demos-

tracién do Teorema de Kronecker-Weber omitindo a proba dos resultados, seguiremos a referencia
[9].

Definiciéon 3.21. Sexa M un Og-submoédulo de L que contén unha base de L|K, definimos o
dual de M como M* := {a € L; TE(aM) C O}

Definicion 3.22. Sexa M un Og-submoédulo de L que contén unha base de L|K, definimos
M-t:={acL;aMCOr}
Para unha extension L|K podese considerar O coma un Og-moédulo que contén unha base
de L|K.
Definici6én 3.23. Definimos o ideal diferente dunha extension L|K como diff (0|0 ) := (0%)7L.
Unha vez definido podemos ver coma se aplica na ramificaciéon dos primos dunha extension
K|Q:

Teorema 3.24. Seza a extension K|Q e p un primo de O sobre p primo de Z. Enton dado
o ideal diferente de K, diff(Ox|Z), os primos que o dividen son precisamente os primos de O

que ramifican sobre Z.
En concreto, dado un ideal p € Spm(O) sobre p € Z con e = €yjpz, tense:

(i) Se e # 0 (mod p), a potencia ezacta de p dividindo a diff(Ox|Z) é pe~!,
(17) Se e =0 (mod p), p¢ divide a diff(Ox|Z).

Demostracion. A demostracion atopase en |2, Theorem 4.8 (Dedekind), pp. 8-10]. O
Na demostracion do Teorema de Kronecker-Weber imos empregar o diferente dunha extension

L|K, algiun dos resultados que necesitaremos son os seguintes:

Proposicion 3.25. Sexan K,L e M corpos de nimeros altébricos tal que K C L C M. Enidén

diff (0Op|0k) = diff (O /|0 1) (diff (OL|OK)OL).

Demostracion. A demostracion podese consultar en [9, Proposition 3, pp. 5-6]. O

Proposicion 3.26. Sexa L|K unha extension de corpos de nimeros alzébricos de grao n. To-
memos un primo p de O que ramifique completamente en O entdn firado © € P — P?, onde

B é o primo de O, que estd sobre p, tense o sequinte:

(i) {1,7,...,7" "'} € unha base de L sobre K.
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(ii) Se ag,...,an_1 € O cumpren que ag + a1m™ + -+ + a, 17" € P" entdn a; € p con
ie€{0,...,n—1}.
(7i1) Eziste un elemento € O —p tal que SO C Og|[n].

Demostracion. A demostracion atopase en [9, Lemma 4, pp. 8-9]. O
Para rematar esta seccién imos enunciaremos o seguinte resultado que serd imprescindible

para a demostracién do Teorema de Kronecker-Weber:

Teorema 3.27 (Minkowski). Seza K un corpo de nimeros distinto de Q entdn disc(|Og)| > 1.

O incluimos nesta seccién porque grazas a el podemos asegurar que se temos un corpo de
numeros K distinto de QQ ent6én vai a haber polo menos un primo de Z que ramifique en Qg . Non
incluimos a demostracién deste teorema porque & sta complexidade supera os obxectivos deste

traballo (podese consultar en [6, Chapter 5, Corollary 3, p. 96]).



Capitulo 4

O grupos de Galois na descomposicion

de primos

Neste capitulo imos traballar con extensions normais de corpos de ntuneros L|K e veremos
coma se emprega o seu grupo de Galois para estudar a factorizaciéon dos ideais primos da extension
LK.

4.1. Grupo de descomposicién e grupo de inercia

Sexa L|K unha extensiéon normal de corpos de numeros. Dado un ideal primo 8 € Spec(Oyp,),

comezaremos definindo o seu grupo de descomposicién e grupo de inercia.

Definiciéon 4.1. Sexa unha extension de Galois L|K, dado un primo P € Spec(Or) definimos:
O grupo de descomposicion de P

D = Dy(L|K) := {0 € Gal(L|K) ; o() =F }.
O grupo de inercia de P
[ =Ip(L|K) := {0 € Gal(L|K) ; o(a) = a(mod B), Vo € O, }

Noétese que o grupo de inercia é un subgrupo do grupo de descomposicién, se tomamos o € I
vaise ter o(a) = a (mod B) = 0 (mod B), Va € P, e polo tanto o(P) = P, é dicir, o € D.
Proposicion 4.2. Nas condicidns da definicion anterior, 1 é un subgrupo normal de D e temos
un homomorfismo inzectivo de grupos D /T — Galg, /,(OL/B), onde p = PN Ok.

Demostracion. A demostracion atopase en [I, pp. 50-51]. O
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Como o grupo de descomposicion e de inercia son subgrupos do grupo de Galois podemos
considerar o corpo fixo por estes os cales denominamos coma corpo de descomposicion € corpo
de inercia, respectivamente. Se consideramos unha extensién de Galois L|K os corpos LP e L!
van ser subcorpos de L, polo tanto dado un primo P € Spec(Oy,) sobre p € Spec(Ox) podemos
estudar a descomposicion de p en LP e L', veremos isto no seguinte teorema. Imos denotar por

PP = PO, b e P = PN O,1 aos primos sobre 0s que estd P no anel de enteiros correspondente.

Teorema 4.3. Coa notacion establecida e escribindo 1 = Ip(L|K), D = Dgp(LIK) e G =
Gal(L|K), temos o sequinte diagrama asociado a cadea de subgrupos 1 <D < G:

emu/p =1 ec_p[/;nn =1 ec_p/m[ =e
p C D ¢ T ¢
D . _ I.7Dy _ g A
PRI Yy (L':LP] =t My L:L]=e M
Onde e = ey, = fp), e g =g, (LIK).
Demostracion. A demostracion atopase en [6, pp. 70-71]. O

Dous corolarios deste teorema son os seguintes.

Corolario 4.4. O homomorfismo inzectivo de grupos D /1 — Galg, /,(Or/%) definindo na

Proposicion [{.9 € un isomorfismo.

Demostracion. Grazas ao teorema anterior podemos asegurar que |D /1| = [L': LP] = f =

O

| Galg, /p(OL/F)], polo tanto temos un encaixe sobrexectivo, é dicir, un isomorfismo.

Corolario 4.5. Nas condicidns do teorema anterior, se D é un subgrupo normal de Galg (L)
enton p escinde en g primos distintos, P1,..., By, en LP. Se ademais 1 tamén é normal cada

primo P; mantense primo en P

Demostracién. Se D é un grupo normal de Galx (L) entén LP|Q é unha extension normal entoén,
polo Corolario , todo primo de O;p sobre p € Spec(Of) ten o mesmo indice de ramificacion
e grao de inercia que PP os cales sabemos que son 1, polo teorema, anterior. Tamén sabemos
polo Corolario que gp(LD|K ) = [LP: K] = g quedando demostrada a primeira parte do

enunciado. Imos denotar por PB1,...,Pg aos primos de O;p que estan sobre p.

Como hai, tanto, g primos de Oy, sobre p, coma, g primos de O;p sobre p entén hai exacta-
mente g primos de O;1 que estean sobre p. Deste modo, para cada ¢ € {1,...,g} hai un tnico

primo de Oy1, ao que denotamos por P}, que estea sobre ;. Se I é normal enton L'|K tamén



4.2. Grupos de ramificaciéon 39

¢ normal e terfamos que todolos P, terfan o mesmo indice de ramificacion sobre p que P o cal

sabemos polo teorema anterior que é 1. Asi PO, = P/, € dicir, PB; mantense primo en Opr. [

Unha consecuencia do Teorema {4.3]é o resultado seguinte.

Teorema 4.6. Sexa L|K wunha extension de Galois e tomemos P primo de Op sobre p €
Spm(Of). Se denotamos por K' a un corpo intermedio da extension L|K e por P’ =P N Ok

temos o sequinte:

(1) LP ¢ o maior K' tal que eq/p = fprp = 1.
(ii) LP ¢ o menor K' tal que P ¢ o tinico primo de O sobre P’

(i1i) L' ¢ o maior K' tal que eq ), = 1.

)
)
)
(iv) L' ¢ o menor K' tal que B ramifica completamente sobre .

Demostracion. A demostracion podese consultar en [0 pp. 73-74]. O

A seguinte proposiciéon empregarase na demostracion do Teorema de Kronecker-Weber porque

imos traballar de forma reitera coa composicion de distintos corpos.

Proposicion 4.7. Sexan L|K e M|K extensions de corpos de nimeros e LM a composicion de
L e M. Se dado un primo non nulo p de Ok este non ramifica en Op nin Op; entdn tampouco

o fai en Oppy.

Demostracion. Sexa p un primo de O que non ramifica en Op nin Oy e fixemos P un dos
primos de Opps que estd sobre p. Se consideramos N unha extension normal de K que contena
a LM podemos tomar P’ € Spm(Oy) que estea sobre . Polo tanto, P’ tamén esta sobre
p, tomando I = Iy, sabemos polo teorema anterior, Teorema que N é o maior corpo
intermedio K’ tal que epno,,/p = 1. En consecuencia L C Nt e M C N tendo enton que
LM C N!. Necesariamente B = P'NOra non ramifica sobre O g . Como isto ocorre para todolos

primos de LM que estan sobre p temos que p non ramifica en LM. O

4.2. Grupos de ramificacién

Neste secciéon definiremos os grupos de ramificacién que van a ser subgrupos do grupo de

descomposicién. Definense a continuacion:

Definiciéon 4.8. Sexa unha extension de Galois de corpos de nameros L|K, dado un primo

B € Spm(0Or) definimos: O m-ésimo grupo de ramificacion de P

Vi = Vi (Blp) := {0 € Gal(L|K); o(a) = a(mod P ), Va € Of } (4.1)
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Onde p é o primo de O sobre o que esta .

Resulta inmediato que temos unha cadea descendente de subgrupos
Ipp=Vo2 Vi
e ademais van ser subgrupos normais de Dy /p,, probase a continuacion:

Proposicion 4.9. Nas condicions da definicion anterior, Vy, =V, (B|p) € un subgrupo normal

de D = Dy,

1

Demostracion. Sexa ¢ € D e 7 € V,,, queremos ver que 0 70 € V,,. Sexa a € O te-

mos J_ITU(Q) -—a= U_I(T(O(O‘)) —o(a)), como 7 € Vp, e g(a) € Of temos 7(o(a)) =
o(a)(mod L) e como o € D chegamos a que o~ 1(7(c(a))) = o !(o(a))(mod Pmtl), ¢

é
dicir, c'70(a) = a (mod P *1). Polo tanto o170 € V,,. O

A continuacion veremos varios resultados sobre os grupos de ramificaciéon onde reflectirase a
relacion que hai entre grupos consecutivos. Dada unha extension L|K de Galois e B € Spm(Op)

sobre p € Spm(Of ), imos denotar por D = Dy, I = I/ € Viry = Vi (Blp).

Proposicion 4.10. Seza L|K unha extension de Galois de corpos de nimeros e 5 € Spm(0Oyp,).
Fizemos m € P —P? entdon dado 0 € V,,,_1 tense que o € V,y, se, € 86 se, o(m) = 7 (mod P"H1).
Demostracion. A demostracion atopase en [I, pp. 61-62]. O

Proposicion 4.11. Sexa L|K extension de Galois de corpos de nimeros e sea B € Spm(0Or). En-

ton existe un encaize de grupos, e dicir un homomorfismo inzectivo grupos, 1 / Vi — (O /B)*.

Demostracion. A demostracion atopase en [I, pp. 62-63]. O

Proposicion 4.12. Seza a extension L|K de Galois de corpos de nimeros e B € Spm(0Oyp).
Enton existe un encaize de V,—1 / Vi, no grupo aditivo O /B, Ym > 2, onde V,, = Vi (Bp).

Demostracion. A demostracion atopase en [I, pp. 63-64]. O

Lema 4.13. Dada unha extension L|K de Galois entre corpos de nimeros temos que existe un

natural n € N suficientemente grande tal que V,, € trivial. Polo tanto V,, = {id} Ym > n.

Demostracion. Sexa V,,, = V,,,(B|p), para probar o enunciado imos ver primeiro que ﬂ,;";l‘ﬁk =
{0}. Se supofiemos que N P* £ {0} enton ¢ un ideal non nulo de Oy, e ten factorizacion en
ideais primos de Op. Agora ben, ﬂZ"ZI‘Bk CP™, ¥Ym > 1 é dicir P | ﬂic’:l‘ﬁk, Ym > 1 pero
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non pode ocorrer que na factorizaciéon dun ideal non nulo un dos ideais primos tefia exponente
infinito, polo tanto N P~ = {0}.

Probemos que N2 Vi, = {id}, sexa o € N2V}, tense que, dado o € O, o(a) = o (mod P™),
¥m > 1. Enton o(a) — a € N B* = {0} e polo tanto o(a) = a, Ya € Or. Como sabemos
que existe unha base de L formada por enteiros alxébricos temos que o(a) = «, Ya € L o cal

equivale a 0 = id.

Ademais os grupos V;, son finitos, entén a cadea descendente Vo D V4 O - -+ & estacionaria e

asi, para n suficientemente grande, V,, = N2V}, = {id}. -

Proposicion 4.14. Sexa K|Q unha extension de Galois, tomemos p € Spm(Of) sobre o primo
p € Z. Enton tense que o primeiro grupo de ramificacion Vi = Vi(p|pZ) € o p-Sylow do grupo

de inercia I =1,/,7.

Demostracién. Escribamos |I| = pFn con p { n. Podemos aplicar a Proposiciéon e temos que
|1/Vy| divide a [(Ox/p)*| = [(Ox/p)| — 1 pero, nas condiciéons do enunciado, |(Ox/p)| — 1 =
|Z/pZ|f/» —1 =p—1 o cal non divide a p. Asi

1
A%t

1] _p'n
’V1| m

Non divide a p e necesariamente m = p*m/’.

Queremos ver que m’ = 1, se aplicamos a Proposiciéntemos que,parar > 2,|V,_1 /V, | =
p!, con 1 > 0 porque a orde de V,_1 /V, divide a |Og /p| = pP/rz. Se m’ # 1, por inducion, te-
riamos que m’ | |V,|, Vr > 1, o cal contradi o lema anterior, Lema polo tanto m’ =1 e Vy,
é un p-Sylow de L.

No enunciado dicimos que V; é o p-Sylow de I, non que sexa un p-Sylow, isto débese a que
pola Proposicién V1 é un subgrupo normal de D, polo tanto tamén é un subgrupo normal de

I, en consecuencia, Vi é o tinico p-Sylow. Ul

Proposicién 4.15. Nas condicions da Proposicion se D /Vy € un grupo abeliano enton
o encaize manda 1/ V1 en (O /p)*. Neste caso, 1/ V1 € un grupo ciclico con orde dividindo a

Ok /p| - 1.
Demostracion. A demostracion atopase en [I, pp. 66-67]. O

A proposicion anterior vai resultar especialmente 1til se Vy é trivial porque enton I = 1/V;
e podemos asegurar que I ¢ un grupo ciclico con orde dividindo a |Og/p| — 1. Se ademais
atopamonos nas condiciéns da Proposicion e Vi = {id}, é dicir p 1 |I], entén a orde de I
divide a |Z/pZ]| —1=p— 1.
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Para finalizar esta seccién imos enunciar un teorema que relaciona os grupos de ramificacion

co ideal diferente.

Teorema 4.16. Seza L|K unha extension de Galois entre corpos de nimeros, e p € Spm(Ok)
un primo que ramifica completamente en Op, sexa B € Spm(Op) o primo sobre p. Se d € a

potencia exacta de B dividindo a diff(O1|Ok) tense:

(i) Fizado m € B — P2, d ¢ igual a potencia ezacta de B dividindo a f'(7) como ideal de O,
onde f =Irr(m, K).
(@) d=2350(| Vi | = 1), onde Vi, = Vi, (Blp). Isto conécese coma formula de Hilbert.

Demostracion. A demostracion atopase en [9, Theorem 2, pp. 7-10]. O



Capitulo 5

Demostracion do teorema de
Kronecker-Weber

Neste capitulo demostraremos finalmente que toda extension abeliana K|Q é ciclotomica.

Teorema 5.1 (Teorema de Kronecker-Weber). Dada unha extension abeliana K|Q, existe un
enteiro positivo n e unha raiz primitiva n-ésima da unidade €, € C, de forma que K € un

subcorpo do corpo ciclotdmico Q(ey,).

Demostracion. Comecemos xustificando que, consecuencia do Lema [5.2] é suficiente demostrar
o Teorema de Kronecker-Weber para as extensiéns abelianas de grao a potencia dun primo.
Facendo uso da notacién do Lema , sendo [K: Q] = p{"---pir a factorizacion en primos
do grao da extension, existen extensions K; | Q abelianas de grao p}’ tales que K;--- K, = K.
Suposto demostrado que para cada unha das extensions K; | Q existe ,,, € C unha raiz primitiva
n;-ésima tal que K; C Q(ep,). Enton, pola Proposicion tense que K = K --- K, C Q(&,),

sendo n = mem(ny, ..., ny).

A demostraciéon do Teorema de Kronecker-Weber complétase demostrando que cada extension
abeliana K |Q con grao unha potencia dun primo [K: Q] = p™ é ciclotémica. Para a demostracion
deste resultado, pola Observacion [5.4] facendo uso do Lema [5.3| podemos reducir a proba ao caso
no que, ademais, na extension abeliana K|Q ningtn primo de Z distinto de p ramifique en K.
Para extensions abelianas K |Q con esta hipotese adicional probase o resultado na Proposicion

cando p = 2 e o caso dos primos impares na Proposicion [5.9 O

Dedicamos o resto do traballo & demostracién dos resultados anunciados.
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5.1. Reduciéon 6 caso de extensions abelianas de grao

unha potencia dun primo

Comezaremos cun resultado que permitenos reducir a demostracién do Teorema de Kronecker-

Weber ao caso no que a extensién abeliana tena grao a potencia dun primo.

Lema 5.2. Toda extension abeliana K |Q é a composicion de extensions abelianas con grao a

potencia dun primo.

Demostracion. Sabemos que G = Galg(K') é un grupo abeliano finito, polo tanto, polo Teorema
existe un isomorfismo p: Galg(K) — G1 x -+ x G, con |G;| = p;". Definimos, para cada
i€ {l,....,r}, Hi < G tal que p(H;) = [];,;G;. Se K; = KM tense que, por ser Galg(K)
abeliano, K;|Q é normal e Galg(K;) = G/H; = G;. Deste modo, para cada i € {1,...,7}, a
extension K; |Q ¢ abeliana de grao p}*. Ademais, [K: Q] = |G| = p{" - - p&r, para comprobar
que K = K --- K, basta con notar que K;--- K, C K e que [K;---K,: Q] =p{*---pf. d

O lema que enunciamos a continuacién vainos permitir reducir a demostracion do Teorema
de Kronecker-Weber ao caso no que ningtn primo distinto de p, onde p™ é o grao de K sobre Q,

ramifique en K.

Lema 5.3. Sexa K|Q unha extension abeliana de grao [K: Q] = p™, e suponiamos que eziste

q € Z un primo, q # p, que ramifica en Ok . Enton existe unha extension K'|Q cumprindo:

(1) O primo q € Z non ramifica en Ok e calquera primo de 7 que non ramifica en K tampouco
o fai en K'.
(i1) A extension K'|Q ten grado p", con r < m.

(1ii) Se K' estd contido nun corpo ciclotdmico entén K tamén o estd.

Demostracion. Tomemos ¢ # p un primo de Z que ramifica en O, entéon podemos tomar g

primo de Ok sobre q tal que e := e;/, > 1. Imos ver que existe un subcorpo L C Q(g,) tal que
[L: Q] =gq.

En primeiro lugar, por ser K |Q normal, e divide a [K: Q] polo tanto e = p* con k < m.
Sexa Vi = Vi(q|q), sabemos, pola Proposicién que Vq é un ¢g-Sylow de I = I;(K|Q), pero,
polo Teorema a orde do grupo de inercia é |I| = e = pF. Deste a tnica posibilidade ¢ que
|Vi| =1 o que equivale a Vi = {id}. Grazas ao anterior temos que, tomando D = Dq(K|Q),
D /Vi =D C Galg(K) e polo tanto D / V; é abeliano e podemos aplicar a Proposicién . Asi
chegamos a que I 21 /V; é ciclico con orde dividindo a |Z/qZ| — 1 = g — 1 polo tanto e | ¢ — 1.

Con isto L vai ser o tinico subcorpo de Q(e,) que ten orde e sobre Q. Vexamos coma escinde ¢ en
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L. Sabemos que ¢ é o tnico primo de Z que ramifica en Q(g,) e ademais ramifica completamente,
denotemos por Qg o primo de Q(g,) sobre g. Debido a isto, hai un tnico primo en Oy, sobre ¢ e

fo,nr/q = 1 e polo tanto eq /g = [L : Q] = e en consecuencia ¢ ramifica completamente en L.

Agora podemos definir K’ como K’ = (KL)'2(K1Q) onde 9 é un primo de O, sobre q. A
continuacién imos ver que se cumpre (i). Sabemos que Galg(K L) é abeliano, xa que tanto K
como L son extensions abelianas, polo tanto Dg(KL|Q) e Io(K L|Q) son subgrupos normais e
podemos aplicar o Corolario obtendo que ¢ non ramifica en K’. Sexa ¢’ un primo de Z que
non ramifica en K sabemos que tampouco o fai en Q(g4), precisamente o tnico que o fai é ¢,
polo que non pode ramificar en L. Deste modo, pola Proposicién 4.7, ¢’ non ramifica en KL o

que, unha vez mais, implica que non o fai en K’.

O que imos demostrar agora é que eq/, = €, para isto tomemos Vi(|q) e vexamos que &
trivial. Se 0 € Iq(KL|Q) C Galg(KL),dado o € O C Ok, imos ter o(a) = a(mod (QN0k)) =
a(mod q) polo tanto o € I4(K|Q) C Galg(K). Enton o homomorfismo inxectivo, definido na
Proposicion [I.10]

p: Galg(KL) — Galg(K) x Galg(L)

define un homomorfismo inxectivo,
Io(KL|IQ) — Ii(K|Q) x Galg(L)

Debido ao anterior, sabemos que |Ig(KL|K)| = eq/, divide a |I4(K|Q) - | Galg(K)| = e* =
p** e como Vi(Q|qg) ¢ un ¢-Sylow de Iq(KL|Q) tense que | Vi(Q|g)] = 1 en consecuencia
V1(Qlg) = {id}. Asi Dg(KL|Q)/Vi(Qlg) = Dq(KL|Q) C Galg(KL) é abeliano e entén
Io(KL|IQ) 2 Iq(KL|Q)/ Vi(Q]q) é ciclico, pola Proposiciéon Tomemos 7 € Iq(KL|Q) tal
que Iq(KL|Q) =< 7 > e consideremos a sta imaxe mediante o encaixe anterior 7 — (Tx, 71,).

Temos que, se a = |Tx| e b= |7L|, |7| = mcem(a, b) asi séguese que:

a|[[T(K|Q)| con [Ii(K|Q)[=e

= I[]e
b||Galg(L)] con |Galg(L)| =e

Por outro lado, |Iq(KL|Q)| = €/ = €0/q€q/q = €q/q € enton e | [TIo(K L|Q)| en consecuencia
| To(KL|Q)| = e e chegamos a que eq/, = e.

Empregando o que acabamos de demostrar mais o feito de que ¢ non ramifica en K’ pero

ramifica completamente en L temos que:

€n/q = €q/anL €anL/q = €a/anL€® = e€q/anr =1
€0/ = €q/anK’ €ank’/q = €q/ank’ T €q/onk’ = €

Asi 9 non ramifica sobre L pero, en cambio, como [KL: K'] = [KL: K L'2a(K1Q)] = eq/y =€

temos que £ ramifica completamente sobre K’.



46 5. Demostracién do teorema de Kronecker-Weber

Debido ao anterior podemos probar (iii), tomemos a composicion de corpos K'L e vexamos
que K'L = KL. En primeiro lugar K’ C KL e L C KL polo que K'L C KL, asi como Q é un
primo de KL que ramifica completamente sobre K’ temos que tamén o fai sobre K'L e como
non ramifica en L tampouco o fai en K'L. Deste modo, [KL: K'L] = eq/qnk'r, = 1 equivalente

a K'L = KL. Coma consecuencia, se K’ C Q(g,,) enton

KCKL = K'L - Q(gm)(@(ed) = Q(gmcm(m,q))'

S6 quédanos ver (ii) para completar a demostracion do lema. O grao de K’ sobre Q é unha
potencia de p de forma inmediata por ser un subcorpo de K L, debido a que o grado de K L sobre
Q divide a [K: Q|[L: Q] = ep™ = p*p™. Enton [K': Q] = p" e como ep” = [KL: K'|[K": Q] =
[KL: Q] temos que r < m.

KL Q(eq) Q Qo

-1 / e\
e

ANK' ANL

K K’ L q
p
Q

Observacion 5.4. Como, polo Teorema [3.15] sabemos que o ntimero de primos de Z que rami-

e

q
Ul

fican sobre K é finito podemos empregar o lema anterior para ir elimindndoos sucesivamente ata
chegar a un corpo K’, con orde unha potencia de p sobre @, no que, como moito, s6 ramifique
p. No caso no que p non ramifique sobre K’ teremos polo Teorema de Minkowski, Teorema,

que K’ = Q o cal esta contido nun corpo ciclotémico de forma trivial.

5.2. Extensions abelianas de grao 2™

Imos demostrar nesta seccién o Teorema de Kronecker-Weber no caso no cal a orde de K

sobre Q sexa unha potencia de 2.

Proposicion 5.5. Seza K|Q unha extension abeliana tal que [K: Q] = 2™, con m > 0 un
natural. Se 2 é o dnico primo de Z que ramifica en O entén K C Q(egm+2), polo tanto, K|Q é

unha extension ciclotdomica.

Demostracion. Suponamos primeiro que m = 1, temos K = Q(y/n ), con n libre de cadrados.

Imos ver que como 2 é o tnico primo que ramifica en Q(y/n) soamente hai tres posibilidades para
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o valor de n que son —1,2 ou —2. Por un lado, o Teorema dinos que primos de Z ramifican
en Q(y/n) en funcion do valor do disc(Og(, /7)) e, por outro lado, a Proposiciéon danos o valor

do discriminante en funcién de n. Entén por ser 2 o tnico primo que ramifica obtemos:

(1) Se n =2(mod 4) tense que disc(Og(,/m)) = 4n, enton n =2 oun = -2 e K = Q(v2) ou
K =Q(V-2).
(i4) Se n =3 (mod 4) tense que disc(Og(,/m)) = 4n, entén n = —1 e K = Q(3).
(¢4i) Se n =1 (mod 4) tense disc(Og(/m)) = n o cal é incompatible coa hipotese coa que traba-

llamos.

Por ultimo, sendo m = 1, o feito de que K C Q(eg) ¢ inmediato xa que i = e%, V2 =eg+ Egl e

\/—2268—68_1.

Pasamos agora ao caso no que m > 1. Primeiro imos ver que Q(v/2) C K, tomemos K NR
preséntasenos dous casos ou K C R ou K C R, e neste segundo caso K NR = K<?~ onde
o € Galg(K) leva un elemento de K no seu conxugado complexo. No primeiro caso K N R
ten orde 2™ sobre Q e no segundo ten orde 2!, deste modo sabemos que existe un subcorpo
K’ € KNR con orde 2 sobre Q debido a que Galg(K NR) é un 2-grupo e polo tanto ten un
subgrupo de indice 2. Polo Teorema de Minkowski, Teorema [3.27 sabemos que hai algin primo
de Z que ramifica en K’ e como 2 é o tnico primo que ramifica en K temos que é o 1inico que o
fai en K'. Ademais temos que K'|Q é unha extension abeliana polo tanto atopamonos no caso
m = 1 obtendo deste modo que K’ = Q(v/2) C K porque K’ C R.

Tomemos agora L = RNQ(egm+2). Sabemos que 2 é o unico primo que ramifica en Q(egm+2),
e ademais ramifica completamente, en consecuencia 2 é o Unico primo que ramifica en L e
faino por completo. Sabemos que [L: Q] = 2™ estando asi nas condiciéns do enunciado polo
que Q(+v/2) € L. Ademais Q(v/2) ¢ o tinico subcorpo cadratico de L: se tivéramos outro, que
denotamos por M, volveriamos a ter as condiciéns do enunciadoconm = 1e M C L C R polo que
M = Q(v/2). Grazas ao anterior, podemos asegurar que Galg(L) ten un tnico subgrupo de orde
2m~1 como ademais | Galg(L)| = 2™, empregando o Teorema fundamental de grupos abelianos
finitamente xerados, temos que Galg(L) = Z/2MZ x --- x Z/2*'Z e asi a tunica posibilidade é

que Galg(L) = Z/2™Z, quedando probado que ¢ ciclico.

Co que acabamos de ver, podemos tomar F' = (K L)<™” onde 7 € Galg(LK) é unha extension
de v € Galg(L) tal que Galg(L) =< v >. Imos ver que F = Q, F = Q(i), ou F = Q(v/2). Por
un lado, LNF C {a € L; 7(a) = a} = {a € L; v(a) = a} = LE@) = Q. Por outro lado,
[KL: Q] é unha potencia de 2, debido a que [K: Q] = [L: Q] = 2™, polo tanto [F': Q] é unha
potencia de 2. Se F' = Q xa temos o que querfamos, senén polo Teorema de Minkowski existe
algin primo que ramifica en F' e como, pola Proposicion .7, o tinico primo que ramifica en

KL é o 2 temos que o unico que o fai en F' é 2. No caso de que o grao de F sobre QQ sexa
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2m" con m’ > 1 tense Q(ﬂ) C F, pero entén v2 € FNL = Q o cal non podo ocorrer. En
consecuencia, se F' # Q, [F: Q] =2 e F = Q(i) ou Q(v/—2). Grazas a isto podemos asegurar
que F' € Q(es) € Q(egm+2).

Para concluir a demostraciéon imos ver que KL = FL e polo tanto K C KL = FL C
Q(egm+2). Para isto precisamos calcular a orde 7 e o imos facer empregando a Proposicion m,
temos o seguinte:

p: Galg(KL) — Galg(K) x Galg(L)

T +— (1x,71) = (TK, V)

Asi, se a = |7k, temos que a divide a | Galg(K)| = 2™ polo tanto |7| = |(7x,71)| = |(Tk, V)| =

mcm(a,2™) = 2™,

Agora notemos que F'IL C KL, porque F,L C KL, eademais [KL: F| = |Galp(KL)| = |r| =
2™ = [L: Q]. En consecuencia, como FNL = Q, pola Proposicion[L.9] [FL: Q] = [L: Q][F: Q] =
[KL: F|[F: Q] =[KL: Q] e chegamos a que FFL = KL. O

5.3. Extensions abelianas de grao p”', con p un primo impar

Finalmente s6 queda demostrar o Teorema de Kronecker-Weber no caso dunha extensiéon abe-
liana de grao p™, sendo m > 0 un ntmero natural é p > 0 un enteiro primo impar. Realizaremos
a demostracion deste resultado na altima proposicion desta seccion, a Proposicion [5.9] Na proba

da proposicién seran ttiles os seguintes lemas.

Lema 5.6. Sexa K |Q unha extension abeliana de grao [K: Q] = p, sendo p € Z un primo
impar. Se p é o tnico primo de 7 que ramifica en O entén diff (O |Z) = p2®=1) onde p ¢ un

primo de O sobre p.

Demostracion. Sexa p un primo de O sobre p e consideremos o seu indice de ramificacion
e = ey, > 1 e o grado residual f = f;/, como K | Q é unha extensién normal ciimprese que
gef = p sendo g o nimero de primos de Ok sobre p, en consecuencia e =peg=*Ff=1. En

particular, p ramifica completamente en K e tense que pOg =pP e pNZ = pZ.

Tomemos agora un elemento 7 € p — p2, tense que m ¢ Q porque 7 ¢ p2 e polo tanto 7 ¢ pP.
Deste modo Q € Q(7) € K e por ter K grao p sobre Q, temos que [Q(7): Q] = p. Debido
ao anterior, sabemos que f = Irr(w,Q) = X? 4+ aXP L4 ap € Z[X], por ser m un enteiro
alxébrico. Como p ramifica completamente en K, podemos aplicar a Proposicion para ver
que p | a;, Vi € {1,..., p}. Temos que ay7?~ ' + .- +a, = —7P € pP C p entén aplicando o
apartado (ii) da proposicion obtemos o resultado. Consideremos agora o enteiro k > 0 tal que p* é

a potencia exacta de p que divide ao ideal diff (O x|Z). Sabemos pola formula de Hilbert (Teorema
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que k = Zm20(|Vm| —1), con V,,, = Vi, (p|p). Recordemos que Vo 2 Vi D --- DV, D
Vint1 2 -+, tendo asi que |V, | divide a | Vo | = [I,(K|Q)| = e/, = p. Deste modo, |V, | =p
ou |V, | =1 e séguese que k é un multiplo de p — 1. Ademais como p ramifica completamente
en K podemos aplicar o Teorema apartado (i), entén k tamén ¢ o exponente da potencia
exacta de p que divide a f’(7). A continuacion imos traballar coa potencia exacta de p que divide
a cada un dos termos non nulos da expresion f'(7) = prP~L + (p — Daym~2 + -+ + ap_1. Sexa
i€{l,...,p—1} tal que (p —i)a;7xP~*~1 & non nulo. Como pNZ = pZ e pOk = pP temos que a
potencia exacta de p dividindo a a;(p — i) é un multiplo de p, ademais sabemos que é maior que
0 porque p | a;. Por outro lado, como 7 € p — p?, temos que a potencia exacta de p dividindo a
7P~=1 ¢ p—i—1. En consecuencia a potencia exacta de p dividindo a a;(p—i)7P~*~1 & congruente
con p—i—1(mod p). Deste modo os expoiientes de p dividindo 6s termos non nulos de f/(7) son
distintos, e k serd o minimo deles. Imos comprobar que k = 2(p — 1). En primeiro lugar, k > p
como consecuencia de que p | a;, Vi € {1,...,p— 1}, e k < 2p — 1 porque 2p — 1 é a potencia
exacta de p dividindo 6 termo paP~!. Por outro lado, vimos antes que k é un maltiplo de p — 1
easi,comop>3 p—1<p<k<2—1<3(p—1) quedando coma tnica posibilidade que
kE=2(p-—1).

Acabamos de probar que p2(p*1) é a potencia exacta de p que divide a diff (O |Z). Suponiamos
que temos ¢ outro ideal primo de Ok dividindo a diff(Ox|Z) e sexa g o primo de Z baixo ¢, como
p ramifica completamente en Ok e q # p, temos que g # p, e aplicando o Teorema [3.24] obtemos
que ¢ ramifica en O, pero isto é unha contradiciéon porque por hipdtese p é o tnico primo de Z

que ramifica en Og. Queda asi demostrado que diff(O|Z) = p>P—1). O

Lema 5.7. Seza K |Q unha extension abeliana de grao p?, sendo p un primo impar de Z. Se p

€ o dnico primo de Z que ramifica en Ok enton G = Galg(K) ten un dnico subgrupo de orde p.

Demostracion. Primeiro imos ver que p ramifica completamente en Ok . Fixemos p un primo de
Ok sobre p e sexa I = I,(K|Q). Tomando o corpo de inercia, K, sabemos polo Teorema que
€1/, = 1 entén, como K'|Q ¢ unha extensién normal por ser Galg(K) un grupo abeliano, temos
que p non ramifica en K'. Ademais, por hipotese, ningan primo de Z distinto de p ramifica en
K e polo tanto non hai ningtn primo de Z que ramifique en K' e podemos concluir que K' = Q

como consecuencia do Teorema de Minkowski. Deste modo
[K:Q]=[K: K']=|I|=ey,,

é dicir, p ramifica completamente sobre p.

Debido ao anterior sabemos que |I| = [K : Q] = p? e ademais, pola Proposicién
Vi = Vi(p|p) ¢ un p—Sylow de I e polo tanto Vi = Ie |V | = p?. Se tomamos V, = V,.(p|p) como

o primeiro grupo de ramificacién que ten orde menor que p? imos ter que | V- | = p polo seguinte:
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Como r > 1 pola Proposicion temos un encaixe V,_1 /V, <= Og/peasi |V,_1 /V, | divide
a |Og/p| = p®/» = p. Deste modo, |V,_1/V,| € {1, p} pero como |V,_1| =p?e|V,|<p?a

tnica posibilidade é que | V,_1 /V, | = p e en consecuencia | V, | = p.

Agora imos ver a relacién entre o ideal diff(Ox|Z) e os subgrupos de Galg(K') de orde p,
coma ¢ o caso de V,. Sexa H C Galg(K) un subgrupo de orde |H| = p, e tomemos K C K;
podemos aplicar a Proposicién obtendo asf que

diff (O |Z) = diff (O g |O gerr ) (difF (O e |Z) O ).

Por outra parte, temos que [K H | Q] = p e ademais, aplicando o Teorema de Minkowski, sabemos
que p ramifica en K e € o anico, por ser o Gnico que ramifica en K. Asi podemos aplicar o lema
anterior, Lema e obtemos diff (O ;e |Z) = (pf)2(P~1)  ademais como p ramifica completamente
sobre p temos que tamén ramifica completamente sobre p e polo tanto p? O = pP, noétese que
ey /prt = [K | K] = p. Asi obtemos diff(Ox|Z) = diff (O |O g )p? P~

O que acabamos de probar asegiuranos que o diff(Ox|Og# ) é independente do grupo H pero
imos ver agora que o expofniente de p en diff (Ox|O g #) maximizase de forma estrita cando H é
o grupo V., isto contradi a independencia obtendo asi que Galg(K') ten un tnico subgrupo de

orde p que é precisamente V, quedando asi probado o lema.

Demostremos o que falta, pola férmula de Hilbert sabemos que a potencia exacta de p divi-
dindo a diff (O [Ogn) ¢ k=3, (| Vo (p|pf)| — 1). Ademais,

Vi (plp™) = {0 € Galgn (K); o(a) = o, Va € Ok } =
={oce€eH;0eVypp)}=HNV,

enton | Vo, (plpf)| € maximo, e de forma estrita, cando V,, € H ou H C V,,.

Agora ben, fixado m temos que se m < r entén | V,,, | > |H| e polo tanto, para que | V., (p|p™)|
sexa estritamente méaximo, necesariamente H C V,,. Se polo contrario m > r entén | V,, | < |H|
e para maximizar | V,,(p|p?)| terfase que cumprir H O V,,. Deste modo obtemos a seguinte
cadea de inclusiéns

Vo2 Vi 22V, DHDOV, DVypg Do

¢ dicir, | V,,(P|P™)| ¢ maximo de forma estrita cando H = V,. e polo tanto k tamén. O

Lema 5.8. Seza K| Q unha extension abeliana de grao p, sendo p un primo impar de Z. Se p
€ o tnico primo de Z que ramifica en O entdn K € o tinico subcorpo de Q(e,2) que ten grao p

sobre Q.

Demostracion. Primeiro imos ver que K nas condiciéns do enunciado é tinico. Suponiamos que

existe outro corpo L con grao p sobre Q que ten p coma dnico primo que ramifica en Oy. Tomemos
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a composicién de corpos KL, pola Proposicién , como K N L =Q temos que
[KL : Q] =[K : QL : Q] =p’.

Ademais pola Proposicién sabemos que o Unico primo que ramifica en KL é p e asi podemos
aplicar o Lema anterior, e chegamos a unha contradicion, obsérvese que KL|Q ¢ abeliana
pola Proposicion [1.10]

Grazas ao que acabamos de probar s6 queda ver que Q(g,2) ten un subcorpo nas condiciéns
do enunciado. Como | Galg(Q(e,2))| = [Q(e2): Q] = p(p — 1) e ademais & un grupo ciclico imos
ter que existe un subcorpo L de grao p sobre Q. Notemos que L |Q ¢ abeliana por selo Q(g,2) |Q
e ademais, como p € o tnico primo de Z que ramifica en Q(e,2) tamén ¢é o tinico que o fai en
L, sabemos que ramifica polo Teorema de Minkowski, e asi concluimos coa demostracion, sendo
necesariamente K = L. Por tltimo, obsérvese que p ramifica completamente tanto en Q(e,2)

coma en K. 0

Grazas aos resultados anteriores podemos proceder a probar a proposicién seguinte e finalizar

asi a proba do Teorema de Kronecker-Weber.

Proposicion 5.9. Sexa K |Q unha extension abeliana de grao p™, sendo p > 0 un primo impar
de Z e m > 0 un natural. Se p é o 1nico primo de Z que ramifica en Ok enton K € o dnico
subcorpo de Q(Epm+1) que ten grao p™ sobre Q. Como consecuencia K |Q € unha extension

ciclotomica.

Demostracion. Sabemos que Q(gpm+1) = (Z/p™*1Z)*, Proposicion m, polo que é ciclico de
orde p™(p—1) e asi Q(g,m+1) ten un tnico subcorpo, que denotamos por L, de grao [L: Q] = p™.
O grupo Galg(L) é de orde p™, ent6n tamén é ciclico e podemos tomar un xerador do mesmo,
ao que denotamos por o, e estendelo a 7 un Q-automorfismo de K L. Consideremos o subcorpo

de KL fixo por 7, F = (KL)<". Tense que F'N L = Q porque
FNLC{aeL;m(a)=a}={a€L;o(a)=a}=L""" = [Gale@) = .

Como [FL: Q] ¢ unha potencia de p entén [F: Q] = p*. Por outro lado, p é o tnico primo que
ramifica en K e en L asi, pola Proposiciéon [4.7, sabemos que tamén é o tnico que ramifica en
K L. Deste modo se F' # Q, polo Teorema de Minkowski, p ramifica en F' e é o tinico. Neste caso,
poderfamos tomar a extension de corpos F'|Q, con F/ C F', de grao p sobre Q que ten p como
unico primo que ramifica e ademais é abeliana, porque KL|Q é abeliana, polo tanto podemos
aplicar o Lema anterior, e temos que F” é o tinico subcorpo de Q(g,2) que ten grao p sobre

Q. Pero isto lévanos a unha contradicién porque, neste caso, I/ C F'N L = Q. Asi tense F' = Q.

Grazas ao visto, temos que [KL: Q] = [KL: F] enton, suponendo demostrado que |7| = p™,

chegamos a [KL: Q) = [KL: F] = |r| =p™ = [L: Q] = [L: Q], podendo concluir asi que K = L,
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como queriamos demostrar. Falta ver que |7| = p™. Tomemos a imaxe de 7 mediante o encaixe

definido na Proposicion [I.10]

p: GalQ(KL) — GalQ(K) X GalQ(L)

T— (tx,71) = (TR, 0)

Se a = |7k| enton, como |Galg(K)| = p™, a | p™ e asi |7| = |((7k, 7)) = |(7K,0)| =

mcm(a, p™) = p™. O]
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