-$Ol1. 20— 1M

DE

CRONATRIL STPRRITT

CON ARREGLO AL PROGRAMA DE INGRESO
EN LA ESCUELA GENERAL PREPARATORIA DE INGENIEROS
. v ARQUITECTOS

’ POR

Don Juan §. Durin Poriga

OAPITAN DE ARTILLERIA

LA CORUNA:
IMPRENTA ¥ PAPELERIA DE PUGA
1891 ) !




AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA \
\
|

00000000




GEOMETRIA  SUPERIOR.







R, (8. Mt

TRES CAPITULOS

DE

GEOMETRIA SUPERIOR

CON ARREGLO AL PROGRAMA DE INGRESO

EN LA ESCUELA GENERAL PREPARATORIA DE INGENIEROS

"1 v ARQUITECTOS

POR

CAPITAN DE ARTILLERIA

LA CORILINA:
. | IMPRENTA ¥ PAPELERIA DE PUGA

1891




Esta obra es propiedad del
autor.

Queda hecho el deposito con
arreglo @ la ley de propiedad
i ntelectual.

1)




PROIL.OGO

———rr

Nos hemos propuesto en el presente folleto

exponer en muy pocas paginas la parte de

Greometria Superior que exige el programa de
ingreso en la Escuela general preparatoria
de Ingenieros y Arquitectos. Si el lector en-
cuentra en este trabajo reunidas las condicio-
nes de coneisién, claridad y buen método en
la exposicién de las teorias que abraza, nues-

tro proposito habra quedado eumplido.







PRINGIPIO DE SIGNOS EN GEOMETRIA

B

Si consideramos un punto fijo o elegido arbitrariamente so-
‘bre una vecta (fig. 1.) y nos marcan la distancia [ que separa
otro punto de dicha recta del primero no podemos sin ambigiie-

.dad sefialar la posicién del segundo punto, puesto que ignora-

mos si hemos de sitnarlo en A 6 en A’. Esta ambigiiedad des-
aparecerfa sinos dijesen si el punto en cuestion debe estar si-
tuado 4 la derecha 6 4 la izquierda del o.

Se ha convenido en anteponer el signo mds & las distancias

«que se cuenten en el sentido o 4 y llamarlas positivas, y afectar

del signo menos llamdndolas negativas las que se ‘tomen en el
sentido o 4",

Claro estd que la direccién positiva es arbitraria y la linica
condicién que hay que exigir al considerar la cualidad de la
magnitud geométrica es que vayan acompafiadas de signos con-
trarios las que tengan sentidos opuestos.

Del mismo modo, si consideramos una recta AB (fig. 2.%)
podemos suponerla engendrada, bien por un m6vil que partien-
do de A llega & B 6 inversamente; el movimiento del primer
punto nos marca un cierto sentido AB y el del segundo una di-
reccién completamente contraria BA; pues bien, se considera la
primera como positiva y la segunda negativa y se podra estable-
‘cer por consiguiente '

AB=—BA 6 AB+BA=o

La introduceién del principio de signos en Geometria ge-
neraliza las cuestiones pues evita el tener que estudiar, en oca-
siones en que esto serfa necesario, distintas posiciones de los
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8 GEOMETRIA SUPERIOR

elementos de las figuras y tiende 4 unificar el enunciado de al-
gunos teoremas, asi por ejemplo al estudiar como varia la rela-
cion de distancias de un punto mdvil sobre una recta, 4 otros
dos fijos sitnados en ella, se nota que & un punto snferior al
segmento corresponde siempre otro exterior, pero cl principio de-

: : bt ; MA
signos permite observar que si bien las dos relaciones SR y
M'A ) ; :
R Son iguales en valor absoluto la primera es negativa

porque M 4 y MDB tienen direccién contraria, y se puede por
consiguiente establecer que solo hay un punfo que divida & un-
segmento en una relacion fija. (1) Otra deduccién del prineipio
de signos, que hemos de utilizar es la siguiente; si tenemos tres
puntos o, A y B en una recta en la posicion que indica la figura
3.% se tendrd evidentemente

AB—o0B—04
pero si el punto o se traslada d o’ 1 0" se tendrd
AB=A40"'4-0'B AB=Ao0"—Bo"

Se necesitan pues tres igualdades para hallar la distancia
entre dos puntos valiéndose de un tercero, en los distintos casos
que pueden ocurrir, pero si empleamos el principio de signos y
contamos como positivas las distancias medidas en el sentido
ABy como negativas las confrarias, la primera igualdad es:
suficiente, para todas las posiciones de o. Tenemos en efecto

AB—Ao'}o' B=0o'"B—o’A
AB=A0"—Bo"=0""B—o0"A
y asi resulta en general que si tenemos tres puntos en una recta
la distancia. de dos de ellos (en un cierto sentido, marcado por
el orden de enunciacion) es igual 4 la diferencia entre el seg-
mento que marca la distancia entre el tercero y el segundo.
punto nombrado al enunciar la recta y el correspondiente 4 la
combinacion del citado tercero con el ofro. Asi aunque se igno-

(1) Ya comprenderé el lector que enunciamos esta ]]Jroposici()_n y asi lo hare-
mos con frecuencia, en una forma abreviada propia de la concision de lenguaje
que se emplea en las mateméticas.
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re la posicion relativa de tres puntos p. ¢. r. sobre una recta se
tendrd siempre

PI=rq—"rp. - pr—=yqr—4p. qQr=pr—pq-
Otras consecuencias importantes se deducen del principio
de signos pero lo dicho es suficiente para poder entender las
teorias que vamos & desarrollar.
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CAR I T LEGR RN ERE

RELACION ANARMONICA DE CUATRO PUNTOS EN LINEA

RECTA' Y DE CUATRO RECTAS EN HAZ.

§ 1.° Definicion y notacion de la relacion anarmdnica de cua-
tro puntos en linea recta.

Si-consideramos cuatro puntos en linea recta a, b, ¢, d,
(fig.-4.*) y hallamos la relacion de distancias de dos de ellos &
los otros dos, al cociente de estas dos relaciones se le llama re-
lacion anarmonica de los cuatro puntos. Asi, por ejemplo, son
relaciones anarmonicas las siguientes:

@er Bs e bd |, ad
TR e daitae

Para representarlas de un modo abreviado se escriben en-
tre paréntisis las cuatro letras distintas que entran en la rela-
cion, en cl siguiente orden; primero, letra que se repite en los
dos términos de la relacién dividendo, segundo, letra que figu-
ra en los dos térmmos del divisor, tercero, letra comin 4 los
numeradores de las dos relaciones y- cuarto, letra repetida en
los denominadores. Con este convenio la primera relacion se
escribe abreviadamente en esta forma (@ b ¢ d) y 1a segunda de
este modo (b a d ¢). Inversamente se pasa de la notacion abre-
viada 4 la relacién anarménica que representa, ligando la pri-
mera letracon la tercera y la cunarta y haciendo lo mismo con la
segunda, restando solo dividir la relacién de los dos primeros seg-
mentos por la relacién de los otros dos, asi (d b a ¢) es la escri-

, ba

; cuEedi
tura abreviada de la relacion —— :
de be

&.

|
&
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§ 2. Diversas relaciones anarmdnicas de cuatro puntos y co-
rrelacion antre sllas.

Resulta de lo que llevamos dicho que habrd tantas relacio-
nes anarmonicas como grupos en distintos érdenes pueden for-
marse con cuatro letras entrando todas sin repeticién en cada
grupo, puesto que 4 cualquiera agrupacién que formemos co-
rresponde una relacién anarménica de distinta forma que la
relativa 4 otro grupo y & una relacién anarmodnica escrita co-
rresponde un grupo tinico al expresarla en la notacién abrevia-
da. Ahora bien 4 este género de grupos que consideramos se les
llama en dlgebra permutaciones sin repeticién y se demuestra
que su niimero s igual al producto de la série natural de los
nimeros hasta el que representa el nimero de objetos. Resulta
por lo tanto que el nimero de relaciones anarmonicas es
1, 2, 3, 4=24. Veamos ahora las relaciones que entre ellas
existen y para facilitar su escritura sigamos este orden: escri-
bamos las cuatro @, b, ¢, d y lignemos cada una con otra de las
que le siguen, de este modo obtendremos los seis grupos bina-
Tios

ab, ae, ad, be, bd, cd
invirtiendo el orden de las letras se obtienen otros seis
: ba, ca, dua, cb, db, de
y si & la derecha de estos doce grupos escribimos las dos letras
que en cada uno faltan, primero en orden alfab ético y luego en
orden contrario, como cada uno dard lugar & dos se obtendrdn
los veinticuatro grupos que se desean.

Fijémonos en particular en los que se deducen de los tres
primeros de dos letras al colocar las dos restantes en orden al-
fabético en el primero y terceroy en orden contrario al natural
en el segundo y llamemos desde luego & las relaciones anarmo-
nicas que representan , principales (porque segun vamos a ver
todos se derivan de ellas) y representémoslas por m, n y p, se
tendrd por consiguiente

(abecd)=m (acdb)=n (adbc)=p

Escribamos ahora los veinticnatro grupos por el orden en
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que los hemos formado, y al desarrollarlos en relaciones anar-
monicas se verd con facilidad que se verifican las ignaldades

(abcd)=m (bcad)=p (bacd)—-;,—! (cbad)=_~};
(abde)=z (beda)=s (bade)=m (cbda)=p
(ach d)=711 (bdac)=+ (cabd)=n (dbac)=n
(aedb)=n (bdca)=n (cadb)=,—:; (dbea)=~
(adbc)=p (cdab)=m (dabc):% (deab)=

(a dcb)=% (cd ba‘)=$ (dacb)=p (deba)=m

],.. :1

m

Por consiguiente conocidas las tres principales todas las
demads lo son tambien porque el cuadro anterior nos dice que 6
son igunales 6 recfprocas de dichas principales. ‘ ’

Pero no es esto solo, las mismas principales citadas estdn
ligadas entre si en tal forma que deuna de ellas se deducen las
otras dos, como vamos & ver.

Tenemos: *1}

GiCasiic ac.bd

Wl G s e
y del mismo modo
ad. cbh ab. dec
"= el cd Pzac.db

y si llamamos =, y, z 4 ab, ac y ad respectivamente y obser-
vamos que se verifica

be=ac—ab=y—z. bd—ad—ab=s—=r. cd=ad—ac=z—y

resultard
Yy(z—z) 2 (y—x) z (2—y)
M= " f=———=i =
"= e (y—2) x (y—=) S e
Calculemos ahora (1—m) y (1-—n)
yle—n) - wy—so—ystay _ z(y—s)
1—m=1— - :
z(y—a) z(y—=m) 2 (y—=x)
z(y—=z) xYy —xz—zy 2 Yy (2—w)
1—m=1— = |
z(y—2) z(y—=) z (2—y)
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Vemos pues que los valores de (7-—m) y (I—mn) son res-
pectivamente reciprocos de 2 y p. Se tiene por consiguiente
1 s
v o m Bty
jpara valores de las tres relaciones principales.
Dada una cualquiera de estas relaciones se pueden deducir
das otras dos, asi por ejemplo conocido el valor m de la prime-
Ta, de la segunda se deduce n y de la tcrcera el de p. Solo se
necesita en restiimen conocer una delas veinticuatro relaciones

(1)

-anarmonicas de cuatro puntos para llegar al conocimiento de

todas.
Las tres relaciones (1) se transforman en las signientes
1 1
m=1— — n=1——~1— p=1— — (2
n P m

que se han obtenido, las dos primeras, encontrando en la segun-

da y tercera de las (1) los valores de m y n y la tercera sustitu-

‘yendo en la dltima de las (1) el valor n de la segunda. Puestas

‘bajo la forma (2) son muy ficiles de retener pues una vez eserita

la primera, las otras dos se deducen sucesivamente sustituyen-

do 4 cada letra la que le sigue en el orden alfabético y 4 la 1lti-

‘ma letra la primera, que es lo que se llama mutacién circular;

por ejemplo, sustituyendo en la primera igualdad m por ny n
por p se deduce la segunda, y de esta se pasa d la tercera reem-
plazando n por p y p por m.

Es facil ver que las relaciones principales son siempre, dos
positivas y una negativa, y las positivas una mayor y otra me-
qnor que la unidad.

En efecto, puestos bajo la forma (2) hagamos por ejemplo la
hipétesis de ser m positivo y mayor que uno; la tercera igualdad
hace ver que p es positivo y menor que uno y por consiguiente
a negativo segiin se desprende de la segunda igualdad. De un
modo andlogo se analizarian las demds hipdtesis que respecto d
una cualquiera de las tres cantidades m, n y p se hiciesen .

Si se hace que los valores de las cantidades m, n y p depen-
dan solo de una de ellas por ejemplo la m se obtiene.
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7 m—1
m=m nN— — —_——
1—m P m

y multiplicando estas ignaldades miembro & miem bro se deduce-

m.n. p——1

§ 8. Valores posibles de una relacion anarmonica.

Tratamos ahora de estudiar como varfan lus valores de la

relacién anarmoénica al cambiar los puntos de posicién en la recs

ta y pudiendo hacer este estudio sobre una cunalesquiera de las

veinticuatro relaciones, elijamos por ejemplo la primera de las

principales cuyo valor sabemos es
y(z2—uz) 3)
z (y—z)

Ante todo debemos observar que ain variando la posicion

m=

relativa de los puntos en la recta se pueden encontrar valores.

convenientes de x y z que hagan que el valor de m sea constan-
te, pues una vez fijo el primer miembro de la relacién (3) hay

infinitos valores de las incdgnitas que hacen que el segundo-

miembro se iguale 4 aquel.
La relacién anarmonica puede pasar por todos los valores

comprendidos entre —oo y —-co pues bastard darle 4 m el valor:
que se desée y encontrar valores convenientes de x y z (que son.

en niimero infinito) que satisfagan la relacién (3).

En cuanto 4 los valores limites, se obtendran del modo si--

guiente:

’ y=o0— Bl punto ¢ coincide con el a
m=o
l z==x— El punto d coincide con el b

z=0— El punto d coincide con el a
m= o0 :
y=x-— Kl punto ¢ coincide con el b

§ 4. Dados tres puntos en una recta determinar grafica~-
mente en ella un cuarto punto conjugado con uno de los dados,.
* conocida la relacion anarmdnica de los cuatro.

El valor de m puede darse por la relacion de dos rectas p y-
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~g 6 por un nimero, pero siempre podemos estar en el primer
caso porque si por ejemplom=—% se elegird una longitud arbe-
traria como unidad y repetida tres y cuatro veces sucesivamente

se obtendrdn dos rectas p y ¢ tales que la razon lé_ =% (sim

fuese entero por ejemplo m=7 se tendrd m=—y procederia-

H] ~3

mos lo mismo).

Dicho esto consideraremos en las construcciones que vamos
4 efectuar que el valor de m se dd por la relacién de dos rectas
.conocidas p y g y estudiaremos los cnatro casos de desconocer
‘uno de los cuatro puntos a, b, ¢, d.

DETERMINACION DEL PUNTo b.—Trdcese por el punto ¢ una
recta cualquiera y tomense sobre ella 4 partir de dicho punto
dosa P—=pyaQ=q (ig55,6,7)inase P concy @con @y
por el punto H en que estas rectas se cortan tricese la H b pa-
ralela 4 o P que determinard el punto b en su interseccién con la
recta dada. En efecto, los tridngulos semejantes da Q ydb Hy
tambienlos ca Fy ¢ b H dan:

S ad » ac

bA T hd TH™ be
1y dividiendo la segunda igualdad por la primera resulta
P e o be

o adt b

Como comprenderd el lector las dos primeras figuras se re-
‘fieren al caso de ser m positivo y sucesivamente mayor 6 menor
-que la unidad y la tercera alde ser m negativo. El exdmen de
la construccién prueba claramente que m toma el valor cnalitati-

vo que se desea.

DETERMINACION DEL PUNTO ¢.—Se traza por @ !a misma recta
-que en el caso anterior, se une ¢ con d, se fraza la b H yla
unién de P con H determina c.

DETERMINACION DEL PUNTO d. —Se obtiene el punto H por me-
.dio de las rectas ¢ Py b H y la @ H proporciona el d.

DEIERMINACION DEL PUNTO @.—Trazaremos por d (fig. 8) la
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recta d P (de direccién arbitraria) tomaremos las longitudes
dP=pydQ=gseunird b con Py trazando la ¢ H paraleia &
d Pla @ H determina el punto «.—En efecto los tridngulos se-
mejantes bd Py be Hy tambien ad Q y ac H dan:
plioba ginised
cH . bei OHhiimey
y dividiendo la primera igualdad por la segunda se obtiene
P qQusnEle
g adieShd
Si m fuese menor que la unidad ¢ fuese negativo se procede-
de un modo andlogo, recordando lo que hicimos al tratar los.
demds casos.
§ 5. Propiedad proyectiva de la refacion anarmdnica de las
divisiones de una recta y consiguiente relacion geométricamente-
demostrada, entre puntos y haces de rectas.

Se llaman propiedades proyectivas de las figuras aquellas:
que subsisten en las proyecciones y en este concepto vamos § de-
mostrar que la relacién anarménica de cuatro puntos es proyec-
tiva, esto es que dicha relacion entre cuatro puntos es la misma
que entre las proyecciones de dichos: puntos.

Se sabe por la Geometria elemental lo que se entiende por
proyeccién ortogonal i oblicua, incluidas amba s en la denomina-
cién de proyeccion cilindrica y ahora anadiremos que se llama
proyeceion conica, concurrente ¢ perspectiva de varios puntos
las intersecciones con la linea 6 plano de proyeccién de las rec-
tas que unen un punto fijo con los que se desea proyectar.

Dicho lo anterior vamos 4 demostrar la propiedad enuncia_
da, primero para la' proyeccién cilindrica y después para la c6-
nica. (fig. 9).

Lia relacién dada es

m= B b_c
aid bd
Y ademds se verifica en virtnd de una propiedad conocida
AR S ad e ibie bd

T e R T
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pueden por consiguiente reemplazarse los segmentos que figu-
ran en la relacién anarménica por sus proyecciones y se tendrd
Aol wblicl il @e iy che
O L s N Uy A T

Siendo la proyeccion ortogonal i oblicua de una recta sobre
un plano la misma que sobre la linea de proyeccién queda esten-
dida la propiedad anterior para este caso.

Si se trata de la proyeccion conica tambien la proposicién es
cierta. En efecto (fig. 10) sea o el centro de proyeccion, MN la
Jinea del mismo nombre, 4 B la recta dada, cm y en las per-
pendiculares bajadas desde ¢ sobre oa” yob’, dp y dg las baja-
das desde @ sobre las mismas rectas y finalmente o la perpen-
dicular bajada desde o sobre AB. Se verificardn las igual-
dades

ac. 0r=0a. chm

ad. or=oa. dp

be. or=0b. cn

bd. or=0b. dg
puesto que lo mismo los primeros miembros que los segundos re-
presentan respectivamente los dobles de las dreas de los tridn-
gulos aoe, aod, boc y bod.

Dividiendo miembro 4 miembro las igualdades primera y
segunda y las tercera y cuarta se obtiene

ac cn be cn
‘ad - dp bd — dq
¥ por consiguiente
g hd em , dp

AR TG T on tdg
Se deduce de un modo andlogo
a_’c’q AR M IR d'p’
s L W A T T
Tambien se verifica
em oe cn oc

’

é'm’ oe c'n
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cm . etm’

Y Re el
por la misma razon

Lpsidip?

dq  d'q"

y dividiendo miembro & miembro las dos tltimas igualdades re-
salta
cimn £
ROT T ol T, e o ey i
¥ COmo consecuencia

ac.izhe Al
7V N B 1
lo que demuestra la proposicion.
Podemos establecer como consecnencia de lo anterior que sj
tenemos cnatro rectas concurrentes y las cortamos por una
transversal, la relacion anarmdnica de los puntos asi determi-
nados es independiente de la direccién de la secante; pues bien &
la figura formada por cunatro rectas concurrentes se la llama
haz de cuatro rectas, siendo estas sus rdadios, ¢l punto de con-
curso el vértice y la relacion anarménica de los cuatro puntos
que determina una transversal relacion anarménica del haz .
Dado pues un haz de cuatro rectas puede facilmente deter.
minarse su relacién anarménica y asi mismo dados tres rddios y
la relacion citada determinar el cnarto rddio, pues bastard cor-
tar el haz de tres rddios por una secante determinar el cuarto
punto por los medios ya conocidos y unirlo con el vértice.
Debemos observar que si dos haces tienen los dngulos igna.
les son superponibles y tendrdn por consiguiente la misma rela.
cién anarmoénica, tal sucederd por ejemplo con los distintos ha-
ces obtenidos al unir un punto mévil sobre una circunferencia
con cnatro fijos en ella puesto que los dngulos de los dichos ha-
ces son respectivamente iguales como inscriptos en el mismo
segmento.
La relacion anarménica de un haz, es proyectiva sobre un

.

=

=y
-
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plano porque (fig. 11) el dado y su proyeccion tienen por rela-
cién de esta clase lade los cuatro puntos a, b, ¢, d.

Para expresar de un modo abreviado la relacion anarmoénica
de un haz, se usa la notacién conocida para la de puntos, salvo
el anteponer la letra del vértice, asi por ejemplo se escribe
(0.abed).
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CAPITUL® I

RELACION ARMONICA DE CUATRO PUNTOS EN LINEA RECTA

¥ DE CUATRO RECTAS 'EN HAZ .

§ 6. Definieion.—Hemos dicho que Ia relacion anarménica

de cnatro puntos puede pasar por todos los valores de la escala
numérica y si en particular asignamos el valor —1 & la primera
de las principales, se dice que la relacién es arménica 6 que los »
puntos estdn arménicamente situados.

Claro estd que siendo la relacién armonica un caso particu-
lar de la anarménica participa de las propiedades generales ya
establecidas y se podrdn resolver los problemas que 4 su tiempo
hemos considerado, perose verifican ademds propiedades parti.
culares que nos proponemos estudiar en el presente capitulo .

Siendo conocida la primera de las relaciones principales por
ser m——1, las ofras dos tendran valores tambien fijos 4 saber:

1 1
i—m e %

y cualesquiera de ellas expresard que los puntos ocupan posi-
ciones armonicas.

==t

§ 7. Posicion relativa de los puntos conjugados armonica-
mente.
Sean a, b, ¢, d los cuatro puntos (fig. 12), por hipitesis se
verifica
he ac be

ac - 2
s ¥ gn nh B e e 0
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Por de pronto observamos que la relacion escrita exige que
uno de los puntos sea interior al segmento ¢d y el otro exterior
;pues en otro caso no podrfan ser las relaciones que figuran en
los dos miembros de la igualdad (1) de signo contrario.

Tambien podemos deducir de la igualdad (1) cambiando los
medios y alterando el orden de las letras (con lo cual cambia-
mos 4 la vez de signo los numeradores y denominadores)

ca da

ob o oab M
deduciendo como consecuencia que los puntos e y d desempefian
respecto al segmento ab el mismo papel que los @ y b respecto d

-¢d. La relacién (1) traduce una propiedad que se suele expresar

diciendo que los puntos a y b son conjugados arménicos con los

¢y d 6 que el segmento cd queda dividido arménicamente por

los puntos « y b, y por la (2) vemos que reciprocamente el seg
mento ab queda dividido arménicamente por los puntos ¢ y d.

§ 8. Relacidn métrica de la mitad de un segmento armonica-

-mente dividido por otros dos puntos.

Llamemos « al valor absoluto de la mitad del segmento ab
(que tomaremos con signo mds ¢ menos segin se cuente en el
sentido ob 1 0a) y z y ' las distancias del medio o del segmen-

‘to (fig. 12) 4 los puntos ¢y d, tendremos

ac=0c—oa=—=x-+a
ad=od—oa=x"+a
be=oc—ob=x—a
bd=od—ob=a"—a
y sustituyendo en la relacién (1)
i r—a
R

y por consiguiente
zx'=a’ (3)
Deducimos pues que cuando un segmento queda dividido ar-
ménicamente por dos puntos, la mitad de este segmento es media

_geométrica entre las distancias de su medio G dichos puntos Y Pro
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cediendo en orden inverso se justifica tambien la reciproca de
esta proposicién.

La relacién que acabamos de obtener demuestra que los dos
puntos que dividen arménicamente & un segmento estdn hdcia et
mismo lado de su medio pues en otro caso no seria positivo el
primer miembro de la relacién (3) como lo es forzosamente ol

2.°—Tambien comprueba la relacién (3) que los puntos conjuga --

dos estdn uno en el interior y otro al exterior del segmento-

pues 4 z ; o corresponde :v'z a@.

Es consecuencia tambien de la relacién zz'—a? lo siguiente-
si x=o0 serd z’'=—o0
» 2= 3 T —o
es decir que el punto conjugado con el medio del segmento estd:
en el infinito y reciprocamente.
§ 9. Dados tres puntos en linea recta determinar grdficamen-
te e/ cuarto conjugado armonicamente con uno de ellos.

Ya hemos dicho que se puede resolver este problema como
lo hicimos al tratar de la relacién anarmoénica, pero en este ca-
so hay procedimientos mds sencillos,

Sean a, b, ¢ los puntos dados (fig. 13) y queremos determi-
nar el d. La distancia de este punto al o es una tercera propor-
cional entre ¢ y x porque

3
. a

i

La construceién puede reducirse 4 la siguiente: levantemos:
en ¢ la perpendicular ep 4 la ab, haciendo centro en o con un
ridio ¢ determinemos el punto », anamos o con p y la perpen-
dicular pd 4 la op determina el punto desconocido porque
0 p*=oc. od. Para determinar ¢ se puede proceder asi; descri-
hase sobre o d una semicircunferencia trdcese en ella la cuerda
op—a y la proyecciéon del punto p sobre @b da el ¢ que se
busca.

§ 10. Propiedad proyectiva de la relacion armonica.

La relacién armonica de cuatro puntos es proyectiva, pues-
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‘to que ya se demostrd esta propiedad para la anarmonica en ge-
neral.

§ 11. Haz armonico.

Cuando la relacién anarmonica de un haz de cuatro rectas
esigual 4 —7 se le llama arménico, y por consiguiente si se

.corta un haz de esta clase por una transversal se obtiene un

sistema de cuatro puntos armonicos.
§ 12. Propiedades del haz armdnico.

Entre las varias propiedades de los haces armdnicos citare
mos las siguientes:
1.*  Toda paraleln & uno de los rddios de un haz arménico

-queda dividida por los otros ires en paries iguales. En efecto

(fig. 14) por ser el haz arménico los puntos @, b, ¢, 0 son ar-

moénicos, luego & es medio de o c. J
Reciprocamente.—Si al cortar un haz por una secante para-

lela @ uno de los radios queda lu transversal dividida por los otres

ires en partes iguales, el haz es arménico porque siendo el siste-

ma ab ¢ oo armdnico tambien lo es el haz.
2.  Sien un haz armoénico dos radios se cortan perpendicular-
mente son isectrices del dngulo de los otros dos y de su adyacente

-suplementario. En efecto (fig. 15) la perpendicular 4 o B es pa-

ralela 4 o D y por la propiedad anterior ab—=b¢ y siendo igua-
les los tridngulos rectingulos aodb y boc, o B es bisectriz de
AoC'y por lo tanto o D del suplemento.

3.* Los lados de un dngulo su bisectriz y la dz su adyacente
suplementario forman un haz armonico. Porpue si frazamos una
perpendicular 4 o B (fig. 15) y paralela por lo tanto 4 o D), dicha
perpendicular corta el haz en puntos @, b, ¢, © arménicos (por
ser b medio de @ ¢) luego el haz es armdnico. Dando cualquiera
otra transversal una divisién armoénica, caemos en la conocida

‘propiedad de las bisectrices de los dngulos de un tridngulo, si

bien enunciada hasta aqui sin tener en cuenta los signos de las
relaciones.

§ 13. Determinacion de un cuarto rdadio de un haz armonico
.dados los otros tres.
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Bastard cortar el haz por una transversal determinar em
esta un cuarto punto por los procedimientos conocidos y unirlo
con el vértice del haz.

§ 14. Ejemplos de relacionss armonicas tomados de construc--
ciones y propiedades geometricas.

Varias son las construcciones geométricas que dan lugar &
divisiones armdnicas, por ejemplo, las siguientes:

1.* Los extremos de un lado de un tridngulo y los puntos en
que las bisectrices de un dngulo opuesto y del exterior corres-
pondiente encuentran & dicho lado, marcan una division armé-
nica segtn hemos dicho.

2.* Sea ABC un tridangulo inscripto en una circunferencia
(fig. 16) y ab un didmetro perpendicular al lado AB. Por ser
elarco aB—a A larecta aCes bisectriz del dngulo BCA ex--
terior al tridngulo ¢ C'dy su perpendicular 5 C del interior co--
rrespondiente lnego a ¢ b d es una divisién armdénica.

3.* Sitenemos dos circulos ortogonales o y o’ (fig. 17) ¥
marcamos los puntos que se ven en dicha figura se verifica por
ser recto el dngulo omo’, om*=oc.ody ac bd es una divi-
sién arménica. Asi mismo lo serfan todas las andlogas de los
digmetros del circulo o que cortasen al o’ y de los del circulo o’
que cortasen al o.

4* Tracemos por un punto m de una circunferencia o (fign-
ra 18) la tangente m d, y la perpendicular m ¢ & un didmetro
cualgquiera a b, los puntos ¢ y d de interseccién de dichas rectas.
con el didmetro son conjugados arménicos con los extremos de-
este porque o m*=oc. od. ‘

5. Seaabcdfiz.19) un cnadrilitero cualquiera, prolon-
guemos los lados opuestos hasta que se corten en ey en f, tra-
cemos la recta e £y marquemos los puntos g y % intersecciones
de las diagonales del cuadrildtero con dicha recta; ducimos que
el sistema e g f . es arménico. En efecto si % no fuese el conju-
gado de g con relacién 4 los ey f lo seria otro panto tal como A"
yel haz deg fh' serfa arménico y por lo tanto la division
% U o ¢ resultado de cortar el citado haz por la transversal % A

UNIVERSIDATIE
GO



GEOMETRIA SUPERIOR 20

serd armonico. Por otra parte el haz a e g f 7' serd tambien
armonico y por consiguiente la divisién bo ¢ . La hipétesis
pues de que el conjugado de g sea distinto de % nos lleva al ab-
surdo de tener el punto odos conjugados % y / respecto & be.
Tenemos pues en la construceion hecha un nuevo ejemplo de
division arménica. (Mds adelante al hablar del cuadrilitero
completo, se estudia esta y otras propiedades de dicho cuadri-

ldtero).
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CA PRGOS,

HOMOGRAFIA ¥ INVOLUCION.

§ 16. /qualdad de dos relaciones anarmdnicas de sistemas de
puntos y de haces de rectas.

Supongamos que sobre dos rectas AB y ArBr (fig. 20) ele-
gimos dos puntos arbitrarios o y o’ como origenes para marcar
distintos puntos sobre dichas rectas, una vez conocidas las dis-
tancias que los separan de los puntos fijos. Se comprende que
si se establece una cierta relacién entre las distancias que se to-
man en ambas rectas se podrd conseguir que 4 cada punto que
en la primera se fige corresponda otro en la segunda y recipro_
camente. Entre las distintas relaciones que podrfan establecer.
se tiene especial importancia la que exige que las relaciones
anarmoénicas de cuatro puntos dela primera recta y de los ho-
mélogos de la segunda sean iguales. A los sistemas de puntos
obtenidos en estas condiciones se les llama homogrificos (si bien
esta palabra tiene un sentido mds general ) y de su estudio nos
vamos 4 ocupar en el presente capitulo.

Empezaremos por establecer que la homograffa quedard
perfectamente determinada (es decir que cada punto de una de
1as rectas solo tendrd un homélogo en la otra) si se dan tres
pares de puntos en correspondencia, por ejemplo, a, b, ¢ en la
primera recta y respectivamente a’, b/, ¢’ en la segunda. En
efecto si @ es un punto arbitrario de la primera recta tendrd
que verificarse (a b ¢ d)=(a’ b’ ¢’ d’) 7 ya hemos visto que fija-
da una relacién anarménica y tres purcos el cuarto queda de-

—
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terminado. Ademds es ficil demostrar que elegidos cuatro pun-
tos arbitrarios en una de las rectas y sefialados los cuatro que
se han obtenido como correspondientes en la ofra sus relaciones
anarmonicas son iguales. Para convencerse de esto basta colo-
car las dos rectas en dngulo de modo que se reunan en el vérti-
ce dos puntos correspondientes (fig. 21 ). Si se une el punto o
interseccion de bb’ y ce’ con los distintos puntos de una de las
rectas, los rddios del haz as{ obtenido marcardn sobre la otra
recta puntos homélogos de los de la primera, asf al d corres-
pondeel @’ ale el e’, &, y ahora se vé claramente que cada
cuatro puntos de una recta y los correspondientes de la otra re-
presentan divisiones obtenidas cortando un mismo haz por dos
transversales y tienen por consiguiente la misma relacion anar-
moénica.

Del mismo modo que hemos establecido la homografia en
dos séries de divisiones rectilineas, se puede y es natural que
se ocurra esta generalizacion establecer correspondencia andlo-
ga para los haces; pues si dadas dos divisiones homogrificas
@b cd vaacyia bicidiams: se uncn dos puntos o y o’ (figu-
ra 22) exteriores respectivamente 4 los dos sistemas con los
distintos de cada uno se forman dos haces tales que la relacién
anarmonica de cada cuatro radios de unoy de los correspon-
dientes del otro soniguales y 4 los haces asi obtenidos se les
llama homogréficos. Se comprende que la homografia quedard
determinada conocidos tres pares de radios homoélogos porque
para hallar el cuarto rddio de uno de ellos conjugado con un ré-
dio del otro, basta cortar ambos haces por una secante que se-
fiale tres y cuatro puntos respectivamente y una vez encontra-
do el punto homdlogo desconocido en las divisiones rectilineas
obtenidas su union con el vértice dard el rddio que se busca.

§ 16. FEcuacidn que expresa la homografia de /1s divisionas
rectilineas.

Hemos visto que dados tres puntos de una de las rectas y los

tres correspondientes de la otra se pueden obtener los puntos
homdlogos de otros que se asignen y se comprende por consi-
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guiente la posibilidad de traducir esta correspondencia geomé-
trica en una relacién analitica entre las obscisas de los puntos
correspondientes. Sean ¢ b ¢ tres puntos dados de una de las
rectas, a’ b’ ¢’ sus homdlogos (fig. 23) o y o’ dos origenes arbi-
trarios # x’ dos puntos homélogos cualesquiera.

Representemos por a, b, ¢, » las distancias oa, ob, ocy 02
y de un modo andlogo para las distancias de la segunda recta.

Siendo ignales las relaciones anarménicas de cuatro puntos
y sus homologos se tendrd

aciagai saietlatal
E YL e g STy S
6 bien
c—a ., T—a ¢'—a’ ., a'—a’

e—b “x—b . o—b" " x'—b’

Las fracciones dividendos de ambos miembros son cantida-
des fijas puesto que hacen referencia 4 los datos de la cuestién
y llamédndolas A4 y B, resulta

A (:e:—b‘)_ S 0 0t)

T—a xl—a'

y por medio de sencillas transformaciones se llega 4 la siguiente

ecuacion :

(A—A" )"+ (A'V'—Aa")x~+(a A —AV)z'+ Aba'—ad 'b'=o0

si dividimos por ( A—4") y representamos por M, N y P los

coeficientes de las incognitas y el término conocido se obtiene
zx'--Maz--Nz'+—P=o

que es la ecuacion de homografia.

Vemos que por medio de esta ccuacion para cada valor de z se
podrd obtener el correspondiente de 2’ 6 inversamente, siempre
que se conozean M, Ny P ya porqu: desde luego se les asignen
valores ya porque se conozcan tres pares de puntos homélogos,
como hemos hecho al determinarlos, pues todo seredunciria 4 es-
cribir las relaciones que determinan dichos coeficientes en fun-
cionde a, b, ¢, a’, b, ¢’, y que en el fondo no es otra cosa que
la resolucién del siguiente sistema de ecuaciones lineales
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aa'+Ma—+Na'--P—=o
bb'+Mb—+Nb'++P=0
cc'+Me+Ne'+P=o
‘que expresan que las abscisas de los puntos dados verifican la
ecuacion de homografia.

§ 17. Significacion geométrica de los coeficientos de /u ecua-
«cion de homografia.

Los coeficientes de la ecuacion de homografia tienen una
significacién geométrica que es 1til conocer.

Si buscamos el punto correspondiente al situado en el infinito
en la primera recta, para lo cual haremos z—oo (divi diendo
por z antes de hacer la hipétesis) resulta

z'+~M=0
¢ bien (llamando 2’4, al correspondiente al infinito de la pri-

mera recta
e nf
M=—a'qy
De un modo andlogo se obtiene para la hipotesis »'=x
N=—z,

.deduciéndose que el coeficiente de cada incognita representa la

distancia al origen del punto conjugado del situado en el infinilo
en la recta en que figura el punto correspondiente 4 la medgnita.
Si hacemos en la ecunacion de homografia z=—o y represen-
tamos por z’, el punto correspondiente se encuentra
Nz'y+P=o
-6 1o que es lo mismo
—— i\r X & O
y sustituyendo en Ingar de N su valor —a
Jen i
Tambien sc obtendria
E—25 2 o
mediante la hipétesis ' = o
" Vemos que el término independients P es igual al producto
de las abscisas del conjugado en una de las rectas con el origen de
la otra y del conjugado en esta wltima con el infinito de la primera.
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§ 18. Ecuacion que expresa /a homografia de las haces.
(Véase el apéndice).

§ 19. Construccion geométrica de dos divisiones homogrdfi--
cas dados tres pares de puntos homdlogos.

Seana, b,cya’, b’, ¢’ (fig. 24) tres pares de puntos homo-
logos y vamos 4 encontrar el correspondiente & un punto cual -
quiera d; unamosa con @', b’y ¢/, ya’ cona, b, ¢ y d prolon-
guemos la m n que une las intersecciones ab’ con a’b y ac’ con
a’c, hasta que cortedlaa’den p y uniendo a con p esta recta
marcard el punto d’ homélogo de d. Se tiene en efecto (gmnp )
=(a’b’¢’d"); por estar cortado un mismo haz e a’b’ ¢’ d* por-
dos transversales y tambien (gm n p)=(a b ¢ d) luego

(abed)=(a’b'c'd")

Para resolver el problema andlogo 4 este en- los haces homo--
gréficos cértense por transversales y apliquese la construceién.
anterior.

§ 20. Puntos limites: su determinacion-.

Al tratar de interpretar geométricamente los coeficientes de-
la ecuacién de homografia, hemos visto que los de las inedgnitas.
xy «' representan las abscisas de los puntos conjugados con los.
situados con el infinito, y 4 estos puntos que-tienen una situa-
cién perfectamente determinada, se les llama puntos limites. Su:
situacion en las rectas puede encontrarse tomando 4 partir del
origen (y en el sentido conveniente) tantas unidades (de la lon-
gitud convencional que se haya adoptado-en:el dibujo) como in-
dican lus niimeros que expresan los coeficientes y en cuanto 4
la construceién geométrica, para determinarlos es andloga 4 la
empleada para puntos cualesquiera, aunque naturalmente te-
niendo en cuenta que la recta que une un punto con otro sitnado
en el infinito sobre una recta es la paralela 4 esta trazada por el
primer punto. La figura 25 manifiesta claramente la construc.
cién. '

§ 21. Valor constante en dos seéries homogrdficas del pro-
ducto de /as distancias de dos puntos eonjugados. cualesquiera d
los puntos fimites.
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La ecuacién de homografia es
za'+Me—+Nz'4+P=o

:4 la que se le puede dar la forma

(z+N) (2'4+M)=K 4
después de haber pasado P al segundo miembro, afiadido 4 am
bos la cantidad M N y representado la constante M N— P

por K.
Si en la tltima ecuacién ponemos en vez de N y M sus va-

lores resulta
(r—2p) (2'—2p ) =K
Ahora bien, si en lugar de tomar dos orfgenes arbitrarios
como hemos hecho tomamos precisamente dos puntos conjugados
cualesquiera la ecuacion tendrd que verificarse para z=o0 y
x’=o0 y tomard la forma
Top - &' on =constante
pero entendiendo que al haber cambiado de origen, las abscisas
Zon ¥ @' Tepresentan las distancias de los puntos limites &
dos conjugados cualesquiera.
§ 22, Series semejantes, series iquales.
Recordemos que la ecuacién de homografia, antes de divi’
-dirla por el coeficiente del primer término tiene la forma
Lyz'4Max+N z'-4+P=o
Si consideramos el caso particular de ser L=o, se reduce &
la siguiente
Mz'4+Nz'+P=o
de donde

ST (TI;“ 2"+ ) =— 3 &'+ —f;)

‘hagamos para abreviar

Ny, e
5 e
y-se tendrd
=K' (z'—h)

.como para x=—o resnlta 2’'=1Fh claro estd que si tomamos como
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origen del segundo sistema el punto homélogo del origen del
primero serd h=o y se tendrd
w=—=kir!

resultando, que al tomar como origenes dos puntos conjugados:
se verifica la particularidad de que las abscisas de los distintos-
puntos homoélogos son proporcionales y se dice que las divisiones-
son semejantes. En el caso particular de ser K=1, x=x' y las.

divisiones son iguales.
Si enla ecuacién x=F x* hacemos x=q, resulta z’'=

luego los puntos en el infinito son homdlogos, es decir que los:

puntos limites se han trasladado al infinito .
Es ficil ver que esta condicién es suficiente para que las di-

visiones sean semejantes, pues teniendo que verificarse entén~

ces la ecnacion :
Laea'+Max—+N x'+P—o
pero x=—co x'==00, si se divide por z =’ resulta
M N P

O b -+ — =0
He T xT

esto es
L =0

por ser nulos los otros términos, y ya se ha visto que en este-

caso las divisiones se hacen semejantes.

§ 23. Posicion relativa de los puntos de interseccion de los:

rddios de dos haces homogrdficos que tienen un rddio comin.

Hemos indicado anteriormente el procedimiento para deter-
minar rddios homélogos de dos haces homogréficos, consistente:
en cortarlos por transversales pero se puede seguir un procedi-
miento muy cémodo fund:dndose en la signiente proposicién.

Si dos haces homogrdficos tienen un rdidio comin los puntos
de interseccion de los demids rddios homélogos estdn en linea recta.

Es evidente que bastard demostrar la proposicion para dos.
haces de cuatro rddios que tengan la misma relacion anarméni-
ca. Seanestoso A BCDyo’ A" B’ C' D’ (fig. 26).

Tracemos la recta m n que une los puntos de interseccion de
oBcono’ B yoCcono’ C'y decimos que esta recta pasa por
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p. En efecto si cortase i la o’ D en un punto p’ distinto de p
la relacién anarmonica del haz o’ serfa (g mn p’)y la del o otra
distinta lo que es absurdo.
~ Demostrada esta proposicién, se comprende que para hallar
radios homélogos de otros en dos haces homogrdficos, bastard
hacer que ambos haces tengan un radio homélogo comin y apli-
car la propiedad establecida.

§ 24. Puntos dobles sobre una misma recta: su posicion res-
pecto al punto central.

Hemos considerado hasta aqui las divisiones homogréficas
en dos rectas distintas, pero se comprende que no hay inconve-
niente en llevar una de las rectas sobre la otra y considerar en
la tinica que asi resulta dos divisiones que llamaremos para dis-
tinguirlas primera y segunda divisién, primera por ejemplo la
que tiene las letras no acentnadas y segunda la otra, podemos
referir cada unade ellas & su correspondiente origen, pero es
més natural y cémodo tomar un solo origen para referir 4 él las
abscisas correspondientes 4 los distintos puntos.

Todo lo que hemos dicho respecto 4 divisiones homograficas
en rectas no coincidentes subsiste en el caso que ahora trata-
mos y la ecuacién de homografia es la misma; debemos no obs-
tante observar que para las construcciones geométricas de de-
terminacion de puntos serd necesario separar las dos rectas
(siendo comodo hacerlo trasladdndola paralelamente 4 si misma)
y luego referir el resultado 4 la recta inica. Una particularidad
se podra presentar al considerar las divisiones sobre una misma
recta y es el que un punto coineida con su homdlogo obtenién-
dose enténces lo que se llama un punto doble, de cuya determi-
nacién vamos & ocuparnos.

Siendo uno solo el orfgen de las dos divisiones, resultard un
punto doble cuando las abscisas de dos puntos homologos sean
iguales; si pues en la ecuacion de homografia hacemos x'=x
las raices de la ecuacién que resulta

2*+(M~+ N)x—+ P=o
marcardn puntos dobles, efectivos si son reales dichas raices ¥
‘ 5
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por generalizacion se dies en otro caso que los puntos dobles
son imaginarios.

~ Como podemos elegir cualquier origen, tomaremos aquel que
dé 4 la ecuacion la forma mds sencilla y en este concepto pode-
mos observar que silo tomasemos en el medio de la distancia
entre los puntos Ifmites (al que se llama punto central)) se veri-

ficard z, —=—u'y 0 bien M=—N y la ecuacién se rednce sj

-continnamos representando por P el término independiente 4
x4 F=o0

de donde

Lps valores de « nos demuestran (4 causa del doble signo)
que los puntos dobles estin & igual distancia del punto central y
4 distinto lado y equidistantes tambien por consiguiente de los
puntos limites.

Para que los puntos dobles sean reales es preciso que P sea
positivo 6 lo que es lo mismo que ', y 2, tengan signos con-
travios, es decir que el punto conjugado con el origen considera-
do como de la primera division y el conjugado con el infinito
de la segunda resnlten 4 distinto lado del punto central. Sid P
se le hubiese dado la forma P=—uz,®', se deduciria una
consecuencia parecida, pues solo habria que cambiar la palabra
primera recta por segunda é inversamente .

El procedimiento numérico para la determinaciin de los
puntos dobles (cuando son reales) se reduce pues 4 la extrac-
«¢cion de una raiz cuadrada y en cuanto al geométrico vamos &
explicarlo (fig. 27):

A DB eslareeta que contiene las dos divisiones pero hemos
proyectado oblicuamente tres puntos de la segunda division so-

.bre una recta A" B” paralela 4 A B, después hemos determina.
do 1a recta de homologia m» entendiendo por tal 4 la que con.
tiene las intersecciones de rddios homologos, los puntos limites
sobre A By A" B" estardn evidentemente en las interseccio-
nes x., ¥ 2" dela recta de homologia con AB y A”B”
(pues las paralelas que para su determinacion habria que trazar
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se confunden en este caso con dichas rectas). Seguidamente se
ha llevado el punto # "/, sobre la recta A B d 2, . Determi-
nado el orfgen o sobre A B equidistante de los puntos limites he-
mos encontrado su homélogo =7, y se ha referido 4 la recta da-
da. Resta tinicamente hallar una media proporcional enfre .,
y ', , lo que se consigue describiendo sobre la recta que une es-
tos puntos una semicireunferencia y la perpendicular o D al
didmetro es la media proporeional, que en la figura se ha mar-
cado 4 ambos lados de 0 en d y d’, para senalar los puntos
dobles.

Estos puntos que acabamos de determinar y lo mismo los
puntos limites marcan variaciones eriticas en la situacion rela-
tiva de un punto y su conjugado. Observemos en efecto, que
siendo la ecuacién de homografia una fancién continua de las
vaviables # y 2 al variar una de estas de un modo continuo la
otra tiene que variar del mismo modo, es decir que si el punto @
toma dos posiciones sumamaente proximas las de su conjungado a’
muy préximas serdn tambien y como consecuencia si el punto a
estd detrds dal a’ solo podra pasar delante de dos modos; 0 pa-
sando antes por la posicion de los puntos dobles, 6 llegando &
pasar por la de los puntos limites, en cuyo caso el conjugado se
traslada al infinito. :

Claro estd quesi los puntos dobles son imaginarios solo los
puntos limites marcan el trinsito para el cambio d» signo del
segmento que une un punto con su conjugado.

§ 25. Haces homogrificos que tienen el vértice comin rddios
dobles.

Si dados dos haces homogrificos se hacen coincidir sus vérti-
ces, puede ocurrir que dos rddios homologos coincidan obte
niéndose lo que se llama un radio doble; para su determinacion
basta cortarlos por una transversal y unir los puntos dobles, si’
existen, con el vértice.

§ 26. /Involucion. Su definicion: consiguiente coincidencia de
los puntas limites en el centro de involucion.

Si consideramos dos divisiones homograficas en una.misma
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recta, claro estd que en cualquier punto de ella en que nos: fije-
mos podemos considerar dos en coincidencia (uno de cada siste-
ma) por ejemplo (fig. 28) a y b'; si por medio de la ecuacién de
homografia hallamos el conjugado «” del @ y tambien el & co-
rrespondiente al 5’, lo general serd que estos puntos a’ y b no
coincidan pues sus abscisas son

! PtalM

P4+aN
a’'=— b= B

a+ N SR M
que se han obtenido haciendo en la ecuacién de homografia
primero 2=« para determinar ¢’ y despues . —=a tambien, pa-
ra determinar & puesto que por hipdtesis los puntos a y b’ es-
tan 4 la misma distancia del origen.

Los valores formulares de a’ y b manifiestan claramente
que si M= N hubiesen resultado ignales y por consiguiente 4
dos puntos coincidentes (uno de cada division) resultarfan otros
conjugados tambien coincidentes. Nos encontramos pues en un
caso particular de la homografia al que se llama involucion y
que definiremos de este modo: se dice que dos sistemas homogri-
ficos de puntos en linea recta estin en involucion cuando el conju-
gado de un punto ya sea del primero o del sequndo sistema  resulla
en la misma situacion en la rects.

Si bien acabamos de ver que la condicion M=N es suficien-
te para que dos sistemas homogrdficos estén en involucién, ne-
cesitamos demostrar que es fambien necesaria y para conseguirlo
observemos que la hipotesis de involucion exige que si z=a y
2" =q' verifican la ecuacién homogrdfica, tambien la verificardn
reciprocamente x=—a’ y x’==a; se deberd temer por consi-
guiente

aa’'+Ma+Na'+P=o
aa’'+Ma'+Na+P=o
y restando miembro 4 miembro
(M—N) (a—a')=0
y como a ¥ a’no son en general ignales por ser abscisas de pun-
tos distintos, tendrd que verificarse como condicién necesaria y
suficiente

M='N
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'y la ecnacién de involucion serd
xx'FM (x+4x")4P=o0

Observemos que M—N equivale 4 z,, =, es decir que
TJos puntos limites coinciden, como se pudo ver 4 priori pues
-siendo los puntos en el infinito coincidentes un solo punto debe
-ser el conjugado de ambos.

Al punto en el que coinciden en la involucién los puntos li-
imites se le llama centro de involucion .

§ 27. Valor constante del producto de las distancias de los
.puntos conjugados al centro de involucion.

Si en lugar de tomar un origen cualquiera como hemos he-
.cho lo tomamos en el centro de involucién la cantidad M (dis-
tancia del centro al origen) se convierte en cero y la P que es
constante tomard un valor distinto pero tambien constante que
podemos representar por — K y la ecuacién de involucién se
reduce 4

o —.
-siendo z y x* las distancias de dos puntos conjugados cuales-
quiera al centro de involucion.

La ecuacién que acabamos de obtener demuestra que si
K>o los puntos conjugados quedan al mismo lado del centro de
involucién y 4 distinto si K<o y tambien que & x==o corres-
Jponde z'= . '

§ 28. Puntos dobles.

Como en la homografia, existirdn en la involucién dos pun-
‘tos dobles reales 6 imaginarios, pues la hipétesis z—=x" da

w=K  o==/EK
Si K es positivo, es decir si dos puntos conjugados estin al

‘mismo lado del centro de involucién los puntos dobles son reales
-6 imaginarios en otro caso.

§ 29. Divisidn armonica del segmento de los puntos dobles
.por dos conjugados cualesquiera.

Sean « y a' dos puntos conjugados cualesquiera (fig. 29) y
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d y d' los puntos dobles. En virtud de la ecuacién de involu-
cién se verifica '
gal ==K A=K

lnego
d*=aa’
que demuestra que el segmento dd’ queda arménicamente divi-
dido por los puntos conjugados a y a’.
§ 30. Haces en involucion: su reduccion d las séries de pun--
tos en invelucion . ;

Si consideramos dos haces homograficos con el vértice comiin
podemos considerar en cada radio dos en coincidencia, uno de
cada sistema; pues bien, sial hallar el conjugado de un rddio 2
ya se considere como de uno 1 otro sistema resultan los conju- R ¥
gados coincidentes, se dice que los haces estdn en involucion.

Es claro que si cortamos dos haces en involucién por una
transversal las séries homogréficas que resultan gozardn de la
propiedad de la involucidn y por consiguiente el estudio de es-
tos haces se reduce en tltimo término al de séries rectilineas.

Elréddio que va a parar al centro de involucion toma el
nombre de eje de involucion.

§ 81. Construcciones geoméiricas de puntos en involucion.

Ante todo debemos observar que asfi como la homografia:
necesitaba tres condiciones para su determinacién, la involueién.
solo necesita dos, pues asi lo hace ver la ecnacion en la que so-
lo aparecen dos coeficientes. Cuando se usa la ecuacion bajo la
forma zz’— K, si bien hay una constante se supone conocido
el centro de involucién y se necesitan por consiguiente dos con~
diciones tambien. |

Vamos 4 resolver geométricamente algunos problemas rela-
tivos 4 la involucién ya que el procedimiento numérico queda
reducido al empleo de sencillas formulas que claramente indican,
el modo de proceder en cada caso.

- Dados dos pares de puntos conjugados encontrar el centro. j
de involucién: SR :

Primer caso.—Que los segmentos formados- por las rectas.
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«que unen.puntos conjugados no tengan parte comin 6 que el
uno contenga al otro. (fig.* 30 y 31).

Se hace pasar una circunferencia cunalquiera por aa’ y otra
por bb’ pero obligindolas & cortarse (esto se consigue siempre
‘haciendo pasar ambas por un punto exterior & la recta), la
.cuerda comtin m#» prolongada determina el centro ¥ de involu-
eién porque

¥Ym.Yn—Ya. Ya Y. Yn—=2¥ b ¥h"
y por lo tanto
Yo Yai=Yb Tt

Segundo caso.—Que los segmentos se crucen (fig. 32). La
«construccién es andloga 4 la anterior y basta examinar la fign-
.2ra para comprenderla.

Dados dos pares de puntos conjugados determinar el homé-
logo del otro.

Pueden ocurrir los mismos casos que en el problema ante-
rior y la construceion se reduce 4 determinar el centro de invo-
lucién y hacer pasar una circunferencia por la cuerda comiin y
el punto dado; la segunda interseccion de la circunferencia y la
recta dada determina el puato desconocido .

Dados dos pares de puntos conjugados determinar los pun-
tos dobles.

Primer caso.—Segmentos exteriores 6 que el uno contenga
-al otro. /

Hidgase pasar una circunferencia por m» tangente 4 la recta
dada, el punto de tangencia d serd doble porque se verifica.

¥di="Ya Yo' — ¥bi s

La otra circunferencia tangente determina el segundo punto
doble, pero es mds sencillo buscar el simétrico de d respecto
4 Y.

Segundo caso.—Los segmentos se cruzan. A. priori se sabe
Ja imposibilidad de encontrar puntos dobles y la construccién
‘geométrica lo comprueba porque estando m y » (fig. 32) 4 distin-
ta region de la recta no puede trazarse la circunferencia tan-
:gente.
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Dado el centro de involucién y un par de puntos cenjuga-
dos a y a’ encontrar otro par de puntos tambien conjugados ¢ el!
homélogo de uno dado.

Hagase pasar una circunferencia por a a’ (figs 31 y 32),
trdcese la secante Y m n y cualquiera circunferencia que pase-
por m n y corte 4 la recta sefiala un par de puntos homologos,.
si ademds se le obliga & pasar por un punto dado resulta el co--
rrespondiente 4 este. Si la circunferencia ultimamente trazada
es tangente 4 la recta se obtiene un punto doble.

Marear sobre una recta un sistema de puntos en involucién.
Sea A B larecta (fig. 33), fijese en ella un punto ¥” como cen-
tro, tracese una recta cualquiera por este punto, y tomando s0-
bre ella dos m y » (que pudieran elegirse & distinto lado de ¥)-
es evidente que todas las circunferencias que tengan m »n por-
cuerda y corten 4 4 B marcan puntos en involucién.

FIN
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PN T 2

Ecvacron QUE EXPRESA LA HOMOGRAFfA DE LOS HACES.

Hemos visto (fig. 34) que la relacién anarménica de un haz

04 BCDOG6 sea
ae L he
ad ".0d
: em , dp
es igual 4 ey
pero tenemos
cm dp
e A P B S
Ty S e e e
oc od

; cem o, cn
¥ como las relaciones e o & marcan los senos de los

dngulos 4 0 C, 4 0 D & resulta
ac ., be  sen. AoC , sen. BoC
ad * bd = sed. AoD * sen BoD
esto es que la relacién anarménica de un haz es la misma que la
de los senos de los dngulos del haz respectivamente opuestos 4
los segmentos que se toman al escribir la dicha relacion.

(a) Escribimos esta primera nota por si algiin lector quiere estudiar lo que en
ella tratamos, y que no hemos incluido en el texto por no pedir este punto el pro-
grama de la Escuela General Preparatoria de Ingenieros y Arquitectos, y requerir
ademds algunas nociones de trigonometria. Como los problemas relativos 4 haces
homogréficos se reducen en dltimo término 4 los correspondientes 4 séries recti-
lineas, no se hace necesario este estudio directo.

6
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Dicho esto vamos 4 tratar de encontrar una relacién que nos
permita dados tres rddios de un haz y los tres conjugados do
otro homogrifico, encontrar un cuarto radio homodlogo de uno
conocido.

Asi como en las divisiones rectilineas, tomdbamos un punto
coma origen para referir i él las distancias de los distintos pun-
tos de la recta, enlo relativo 4 haces la analogia nos lleva 4 to-
mar un ridio como orfgen y situar los demds radios por el dngu-
lo que con este forman. Bsto sentado sean 04,0B,0C, 04,
oB’, 0C’ (fig.s 35 v 36) trespares de rddios homologos de dos
haces homogrificos, o M y o M’ los orfgenes angulares y se de-
sea encontrar un rddio o’ X’ del segundo haz correspondiente al
o X del primero.

Llamemos A, B, € « los d4ngulos que 0A4,0B, oC, & for-
man con el origen.

Tendremos

sen. AoC ., sen.AoX _ sen.A'0o'C’ | sen. A0’ X'
sen. BoC ° sen. BoX = sen.B'0’C’ * sen. B'o’X’
sen. Ao C y Sen. Ato' Cr ;
sen. BoC * sen. B'o'C" P
demos representarlas por M y Ny se tendrd, observando que
Ao X=X—A4 BoX=X—B &
sen. (X—A) . sen. (X' —A')

* sen.(X—B) . ° sen.(X'—B")

siendo constantes las relaciones

6 bien

M sen. (X—B) sen. (X'—A') =N sen. (X' —B’) sen. (X—A4)

y desarvollando los senos

M (cos B sen X—sen B cos X) (cos A’ sen X'—sen A’ cos X )=

N (cos B’ sen X' — sen B’ cos X') (cos A sen X— sen A cos X)
Dividiendo ambos miembros por cos X cos X’ resulta

D (cos Bty X—sen B) (cos A' tg X' —sen A") = N (cos B’
tg X' —sen B') (cos Atg X—sen A)
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Haciendo los productos indicados y ordenando se obtiene
(Mcos B cos A'— N cos A cos B')tg X tg X'+ (N cos A
sen B'— M cos Bsen A')tg X+ (N sen A cos B'—M sen B

cos A') tg X'+ (M sen B sen A'—N sen A sen B')=o
y llamando @, R, S, T los coeficientes de las incognitas y tér-
mino independiente que son constantes por referirse 4 los datos
se obtiene

Qtg XtgX'+Rig X+Stg X'+ T—=o0

Dividiendo por Q y llamando 4 los nuevos coeficientes M,

N y P resulta finalmente

lgXtg X'+~Mig X+ N tg X'+ P=o
que es la ecuacion de homografia, por medio de la cual una vez
conocidos los coeficientes, se podrd determinar el valor de X'
correspondiente 4 X 6 al contrario. ;

Haces en involucion.

Los mismos razonamientos hechos en las divisiones rectili-
neas nos conducirfan & establecer que la condicién necesaria y
suficiente para que los haces estén en involucion e¢s que M—=N
v la ecnacion serd en este caso

tg Xtg X'+M (lg X—+1lg X')+P=0







GEOMETRIA SUPERIOR 45

NOTA 2." @

RELACION ANARMONICA DE CUATRO PLANOS.—SU PROPIEDAD PROYEC-

TIVA ¥ CONSIGUIENTE REDUCCION DE LAS PROPIEDADES DE LOS HACES:

DE PLANOS A LOS HACES DE RECTAS Y SERIES DE PUNTOS EN SU
HOMOGRAFfA E INVOLUCION.

Si consideramos cuatro planos A, B, C, D (fig. 37) que pa-
'san por una misma recta M N, se verifica la propiedad de que si
se cortan por un plano secante no paralelo 4 la interseccion, la
relacion anarménica del haz que evidentemente se obtiene es fi-
ja cualquiera que sea el plano transversal que se considere.
Porque en efecto, si consideramos por ejemplo los dos planos
aody ao’dcuyainterseccién es P @, es evidente que las rec-
tas oa, ob, oc, od por una partey o'a, 0’b, o’cy o'd por ofra,
se van cortando sobre las incersecciones de los planos de los ha-
ces que forman dichas rectas y por lo tanto la relacién anarmo-
nica de uno y otroes (a.b.c.d). A este valor fijo que obtenemos
se llama relacion anarménica de los cuatro planos.

Tambien podemos observar que si cortamos los cuatro pla-
nos dados por una recta P @, como la relacién anarménica de
los puntos a, b, ¢, d que asi se obtienen es la misma que la del
haz que resultaria haciendo pasar un plano por P @ y un punto
de M N y esta ultima es fija, tambien lo es la ofra. Puede pues
decirse tambien que la relacién anarmdénica de cuatro planos es

(a) Esta segunda nota la pide el programa de ingenieros pero no la hemos in-

cluido en el texto por seguirel orden de dicho programa.
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la de los cunatro puntos obtenidos cortdndolos por una recta:
cualquiera.

Quedan pues reducidas las propiedades de los haces de pla-
nos 4 los de rectas y séries de puntos, Jo que permite generali-
zar para las primeras todo lo dicho respecto 4 relaciones armé--
nicas, homografia é involucién.
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