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Traballo proposto

Area de Conecemento: Analise Matemaética.

Titulo: Existencia de solucién de Ecuaciéns Diferenciais Ordinarias

por medio de series de potencias.

Breve descricion do contido

Neste traballo estudarase o método da resolucién de Ecuaciéns Di-
ferencias Ordinarias por medio de series de potencias, probandose a
validez do método xeral para ecuaciéns con coeficientes polinomiais e
considerandose tanto puntos regulares como regulares-singulares. Fa-
rase un estudo dalgunhas ecuaciéns relevantes da fisica matemaética,
obténdose a soluciéon xeral das ecuaciéns consideradas e véndose a
relacion das soluciéns obtidas con bases de Hilbert ortonormais dos

correspondentes espazos L2

Recomendacions

Ter cursadas as materias de Introducién as Ecuacions Diferenciais

Ordinarias e Ecuaciéons Diferenciais Ordinarias.

Outras observacions
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Resumo

Este traballo estd principalmente baseado na busca de soluciéns para as ecuaciéns
diferencias ordinarias empregando series de potencias. Ao empregar dito método sobre
uns cantos exemplos clasicos da fisica-matemética vamos a chegar a sua solucién xeral.
Tamén veremos a relacién de ditas soluciéns coas calculadas empregando bases de Hilbert
ortonormais sobre os respectivos espazos L2.

O primeiro capitulo dividese en tres partes. A primeira parte fundamentase principal-
mente nun conxunto de definiciéns bésicas que nos van permitir comprender con maior
facilidade os contidos do traballo. Nos outros dous apartados do capitulo traballase con
puntos regulares e regulares-singulares. Definirase o método que nos permite calcular a
solucion xeral das ecuaciéns diferenciais ordinarias mediante series de potencias e conside-
raranse dous casos importantes como son a funcién Hiperxeométrica de Gauss e as funciéns
de Bessel.

O segundo capitulo dividese en catro partes. A primeira ten como base a exposicion
dunha serie de definiciéns e propiedades dos espazos de Hilbert. Isto empregarémolo nas
dltimas tres seccidns para obter usando bases de Hilbert ortonormais sobre os seus espazos
L?. Esta tltima parte esta formada por tres exemplos particulares de ecuaciéns importantes
da fisica-matemética nas cales obteremos ditas soluciéns onde, para certos valores dos
pardmetros que xorden en cada unha das ecuaciéns, nos permite construir soluciéns obtidas

mediante bases de Hilbert ortonormais dos respectivos espazos L?.

Resumen

Este trabajo esta principalmente basado en la busca de soluciones para las ecuaciones
diferenciales ordinarias utilizando series de potencias. Al usar dicho método sobre unos
cuantos ejemplos clasicos de la fisica-matemaéatica vamos a llegar a su solucién general.

También veremos la relacion de dichas soluciones con las calculadas usando bases de Hilbert
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ortonormales sobre los respectivos espacios L2.

El primer capitulo se divide en tres partes. La primera parte se fundamenta principal-
mente en un conjunto de definiciones basicas que nos van a permitir comprender con mayor
facilidad los contenidos del trabajo. En los otros dos apartados del capitulo se trabaja con
puntos regulares y regulares-singulares. Se definird el método que nos permite calcular la
solucion general de las ecuaciones diferenciales ordinarias mediante series de potencias y
se consideraran dos casos importantes como son la funcién Hipergeométrica de Gauss y las
funciones de Bessel.

Fl segundo capitulo se divide en cuatro partes. La primera tiene como base la exposicién
de una serie de definiciones y propiedades de los espacios de Hilbert. Esto lo utilizaremos
en las dltimas tres secciones para obtener usando bases de Hilbert ortonormales sobre sus
espacios L?. Esta ultima parte estd formada por tres ejemplos particulares de ecuaciones
importantes de la fisica-matemética en las cuales obtendremos dichas soluciones donde,
para ciertos valores de los parametros que surgen en cada una de las ecuaciones, nos permite
contruir soluciones obtenias mediante bases de Hilbert ortonormales de los respectivos

espacios L?.

Abstract

This project addresses the search of solutions for ordinary differential equations ap-
plying power series. Using this method in several classic examples of physics-mathematics
we will approach to it’s general solution. We will also see the connection between those
solutions and the ones calculated applying orthonormal Hilbert bases over the respective
spaces L2.

The first chapter is divided in three parts. The first part is supported especially in a set
of basic definitions that will allow us to understand more easily the content of the project.
In the other two parts of the chapter we work with regular and regular-singular points.
The method that allow us to calculate the general solution of the ordinary differential
equations will be defined by power series. Two important cases will be considered, such as
the Hypergeometric Gauss function and the Bessel functions.

The second chapter is divided in four parts. The first part is supported by the exposition
of several definitions and properties of the Hilbert spaces. We will use them in the last
three sections to calculate the solutions using orthonormal Hilbert bases over it’s spaces

L?. This last part is made up by three particular examples of important equations of the
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physics-mathematics in which we will obtain those solutions. In them, certain values of
the parameters that are created in each one of the equations allow us to build solutions

obtained by orthonormal Hilbert bases of the respective spaces L?.






Introducién

Na primeira parte deste traballo vaise a facer unha breve introducién a modo de repaso
sobre as series de potencias e logo expofierase o método que nos vai permitir calcular as
solucidons das ecuacions diferencias ordinarias. Tamén se fara unha breve introducién aos
puntos ordinarios e singulares-regulares que nos serdn de gran axuda na hora de buscar
a existencia das soluciéns das distintas ecuacions diferencias ordinarias. Na parte final
mostraranse algins exemplos fundamentais da fisica-matemética como é o caso da ecuaciéon
hiperxeométrica de Gauss ou a ecuaciéon de Bessel entre outros.

Hai antecedentes moi antigos do uso dalgunhas series numéricas. O seu uso era sen unha
definicién exacta, pero non foi ata o século XVII cando tivo a maior relevancia. A nivel
histérico o desenvolvemento das series estd moi relacionado co desenrolo do Célculo Infi-
nitesimal. Nesa época usaban a divisién longa para obter desenvolvementos en series. Non
habia cofiecementos suficientes e daba lugar a resultados absurdos en moitos casos. Newton
enunciou o teorema binomial entorno aos anos 1664-1665 ainda que non foi anunciado ata
o ano 1667 nunha carta que tifia como destinatario a Leibniz. Logo, nunha segunda carta
nese mesmo ano Newton detallou como chegou ao descubrimento da serie binomial. Par-
tindo da obra de Wallis sobre o célculo de areas (dende x = 0 ata x pechadas por curvas
cuxas ordenadas eran da forma (1 — 22)"). Chegou usando interpolacién a :

1 1
(1—a)/2=1—- 22— 2ot — ...
2 8

E moi probable que este enfoque indirecto de Newton fose unha sorte para os seus
futuros traballos xa que a partir disto viuse claro que se podia operar con series infinitas
mais ou menos do mesmo modo que con expresions polinémicas finitas. A xeneralizacion
deste método tivo lugar cando obtivo a mesma serie infinita extraendo a raiz cadrada de
(1—22) por medio de un proceso alxébraico xeral. Para comprobalo multiplicou a serie por
si mesma e obtivo o radicando de partida 1 — 2. Analogamente Newton descubriu que o
resultado obtido para (1 — 22)~! polo teorema binomial para n = —1 coincidia co obtido

por medio da division longa. Asi Newton chegou a conclusién de que as series infinitas
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non debian ser consideradas recursos aproximativos senon que eran formas alternativas de
expresar as funciéns que representaban.

O segundo e udltimo capitulo esta dividido en catro secciéns. A primeira delas esta
baseada principalmente na introducién de definiciéns e propiedades relativas aos espazos e
bases de Hilbert e as ultimas tres secciéns correspéndense con tres casos particulares nos
cales calcularemos tanto as soluciéns mediante series de potencias como tamén o faremos
empregando bases de Hilbert en L?. Quizés a definicién mais relevante que se nos vai a
presentar en este capitulo é a de base de Hilbert que serd a que nos permita obter as
solucions.

David Hilbert (1862-1943) foi un matemético aleméan que fixo grandes avances na ana-
lise matematica. A sda teoria pode considerarse unha continuacion natural da teoria dos
espazos euclidianos. Foi un dos grandes impulsores da anéalise funcional moderna. Estudou
os espazos de infinitas dimensiéns que méis tarde levarian o seu nome, isto é, espazos de
Hilbert.

Ao final deste capitulo, nas ultimas tres secciéns, preséntanse tres ecuaciéons moi rele-
vantes na fisica-matemaética: a ecuacién de Legendre, a ecuacion de Hermite e a de Laguerre.
En estas seccions o que se vai facer en primeiro lugar é calcular a solucién de cada unha
destas ecuaciéns usando series de potencias mediante o método empregado no capitulo
anterior e logo facendo os respectivos cambios de variable calcularemos as correspondentes
solucidns das ecuacions,isto é, as funciéns de Legendre, Hermite e Laguerre. Logo, construi-
remos unha base ortonormal dos correspondentes espazos L2, por medio da construcién dos
polinomios de Legendre, Hermite e Laguerre, que se corresponden con valores particulares
dos parametros que xorden en cada ecuacién.

A nivel historico os polinomios ortogonais reméntanse ao século XVIII e estén relacio-
nados coa resolucién de problemas que tefien unha inmediata aplicacién practica. Un dos
problemas destacados durante esos anos foi o da atraccion de un corpo por unha esfera.
O matematico que se centrou principalmente na sta resolucion foi Adrien M. Legendre
(1752-1833). Escribiu en 1782 un artigo no cal probou un teorema moi relevante que di
que se coneces o valor da forza de atracciéon dun corpo de revolucién nun punto exterior
situado nun eixo, entén conecerase en todo punto exterior. Asi o problema reducese a o
estudo da componente radial:

_al
P(r,9,¢>):///( 5 (r—r')cosy ' sen 'd0'd¢’ dr’,
r

— 277! cos y + 1r/2)3/2

onde cosy = cos 6 cos# + sen 6 sen &’ cos ¢'.
Legendre tamén probou que o integrando da componente radial se pode expresar em-
/

. . r . .
pregando unha serie de potencias — do seguinte xeito:
r
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1 7,/2 7,/4
2 {1 + SPQ(COS’}/)TT + 5Py(cos 7)771 + .. }

As funcions Py, Py, ... son o que hoxe cofiecemos como polinomios de Legendre.

No ano 1784, Legendre deduciu o caracter ortogonal das funcions Pa,(x) e asi foi como
se descubriu a primeira familia de polinomios ortogonais da historia. Nun artigo posterior
introduciu os polinomios de Legendre de grao impar e tamén os que hoxe se coniecen como
polinomios asociados de Legendre: P(z) que se expresan en funcion dos polinomios de
Legendre P,.

A seguinte familia de polinomios ortogonais que se descubriu foi a dos polinomios de
Hermite, H,, que reciben este nome na honra do seu descubridor Charles Hermite (1822-
1901) e logo a seguinte familia en ser descuberta foi a dos polinomios de Laguerre, LY, que
foron descubertos por Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886).

Os datos histéricos que aparecen nesta introducion son sacados de [4] e [12].
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Capitulo 1

Soluciéns das ecuacions diferencias

ordinarias usando series de potencias.

Ao longo deste capitulo vanse a introducir unha serie de definiciéns bésicas sobre as
series de potencias que nos axudaran a comprender mellor o resto do traballo. Logo ex-
plicarase o método de resolucion das ecuacions diferencias ordinarias mediante series de
potencias e exponieranse algins exemplos relevantes a nivel fisico-matemético. A seccidén
1.1. est& principalmente baseada no capitulo 8 de [2]| e a parte teorica das seccions 1.2. e

1.3. estan fundamentadas no capitulo 6 de [6].

1.1. Introducién &as series de potencias.

Nesta seccion vamos a facer unha breve introducién as series de potencias e tratar
de explicar algunhas propiedades sobre elas. Tamén engadiremos algunhas definiciéns e

explicaciéns que nos servirdn como base ao longo do traballo.

Sexa {a,} unha sucesién de numeros reais, a partir desta vamos a formar unha nova
sucesion {s,} que definimos como:
n
Sp=a9+ -+ a, = g ag, con n=20,1,2, ...
k=0
Definicion 1.1. O par ordenado ({an},{sn}) chamase serie infinita. O namero {s,}
recibe o nome de suma parcial n-ésima da serie. O caricter converxente ou diverxente

da serie deberase a se o fai a serie {s,}.

Teorema 1.2 (Criterio do cociente.). Dada unha serie de nimero reais non nulos, E G,

dise:



2 CAPITULO 1. SOLUCIONS DAS EDO USANDO SERIES DE POTENCIAS.

Gn+41

= Se lim sup| | <1 a serie é absolutamente converzente.

n—soo Qn

;e Ol
= Se lim inf|—=
n—oo ap

| > 1 a serie € diverzente.

an+1

oo o Ontl
= Cando lim inf| =+

| o criterio non decide.
n—oo  Qa

| <1 <limsup|
n—-ao0 n

Teorema 1.3 (Criterio da raiz.). Dada unha serie de nimeros reais non nulos, E G,

dise:

» Selimsup {/|a,| < 1 a serie é absolutamente converzente.
n—aoo

» Se limsup {/|an| > 1 a serie é diverzente.
n—aoo

» Cando limsup {/|ay| =1 o criterio non decide.
n—ao0

o o
Definicion 1.4. Sexan E an € E b, daas series de potencias, ao multiplicalas obteremos
n=0 n=0
o

o producto de Cauchy, ch, con:

n=0

n
Cp = Zakbn_k sendo n=0,1,2,....
k=0
Definicion 1.5. Unha serie de potencias de centro zg € R é unha serie infinita da

forma:
oo
ap + g an(z — x0)".
n=1

Escribese de forma maéis abreviada como:

Zan(az—xo)” (1.1)
n=0

onde os z, xg € an, con n =0,1,2,..., son ntmeros complexos.

A toda serie de potencias asociaselle un circulo de converxencia de raio R tal que a serie
é absolutamente converxente en todo x do interior do circulo de converxencia e diverxente
para todo z do exterior do circulo. O centro do circulo é xg. Para calcular o valor de R, en
primeiro lugar debemos considerar:

A = limsup {/|an|

n—aoo
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e de af deducimos que:

Teorema 1.6. Dada unha serie de potencias (1.1) de centro xo e sendo R o seu raio de
converzencia. A serie converze absolutamente se |x — xo| < R e diverze se |x — xo| > R.
Tamén debemos ter en conta que a serie converze uniformemente en todo subconzunto

compacto interior ao circulo de converzencia.

Demostracion. Para demostrar o teorema anterior vamos a utilizar o criterio da raiz. Tense:
1’ n n| — x
msup {/|an(z — x0)?| = ;
n—so0 R

enton a serie converxe absolutamente se |z — x| < R e diverxe se |z — zg| > R.

Para probar a segunda parte basta con considerar que T é un subconxunto compacto

do circulo de converxencia. Entén existe un punto p € T tal que:
|lx — x| < |p— 9|,V €T,
as{, tense:
lan(z — 20)"| < lan(p — xo)"],Vn > 0,V € T.

Do anterior deducimos que |a,(p — zo)"| € unha maiorante numeérica en 7" e polo tanto

1

aplicase o criterio da Maiorante de Weierstrass * e xa queda garantida a converxencia

uniforme.

O

Definicion 1.7. Sexa f unha funcién de clase C'°° nunha vecifanza do punto xg. A seguinte

serie denominase serie de Taylor xerada por f nunha vecinanza de xg:
[e.e]
g " (z —x0)".
n!
n=0

Cando zg = 0 a serie recibe o nome de serie de MCLaurin.

Definicion 1.8. Toda funcién que admite o seu desenrolo en serie de potencias do seguinte

xeito:

f(z) = Zan(m — x0)", (1.2)
n=0

nalgunha vecifianza de xg, dise que é analitica en xy. Entén os a,, venien dados por:

'Podemos ver o enunciado e demostracion do Teorema da Maiorante de Weierstrass en ([2], seccién 9.6.,
pax 271)
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_ ) ()

(0799 1
n:

e (1.2) recibe o nome de serie de Taylor de f no punto z.

1.2. Puntos ordinarios.

Ao longo desta seccién vamos a traballar coa ecuaciéon linear xeral homoxénea de se-

gunda orde:

y' 4+ P(x)y +Q(x)y = 0. (1.3)

O que imos facer e estudar as soluciéns de (1.3) nun intervalo que contén ao punto x.
Para poder facelo debemos estudar o comportamento de P e ) en dito punto.
Para comezar vamos a supor que P e @) son analiticas en xg.

Temos a seguinte definicion:

Definicion 1.9. Dise que o punto xg na ecuacion (1.3) é un punto ordinario se ambas

funciéns P e ) son analiticas no punto xg.
Asi chegamos ao seguinte resultado:

Teorema 1.10. Sexa x¢ un punto ordinario da ecuacion (1.3) e sexan as constantes ar-
bitrarias ag € a1. Entdn existe unha unica funcion y, analitica no punto xq, que € solucion
da ecuacidn (1.3) e que satisfai as condicions iniciais y(xg) = ap e y'(zo) = a1. Logo, se os
desenvolvementos en series de potencias de P e QQ son vdlidos nun intervalo |x — xo| < R,
con R positivo, entdn o desenvolvemento en series de potencias da inica solucidn y € vdlido

en dito intervalo.

Demostracion. Vamos a considerar, sen perda de xeneralidade, o caso 9 = 0 xa que é
mais sinxelo traballar con el.
Grazas a hipdtese do teorema garantese o caricter analitico na orixe de P e Q e, polo

tanto, ambas se poden expresar en series de potencias:

[e.e]
P(z) = ZPrﬁn = po + p1z + pax® + ...

n=0

o0
Q(”T) = Z ann =qo+qix + QQCL‘2 + ...

n=0

Son converxentes nun intervalo |z| < R con R > 0.
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Partindo das condiciéns iniciais temos que calcular unha solucion para (1.3) en forma

de serie de potencias:

x
y(z) = Z%:E” =ag+ a1z + asx® + ... (1.4)
n=0

cun raio de converxencia non menor que R.

Derivamos (1.4):

o0 o0
Y (x) = Z napz" "t = Z(n + Dapt12™ = a1 + 2a0x + 3azz® + ...
n=0 n=0
o0 o0
y'(x) = Z n(n —1)a,z" 2 = Z(n + 1)(n + 2)an422" = 2ag + 6azz + ...
n=0 n=0

Aplicando a regra do produto nas series de potencias (produto de Cauchy):

P(a)y (z) = (Epn$n> <Z(” + 1)an+1l‘n> = Z [an—k(k + 1)ak+1] z"
n=0

n=0 n=0 Lk=0
Q(x)y(x) - (Z QRxn> (Z anxn> = Z [Z anak] "
n=0 n=0 n=0 Lk=0

Enton, substituimos o calculado anteriormente en (1.3) e temos:

o0 n n
S+ (n+2ant2+ Y porlk+ Dags + Y qn_kak] " = 0.
n=0 k=0 k=0

Asi, chegamos 4 seguinte formula de recorrencia:

n
(n4+1)(n+2)apte = — Z((k + 1)pn—kkt+1 + qn-rai),n > 0. (1.5)
k=0
Enton, tomando n = 0,1, 2, ... tense:
2az = —(poa1 + qoao)
2-3a3 = —(p1a1 + qra0 + 2poaz + qoar)
3-day = —(p2a1 + qeao + 2p1az + qra1 + 3poas + qoas)

Asi obtemos os termos a,, con n > 2, en funcién de ag e aj. Polo tanto, a serie (1.4)
satisfai (1.3) xunto coas condiciéns iniciais, e queda determinada univocamente para cada

ap e aj.
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Agora temos que probar que a funcién definida en (1.4), cos coeficientes definidos en

(1.5), converxe para |x| < R. Por hipotese xa sabemos que P e () son converxentes para
[e.e]

|z| < R con R > 0, e agora temos que ver que y(x) = Z a,x" converxe polo menos sobre

n=0
o mesmo intervalo, tomando ag e a; arbitrarios e a,o definido correntemente para n > 0

por (1.5).
Sexa r un namero positivo tal que r < R. Como P(x) e Q(z) son converxentes para
x =1 e os termos de toda serie converxente tenden a cero, temos que son limitados, co cal

existe unha constante M > 0 tal que:

|pn|r™ < M e lgn|r™ < M Vn € N.

Aplicamos ditas desigualdades en (1.5):

n

M
(n+ D+ 2lansa| < > [(k+Dlaga| + |ag]) r*
k=0

M
< o DMk Dlarga| + lagl] 7 + Mlana]r.
k=0

O termo M|ay,1|r foi engadido porque servira de axuda a continuacion.

Agora consideramos by = |ag|, b1 = |a1| e definimos b, 2 para n > 0, do seguinte xeito:

M n
(n+1)(n +2)bni2 = - > [k + Dbger + by ¥ + Mby g, (1.6)
k=0
con 0 < |a,| < b, Vn € N,

o0
Vexamos os valores de x nos que E bpx™ converxe. Queremos aplicar o criterio do
n=0
cociente, entéon substituimos n en (1.6) por n — 1 en primeiro lugar e logo por n — 2:

n—1
n(n+ )by = Ti\{l [(k 4 1)bgy1 + bi] ¥ + Mb,r,
k=0
M n—2
(n—1)nb, = p— [(k 4 1)bgy1 + bp] % + Mby,_q7.
k=0
Temos:
M n—2
rn(n+1)bni1 = —— > (k4 Dbgrr + be] 7 + M (nby + by 1) + Mbyr?

k=0

= (n — 1)nb, — Mb,_17 + M (nby, + by_1) + Mb, 1>
= [(n = )n+rMn + Mr*b,.
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Agora, aplicamos o criterio do cociente:

bpt1  (n—1)n+rMn+ Mr?
by rn(n + 1)

7

tomamos os respectivos valores absolutos:

n+1 _ bn+1 ’(L“

bn

bn+13}
bpa™

e finalmente aplicamos o limite cando n tende a infinito e obtemos ‘T—l

o
Enton, g bpx" converxe para |z| < r. Pola desigualdade |a,| < by, e o criterio de
n=0
comparacion, temos que a serie descrita en (1.4) tamén converxe para |z| < r. Como

r < R con r > 0, tense que (1.4) converxe para |z| < R polo que quedaria demostrado.
O

1.3. Puntos singulares-regulares.

Nesta seccion vamos a facer unha breve introducién aos puntos singulares e singulares-
regulares e tamén se vai a explicar o método que nos permitird obter as soluciéns das
ecuacions diferenciais ordinarias mediante series de potencias nestes casos. Ao final do

capitulo realizaranse un par de exemplos nos cales se empregara dito método.

Definicién 1.11. Un punto xg diremos que é un punto singular da ecuacion (1.3) se

unha ou ambas funciéns de coeficientes, P ou @), non son analiticas en xg.

Definiciéon 1.12. Un punto singular xp da ecuacion (1.3) dise que é un punto singular-
regular se ambas funcions (z — o) P() e (x — 20)?Q(z) son analiticas en xg. Diremos que

xg € un punto irregular no caso de que algunha delas ou ambas non sexan analiticas.

Agora vamos a ver de modo teorico como resolver a ecuaciéon linear de segunda orde
(1.3) entorno ao punto singular regular zo = 0.

Buscaremos unha solucién na forma da serie de Frobenius:

y(x) = 2™ (ao + a1z + aga® + .. (1.7)

con ag # 0 e m un ntmero real que estd por determinar.
Traballaremos con x > 0, xa que o comportamento das soluciéns en x < 0 poderiamos
estudalo, analogamente, facendo o cambio de variable ¢ = —z e resolver a ecuacion en

t>0.
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Partimos da hipotese de que P (z) e 22Q(x) son analiticas en 2o = 0, polo tanto poden

expresarse como series de potencias:

= ana:” e 22Q(z) = Z qnz" (1.8)
n=0 n=0

validos en |z| < R para R > 0.

Hai que calcular os posibles valores de m en (1.7) e para cada m calcular os coeficientes,
an, con n > 0, correspondentes.

Escribimos (1.7) como:

o0 o
x) =a™ E anx" = g ™"
n=0 n=0

e calculamos as derivadas primeira e segunda:

(o]
Y@ = 3 £ mgamin

n=0
o0 o0
y"(z) = Z(m +n—1)(m+n)a,z™t"? = z72 Z an(m +n)(m+n — 1)z™ ",
n=0 n=0
Asi temos:

n=0

=™ ZZ[Z]?” kak m—i—k

n=0 Lk=0

Py () = <Z pnx”> [Z an(m + n>xm+"1] — gm? (anx">

Zan(m—l—n)a:”]

n=0

=M 22 [an kar(m + k) + poan(m +n)| x
n=0 Lk=0

1 (& > >
Q(z)y(r) = 2 (Z qn$"> (anz™ ™) = ™2 (Z qmz”) <Z an:c">
n=0 n=0 n=0
oo n 00 n—1
= "2 Z (Z Qn—kak> g = g™ 2 Z (Z Qn—kag + QQan> x
n=0 \k=0 n=0 \k=0

Enton substituimos en (1.3) as expresiéns anteriores e sacamos factor comtn a 2™ 2:

[e'e) n—1
2. {an[<m+n>(m+n— 1) + po(m +n) + qo] + Y ax[(m + k) +qn_k]}x“ = 0.
n=0 k=0

Agora igualamos a cero os coeficientes de ™ e chegamos & seguinte formula de reco-

rrencia para o célculo dos a,:
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n—1
anl(m +n)(m+n—1) +po(m+n) + q] + >_ arl(m + k)pn_r + gny] =0.  (1.9)
k=0

Entén para os distintos valores de n danse as seguintes igualdades:

ap[m(m — 1) + mpo + qo] = 0
ar[(m + 1)m + po(m + 1) + qo] + ao(mp1 + q1) = 0
az[(m +2)(m+ 1) 4+ po(m + 2) + qolao(mp2 + q2) + a1[(m + 1)p1 + 1] =0

ap[(m+n)(m+n—1)+po(m+n)+ql+ao(mpn+aqn) ++an—1[(m+n—1)p1+q] =0

Definindo f(m) = m(m — 1) + mpo + qo, podemos reescribir as ecuacions do seguinte

xeito:

0

ao f(m)
arf(m+ 1)+ ag(mpr +q1) =0
asf(m+2) + ag(mp2 + ¢2) + ar[(m+1)p1 + 1] =0

anf(m+n) + ag(mpn + qn) + -+ an—1[(m+n—1p1 +q@] =0 (1.10)

Xa que ag é sempre non nulo temos que f(m) =0, é dicir,
m(m — 1) + mpy + qo = 0. (1.11)

A ecuacion (1.11) serd ao que chamaremos ecuacion indicial.

Denotamos por m; e ma as raices da ecuaciéon (1.11). Reciben o nome de exponentes
da ecuacion (1.3) no punto regular 2o = 0.

Da ecuacién (1.10) deducimos que os a, estan determinados en funciéon de ap para

calquera que sexa o valor de m, excepto cando f(m+n) = 0 para algtn n enteiro, no cal o
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proceso de recorrencia falla. Ademais se m; = mgy+n, para algin n > 1, tomando m = my
obtemos unha solucién formal, pero se tomamos m = mg obtemos un fallo na recorrencia
e polo tanto non estariamos ante unha solucién formal. Tamén seria unha solucién formal
se m1 = mo. Pode ser posible que os m; e mg sexan ntumeros complexos conxugados pero
en principio en estes casos non vamos a traballar xa que teriamos que introducirnos na
analise complexa e elevariamos a dificultade de dita explicacién.

Para ver o anterior e ter un método para estudar segundas soluciéns probaremos o

seguinte teoremas:

Teorema 1.13. Seza xg = 0 un punto singular da ecuacion diferencial

y' +P(x)y +Q(z)y =0 (1.12)

e suporiemos vdlidos no intervalo |x| < R con R > 0 os seus desenvolvementos en series
o0 o0

de potencias xP(x) = E Pz e 22Q(x) = g Gna".
n=0 n=0

Consideramos as raices da ecuacion indicial, (1.11), my e mg con mo < my. Enton a

ecuacion (1.12) podemos atoparlle polo menos unha solucion:

y1(z) = 2™ Z apz™  (ag #0) (1.13)
n=0

no intervalo |z| < R. Cos a,, determinados en termos de ag pola funcion de recorrencia:

n—1
an[(m+n)(m+n—1)+ (m+n)po + qo] + Z ag[(m + k)pp—k + qn—x) =0,  (1.14)
k=0

onde my substitie a m.

o0
A serie E anz™ converze para |x| < R.
n=0
Ademais, se m1 — ma non é un enteiro positivo ou cero a ecuacion (1.12) ten outra

solucion independente:

yo(x) = ™2 Z anz™  (ag #0)
n=0

sobre 0 mesmo intervalo. Neste caso os a, tamén quedan determinados por ag grazas a
(o)

formula (1.14) substituindo m por ma e de novo Zanxn e converzente en |zr| < R.

n=0
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Demostracion. Consideremos as series de potencias:

xP(x) = ipnw” e 2°Q(z) = i qnz", (1.15)
n=0

n=0

que converxen para |x| < R con R > 0 e a ecuacion indicial:

f(m) =m(m —1) +mpo + g0 =0, (1.16)

e consideramos o caso na cal (1.16) ten so duas raices reais cumprindo que ma < my.

Agora analicemos a converxencia de:

o0
anx" (1.17)
n=0

sendo ag unha constante arbitraria non nula, e os a, definense a partir de ag mediante a

seguinte funcién de recorrencia:

n—1

fm+n)a, = — Z ar[(m + k)pn—r + Gn_r]- (1.18)
k=0

Vamos a ver que (1.17) é converxente para |z| < R se m = mj e tamén se m = mg e
m1 — Mg non é un enteiro positivo.

Podemos escribir (1.16) como:
f(m) = (m —mq)(m —ma) = m? — (my — ma)m + myma,
e asf chegamos a:

fmi+n)=nn+mi—ms) e f(ma+n)=n(n+ms—m).

Entén tense:

[f(m1+n)| = n(n —[m1 —mal) (1.19)

[f(m2 +n)| = n(n —[mz —mal). (1.20)

Sexa r un enteiro positivo tal que r < R. Como as series das expresions en (1.15)

converxen para x = r, existe unha constante M > 0 tal que:

o™ <M e gn|r" <M V¥neN. (1.21)

Tomando m = mq en (1.18) e usando (1.19), obtemos:
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|a|
rn— k

n(n —|my — mal)|an| <MZ (lmi] +k+1).

Definamos agora a sucesion b, con b, = |a,| para 0 < n < |m; — ma| e teremos:

n—1
b
n(n = my —ma| )by = MY —E(
k=0

.

| + &+ 1) (1.22)

para n > |mj — mg|. Claramente 0 < |a,| < b, Vn € N.
o
Vexamos que Z bpx™ é converxente para |z| < r. Substituimos n por n + 1 en (1.22)

n=0
e multiplicamos por 7:

r(n+1)(n+1—|my —ma|)bpr1 = n(n — |my — ma|)by, + Mby(|my| + k + 1),

asi temos:

bnt1 _ n(n — |my —ma|) + M(jma| +n+1)
bn r(n+1)(n4+1—|mg —my|)

Entén aplicamos o criterio do cociente:

bn—‘,—lanrl

byx™

bn

|z

e tomando o limite cando n tende a infinito temos —.
r

oo
En consecuencia a serie E bpz™ converse para |z| < r. Polo tanto, (1.17) tamén con-

n=0
verxe para |z| < r e como r ¢ un numero positivo arbitrario menor que R, dedicese que

(1.17) converxe para |z| < R.

Analogamente, substituindo m; por ma e usando (1.20) probase que (1.17) é conver-
xente tamén para |z| < R. Suponendo que mj; — mg non é un enteiro positivo para que a
serie (1.17) este ben definida.

O
Agora vexamos un exemplo que exemplifica todo o visto ata este momento:
Exemplo 1.14. Consideramos a seguinte ecuacion:
22%y" + (2 + 1)y —y =0 (1.23)

e vamos aplicarlle o método de Frobenius, isto é, vamos a buscar unha solucién da seguinte

forma:
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y(z) = 2™(ap + a17 + azx® + ) = apz™ + a;z™ ! + agx™ T + .. (1.24)

Para que sexa mais comodo traballar coa ecuacion (1.23) podemos reescribila do se-

guinte modo:

1 n -1
Zag -
V' + 22—y + 2y=0
x x
Tense que:
1 —1
xP(z) = gtz e 22Q(z) = -5

Enton xp = 0 é un punto singular-regular. Derivando (1.24) temos:

Y (z) = magx™ t + ay(m + )z™ + -

1

Y (z) = agm(m — 1)z™ 2 4+ ay(m + D)ma™  + -

Agora, substituimos as expresions anteriores en (1.23) e sacamos factor comtn z 2,

chegando a:

agm(m — 1) + a1 (m + V)mzx + az(m + 2)(m + 1)a? + -

(; +w) [agm + a1 (m + 1)z + ag(m + 2)z* + -]

1
— 5(@0 +ai1xr + a2x2 + ) =0.

Entén combinando as respectivas potencias de = e igualando a cero teriamos o seguinte:
1 1

agp m(m—l)+§m—§ =0

(1.25)

aQ@HQXm+D+;m+m;]HMm+D:0

De (1.25) dedticese que:

(m—1)+im—1=0
m(m 55 =0,

xa que sabemos que o valor de ag é non nulo.

Dita ecuacion é a ecuacion indicial de (1.23) e a sias raices son:
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1
m=1 e mo=—=

2

que serén os unicos valores posibles para m en (1.24).

Entoén para mq = 1 vamos a calcular os coeficientes da solucién en funcién de ag:

—ap -2
alzilz?ag
241—- -
+ 2
24 -2 —4
PO BT S
2 2

Como consecuencia, temos as seguintes solucions en series de Frobenius, sendo ag = 1:

(1) = (1- 20+ =2+
y(z) =2 FEt

- 1
yo(x) = z7 (1 —x+ §x2 + )
Ditas soluciéns son independentes para calquera valor de x positivo, asi temos que a
solucion xeral de (1.23) no intervalo ven dada pola expresion:

(@) =crr (1- 2+ a4+ ) +ea® (1—xt oa?
y(z) = iz Pt Cox T+ 5 )

Observacion 1.15. Nun problema especifico para calcular os coeficientes é mais sinxelo

substituir a serie de Frobenius na ecuacion diferencial que na funcién de recorrencia (1.14).

O Teorema 1.13. non nos resolve a pregunta de como atopar unha segunda solucion
cando mi — mo € igual a cero ou un enteiro positivo. Atopamos os seguintes tres casos:

Caso A: Se m; = mo non pode existir unha segunda solucién de Frobenius posto que
serfa a mesma, xa que ambos valores do pardmetro m son iguais, e por conseguinte o valor
dos coeficientes tamén o é. Polo tanto as soluciéns non serian independentes e non poderia

existir unha segunda solucién deste xeito.
Os outros dous casos, cando m1 —me é un nimero enteiro positivo, seran mais sinxelos

de abordar se tomamos m = my na férmula de recorrencia (1.9) e a reescribimos do seguinte

xeito:

anf(mg +n) = —ag(mapp + qn) — -+ — an—1[(m2 +n — 1)p1 + q1]. (1.26)
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Agora si, vexamos o seguinte par de casos que se basean nos posibles problemas que

produce f(mg +n) = 0 no calculo dos ay:

Caso B: Se a parte dereita da igualdade en (1.26) non é cero cando f(me + n) = 0,
entén non hai ningin modo de calcular os valores dos coeficientes xa que non poderiamos

resolver a ecuacion.

Caso C: Se a parte dereita da igualdade en (1.26) vale cero cando f(mg + n) = 0,
entén a, pode alcanzar calquera valor sen ningin tipo de restricién. Polo tanto bastaria

con tomar por exemplo a, = 0 e xa teriamos unha segunda solucién de Frobenius.

Agora vexamos a forma que acada a segunda soluciéon cando mj — meo é un nimero
enteiro positivo ou cero. Sexa k = m1 — mg + 1 un enteiro positivo. A ecuaciéon indicial

(1.11) podese escribir como:
(m —m1)(m —ma) = m? — (mq +ma)m +myms = 0,

asi observamos que pg —1 = —(mj +mz2) o que implica que my = —mj —po+ 1 e por tanto
k= 2my + po.

Para calcular unha segunda solucién vamos a empregar o seguinte método, o cal consiste
en calcular unha nova solucién a partir da que xa temos.

Para comenzar partimos da ecuacion (1.12), vamos a buscarlle duias soluciéns linear-
mente independentes, y; e y2. Para poder empregar o método suponiamos que yi(x) é
solucion non nula de (1.12) e polo tanto ¢ yi(z), sendo ¢ unha constante arbitraria, tamén
o é.

O método fundaméntase principalmente en substituir a constante arbitraria ¢ por unha
funcion desconecida v(x) e intentar calcular esta funcion de modo que ya2(z) = v(x)yi(z)
sexa unha solucion de (1.12).

Vamos a partir da hipotese de que y2(x) = v(z)y1(z) é solucion de (1.12), teriamos:

Yy + P(x)yy + Q(z)y2 = 0. (1.27)

A nosa incognita serd agora v(z).

Derivando ya(z) = v(x)yi(x) tense:

yo(x) =V (x)yi(z) +v(z)yi(z) e yy(z) =v(x)y](z) + 2/ (2)y(2) + V" (2)yi (@),

Substituimos isto en (1.27) obtemos:
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v(x)(y1 () + P(@)y1(2) + Qx)y(@)) + v'(2) (21 (z) + P(x)yi(x)) + " (z)y1(z) = 0.

Como yi(x) é solucion de (1.12), reducimos o anterior a:

V(@) (x) + V' (2) 2y (2) + P(a)yi(x)) = 0

e reescribimolo como:

Integramos o anterior:
logv/(z) = —2logy1(x) — [ P(z)dz

que agora o podemos escribir como:

e por tanto:

V(I') _ / 1 6ffP(x)d:L‘.

vi()
Asi, con ver a independencia linear de yi(x) e y2(x) = v(z)yi(x) teriamos a segunda
solucion.

Enton, apliquemos o método que acabamos de explicar ao noso caso particular. Parti-

mos da solucion y;(x) = v(z)y1(x) e calculamos a funcion v(z):

I//(ﬂ’j) = 21 effP(;p)da: = — 1 26*‘[(1770+p1+...)d:v
yi(x) x?™ (ag + a1z + ...)
— 1 (—pologz—prz—...) _ 1 (—p1z—...)
2 2¢ z 5¢
2™ (ag + a1z + ...) zF(ap + a1z + ...)
1
= EQ(@

A funcién g(z) é analitica en o = 0. Nalgin intervalo aberto que contén & orixe tense:

g(x) =by+ bz +bax?+..., by#O0. (1.28)

Deducese do anterior que:

V(z) =bor ™% + bz R 4 b T b
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e integrando temos:
b0x7k+1 b1$7k+2
@) =TTt Trre

A solucién nova sera:

+ -4+ bg_qlogx + bpx + ...

bol‘_k—H
ya2(z) = y1(z)v(x) = y1(x) ( 4+ -+ bg_1logx + bpx + )

—k+1
—k+1
= by_1y1(x)logz + 2™ (ag + a1z + ... ) <bgali+1 > .

Agora basta con que saquemos x~*t1 fora da serie, tomemos m; — k + 1 = m% e

multipliquemos ambas series. Asi obtemos a segunda solucion:

o
y2(x) = bp—1y1(z) logz + 2™ Z cnx”. (1.29)
n=0
Agora, se analizamos (1.29) teriamos:
= Se my = meo, entén kK =1 e b1 = by # 0. Este seria o Caso A anterior e o termo

que contén o logaritmo estaria presente en (1.29).

= Se mi—ms = k—1 é un enteiro positivo, podemos atopar dous casos, cando bp,_1 # O e
cando b;_1 = 0. No primeiro os logaritmos estaran presentes e seria o Caso B anterior

e no segundo os logaritmos non estarfan presentes e serfa o Caso C.

Os coeficientes de (1.28) non se poden calcular de forma directa a nivel practico. Ade-
mais, como xa sabemos que nos Casos A e B o método de Frobenius non é totalmente

eficaz vamos a obter unha segunda solucién coa seguinte estrutura:

o

y2(z) = y1(x) log z + ™2 Z e’

n=0

sendo ¢, constantes desconecidas.

1.3.1. Ecuacién Hiperxeométrica de Gauss.

Posto que nos vindeiros capitulos a vamos a necesitar para traballar con outras ecua-
cidns, en esta seccién introducirase a ecuacién Hiperxeométrica de Gauss.

A ecuacion Hiperxeométrica de Gauss definese como a seguinte ecuacion diferencial:

r(l—2)y" +[c—(a+b+1)z]y —aby=0 (1.30)

sendo a, b e ¢ constantes reais.

Podemos reescribila como:
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y . le—(a+b+1)z] , ab
— =0.
vt z(1—x) 4 m(l—x)y
Sexan:
c—(a+b+1)x —ab
P = -
@ = ST e Q)= s
os dnicos puntos singulares son zg =0 e zg = 1.
Tense:
— b+1
oP(r) = OV EDT o ot a1 a0 1)
=c+[c—(a+b+ D]z +..,
—ab
22Q(z) = 1 a_i = —abr(1 + x4+ 2° + ) = —abx — abz® — ...

polo que zg = 0 é un punto singular-regular.
Os coeficientes da ecuacion indicial son pg =c¢ e gg = 0, polo que a ecuacién terd a

seguinte forma:

m(m —1) +me =0

e as stas raficesson m; =0emo=1—c.

Sexa cal sexa ¢, polo Teorema 1.13. temos garantido que a ecuacion (1.30) ten unha

solucién da seguinte forma:

o
y(z) ZxOZanx” =ap + a1z + agz® + ..., (1.31)
n=0
derivando temos:
o0 o0
Y (x) = Znanx”_l = Z(n + Day12”,
n=0 n=0
o0 o0
y'(x) = Z n(n —1)a,z" 2 = Z(n +2)(n + 1)ap4az™.
n=0 n=0

Reescribimos:
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oo oo

xy’(z) = Z(n +2)(n + Day 02" = Z n(n+ 1)ap412",
n=0 n=0
oo oo

—z2y" () = Z —(n+2)(n+ 1)ap2" ™ = Z —n(n — 1)a,x",

n=0 n=0
oo

/(@) =3 eln + Vanpa”,
n=0
oo o0

—(a+b+ Dy (z) = Z —(a+b+1)(n+ Dapp2™t = Z —(a+ b+ 1)nayz",
n=0 n=0
o0
—aby(z) = Z —abanx",

n=0

e substituindo en (1.30), igualando o coeficiente de ™ a cero tense:

~nn—-1)4+(a+b+1)n+ab (a+n)(b+n)a
Ontl = n(n+1)+c(n+1) n = )(c+ "

Toémase ag = 1 e calcularemos os demais coeficientes:

alz%
_ (a+1)(b+1) B ala+1)b(b+ 1)
a2 = 2-(c+1) a) = 1-2-¢clc+1)
0 = (a+2)(b+2)  ala+1)(a+2)b(b+1)

3-(ct2) 27123 clctD(ct2)

Enton, substituimos os coeficientes calculados en (1.31) e tense:

ab ala+1)(a+2)b(b+1)(b+2) ,
1c' 12 clct1) v

:1+§:a(a+1)---(a+n—1)b(b+1)...(b+n_1) .
n=1

y(x) =1+

(1.32)

nle(c+ 1)~ (c+n—1) v

A serie anterior, (1.32), cofiécese como serie hiperxeométrica e denétase por F(a, b, ¢, ).

O nome procede de igualar a = 1 e b = ¢ obtendo:

1

F1,bba)=1+z+a%+=——
1—=x
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Se a ou b son enteiros ou valen cero a serie (1.32) pasa a ser un polinomio. En caso
contrario basta con aplicar o criterio do cociente e teremos demostrado que converxe cando
lz| < 1.

Cando ¢ non é un enteiro negativo ou cero, F(a,b,c,z) é unha funcion analitica en
(—1,1), é a funcién hiperxeomeétrica.

No caso de que 1 —c non sexa un enteiro negativo ou cero, polo Teorema 1.13., queda
garantido que a ecuacion (1.30) ten unha segunda solucion independente entorno a x = 0

con exponente mg = 1 — ¢. Dita solucién ten a seguinte forma:
o
y(z) = zt=¢ E anz™ = 2'7(ag + a1z + agx® + ).
n=0

Neste caso teriamos que facer o mesmo que no caso anterior, substituir en (1.30) e calcular
os coeficientes. Para facilitar o calculo bastaria con modificar a variable dependente de

(1.30) por y = z'7¢z. Asi a ecuacién (1.30) escribese como:

r(1—2)"+[2-¢c)—([a—c+ 1]+ [b—c+1]+1)z]7
—(a—c+1)(b—c+1)z=0,

(1.33)

que é a ecuacion hiperxeomeétrica modificando as constantes a, be cpora—c+1,b—c+1
e2—c.
De partida xa sabemos que a ecuacion (1.33) admite a seguinte solucién en serie de

potencias:
z=Fla—c+1,b—c+1,2—c,x)
nas proximidades da orixe. A segunda solucién serd da forma:
y(x)=a2'"Fla—c+1,b—c+1,2—c,x).
Cando ¢ non é un enteiro temos como solucién xeral preto do punto xg = 0 a:
y(x) =c1F(a,b,c,z)+caF(a—c+1,b—c+1,2—c,x). (1.34)

En caso de querer resolver a ecuacién (1.30) entorno & orixe teriamos que introducir

unha nova variable independente ¢ = 1 — z. Asi a ecuaciéon (1.30) transférmase en:

tl—t)y"(t)+[(a+b—c+1)—(a+b+ 1)t]y(t) — aby(t) = 0.
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Como é unha ecuacién hiperxeométrica a solucion xeral entorno a t = 0 dedicese de
(1.34) substituindo x por t e ¢ por a + b — ¢+ 1. Se substituimos ¢ por 1 — z obtemos a

solucion xeral de (1.30) entorno a zg = 1:

y(x) = Fla,bya+b—c+1,1—2)+c(1 —2) P Flc—bc—a,c—a—b+1,1—z)
(1.35)
sempre que ¢ — a — b non sexa un enteiro en (1.35).

As ecuaciéns (1.34) e (1.35) permitennos ver as solucions xerais da ecuacion (1.30)
preto dos seus puntos singulares en termos dunha tnica funcién F'.

Todo o anterior provén dunha propiedade da ecuacién hiperxeométrica que se basa en
que os coeficientes y”, 3 e y son polinomios de grao dous, un e cero respectivamente e
y” ten ceros reais distintos. Polo que calquera ecuacién que satisfai esta propiedade pode-
se transformar en unha ecuacién hiperxeométrica facendo un simple cambio de variable.

Vamos a ilustrar isto considerando a ecuacién xeral seguinte:

(x — A)(z — B)y" + (C + Dz)y + Ey = 0, (1.36)
con A # B.
Basta con facer o seguinte cambio de variable:
x—A
t=——
B-A

co cal se z = A tense que t = 0 e se x = B obtemos ¢t = 1. Enton a ecuacion (1.36) pode

reescribirse como:

t1—t)y" +(F+Gt)y + Hy =0, (1.37)

con F', G e H combinaciéons das constantes da ecuacion (1.36), isto é:
F=C,G=—(A+B+1)eH =—-AB.

A ecuaciéon (1.37) pode ser resolta entorno a ¢t = 0 e ¢ = 1 en termos da funcién
hiperxeométrica e, por tanto, desfacendo o cambio de variable (1.36) pode ser resolta en

termos da mesma funcién entorno az = A e x = B.

1.3.2. Ecuacion de Bessel.

En este apartado vamos a resolver a ecuacion de Bessel usando o método explicado
anteriormente que nos permite obter soluciéns mediante series de potencias. Para realizar

esta parte axudeime de [6] e [13].
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Sexa a ecuaciéon de Bessel:

2y +xy + (@® = pPy =0 (1.38)

sendo p unha constante real non negativa.

En primeiro lugar vamos a reescribila como:

z ,  (@?=p?)
v+ Sy + 5y =0,
T x

aplicando o método de Frobenius:

asi temos que xP(z) = 1 e 22Q(z) = 22 — p? e deducimos que a orixe é un punto singular
regular.

A ecuacién indicial seré:
m(m71)+mfp2:m27p220

e 0s seus expoientes seran mj; = p € my = —p.

Enton (1.38) admite unha solucién de Frobenius:
oo [e.e]
y(z) = 2P Z apx’ = Z anx P
n=0 n=0

(0.)
sendo ag # 0 e a serie E anx" converxente para todo x € R.

n=0

Derivamos a posible funcién solucion:

[e.9]

Y (z) =) (n+panz™P!
n=0
S
y'(2) =) (n+p)(n+p—1aua"??
n=0

€ sexa:
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o0 [e.@]
2y (z) = 22 Z(n +p)(n+p—1)apz"P 2 = Z(n +p)(n+p—1a,z" P
n=0 n=0
oo o
zy(z) =z Z(n + papz™ Pl = Z(n + p)anx™tP
n=0 n=0
o0 (0.9}
a72y(1:) = 22 Z anpr P = Z Apox™ P
n=0 n=0
oo oo
—p2y(x) _ _p2 Zanxn—i-p — Z _p2an$n+P
n=0 n=0
Asi quédanos:
o
Y ln+p)(n+p—1)+ (n+p) - p’lana™? + an 92" =0
n=0
e igualando 2P a cero tense:
n(n + 2p)ay, + ap—2 = 0. (1.39)

Despexando a,, chegamos & seguinte formula de recorrencia:

An—2

e (1.40)

Ay =

Como xa sabemos ag # 0. Deducimos que se a; = 0 entén teriamos que a1 = agz =
as = --- = 0. Vanse a calcular os coeficientes a, a partir da formula de recorrencia, (1.40),

e dos coeficientes ag e aq:

ap ag

a = — = — s

T 20242 2(1+p)
a9 ag

a = — = y

YT 44+ 2p) 2201 +p)(2+p)
aq ao

a6 = — =

6(6+2p)  2631(1+p)(2+p)(3+Dp)

Enton reescribimos a soluciéon y(x) como:
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(x)—axp[l— ! z? + ! i ! +
v = 2p+1)" 2R+ Hp+2)” 23+ D(p+2)
X
— P .

nO

A funcién de Bessel de primeira clase de orden p, Jp(z), obtense ao darlle como valor

1
ap = 5o en (1.41), dito valor escollese para logo ser mais sinxelo ver a ortonormalidade.
p
Sexa:
2n e
T 1 X\ 2n+p
Ip( aP = 1) (—) . (1.42
bl@ Z 22”n'p+ 1)...(p+n) nZ:O( ) nl(p+n)! \2 (142)

Temos xa calculada unha solucion de (1.38) para m; = p, Jy,(x). Agora falta calcular a
solucién xeral e para elo vamos a obter unha solucién independente que recibe o nome de
funcién de Bessel de segunda clase. Para conseguir esta segunda soluciéon temos que tomar
mg = —p. Pode causarnos certos problemas en algtins casos, cando m; —mg = 2p sea cero
ou un enteiro positivo, é dicir, cando p sexa unha constante non negativa enteira.

Supotiamos que p € non enteiro, entén substituimos p por —p no feito ata agora e vemos

que (1.39) sofre a seguinte modificacion:
n(—p+n)ay, + an—2 = 0.

Do anterior deducimos que no caso no cal p = 1/2 e n = 1 o coeficiente a; non ten
porque tomar o valor nulo. Como o que nos interesa é unha solucién particular podemos

seguir considerando a; = 0. Cada vez que se produza dito problema consideramos que

a1 = az = --- = 0. Tense:
o = — Gp—2
! (—2p+n)
e seguindo a recorrencia:
ao ao
CL2 e — s
2(—2p +2) 22(-p+1)
az ao
a4 = — = y
YT a2+ 4 220(—p+ D) (—p+2)
a4 agp
ag — —

6(—2p+6)  2031(—p+ 1)(—p+2)(—p+3)’
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entén temos:

1 1 1
— -p 1_ 2+ 4_
y(w) = aoz [ 2(p+ 1) T2 pr ) (pr2) 23 pt)(—p+2)(—p+t3)
:UQn
— D
- Z 22"n' (—=p+1)...(—p+n)

que ao substituir ag = resulta ser:

27Pp!
2n

x
P
2= Pp' nzo 22”n' —p+1)...(=p+n)

J_p(x) =

o

S @) e

1 T\ P
Se calculamos o primeiro termo de (1.43) temos que é ). (5) o que nos demostra
_p !
que a funcién J,(x) non ¢é limitada preto do punto & = 0. Isto sérvenos para ver que J,(x)
e J_p(x) son independentes xa que unha esta limitada preto do cero e a outra non. Entén

a solucion xeral del (1.38) é

y(@) = e yla) + e2d_y(2) (1.44)

con p non enteiro.

Cando p é un enteiro m > 0, a solucion de (1.43) é da forma:

J > Hn 1 T\ 2n—m e Hn 1 T\ 2n—m
-m() = Z(_ ) nl(—m + n)! (5) N Z(_ ) nl(—m + n)! (5) ’
n=0 n=m
1
comenzamos a suma en n = m porque cando n = 0,...,m — 1 os factores de —
(—m +n)!

non estan definidos.

Se modificamos n por n + m temos:

28+ .
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> n+m 1 T\ 2(n+m)—m
J_m(a:)—fa(—l) ’ (n+m)n! (5)
. 00 N 1 x 2n+m_ m
=(-1) ngo(—l) m@ = (D" In(z).

Asi demostramos que en este caso non son independentes e polo tanto y = ¢1J,,(x) +
c2J_m(z) non é a solucion xeral de (1.38).

Entén vamos a buscar a solucién. Cando p non € un enteiro, calquera funcién do tipo
(1.44) con ¢g # 0 ¢ unha funcion de Bessel de segunda clase, incluida a J_,(x). A funcion
de Bessel de segunda clase definese como:

Y,(z) = Jp(x) cos pm — J,p(:p).

1.45
sen pm ( )

Vamos a xustificar a eleccion de dita ecuacion, basta con considerar o cambio u(x) =
Vay(x). Ast transformamos (1.38) en:

1 — 4p?
u’ + <1+ y L )u:O. (1.46)
X

Cando (1.46) ten valores de z moi grandes a ecuacién aproximase a u” +u = 0 a cal
ten solucions independentes uj(x) = cosz e ug = senz. Entén se os valores de x son

. S 1
grandes calquera funcion de Bessel y(x) se comporta como combinacion linear de — cos z

T

e —Ssenwx.
X

A xustificacion disto débese a que:

B 2 T pm ro(x)
Yy(z) = ”ESGH (:B— i ?> + 2

onde r1(x) e r2(z) son limitadas cando x tende a infinito 2.
Cando p & un enteiro m, a funcién Y, dada en (1.45) non esta ben definida. Sen embargo

pode verificarse que existe:

Y (z) = lim Y,(x). (1.47)

2 A xustificacién desto podemos vela en [5]
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Enton asi xa queda definido Y, (x) en (1.47).

Polo tanto existe unha funcion de Bessel de segunda clase, e

y(x) = c1Jm(x) + c2Ym(x) (1.48)

é a solucion xeral da ecuacién de Bessel en calquera caso, isto é, para p enteiro ou non.
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Capitulo 2

Bases de Hilbert.

Este capitulo dedicarase por completo & definicion dos espazos de Hilbert e a establecer
as sdas propiedades. A finalidade disto é comparar os resultados obtidos usando o método
do capftulo anterior cos que obteremos en bases de Hilbert ortonormais dos correspondentes
espazos de L?. Verémolo en tres casos particulares: ecuacion de Legendre, ecuacion de
Hermite e na ecuacion de Laguerre. Para elaborar estos casos tiven como referencia:|1], [3]
(6], [81, [9], [10] e [11].

2.1. Introducién aos espazos e bases de Hilbert.

Ao longo desta secciéon vamos a exporier unha serie de definicidns e propiedades funda-
mentais sobre os espazos e bases de Hilbert. Esta teoria estd fundamentada principalmente
nos capitulos 4 e 5 de [1] e en ([7], Seccion 4.2.; pax.:20-21).

Definicién 2.1. Sexa L un espazo linear sobre A (sendo A o campo R ou C). Definese o

produto escalar (ou interno) sobre o espazo L como unha aplicacion:
(,):LxL— A

que a cada par de puntos (z,y) € L x L asociaselle un valor en A, que serd o produto

escalar de u e v, que cumpre:

1. (u,u) >0 YuelL

(u,u) =0seesoseu=0
2. (u,v+w) = (u,v) + (u,w) Yu,v,we L
3. (u,\v) = ANu,v) Yu,ve L, aeA

29
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4. (u,v) = (v,u)

Definiciéon 2.2. Ao par (L, (-,-)) chamaselle espazo con producto ou espazo pre-
Hilbert.

Definicion 2.3. Un espazo de Hilbert é un espazo pre-Hilbert completo.
Algtins exemplos de espazos de Hilbert son: R", C", L%(R) ou /2.

Definicién 2.4. Dados —oco < a < b < oco. Definimos L?(a, b) como o espazo de todas as

funcions, f : (a,b) — A, medibles tales que:

b
/ f(2)]2dz < oo,

Definiciéon 2.5. Sexa (L, (+,-)) un espazo pre-Hilbert:
1. Dous vectores u, v € L dise que son ortogonais se (u,v) = 0. Denotamolo por u L v.

2. Sexa M un subconxunto calquera dun espazo de Hilbert L, M C L. Diremos que o
vector u é ortogonal ao conxunto M se u 1 v para todo v € M, isto denotarase por
u 1L M.

Chamaremos ortogonal a M, con M distinto do baleiro, ao conxunto:
Mt ={ueM:ulv VYve M}

Definiciéon 2.6. Nun espazo pre-Hilbert a norma pode calcularse a partir do produto

escalar, isto &, ||v|| = /(v,0) = (v, v)3.

Definicién 2.7. Sexa (L, (-, -)) un espazo pre-Hilbert e sexa ||-|| unha norma en L. Definese

a Lei do Paralelogramo como:
lu+ ol + lu = vl = 2(ful® + [[v]]*), Yu,ve L

Proposicion 2.8. A condicion necesaria para que (L, (+,-)) admita un producto escalar tal

que ||z|| = (v,v)%, Vv € L € que cumpra a Lei do Paralelogramo.

Teorema 2.9 (de proxeccion ortogonal). Sexa L un espazo de Hilbert e sexa M C L un

subespazo pechado. Enton Yu € M wverificase:
u=uy + ug, con uy € M, us eMl,

e a descomposicion € unica.
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Demostracion. En primeiro lugar demostraremos a existencia e unicidade de v; que é un

vector de M que ten o seu extremo & minima distancia do extremo de v. Sexa:
d= inf |lv—w],
weM

a distancia de v ao subespazo M. Por ser infimo, existe algunha sucesion {w,}3° C M tal
que lim |jv —wy,l|| =d.
n—ao0

Para ver que {w,}5° é de Cauchy empregamos a lei do Paralelogramo:

lwn = wall* + 1120 = (wn + W) > = 2[lv — w1 + 2]lv — wl|?,

Wy, + Wi
2

n

como (|20 — (wn, + w2 = 4[|v — I2 > 4d?, pois “"T1" € M, tense:

[ — winl|* < 2{|v = wa* + [Jv — wp|* — 2d7] (2.1)

que cando n, m tenden a infinito converxe a cero.

Como M é pechado entén existe nh—>Holo wy, =v; € M e claramente d = |[v — vy

Para a unicidade basta con ver o que aconteceria no caso de existir v1,v] € M cum-
prindo que ||[v —v1|| = ||[v — v}]| = d. A desigualdade (2.1) segue sendo valida, s6 hai que
cambiar wy, e wy, por vy e v} e asi chegamos a que ||v; — v}||? < 0 e polo tanto v; = v}.

Agora vamos a demostrar que v — v; € M. Sabemos que |[v — v1|| = d e que VA € A

e Yw € M se ten:
d* < flv = (v1 + M) [* = o = v1 = Aw|]* = [|(v = v1) = Aw]]?,

ent6n aplicando a desigualdade triangular e as propiedades anteriores temos:

@ < JJo— (v + 2w)||? = [lv — v]* + | Mw]|* — 2Re[A(v — v1), w]
= d” + [A\P[w]® - 2Re[A(v — vy, w))],

de onde deducimos que:

IA2||w]]? > 2Re[A(v — vy, w)], VA € A.

(w,v — 1)

Se tomamos A = 5
[[wl|

cando (v — v1,w) # 0, para algin w € M, chegariamos a

un absurdo.

O
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Dado un conxunto de vectores linearmente independentes en L, existe un modo sinxelo
de conseguir un conxunto equivalente de vectores ortonormais, € o que se cofiece como:

Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt: Este proceso consiste en ir
modificando os vectores dados para que cada un sexa ortonormal aos anteriores. Sexa

Uy = ”g—i”, suponamos os Ui, ..., U,—1 sexan coniecidos e linearmente independentes. Enton

definimos a seguinte férmula:

n—1 v
Un = Wp — Z(wn7ui)ui7 Up = mu
i=1 n

que nos vai a proporcionar un conxunto de vectores ortonormais.

Demostracion. Vamos a demostrar isto empregando o método de inducién sobre n. Que-
remos demostrar que (uy, uy,) = 0 para n # m.
Para n = 2:
U2
vy = wy — (w2, u1)u1, U=
[[v2]]
e polo tanto ||ug|| = 1.

Vamos a comprobar que (u,u2) = 0, isto é:

(u1,u2) = <u1, 1)2) — <U1, w2 — (w2,u1)u1>
el 2]

_ (U1 w2 > _ <u1 (w2,’u1)u1>
e T |

1 1
= m(Ul,ZUQ) — w(ﬂ)Q,Ul) = O

Asi, xa temos demostrado que se cumpre para n = 2.

Supotniamolo certo para n — 1 e vexamos que acontece para n. Sexa:

n—1 v
Un = Wp — Z(wn, Ui)uz', Up = ” nH
i=1 Un

e vese claramente que |lu,| = 1.

Para i < n teriamos:
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n—1

Wy — Z(wnaui)ui
(t, ) = (U“ u) - i=1 w
m o] [[vnl o

( Wn, > i=1

=\ ) — | VW
[[vnl| [[vn]|

e como sabemos que se cumpre para n — 1 enton :

_ & (wTH un—l)un—l
(una unfl) = yUn—1 | — ; Un—1
[[vn [[vn
1

el

1
(wnvun—l) - 7(wnaun—l) =0.
[[on

Polo tanto xa temos o conxunto ortonormal buscado.
O

Definiciéon 2.10. Un conxunto de vectores ortonormais S = {v4}aeca nun espazo de
Hilbert L dise que é unha base ortonormal de L se é maximal, isto &, se non é subconxunto
propio de ningtn outro conxunto ortonormal de L. O cal é equivalente ao feito de que se

o produto (ve,u) =0, Vo € A entén u = 0.

Definiciéon 2.11. Sexa (L, (-,-)) un espazo de Hilbert e {u, : @ € A} un conxunto orto-
normal maximal en L, ent6n diremos que {u, : @ € A} é unha base de Hilbert do espazo
de Hilbert L.

Proposicion 2.12. Todo espazo de Hilbert L # {0} ten algunha base ortonormal.

Demostracion. Se unha familia de subconxuntos ortonormais estd totalmente ordenada
admite unha cota superior, a unién de todos eles, que é a0 mesmo tempo outro conxunto
ortonormal. Entén basta con aplicar o lema de Zorn para garantir a existencia de conxuntos

ortonormais maximais baixo as relaciéns de orde. O

FEn xeral 6 caracter ortogonal dos polinomios pode desenvolverse para medidas p en
R moi en xeral. Nalgiins casos podemos restrinxirnos a unhas medidas absolutamente

continuas, isto é, cando existe unha funcién w non negativa tal que:

du(x) = w(z)dz.
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Definicion 2.13. Sexa —oco < a < b < 00 e sexa w > 0 en case todo punto. Definese

L2 (a,b) como o espazo de todas as funciéns medibles tales que:

b
/ [f (2)]*w(z)dz < co.

Proposicion 2.14. Seza —0o < a < b < o0 e sexa w > 0 en case todo punto. Definese o

produto escalar (ou interior) en L2 (a,b) como:

(f.g w—/ f(a v)de para f,g € I3(a,b).

Demostracion. Vexamos que se cumpren as propiedades do produto interior enunciadas na
Definiciéon 2.1.:

1.

b
(f, Hw= / f(z)f(x)w(r)dr > 0, isto camprese porque a funcion w(x) como sabe-

a
mos por definicién é estritamente positiva.

b
(f, f)w =0 se esose f=0. Analogo ao caso anterior, se se fai a integral / f(z)f(x)w(z)dz

obviamente o resultado vai ser nulo.

(fr 9+ D) = (£,9)w + (. h)w para f,g,h € L2 (a,b) Vexamos que se cumpre:

<f,g+hw—/f (g+ )z dx—/ F@)g(@)w(@) + f(o)h(z)w(z)de
- / F(@)g(@)w(z)ds + / F@)h(@)w(@)dz = (f.9)w + (f B

(s ADw = Af, 9)w Vf, g € L2 (a,b),a € A. Vamos a comprobar que se cumpre:

(f,Agw—/ F (@) (w)dz = A /f (2)dz = A(f. 9

. (f,9)w = (9, f)w. Comprobase facilmente asi:

(f, 9w = / F(@)g(@yw(e)de = / " o(@) i)z = (g, Flu.

Polo tanto xa queda demostrado que satisfai as propiedades do produto interior.

Definiciéon 2.15. Definese a norma en L2 (a,b) como:

1£1, \/ / NORY
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Teorema 2.16 (de aproximacion de Weierstrass). Seza f : [a,b] — R unha funcidn
continua no intervalo [a,b]. Enton f pode ser aproximada uniformemente por polinomios

en [a,b].

Demostracion. O que se quere probar é que, dado € > 0 existe un polinomio p (que s

depende de €), tal que:

max | f(z) — p(z)| <e

z€[a,b]
Vamos a considerar o caso no cal [a,b] = [—g, g} Agora estendamos a funciéon f a F
en [—m, 7] tal que F(x) = f(z) en [—g, g] e F(—m) = F(m) = 0. Entén pode estenderse

F a unha funcinon 2m-periédica en todo R.
Dado € > 0, polo teorema de Fejér podemos encontrar un polinomio trigonométrico

N
T(x) =ao+ Z[ak cos(kx) + by sen(kz)]
k=1
de modo que:
€
x| F(x) =T <.
x| F(z) - T(z)| < §
A serie de Taylor para cosenos e senos converxe uniformemente en todo intervalo com-
pacto. Enton, pédese atopar un polinomio p tal que:
€
max |T(z) —p(x)| < =.
i [T(a) — p(z)]| < §
Enton dedticese do anterior que:
méx |f(x) —p(z)| = méx |F(z) — p(x)| <e.

|z|<m/2 |z|<m/2

O

Lema 2.17 (Criterio bases ortonormais de polinomios asociados a unha funcién peso).

Seza 0 # p € LY(R), non negativa, e tal que existe o > 0 para o cal:

/ e pt)dt < .
R
Se {pn(t)}52, son os polinomios ortonormais respecto ao produto escalar (f,g), =
/ Fapdt obtidos de {t"}°2, por Gram-Schmidt, enton a sucesion {pn(t)p'/2(t)}52, € unha
R
base ortonormal para L*(sopp).

Observacion 2.18. O método de Gram-Schmidt esta xustificado porque o produto escalar

introducido define unha estrutura de espazo de Hilbert para o conxunto de funciéns f tales

que (f, f), < oo.
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2.2. DBases de Legendre.

Nesta seccion vamos a resolver a ecuacion de Legendre. Atoparemos a soluciéon empre-

gando o método explicado no capitulo anterior e logo atoparemos unha familia de soluciéns
que son unha base de Hilbert.

Sexa ecuacion de Legendre:

(1 —2%)y” — 22/ + p(p+ 1)y = 0, (2.2)

sendo p unha constante real.

En primeiro lugar vamos a reescribila como:

I 2z, 4 p(p+1)

y _1—9:2y 1—z2

y=0.

Claramente as funciéns de coeficientes:

P =20 e Q="

son analiticas en xg = 0, polo que a orixe é un punto ordinario e segundo vimos no primeiro

capitulo atoparase unha solucién da forma:

oo
y(z) = Z anz"”.
n=0

Derivamos:
o0 o0
Y (z) = Znanxnfl = Z(n + Day12”,
n=0 n=0
o0 (0.9}
y"(z) = Z n(n —1a,a™ 2 = Z(n +2)(n+ 1)ap2x".
n=0 n=0

Agora substituimos en (2.2) ditas derivadas:

oo oo
—z%y(z) = —a? Z(n +2)(n+ Dapyox" = Z —n(n — 1)ayz™
n=0 n=0
oo [e.e]
=2y (x) = -2 Z(n + Dappi12"™ = Z —2napz"
n=0 n=0

p(p+1y(x) =D p(p+ ana"™.

n=0

Asi temos:
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o
Z(n +2)(n+ 1Dapi22"™ — (n — Dnapz™ — 2nay,z™ + p(p + 1)azx™ = 0,

n=0

polo tanto, o coeficiente de =™ debe valer cero para calquera que sexa o valor de n:
n+2)(n+Dapt2a+ (—(n—1)n—2n+p(p+1))a, = 0.

Despexamos ay2:

oo —n=ln=2a+pp+l) _ (p-n)ptn+l) (2.3)
w2 (n+2)(n+1) N P R B '

A partir de (2.3) obteremos os coeficientes a,, en funciéon de ag e ay:

w--2=D0D, Doy,

U, AL L R AL

a5 — _@—?(157%&3 _(p=3)p- 1)5§p+ A +4)

ag = _@?(gﬂcu __plp=4(p- 2)(176: D +3)p+5)

Se substituimos ditos coeficientes na nosa suposta solucién obtemos a solucién formal
de (2.2) :

2 7 A1 v
n=0 (2.4)

[m_(p—l)(er?) 5, (=3 -1E+2)p+4) 5_“,}.

y(x)_ianxn:ao [1_p(p+1) 2 Pp=2)(p+1)(p+3) 4__“]

x x

3! 5!
Cando p non é un enteiro cada unha das series entre corchetes ten raio de converxencia
R = 1. Para comprobar isto basta con considerar a férmula de recorrencia (2.3). Na
primeira serie, a dos elementos pares, bastaria con facer o troco de n por 2n e aplicando o

criterio do cociente teriamos:

aop 4222 )
]

‘_(p—Qn)(p-i-Qn—i—l)

x2n (2n+2)(2n+1)

a2n
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Tomamos o limite de n cando tende a infinito e obtemos que vale |z|? o cal sera sempre
menor que un no intervalo (—1,1). Resolveriase de modo analogo para a serie impar. Como
as series tefien raio de converxencia positivo xa queda demostrado que (2.4) é unha solucién
valida para (2.2) para calquera que sexan os valores de ag e a;. Enton, cada unha das series
é solucion e como as funciéns que definen son linearmente independentes queda garantido
que (2.4) é a solucion xeral de (2.2) sempre que |z| < 1.

Cando p sexa un enteiro non negativo unha das series é finita, é dicir, & un polinomio
de grao p e a outra serd unha serie infinita. No caso de p ser un enteiro negativo unha das
series é finita, isto é, € un polinomio de grao —p — 1 e a outra serd unha serie infinita.

As funcions dadas por (2.4) reciben o nome de polinomios de Legendre, para p un
enteiro non negativo.

Reescribimos a ecuacion (2.2) como:

(1—2%)y" — 22y +n(n+1)y =0. (2.5)
sendo n un enteiro non negativo.

Recordemos que as solucions de (2.5) son todas analiticas en (—1,1).

As soluciéns mais interesantes son as proximas a x = =1 xa que son 0s puntos
singulares-regulares. Vamos a traballar con = 1, polo que debemos facer o seguinte
cambio de variable. .

Modificamos a variable x por t = ( ;@, asi cando x = 1 teriamos que t = 0 e (2.5)
convértese en:

t1—t)y"(t) + (1 —2t)y'(t) + n(n + D)y(t) = 0. (2.6)

E unha ecuacion hiperxeométrica que tomas os valores: a = —n, b=n+1e ¢ = 1. Asi

entorno a t = 0 teriamos:
y1(t) = F(—n,n+1,1,t) (2.7)

con F' definida en (1.32).
Como os exponentes de (2.6) valen ambos cero, para atopar unha nova solucion debemos
aplicar o método xa desenrolado na Seccién 1.3. do primeiro capitulo. A solucién serd da

forma yo = vy, derivando:

_/(1—2t)dt
V() = 1 e t(1—t) _ 1 e—ln(—t2+t) _ 1 _ 1 [ 1 :|
yi(t) yi(t) (=2 +t)yi(t)  t L1 —1)yi(t)

Como y? ¢ un polinomio que ten como termo independente o 1, a funcién entre corchetes

é analitica entorno a tg = 0 e ten a seguinte forma 1+ a1 + ast? + ..., asi temos:
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1
V() = 7 Tartast

integramos e deducimos que:

12
v(t) =logt + ait + a25

e asi a nosa segunda solucién seréd da forma:

ya2(t) = y1(t)(logt + a1 + ast + ...).

Asi pois, a solucién xeral de (2.6) sera:

y(z) = ciy(z) + coya(x). (2.8)

Debemos observar que por culpa da existencia do termo logt a solucion (2.8) é limi-
1—2z

tada entorno a t = 0 s6 cando ¢y = 0. Se substituimos ¢ por (7 deducimos que as
solucions de (2.5) limitadas entorno a = 1 son precisamente os multiplos constantes de

1_
F<—n,n—|—1,1,( 2x)>

Asi, definese o n-ésimo polinomio de Legendre como:

Po(z) =F <—n,n+ 1,1, (1;:”)) 1y (—n()l(!f;;r 1) (1;:1;)

(=n)(—n+1)(n+1D(n+2) [1—z)>
* (212 ( 2 ) o
N (—n)(—n+1) - [-n+ (Z,;) D](n+1)(n+2) - (2n)(1 ; :L')2 (2.9)
n(n+1 nn—1)n+1)(n+2
- El!;2>(x_1)+ | )(g!)jzz)( 1
(2n)!

()220 (x —1)"

Sabemos que P, (z) ten grao n e que s6 ten potencias pares ou impares de x en funcion

de se n é par ou impar. Entén, dependendo do carédcter par ou impar escribese:

P, (z) = apx" + Ao 2 + ap_gz™ 4 -, (2.10)
onde a suma remata con ag 1O €Caso par e en a;x NO Caso impar.
Agora queremos calcular en (2.9) os coeficientes a,, por recorrencia a partir de:

(2n)!

= (a2
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Se substituimos na formula (2.3) p por n e n por k — 2, obtemos:

m—k+2)(n+k—-1)
Dk g2,

ap = —

isto é,

k(k — 1)
(n—k+2)(n+k—1)

Af_9 = — ag.

Entén, para k =n,n — 2, ... tense:

P C ) I8
2T T yn—1) "
o e =D =3) _ nh-1n-2)n-3)

42n—-3) T2 4-@n-DEn-3) "

Asi, 0 n-ésimo polinomio de Legendre en (2.10) pasa a ser:

n(n—1) nin—1)(n—2)(n—3)

) =G = e e e ) (2.11)
_|_(_1)k n(n—1)(n—2k+1) . | )
2kE1(2n — 1)(2n — 3) ... (2n — 2k + 1) el
Dado que:
”(”_1)'--(71—2]{;-1-1) :(n_n;k)!

2n—1)2n—3)...(2n — 2k +3)(2n — 2k + 1)
2n(2n—1)(2n —2)(2n — 3) ... (2n — 2k + 3)(2n — 2k + 2)(2n — 2k + 1)
B (2n — 2k +2) - (2n — 2)2n
(2n!)  (2n!)(n —k)!
(2n — 2k)! (2n — 2k)12kn!’

2k

o coeficiente "~ *" no polinomio (2.11) é:

n! (2n — 2k)!12Fn! & (n!)%(2n — 2k)!

(_1)k k - :
2kEN(n — 2k)! (2n)!(n — k)! El(2n)!(n — k)!(n — 2k)!
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Entoén, sexan —2k =0

Py(z) = Z(_l) 27kl (n — k)!(n — 2]{)!3:
k=0
(5] n
_ idf 2n—2k (2.12)
2nkl(n — k) dz™
k=0
(3]
- 1 ﬂ ni' 2\n—k(__1\k
20l dan kzzo kl(n — k)!(w ey

onde [%] emprégase para denotar o maior enteiro menor ou igual que 3.

Se se alonga o percorrido da suma deixando que k varie dende o 0 ata m non hai ningin
cambio porque os novos termos tenen grado menor que n e a stas derivadas n-ésimas son
cero. Vexamos que se anulan:

dT’L
dzn

5 § iv 10T. i :
ara calquera k > g anulase a derivada anterior. Asi tense

(22" = (2n—2k)2n—2k—1)...2n -2k —n + 1)z"~2k,

n

1 dar 2)(2) (z2)" k(=1

—onpl dan ‘

P, ()

e aplicando o binomio de Newton temos:

1 d°
Pul®) = oo g

A expresion anterior chamase formula de Rodrigues e permite calcular dunha forma

(2% —1)". (2.13)

maéis sinxela os polinomios de Legendre.

Os primeiros polinomios de Legendre son:

P(](l') = 1,
Pi(x) =z,
1
Py(x) = 5(3172 - 1),
1
Psy(z) = 5(5353 — 3xz),
1
Py(z) = g(35.734 — 30z” + 3),
1
Ps(z) = §(63x5 — 702® + 15z),
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Asi temos definida a sucesion de polinomios de Legendre:

Py(x), Pi(z), Py(x), ..., Py(x), ...

Na Figura 2.1 podemos ver unha representacion grificas dos primeiros polinomios de

Legendre.
Primeiros polinomios de Legendre
N —
H p—
o —
— Py
7 — P
I P2
— Py
Py
Y — B
T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 2.1: Representacion grafica dos primeiros polinomios de Legendre.

Sexa {P,(z)}5°, a familia formada por todos os polinomios de Legendre (2.13). Que-
remos ver o seu caracter ortogonal no intervalo [—1, 1].
Para isto temos que verificar que o produto escalar (P, P,,) = 0 para todo m # n e

que HPnH2 = (P, P) =

ara m = n, isto é:
m+17? ’

1 0 si m#mn
/ Py (2)Py(x)dx = 2 . (2.14)

_1 1 sim=n
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En primeiro lugar vexamos que o produto escalar (P,, P;,,) = 0 para todo m # n.

k
d (a2 —

Partindo de (2.13), supofiamos que m < n. Por como esté definido sabemos que s
x

1)" = 0 para todo k < n e con x = +1. Ent6n comecemos co calculo da integral:

1 1 dn ) dm 9
/_IPn(x)Pm(:U)dz:: _1@(35 -1) Clx—m(x - 1)"dx

1 dn—l 9 m+1 5
1 5 m-+n 9

Como (2% —1)™ & de grao 2m entén temos que m < n e polo tanto xa temos garantido
o caracter ortogonal, isto &, (P, Py,) = 0.
Agora que xa sabemos o caricter ortogonal da familia de polinomios de Legendre,

{P.(z)}7°, en [—1,1] debemos calcular a sta norma. Queremos demostrar que:

2

P|* = :

Sexa f unha funcion calquera con derivadas n-ésimas continuas no intervalo [—1,1] e

definimos a seguinte integral:

1
j /_lf(x)Pn(:c)dw.

Aplicando a formula de Rodrigues, (2.13), tense:

B 1 1 n 5 "
= /_1f(x) (22 — 1)"da,

ALY dz™

integrando por partes temos:

1 dar—1 9 n 1 1 1 , dn—1 ) .
I= o] [f(x)dxn_l(x —1) ]1 = S /1f (x)d:z:"—l (z° —1)"dx

1 n—1
_ ! /f’(x)d («® — 1)"da.

Conpl ) dan—1

Volvemos a integrar por partes:
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|
Sexa f(z) = Py,(z). Por definicon £ (z) = (2n) Temos:

2nn]!
n)! 1 N
I = 22(3(73")2 /1(1 — 2?)"dx = 237(1?71'))'2/0 (1 — 2*)"d. (2.15)

Agora facemos o cambio de variable x = senf), a nosa integral pasa a ser:

2
/ cos? 1 9dg = cosTfsen + —— / cos®10do), (2.16)

2n +1 2n +1

enton a integral definida de (2.15) transformase en:

9 oy
/ ’ cos®™ 1 9dh = n / ’ cos®™ 1 9adp
0 2n -+ 1 0

om 2m—2 2 [2
= n n --/2cosﬁd0
0

m+12n—1 3
2"n]! 221 (n!)2

1-2.2n—-1@2n+1) (@n)2n+1)

Enton finalmente a integral (2.15) ten como resultado:

2
(2n+1)

e polo tanto a segunda parte de (2.14) queda demostrada.
Polo que finalmente temos garantida a ortogonalidade dos polinomios de Legendre.

Agora para ver que é unha base de Hilbert en L?[—1,1] s6 nos queda por ver que é

maximal.

Para estudar o cardcter maximal en primeiro lugar temos que ver que existen os desen-

rolos en series dos polinomios de Legendre. Dos polinomios de Legendre, (2.13) deducese:

1 :P()(I'),
x = Pi(x),
1 2 1 2
$2 = g + gPQ(fl?) = gp(](x) -+ gPQ((E),
3 2 3 2
z® = gx‘i' 5P3(5U) = 5P1($) + gPB(JU),

de aqui obtense que todo polinomio de terceiro grao pode escribirse como:
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p(x) = by + by + box® + bga®
3 )

= (w4 2) @+ (0422 ) Py + 2Pt + 22 Pt

3
= Z an P (x)
n=0

Como P,(x) é un polinomio de grao n, para todo enteiro positivo n pode estenderse

=m%mwwﬁu>+@[ () + &<ﬂ+@[3<>+ 2 py)

este procedemento posto que z"™ pode expresarse como combinacién lineal dos polinomios

de Legendre, (2.13). Polo tanto calquera polinomio p(x) de grao k pode escribirse como:

k
= Z anPp(z)
n=0

Agora o que nos interesa ¢ ver se é posible desenrolar unha funcién f € L?[—1,1] en

serie de Legendre, isto é, da seguinte forma:

= anPu(a). (2.17)
n=0

Se multiplicamos (2.17) a ambos lados por P, (z) e integramos termo a termo de —1 a

/ f(x dx—Zan/ x)d.

Aplicando a ortonormalidade dos polinomios de Legendre chegamos a:

/ f(z) Py (x)dz = am /_11 P2 (2)dz,

1, tense:

e polo tanto:

! 2
/ f(z)Py(x)dx = an

-1 n—|-1

Asi deducese que:

an 2”“/ £(z)Pa(z)davn € N.
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Entoén gracias a existencia das series de Legendre temos garantido o seu caricter maxi-
1
mal. Vese claramente que para f € L?[—1,1] se cumpre que / f(x)P,(z)dx =0 VneN
-1
se eso se f(x) =0.

o0

1
Asi temos demostrado que {1 [n+ 2Pn(x)} ¢ unha base de Hilbert ortonormal en
n=0

L?[—1,1] co produto escalar (f,g) / f(x

2.3. Bases de Hermite.

Ao longo desta seccion vamos a resolver a ecuacion de Hermite. Buscarémoslle solucion
empregando o método explicado no capitulo anterior no cal obteremos a solucién mediante
series de potencias e logo atoparemos unha familia de soluciéns que forman unha base de

Hilbert.

Vamos a buscar a solucién xeral da ecuacién de Hermite:

y" — 2xy + 2py = 0, (2.18)

sendo p unha constante real.

As funcions coeficiente son:

P(z)=-2z e Q(x)=2p,

ambas son analiticas en x¢p = 0 e polo tanto a orixe é un punto ordinario. Entén, empre-
o0

gando o método de Frobenius vamos atopar unha solucién da forma E anpx™. Como no

n=0
caso anterior, derivamos dita solucién e substituindo en (2.18), chegamos a:

o0

y'(z) = Z(n + 1) (n+ 2)an02"”
n=0

—2zy/(x) = Z —2(n + 1ay 12" Z —2na,x"

n=0

2py(z Z 2panx”.

Asi temos:

o0
Z(n +2)(n + 1)ap422™ — 2nayz™ + 2payz™ = 0,
n=0
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polo tanto o valor do coeficiente de ™ debe valer cero para calquera que sexa o valor de n.

Temos:
(n+2)(n+1)aps2 + (—2n + 2p)a,, = 0.
Despexamos:
2n — 2p 2(p—n)
[ A CE RV R (219

A partir de (2.19) obtemos os coeficientes a,, en funcién de ag e ap:

2p 2p
2——5@0_—5 0
o T2 2p-1)
2.3 3!
= AW 2°p(p - 2) a0
3.4 A1
o _SEW 2e-Vp=3)
45 5!
b= 3T __23p(p—2)(p—4)a0
5-6 6!
o= _Z10+2p _23(19—1)(1?—3)(19—5)a1
6-7 7!

Ao substituir ditos coeficientes na nosa suposta solucién obteremos a solucién formal
de (2.18):

o0
2 22p(p — 2 23p(p — 2)(p — 4
() =Zan:ﬂ”=ao[ _?Ii”x2+ p(i ) gt 4 2P 6!)(p )x6+“_]

ta [m B Sy 2e=DP=3) 5 2Pe-1HE-3)p-5 r

3! 5! 7!
(2.20)

Para que nos sexa mais sinxelo méis adiante referirnos as series anteriores vamos a
nomear a dos termos pares como y1(z) e a dos impares como ya(x).

Cando p non é un enteiro cada unha das series entre corchetes ten raio de converxencia
R = +00, isto &, a serie converxe para todo z. Para velo consideramos (2.19), modificamos

n por 2n e aplicamos o criterio do cociente:
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Im+2
Ao 422"t

a2nx2n

:‘ 2(—2n+p)

@n+m@n+n|ﬂ%

tomamos o limite cando n tende a infinito e vemos que vale 0, polo tanto, por dito criterio
é converxente. Analogamente acontece coa serie impar.

Sempre que p sexa un enteiro non negativo, unha das series é finita e redicese a un
polinomio e a outra continua sendo unha serie infinita. Cando p é par a primeira serie
redicese a un polinomio e en caso de ser impar redtcese a segunda.

Para construir os polinomios de Hermite, basta con escoller os ag € a; de modo que,
partindo dos polinomios que calculamos na solucién ao darlle valores a p, obtemos multiplos
destes cuxo termo dominante ¢ da forma 2"z". Estes polinomios dendtanse por Hy(x).

Vamos a introducir a féormula de Rodrigues dos polinomios de Hermite:

o d® o
H,(x)=(-1)"e" e . (2.21)

Antes de empregar (2.21) vamos a demostrala. A demostracion farase por inducion

sobre n.
Paran =0:
Ho(z) = (=1)%""e~*" =1
Paran=1:
1 11}'2 d _1.2 CEQ _‘,1,/.2
Hi(x)=(-1)"e e = (e7" (—2x)) =2z
Paran =2:
d? d
Hy(z) = (—1)2* e’ ex2—(—2xe_x2) = eIQ(—2e_x2 +4x?e™™) = 422 — 2.
dx? d
Paran = 3:
Hs(x) = ( l)i)’eg”Qd—ge_:’:2 = exzai( 2me_x2) = exzi( 2¢~ " —&—4:):26_9”2)
s da? N dx? N dx

= —ex2(12xe*x2 - 8x3e*5'32) = — (122 — 82%) = 823 — 12z.

De forma anéloga isto satisfaise para o resto de valores de n.
Agora vexamos que estos polinomios que obtivemos por inducién a partir da formula
de Rodrigues (2.21), son os mesmos que vamos obter ao substituir n = 0,1,2,... en (2.20).

Paran = 0:

yo(x) =ag=2"-1=1.
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Paran =1:
y1(z) =air =22 =22
Paran =2:
2-2 , 2 2
ya2(z) = ap(1l — % ) =ao(l —22°) = 4z” — 2,
sendo 2ag = —22 entén ag = —2.
Para n = 3:
2(3—-1 2
ys3(z) = a1(x — (3')303) =ay(x — gm?’) = 823 — 12z,
2 3
sendo §a1 = —2° e polo tanto a; = —12.

Analogamente para os resto n € N.
Enton, os {Hp(x)}o2, son os polinomios de grao n e dan lugar aos polinomios de

Hermite:

Hy(z) =1,

Hi(z) = 2z,

Hy(z) = 42° — 2,

Hj(z) = 827 — 12u,

Hy(z) = 162" — 4822 4 12,
Hs(z) = 322° — 16023 + 120z,

Vemos unha representacién dos primeiros polinomios de Hermite na Figura 2.2.
. . . oo .
Vamos a ver que os polinomios de Hermite, {H,}>2,, son ortogonais en R con respecto
2
z%/2

a funcion peso e™*7/< isto é:

/00 e*IQHn(x)Hm(x)dx =0 para n#m. (2.22)

—00
Para verificalo, en primeiro lugar facemos o seguinte cambio de variable:

y(w) = e Pu(e),

sendo y unha solucién da ecuacion (2.18) con p = n.

Derivamos:
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Primeiros polinomios de Hermite

o _]
<
o ]
N
. ]
o
7 — Ho
— H,
7H2
= — Hs
N H,
— Hs
| | | | | | |
-6 -4 -2 0 2 4 6
X

Figura 2.2: Representacion gréafica dos primeiros polinomios de Hermite.

/ x2/2

2 2 2 2 2 2
Yy =e zw + ¥ /Qw/ e y// = 22we® /2 s /2:1:w’+ex /2w+$w/€x /2 P /2’(0//.

Substituindo en (2.18) quedaria:

22we” /2 4+ e 22p0’ + zw'e” 2 4+ 2w — 2x(ex2/2xw + er/Qw') 4 2ne” 2w =0 =
= ex2/2(ac2w +w + 22w’ 4+ w" — 22%w — 22w’ + 2nw) = 0 =

= w4+ (2n+1—-2%)w = 0.
Asi chegamos a que w satisfai a seguinte ecuacion:

w” + (2n +1 — 2%)w = 0. (2.23)

Por construcién dos polinomios de Hermite temos que wy(z) = e~ /2H,,(x) é solucién
de (2.23) para cada n dado.
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Tomando w,, e w, as correspondentes solucions de (2.23) con n e m respectivamente.

Logo de multiplicar e restar chégase a:

wyw!! + (2n + 1 — 22)wpwy, — waw!l, — (2n + 1 — 22)ww, =0 =

= (wpw) — wawl ) + (2n — 2m)w,wy, = 0.

Enton ciimprese:

d
d—(wmw; —wpwl,) + 2(n — m)wpwy, =0 (2.24)
x

e integrando en R dediicese que:

< [(d
/ (d(wmw; —wpwl,) +2(n — m)wnwm> dx =0,
oo \dT

o que implica:

di(wmw; — wpw),)dz + 2(n — m) / Wpwmdr = 0.
oo dx oo

Dado que w, e wy, se anulan en +o0o chegamos a:

oo
2(n — m)/ e_IQHn(x)Hm(x)dx = 0.
—00

Desto altimo deducimos que se n # m se ten (2.22) que é o resultado que estamos a
buscar.

Polo tanto queda demostrado o caracter ortogonal dos polinomios de Hermite { H, (z) } 72

en L?(R) co produto escalar (f, 9) 02 = / e_fo(x)g(:v)dx.

—0o0
Agora vexamos que acontece cando n = m:

/ T [H,(z)]2dz. (2.25)

—0o0

Para resolvela necesitamos empregar a formula de Rodrigues, (2.21), relativa aos poli-
nomios de Hermite.

Sexa:
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vamos integralo empregando o método de integraciéon por partes, sexan:

u= Hp(z), du = H] (z)dz,
d" 2 dn_l 2
d?} = %6 d.T, v = We

Quedaria;

e’} [e’s) dn—l
| et P = [ ) e s
oo T

e’} dn—Z 5
= (—1)”+2/ H;{(a:)d —e “dx
oo T

- = (_1)2n/ H’I(Ln)e_szx

—00

Como o termo que ten a maior potencia de x en Hy(z) é 2"z temos que 20 (z) = 2"n!

e asf a tltima integral quedaria como:
[ee] 2 o0 9
2"n!/ e 2y = (2"n!)2/ e 2dx = 2"nI\/T.
— 00 —00

Polo tanto as funciéons de Hermite son ortonormais en R co produto escalar (-,-) _.2 e

tefien como norma ||Hy(z)|| = 2"n!y/T.

V2rnl/T

Claramente, tomando o conxunto:

o0
Enton tense que { } é ortonormal co produto escalar (-, -)6,12/2.
0

—x? —x2/2
(&
o) = Bl gt = ) s

oo
é ortonormal co produto escalar (f,g) = / f(x)g(x)dz.
— 0o

Vexamos que os polinomios de Hermite satisfan o Lema 2.17.. En primeiro lugar vamos
a calcular os catro primeiros polinomios de Hermite aplicando o método de Gram-Schmidt.

Paran =0:
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Para n =1:
B 1 1
v =2 — (m, m)@ﬂ \/ﬁ—x,
x _ V2
uq mfﬂ = \/ﬁx
Para n = 2:

02:x2—<x2 1 ) . 1 —<x2 ﬂx> \@ 2 1
a2 —1/2 V2 (2 1>'
2

u9 s =

T 212

Paran =3:

23— 3/2x 2 3
U3 = 5= o0 = (2*-Zz).
23 = 3/2z| a2 V/B\/ /7

Enton vemos que nos da os polinomios de Hermite como en (2.21) pero varian nunha
constante.

Dado que o Lema 2.17 é valido para a € R, temos que o conxunto {u,(x)}>2, é
maximal en L?(R) co produto escalar (-, *),—s2/2- Pero, iso & obviamente equivalente a que
o sexa {H,(x)}>2,, isto é:

o0

0= /oo e “f(z)Hy(z)dx = an/ e “f(x)up(x)dr Vn e N,

—0o0 —0o
enton tense que f(x) = 0.
Finalmente, vamos a obter os valores dos coeficientes de unha funcién f en series de

Hermite:

@) = anHa(). (2.26)
n=0

Actuando formalmente, se multiplicamos (2.26) a ambos lados por e~*° H,,(z) e inte-

gramos termo a termo dende —oo a 0o, tense:
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/_ T ) () = ;an /_ L@

Aplicando a ortonormalidade dos polinomios de Hermite chegamos a:

/OO e_x2Hm(x)f(a:)dac = am /00 e_IQH%(a:)dac,

e polo tanto:
—00
Asi dedticese que:

an =

e |

/OO e_man(:p)f(a:)dx = a,2"nl\/7.

e’ H,(z)f(x)dx.

Asi temos demostrado que {6_22/2[{ ()}, é unha base de Hilbert en L%*(R) co

produto escalar (f,g / fz

2.4. Bases de Laguerre.

Nesta seccién vamos a resolver a ecuaciéon de Laguerre. Buscaremos a solucién em-

pregando o método explicado no capitulo anterior no cal se obtén a solucién por medio

de series de potencias. Logo atoparemos unha familia de soluciéns que son unha base de

Hilbert.

Sexa a ecuacion de Laguerre:

zy" () + (1 = 2)y'(z) + py(z) = 0,

sendo p unha constante real.

En primeiro lugar vamos a reescribila como:

1—=x
y//(x)+ /

y(z) + y() 0.

Claramente as funcions de coeficientes:

Pa)=1"" ¢ Qu)="?

x

presentan unha singularidade en 2o = 0. Dado que xP(z) = 1—x e 2°Q(x)

que xg = 0 é un punto singular-regular.

A ecuacién indicial sera:

(2.27)

= px, deducimos
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m(m—1)+m=m?=0

e os seus exponentes seran m; = 0 e mg = 0.

Enton (2.27) admite unha solucién de Frobenius:
oo oo
y(z) = 2 Z anz" = Z anz"
n=0 n=0

o
sendo ag # 0 e a serie g anx" serd converxente para todo r € R

n=0
Derivamos a posible funcién solucién:

o0 o0
y'(z) = Znanm”_l = Z(n + Dapi2”
n=1 n=0
oo o0
(@) =3 nln - Dana 2 = 3 (0 +2)(n + Dansaa”
n=2 n=0
e sexa:
oo o0
vy (z) =2 Z(n + Dap12" = Z n(n+ 1)ap+12",
n=0 n=0
[e.e] o [e.e]
(1—-2)y(r)=(1—-2) Z(n + Dapi2™ = Z(n + Dapi12™ — Znanx”,
n=0 n=0 n=0

o (o)
py(x) =pY anz™ =Y paa"™.
n=0 n=0

Asf quedaria:

Z[n(n + 1)+ (n+1)]apt12" + [-n + plapz™ =0

n=0

e igualando os coeficientes de =" a cero tense:
(n(n+1) + (n+ 1)ant1 + (=0 +plan = 0.
Despexamos an+1 € chegamos & seguinte férmula de recorrencia:

n—p
Ap4+1 = man. (228)

Como xa sabemos que ag # 0, a partir de (2.28) calculamos os seguintes coeficientes:
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ay = —pao,
_1-p plp-1)
a’2_ 22 - 22 a07
2—p plp—1)(p—2
a3z = 32 a2:—(22_)(32)a07
3—p p(p—1)(p—2)(p - 3)
a4 = 42 as = 22'32'42 ap,
entén temos:
plp—1) 5 plp—1(p-2) 3 pp—-1)pP-2)(p-3) 4
y(m):ao[l—px+ 52 e — 57 32 z° + 52 .32 . 42 i
o
pp—-1)pP-2)..(p—n) ,
= ap (—1)” T .
2 CEmE

(2.29)
Cando p non é un enteiro a serie ten raio de converxencia R = +oo, isto é, a serie

converxe para todo x. Para velo consideramos (2.28) e aplicamos o criterio do cociente:

tomando o limite cando n tende a infinito vemos que vale 0 e polo tanto o criterio garantenos
que é converxente.

Sempre que p sexa un enteiro positivo antlase o coeficiente de toda potencia maior ou
distinta de p, isto é, a solucién convértese nun polinomio de grao p. Entén en este caso as
funcions dadas por (2.29) reciben o nome de polinomios de Laguerre.

A partir da formula de Rodrigues podemos reescribir os polinomios de Laguerre

cCoOmo segue:

dn

L,(z)= ex%(:cnefx). (2.30)
Antes de empregala vamos a demostrala. Aplicamos inducién sobre n.
Paran =0:

Lo(z) = (2% %) =1
Paran=1:
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Para n = 2:
Lo(z) = exd—z(lﬁe*m) = e‘”i(Qxe*x —2%e7%)
2 da? dx
=e%(2e7% —dze ™ + 2% = 22 — 4z + 2.

Para n = 3:

d? d?

Li(x) = e‘rﬁ(m’?’e*x) = ezﬁ@a@e*m —2%e7)
d
= e‘rd—(Gxe*z — 622 " 4 2%e™7) = (6" — 18xe” " + 9zl — xde™ )
x

= —2% + 922 — 182 + 6.

De forma anéloga isto satisfaise para o resto de valores de n.
Agora vexamos que os polinomios que obtemos a partir da formula de Rodrigues (2.30)

coinciden cos que se obtenen ao substituir n =0,1,2,... en (2.29).

Para n =0:
?/0(55):(1021.
Para n = 1:
yi(r)=ap(l -1 2)=a(l-2)=1-=x
con ag = 1.
Para n = 2:
()— 1 2. 2(27_1> 2) _ 1 9 12 _ 2 4 9
Ya2(x) = ag - T+ 2 7 = ag — m+2x =22 —4dx +
con ag = 2.
Para n = 3:

00,0 366 -2)5)
92 22.32

3 1
= ag <1—3:1:—|—2x2—6x3> = —234+922 — 182+ 6
con ag = 6.

Polo tanto se seguimos facendo o proceso para o resto de n € N, con ag = n!, obteremos

os polinomios de Laguerre como os que obtivemos pola férmula de Rodrigues.
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Enton, os {L,(x)}>2, son os polinomios de grao n e dan lugar aos polinomios de

Laguerre:

L()[IJ =1
L1[B =1—x
Lo(x =22 —4r 42

Podemos ver unha representacion grafica dos primeiros polinomios de Laguerre na

Figura 2.3

Primeiros polinomios de Laguerre

,
F

II
/

-100

-200
|
|
&L
| _—

Figura 2.3: Representacion grafica dos primeiros polinomios de Laguerre.
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Vamos a ver que os polinomios de Laguerre,(2.30) son ortogonais con respecto 4 funcion
peso e~ no intervalo [0, 00), isto é:
[e.e]
/ e *Lp(z)Lpm(z)dr =0 para n #m. (2.31)
0

A xustificacion que vamos a facer a continuacion de (2.31) esta baseada en ([9], Seccion
13.5, pax 127).

Tomemos:

I:/ 2™ Ly (x)e *dx
0

con m < n.

Para m > 0 tense:

Integrando por partes:

u=zm du = maz™ !
n n—1
dv = %(m”e_z) v= di”—l (z"e™™)

obtemos:

I= (2™ a (z"e™) h —m/oo ™! a (e *)dx
o dxn—1 0 0 dxn—1 :

Se repetimos a integracién por partes n veces chegamos a:

dxn—m

o dnfm
I= (—1)"m!/ (x"e ")dx.
0
Dado que m < n:
I=(-1)"m! [

enton satisfaise (2.31) sempre que m < n. Dado que L,, é ortogonal a todo monomio z™
con m < n, tamén o serd de L,, con m < n. Para m > n, s6 temos que intercambiar os
polinomios.
Polo tanto queda demostrado o caré%‘ger ortogonal dos polinomios de Laguerre en
L?[0,00) co produto escalar (f, ).« :/ e T f(x)g(x)de.
0

Agora vexamos que acontece cando n = m:
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/O h e [ Ly(z))dz. (2.32)

Para resolvela necesitamos empregar a formula de Rodrigues, (2.30), relativa aos poli-

nomios de Laguerre.
/ e [Lyp(z)]2dx = (—1)”(—1)”71!/ z"e % dx = (n!)?
0 0

Polo tanto as funciéns de Laguerre son ortogonais no intervalo [0, c0) co produto escalar

(*,+)e-= € ten como norma | L, (x)| = (n!)2.
Ln(z) ™

(n') n=0

Enton tense que é un conxunto ortonormal co produto escalar (f, g).—= =

/ " e f(@)g(w)da.

Claramente, tomando:

e~ % e—z/Q
ln(z) = Ln(7) (n])2 = Ln(z) ol
ser ortonormal en L2[0,00) co produto escalar (f,g) = f(z)g(z)dz.

0
Agora vexamos que se satisfai o Lema 2.17.. En primeiro lugar calculamos os catro

primeiros polinomios de Laguerre polo método de Gram-Schmidt.

Para n = 0:
ug = 1.
Para n =1:
vp=z—(z,1)-=-1=2—1, ulzli:;ex:m—l.
Para n = 2:

vy =1 — (2%, 1)po-1— (230 — 1)z - (x —1) = 2% — 42 + 2,

2 — 4z +2 x? 9r 4+ 1
Up=7—5———7 =——2z+1.
27 22 =4z + 2] 2

e—<T

Paran = 3:

v3 =12 — (23, 1) =0 -1 — (2%, — 1) =0 - (z — 1)

2 2
_ x3,x—2x+1> -x——2x+1:x3—9x2+18x—6,
2 -z 2
23— 922 4+ 182 +6 3 32+3 1
Ua = = — — =2 xr — 1.
ST et — 922+ 182 —6[|,. 6 2
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Como podemos observar son os polinomios de Laguerre (2.30) multiplicados por unha
constante.

Dado que o Lema 2.17 ¢ valido para 0 < o < 1, temos que o conxunto {u,(x)}>2 é
maximal en L2[0, 00) co produto escalar (-,),—,. Pero, iso ¢ obviamente equivalente a que

o sexa {Ly(x)}5°,, isto é&:

0= /0 e f(x)Ly(x)dx = an/o e *f(z)up(x)de Vn €N

e polo tanto f(x) = 0.
Finalmente, vamos a obter os valores dos coeficientes de unha funciéon f en series de

Laguerre:

— ZanLn(x). (2.33)
n=0

Actuando formalmente, se multiplicamos (2.33) a ambos lados por e ™ L,,(x) e inte-

gramos termo a termo dende 0 ata oo, tense:

/OOO e Ly, dm—Zan/ €™ Ly () L () d.

Aplicando a ortonormalidade dos polinomios de Laguerre chegamos a:

/Oo e "Ly () f(z)dr = am /OO e L2 (z)d,
0 0

e polo tanto:

/Uoo e "Ly (z) f(x)dz = ap(n!)?.

Asi deducese que:

(nl!)Q /000 e YLy(x)f(x)dz.

ayn —

Asf temos demostrado que {e~ /2L, (x )}OO: ¢ unha base de Hilbert ortonormal en

0
L?[0, 00) co produto escalar (f,g) / f(x
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