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Resumen

El algebra lineal sobre los cuaternios presenta algunas caracteristicas originales que
la diferencian de los casos real y complejo. En esta memoria se abordan algunos trabajos
recientes donde se estudian el determinante de Study, el determinante de Moore, y la matriz

adjunta e inversa.

Abstract

Linear algebra on quaternions has some original characteristics that differentiate it from
real and complex cases. In this report some recent works are explained shown where the
determinant of Study, the determinant of Moore, and the adjoint and inverse matrix are
studied.
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Introduccion

Los cuaternios son el primer ejemplo de un cuerpo no conmutativo. Fueron introducidos
por Hamilton en 1843. En la actualidad siguen siendo muy importantes sus aplicaciones
en ingenieria.

El algebra lineal sobre los cuaternios presenta algunas caracteristicas originales que la
diferencian de los casos real y complejo.

Se sabe que la mayor parte de los resultados usuales siguen siendo validos cuando se
pasa a espacios vectoriales sobre un cuerpo no conmutativo. Sin embargo, hay una parte de
la teoria donde la conmutatividad juega un papel esencial: la teoria de los determinantes.

La cuestion de extender el determinante del espacio C™*™ de las matrices complejas al
espacio H"*"™ de las cuaternionicas ya fue considerada por Cayley, sin éxito, en 1845. De
hecho no existe ningtn funcional multiplicativo H"*™ — H que coincida con det en C™*™,
Lo que ahora se considera determinante canénico fue introducido por Study en 1920, y es
un funcional multiplicativo pero con valores en R*, que extiende a |det| (el moédulo del
determinante complejo). Dieudonné demostro, en 1943, que el determinante de Study es el

dnico, salvo un exponente, funcional real F que cumple las siguientes propiedades:
1. Es multiplicativo, F(AB) = F(A)F(B)
2. Una matriz A es inversible si y solo si F(A) # 0.

3. F no cambia si a una columna se le suma un multiplo por la izquierda de otra

columna.

La formula clasica para el determinante complejo, basada en sumatorios y permutacio-
nes, no permite por tanto definir un auténtico determinante. Sin embargo, Moore demostrd
en 1922 que esté bien definida para las matrices Hermiticas, aunque el funcional resultante
no es multiplicativo. De hecho el determinante de Study de A coincide con el determinante
de Moore de la matriz Hermitica asociada AA*.

Mas recientemente, en 2008, Kyrchei probd que es posible adaptar el determinante de

Moore para desarrollar el determinante de Study por filas o por columnas, como en el caso
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X INTRODUCCION

clasico. Esto permite definir la matriz adjunta o de cofactores, y da un método explicito
para calcular la inversa de una matriz cuaterniénica.

El contenido de este trabajo es como sigue:

En el primer capitulo aclararemos las nociones mas bésicas de los cuaternios, asi como el
producto de estos, definiremos el conjugado de un cuaternio y estudiaremos los cuaternios
similares.Para acabar veremos los cuaternios en su foma compleja, asi como la matriz
compleja asociada, y las distintas propiedades que tiene.

En el segundo capitulo comenzamos definiendo la matriz compleja asociada a una
matriz cuaterniénica . También estudiaremos distintas propiedades de esta tltima matriz.

Mas adelante, en el tercer capitulo, estudiaremos dos importantes determinantes con
valores reales. Uno de ellos es el determinante de Study. Con la ayuda de un articulo de
Nir Cohen and Stefano De Leo, "The Quaternionic Determinant"[6], veremos que no hay
ningin otro funcional que nos de el mismo valor. El segundo es el determinante de Moore,
que cobrara importancia en el dltimo capitulo.

Por ultimo en el capitulo 4 estudiaremos una serie de resultados aportados por el
matematico Ivan Kyrchei [2], que introducen el concepto de determinante desarrollado por
una fila o una columna, con el fin de desembocar en el calculo de la inversa de una matriz

cuaterniénica



Capitulo 1

Cuaternios

De alguna manera podemos ver a C y a R? como el mismo conjunto. Si lo tratamos como
un espacio vectorial estaremos hablando de R?, cuyos elementos son vectores, mientras que
estaremos pensando en C si lo vemos como un cuerpo, siendo sus elementos los ntmeros
complejos. Lo mismo pasa con los cuaternios, que denotaremos por H y R%. Siendo 1, i,
j v k los elementos de la base canoénica de los cuaternios, representaremos un vector del
siguiente modo:

t+ i+ yj+ 2k

En este primer capitulo aclararemos las nociones més bésicas de los cuaternios, asi
como el producto de estos, definiremos el conjugado de un cuaternio y estudiaremos los
cuaternios similares.Para acabar veremos los cuaternios en su foma compleja, asi como la
matriz compleja asociada, y las distintas propiedades que tiene.

2 _

Si la condicién que tenfamos en los complejos era que ¢ —1, ahora en los cuaternios

tenemos la siguientes:
P=j=k=-1
ij=k,jk=1
ki=j,ji=-k
kj=—i,ik = —j
Los cuaterniones son un ejemplo de cuerpo no conmutativo. La multiplicacién es asociativa

y todo cuaternio no nulo posee un tnico inverso. La multiplicacién de los cuaternios no es

conmutativa.Veamos esto con un ejemplo.

Ejemplo 1.1. (No conmutatividad de los cuaternios )

Seanqg=1+3i+2jyq¢ =2i—k

q'q=2i+6i* + 4k — k — 3j + 2i = —6 + 4i + 3k — 3j



2 CAPITULO 1. CUATERNIOS

q¢ = 2i —k + 6i% + 3j — 4k — 2i = —6 + 3j — 5k

1.1. Propiedades béasicas

Definicién 1.2. Sea g =t + i 4 yj + zk un cuaternio, entonces definimos su conjugado

como

g=t—xi—yj— zk.
Proposicion 1.3. Sea q¢ un cuaternio y q su conjugado. Entonces,
2
|

q=q* =t*+ 2> +y* + 2

=

qq =
Corolario 1.4. La anterior proposicion tiene las siguientes consecuencias:

(1) Si q # 0, entonces tiene inverso:

_ q
q 1:72
4]

(2) 12 = 21
(8) q+q=2R(q)

(4) Todo cuaternio q es solucion de la ecuacion: r? — 2Re(q) - r + \q!2 =0

L =1=q"4

Demostracion. (1) qq~! = o

)

(2) Sean g1 =t+zi+yj+zky =t +2'i+yj+ k.

Sus conjugados son §1 = t —xi—yj—z2k y o = t' —2'i—y'j— 2’k. Entonces, tenemos,

@ =tt—txi—tyj—t'zk —tai — 2’z + 2yk — 22j — ty'j — v'ak — y'y+
yoi—tdk+2wj— 2yl — =t — a2 —yy — 22) — (2] + ot +yd — )i
(ty —x2 +yt' +2t)j— (2 +y/x — 2y + 2tk =
't —t'zi —tyj —t'zk — tai — 2’z + 2yk — 22§ — tj — 'k — 'y +

Y-tk +2xj—Fyi— 2z =

9241

(3) TRIVIAL
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(4) Seaqg=t+zxzi+yj+zk
Hagamos primero ¢°.

@® = (t+zi+yj+zk)- (t+aityj+zk) =2 +toi+tyj+tzk+toi— 2% +oyk —vzj+
tyj —ryk —y? +yzittzk+zaj—2yi— 22 = (2 —2% —y? —22) + (2t2)i+ (2ty)j+ (2t2)k

Teniendo en cuenta que 2R(q)-q = 2% +2tx+2ty+2tz y que |q|? = (2 + 22 +y%+22).

Entonces, finalmente,

*—2Re(q)-q+|q|* = (12 —2?—y? —2%) 4 2txi+2tyj+ 2t 2k— (26> 2t wi+ 2ty j+2t2K) + (2422 4> +2%) = 0

Por tanto, podemos afirmar que g es solucién de la ecuacién dada.
O

Anadamos, a raiz de lo anterior, algunas propiedades aparentemente evidentes pero

importantes:

Proposiciéon 1.5. Se cumple lo siguiente:

] = lql
» R(q1¢2) = R(q2q1)

lg ™t = g7

lq1g2| = |q1] |g2]

Demostremos la iltima propiedad:

\Q1Q2!2 = (0102)(192) = (192)(2q1) = (1 (@@R)0 = ¢ |Q2!2q_1 = \Q1|2 !CI2\2

Esto pasa porque los reales conmutan con los demds cuaternios

1.2. Cuaternios Similares

Definicién 1.6. Dos cuaternios ¢ y ¢’ son similares si existe un cuaternio r # 0 tal que

q =rqgr L.

Ejemplo 1.7. Los vectores i y j, son similares :

j=rir~!
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Sea r =i+ j vemos que se cumple jr=ries -k—1=-1-k

Teorema 1.8. Dos cuaternios q y q' son similares si y solo si:

Tienen la misma parte real y tienen el mismo mddulo

Demostracion. (=)Sean q y ¢’ cuaternios similiares, con lo que ¢’ = xqr~t.

Entonces |¢ | = |#||¢||z~"| con lo que demostramos que ¢ y ¢ tienen el mismo médulo

(usando el hecho de que el médulo de z~!

es el inverso del modulo, y que los reales
conmutan con los demés cuaternios) Demostremos ahora que tienen la misma parte real.

Usando el hecho de que R(qq") = R(¢'q) tenemos
2R(¢) = 2R(zqz ™) = 2R(qzz™1) = 2R(q)

(<) Tengo que ver que dados dos cuaternios ¢ y ¢’ que verifiquen las hipotesis , se
cumple que ¢’ = zqx 1.

Dividamos la demostraciéon en dos partes.

Sea qo € H un cuaternio sin parte real, es decir, si R(qo) = 0 entonces qp = zi+yj+ zk.

Demostraremos que qq es similar a |go|i, es decir, que existe un cuaternio p # 0 tal que
lq0li = pgop~!. Esto es lo mismo que decir que todos los cuaternios de parte real nula y
modulo 1, son similares a i.

1

Encontremos un cuaternio p # 0 que cumpla |go|i = pgop™", es decir, |qo|ip = pqgo.

Sea qo =zi+yj+zkyp=1t+2'i+yj+ 2’k y denotemos, para facilitar la lectura,
lgo] = Va2 +y?+22=a€R.
Resolviendo |golip = pgo llegamos al siguiente sistema de ecuaciones lineal de cuatro

ecuaciones con cuatro incognitas.

(—a+x)2' +yy' + 22/ =0
(a—2)t' —zy +yz' =0
—yt' + za' + (—a— )2’ =0
—zt' —ya' 4+ (a+x)y =0

Representandolo de forma matricial tenemos:

0 —a+z vy z t 0
a—x 0 —2z Yy o
—y z 0 —a—u| v o
—z -y  a+tzw 0 2 0

Observando el rango de la matriz, llegamos a la conclusion de que el rango no es 3, ya

que el determinante de una submatriz es igual a 0. Por tanto la matriz tiene rango 2 si
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y% 4 22 # 0 (eligiendo convenientemente la submatriz adecuada).En este caso tenemos que

resolver el siguiente sistema:

BRIk

y tomando por ejemplo 2’ =y = 1, tenemos que,

(a+z)2
—(a+2)y

g lata)—y)+(ata)e  (at2)(~y+2)
y? 4 22 y? + 22

o yla+z)+zla+z) (a+x)(y+2)

y? + 22 y? 4 22

En el caso de y? + 22 = 0, qo seria complejo, concretamente gy = i.
Por tanto, si > 0 entonces tendriamos que |z|ip = p|x|i, por lo que nos sirve p = 1.
En cambio, si < 0 entonces tendriamos que |z|ip = —p|z|i, lo que querria decir que
ip = —pi, por lo que nos sirve p = j.
Veamos el caso general. Sean ¢ y ¢’ tal que |¢| = |¢'| y R(q) =R(¢') =1
Entonces ¢ =t +qo y ¢ =t + ¢). Por tanto |qo| = |gj|-
Recordemos que qo y ¢, eran similares a |goli y a |gf|i.
Tenemos que ¢' =t + p/|qoli(p') " v ¢ = t + plgolip™*
Por lo que, ¢' = p'(t + |go[)(p) ™" v ¢ = p(t + |qo[i)p~"

Entonces, como ademés t + |goli es similar a a ¢ y |go| = |g(|, tenemos,
¢ =pp ap(p)!

Y con esto, finalmente, llegamos a que,

Corolario 1.9. Todo cuaternio es similar a un ndmero complejo.

Demostracion. Sea un cuaternio g con parte real t y moédulo r = |g|. Vemos que r2 > t?
porque

r? =gl =+ 2?4 22 > 8

Sea z=1t+ i\/(rz — t2) un nimero complejo.

Por tanto observamos que:
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» R(z) =t
s =202 -2 =2 = |g)?

Y con esto concluimos la demostracion de este corolario. O

Proposicion 1.10. Sea g € H, podemos expresarlo de forma inica como u + jv, con

u,v € C.

Demostracion. Sea q =t + xi+yj+ zk, con t,x,y,z € R.

Teniendo en cuenta que k = —ji, concluimos que
q=(t+zi) +j(y — 2zi) = u+jv,

con u,v € C. O
Corolario 1.11. Todo cuaternio se puede escribir como un par de complejos.
Proposicion 1.12. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. Sea ¢ = u+ jv entonces R(q) = R(u)

2. Si z € C entonces jz = Zj (jz = ja — bk = Zj)

3. Sea q € H, entonces |q|® = |u|? + |[v]? = t2 + 22 + y? + 22
Proposicién 1.13. Dado un cuaternio ¢ = u + jv, su conjugado es § = u — jv
Demostracion. =t+jv=u+vj=1u—0j=u—jv (j=—j) O

Observacion 1.14. En general, son mas faciles las cuentas con pares de complejos que con

cuatro reales.

1.3. Matriz Asociada

Definicién 1.15. Dado un cuaternio ¢ € H, en la forma ¢ = w + jv, su matriz compleja
u —v
vooa |

Proposicion 1.16. Dados q,q' € H, se cumple:

asociada es ¢(q) =

(a) c(g+q') = clq) +c(d)

(0) clg-q') = clq) - cld)
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(d) e(t-q)=t-c(q), siteR

(e) detc(q) = |q?

Demostracion. (a) Sea g=u-+jvy ¢ =u +jv, entonces ¢+ ¢ = (u+u) +jlv+v)y
por tanto,
utu —v—

clg+d)= .
v+ U uU—+u

Por otro lado,

VTR yia— —

v+v a4+

(b) En este caso
r_ . Py s N / P S A ro— s/ ] /
q-q¢ = (u+jv)(u +jv) =uu 4+ ujv’ + juu' — ov' = (v’ — V") + jluv' + vu’).

Por lo que,

Por otro lado,

wy — v —w’ — ou!

vu' + v’ —vv’ + au!

Yy que

(d) Ahora tenemos que, siendo tq = tu + j(tv),

|tu —(tv)|  ftu —to
clte) = [tv u ] B [tv tu]

¥y que
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(e) Dado ¢ = u + vj. Tenemos que,

det c(q) = ui +ov = [uf® + v]* = |q|?



Capitulo 2

Matrices Cuaternionicas

En este capitulo comenzamos definiendo la matriz compleja asociada a una matriz

cuaterniénica . También estudiaremos distintas propiedades de esta tltima matriz.

2.1. Matriz Asociada

Definicion 2.1. Definimos matriz cuaternioénica como una matriz

qi1--*  Qin

nl° " 4nn
donde cada g;; = u;; + jv;j, con u,v € C es un cuaternio.
Entonces, M = U + jV con U,V € C"*"
Observacion 2.2. Denotamos M € H™*"
Definicion 2.3. Definamos la matriz compleja asociada a la matriz cuaterniénica M:
u -V

=1, 5

Notemos que ¢(M) € C?nx2n
Ejemplo 2.4. Sea M € H?*2,

3+i+j 1+3k
1-2k 1+i+2j

Descomponiendo en complejos, tendriamos,

3+i 1
1 1+i
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Entonces
AlC
o(M) =
B | D
donde
A 3+i 1 ’
1 141
1 -3i
B = ,
21 2
-1 -3i
C= al
21 =2

Proposicion 2.5. La matriz compleja asociada a una cuaternionica posee las siguientes

propiedades:
1. e(Ip) = Iny
2. (M + M') = c(M) + c(M)
3. (M- M) = c(M) - (M)

4. e(M*) = e(M)*

Demostracion. Se demuestra de manera anédloga a los cuaternios como hicimos en la Pro-

posicion 1.16. O
Observacion 2.6. Es necesario puntualizar lo siguiente:
. (M) # c(M)!

» (M) # c(M)

» Asi como se cumple que c¢(tM) = tc(M), si t € R, tenemos que ¢(zM) # zc(M), con
2€C

Observacion 2.7. Por la visto en la Proposiciéon la aplicaciéon
nxn

c: H (C2n><2n

es un morfismo de R-algebras.
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Proposicion 2.8. La aplicacion anterior es inyectiva.

u -v

Demostracion. ¢(M) =0 = v U] =0=U+jV=0=>U=0,V=0=M=0.

O

Proposicién 2.9. Sea N € C?"*?"  entonces: N pertenece a la imagen de ¢ si y solo si

— 0o -1,
NJ = JN. Siendo J = .
I, 0

A -B
Demostracion. (=) Si N =C(M) = B , entonces
A -B 0 —I, -B -4
B A I, O A -B
— Jo -] [A Bl [-B -4
I, O B A A -B

, siendo cajas n X n.

(€)SiN = [%

Tenemos que

y p— —
P el B N
I 0 b d a ¢
De este modo tenemos que d = @ y ¢ = —b, por lo que nuestra matriz N sera de la
forma

Proposicion 2.10. M es inversible si y sélo si ¢(M) es inversible

Demostracion. (=) Si existe M1, entonces MM~! = I,. Entonces ¢(M) - c(M~!) =
c(M - M~1Y) = ¢(I,) = Iz, lo cual implica que ¢(M 1) = ¢(M)~1.
Por lo tanto ¢(M) es inversible.

(<) Sea ¢(M) inversible y sea A su inversa. Demostremos primero que existe N € H™*"™

tal que ¢(N) = A € C?*"*?n_ Es decir, que A pertenece a la imagen de c. Esto ocurre si
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AJ = JA, Como c¢(M) estd en la imagen sabemos que c(M)J = Jec(M). Y sabemos
(M)A =1= Ac(M). Por tanto, JA = Je(M)~1 = ¢(M)~1J = AJ

Por tanto,

c(M) inversible = JA € C?>"*?" tal que ¢(M) - A = Iy, = c¢(M) - c¢(N) = c(I,,) =
¢(M-N)=c(I,) = M- N = I, (porque c es inyectiva) = M es inversible. O



Capitulo 3

Determinantes

En este nuevo capitulo estudiaremos dos importantes determinantes con valores reales.
Uno de ellos es el determinante de Study. Con la ayuda de un articulo de Nir Cohen
and Stefano De Leo, "The Quaternionic Determinant"[6], veremos que no hay ningin otro
funcional que nos de el mismo valor. El segundo es el determinante de Moore, que cobrara

importancia en el dltimo capitulo.

3.1. Determinante de Study

Definicion 3.1. Llamaremos determinante de Study de M € H"*", y lo denotaremos por

Sdet(M), al determinante de la matriz compleja c¢(M).

i
Ejemplo 3.2. Calculemos SdetM, con M = [ Kl Determinemos su matriz compleja
j -

asociada. Para esto, descompongamos primero en complejos,

[l

. Por tanto, tenemos que,

A|C
CM)=|——
B|D
donde -
A= : ;
_0 0_
0 o]
B = R
L 1_

13
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0 0
C = ,
-1 i
i 1]
D= .
[0 0_

Y por lo tanto, obtendremos el determinante de Study haciendo el determinante usual (por
adjuntos,por la segunda fila, cuyos elementos son 1 e i) de la matriz compleja asociada, es
decir, de C(M)

il 00 0-1—i i 00
Sdet(M) = det(C(M)) = |50 11 :1-‘04 1 +i-jo-1-i|=1-2+4+i-(-2i)=4
1i 00 1 0 O 0—-i 1

Lema 3.3. Sea N = c¢(M). Entonces, como J? = —1I entonces J ' = —J

— 0 -1,
Por tanto podemos decir que N = —JNJ. Recordemos que J = [I 0 ]

Pongamos a continuaciéon un resultado del matematico Leiba Rodman que nos muestra

en su libro "Topics in Quaternion” [5], concretamente el Claim 5.6.1 (pagina 104).

u -V
Proposicion 3.4. Para cada matriz B = ¢(M) = voTl donde U,V € C™"*™, existe
o . T T, .
una matriz inversible T = o7 | con T1, T, € C™*"™ y una matriz J; € C*"*" de
2 1

Jordan, cumpliendo lo siquiente:

=T 'BT

Ji 0
0 Jp
Lema 3.5. Dada la matriz de Jordan de la matriz C(M),

J 0
J = —
0
Entonces,

detc(M):detj:Al....)\n.Tl....Tn: |A1’2|>\n’220

De aqui sale el siguiente Lema.

Proposicion 3.6. Se cumplen las siguientes propiedades:
1. Sdet(M) es un nimero real no negativo, Sdet(M) = det c¢(M) >0

2. Sdet(A - B) = Sdet(A) - Sdet(B).
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3. M es inversible < Sdet(M) # 0

4. 81 en una matriz M, a la columna M; le sumamos un miltiplo M; - h de la columna

M;, entonces Sdet no cambia.

Demostracion. 1. Demostrado anteriormente

2. Es inmediato porque:
c¢(A-B) =c(A)-c(B)
3. (=)M inversible = IM L talque MM~ =T = ¢(MM™) = ¢(I) = ¢«(M)c(M~1) =
I = ¢(M) inversible = det(c(M)) # 0 = Sdet(M) # 0.
(«<)Sdet(M) # 0 = det(c¢(M)) # 0 = ¢(M) inversible, y en virtud de la Proposi-
cién 2.10 M es inversible.
4. Para demostrar este apartado definamos lo siguiente:
Sea Mzg<h) =1+ hE;ji<]j.
Es necesario decir que {E }ijl es una matriz de ceros con un 1 en la posicién 75. Si

multiplicamos nuestra matriz M por M;;(h) le estaremos sumando a la columna M;

un multiplo M; - h de la columna M;

La matriz M;j(h) es triangular superior, por lo que el determinante de Study es el
producto de los cuadrados de los médulos de los elementos de la diagonal, que en

este caso son todo unos.

Por tanto,

Sdet(M - Mi;(h)) = Sdet(M) - Sdet(M;;(h)) = Sdet(M) - 1 = Sdet(M),

con lo que concluimos la demostracién.

3.2. Unicidad del determinante

Existe una serie de resultados que Nir Cohen y Stefano De Leo exponen en un articulo
llamado "The Quaternionic Determinant"[6]. El siguiente corresponde al Lema 5.2 del

mismo.

Lema 3.7. Si la aplicacion,
D:H™" — R,

es multiplicativa no constante, entonces:
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1. D(S)=1s8>=1
2. D(S)- DS Y =1yD(S™IMS) =D(M) si S es invertible
3. D(P) =1 para todas las matrices permutaciones P

4. D(M) =0« M es singular.

Demostracion. La multiplicatividad implica D(I) = 1.
1. Es consecuencia de la multiplicatividad
2. Es consecuencia de la multiplicatividad

3. Toda matriz permutaciéon es producto de matrices producto elementales P; donde
PZ-2 = 1. Las matrices permutacion se obtienen de la matrizidentidad al intercambiar

el orden de filas (o columnas).

4. («)Si M es no singular, entonces aplicando D a MM ~! = I implica que D(M) # 0.
Esto ocurre ya que D(M - M~ =D(M) -D(M~1') = 1.

(=) J. L. Brenner prueba en el Teorema 1.6 [4] que si D es un funcional multiplicativo,

entonces vale cero en cualquier matriz singular.

Proposicion 3.8. No hay aplicacion multiplicativa

D-H s H

que coincida con el determinante complejo, si la aplicamos a una matriz compleja.

Demostracion. Es suficiente con obtener un contraejemplo para n = 2. Consideremos ma-

trices 2 X 2, i
1+i 0
M=
0 i
1+i 0]
=[P
0 —i

i

Como S es invertible, por el lema anterior, tenemos que D(S) # 0. Como SM = NS
concluimos que D(S) - D(M) = D(N) - D(S), por lo tanto D(M) y D(N) tendrian que
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ser similares . Esto es una contradiccion ya que R(D(M)) # R(D(N)). Esto es asi ya que

sabemos que dos cuaternios similares tienen partes reales iguales.Tenemos
D(M)=det(M)=(1+1i)i=i—-1

En cambio,

D(N)=det(N)=(1+1i)(-i)=—-i+1
O
Corolario 3.9. Si M es una matriz triangular superior, entonces Sdet(M) = [[i, |mii|?.

Demostracion. Demostremos estos con ejemplo.

Determinemos su matriz compleja asociada.

Sea la matriz genérica 2 x 2, M = [

Para esto, descompongamos primero en complejos,

1 o] . [o Kk
+j-
0 1 0 0

. Por tanto, tenemos que,

A|lC
CM)=|—+—
B|D |
donde -
A= )
_0 -
B = ,
- 0_
C= )
L 0_
1 0]
D= .
[0 1_

Y por lo tanto, obtendremos el determinante de Study haciendo el determinante usual (por

adjuntos, por ejemplo) de la matriz compleja asociada, es decir, de ¢(M)

Sdet(M) = det(c(M)) = 1-1=1= ﬁ i |?
=1
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Corolario 3.10. Para todas las matrices M se tiene que Sdet(M) = [, |\il, donde \;

son los autovalores de M.

Demostracion. Por el Lema 3.7, es suficiente considerar la forma de Jordan de M, que es

del tipo de matriz considerada en el corolario anterior. O

Corolario 3.11. Para matrices complejas tenemos Sdet(M) = | det ¢(M)|

Teorema 3.12. Sdet(M) es la unica aplicacion,
D:H™" — R,

que es multiplicativa, es decir, D(M - N) =D(N - M) =D(M) - D(N)

y satisface la siguiente condicion,

D(ql) = |q|",Vq € H

Demostracion. Sea una aplicacion D que satisface las hipotesis del teorema. Cojamos la

base canonica usual sobre H en H"*", {E;;} Sea un cuaternio distinto de cero, ¢ € H.

n
i,j=1

Consideremos las matrices elementales diagonales de orden n,

Mi(q) =1+ (q—1)E;y

n(n—1)
2

y las matrices triangulares superiores de orden

M;j(q) =1+ qE;j,i <j

Primero, mostremos que D(M;(q)) = |q|.
En efecto, observamos que D(M;(q)) es independiente de 1 < i < n.
Asi que, llamamos f(q) := D(M;)(q) = |g|. Tenemos ¢I =[], M;(g), por lo tanto,

n

lqI" = D(qI) = [ [ D(Mi(q)) = f(9)"

i=1

Por tanto f(q) = |q|, tal y como se afirma. Ahora mostremos que D(M;;(q)) = 1. En

efecto, es facil de ver que,

MM (q) = Mij(—q) = M;(—1)M;;(q)Mi(—1)
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por tanto D(M;;(q)~') = D(M;;(g)). Ahora, D(M;;(g)) = 1 se demuestra por el Lema

de nuevo. Entonces tenemos establecido que

nxn

D: H”™ — Ry

satisface

D(M - N) =D(N - M) = D(M) - D(N)

D(Mij(q)) =1,

y la propiedad 4 del Lema (D(M) =0< M es singular).
Por lo tanto, y de acuerdo con un resultado de Dieudonne [3], , D = Sdet” para algtin
r € R. Debido a D(q-I) = |q|™ y Sdet(q - I) = |q|*", se tiene que r = 1/2. O

3.3. Determinante de Moore

Veamos, en este apartado, que es posible definir un determinante para las matrices
hermiticas. Para ello, acudiremos a un articulo de Helmer Alasken llamado "Quaternionic
Determinants"[I].

Sea ¢ una permutaciéon. Escribamosla como producto de ciclos. Permutemos cada ci-
clo ciclicamente, hasta que el nimero mas grande del ciclo esté al frente. Luego ordenar
los ciclos en orden decreciente de acuerdo con el primer niimero de cada ciclo. En otras

palabras, escribir

o = (nar---nu) (21 nap) - (-, )

donde para cada 7, tenemos n;1 > n;; para todo j > 1,y niqp > ngp > -+ > nyq

Definicién 3.13. Definimos el determinate de Moore como,

Mdet(M) = E | [M 1y - "My, Mngings *° Mngleng
oS
b*

Ejemplo 3.14. Ejemplo matriz 2 x 2, M = [Z
c

], con a = a*, ¢ = ¢* (es decir, a,c

real.
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Las dos permutaciones posibles, descompuestas en ciclos, nos dan (1)(2) y (12), es
decir, siendo rigurosos con la definicion que nos acerca Helmer Aslaksen, (2)(1) y (21),
respectivamente. Por tanto, segiin la definicion dada anteriormente:

Mdet(M) = MM922M11 — M21M12 = ac — ‘b‘2
Definicién 3.15. Una matriz es hermitica si H = H*

Proposicion 3.16. Si nos restringimos a una matriz hermitiana, H, resulta que todos sus

valores propios son reales y que la matriz se puede diagonalizar
Proposicion 3.17. Si H es una matriz hermitica, entonces Mdet(H) es un nimero real
Teorema 3.18. Sea M una matriz no hermitica cuaternonica, entonces tenemos que
Sdet(M) = Mdet(MM™)

. . . i1

Demostracion. Demostremos esto con un ejemplo: Sea la matriz M = [ k] . Sabemos
J f—

por el Ejemplo 2.4 que Sdet(M) = 4, por lo que solamente tendremos que comprobar
que Mdet(M*M) = 4. Hagamos primero M*:

=[] [ -F

Mdet(MM*) = MM9o22M11 — M21M12 = 4

. Por tanto,

O

Para posteriores resultados, y en especial para el proximo capitulo, es necesario definir

la siguiente notacién.

Definicion 3.19. Sea A € M (n, H):
» Denotamos por a ; la j-ésima columna de la matriz A.
= Denotamos por a;. la i-ésima fila de la matriz A.

» A (D) es el resultado de reemplazar en A, la j-ésima columna por la columna b.
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n A; (b) es el resultado de reemplazar en A, la i-ésima fila por la fila b.
» Aj (a;.) se obtiene de A al reemplazar la j-ésima fila por la i-ésima fila

» A j(a;-b) se obtiene de A al reemplazar la j-ésima columna por la i-ésima columna

multiplicada por b € H (por la izquierda).

» A% es la submatriz resultado de eliminar de A, tanto la fila i-ésima como la columna

Jj-ésima.

] A’;(az) se obtiene de A reemplazando la j-ésima columna por la i-ésima columna y

luego borrando la i-ésima fila y la i-ésima columna.

Teorema 3.20. Si en la i-ésima fila de una matriz hermitica A € M (n,H) anadimos una

combinacion lineal por la izquierda de otras filas, entonces
MdetA; (a;. + crai, + -+ cgai, ) = MdetA; (a;. + crai, + - cga;, ) = MdetA

, donde c; e HLVI=1,..., k.
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Capitulo 4

Matriz Inversa

Acerquemos una serie de resultados aportados por el matematico Ivan Kyrchei [2], que
introducen el concepto de determinante desarrollado por una fila o una columna, con el fin

de desembocar en el calculo de la inversa de una matriz cuaternionica.

4.1. Determinante por filas

Definicién 4.1. El determinante por la i-ésima fila de A = (a;;) € M (n,H) se define como
la suma alternada de n! productos de los elementos de A, donde la permutacion del indice
de cada producto en cada producto la permutacion de indices se escribe como el producto
de ciclos disjuntos. Si la permutacién es par, entonces el producto de los elementos de A
tiene signo positivo. Si la permutacién es impar, entonces el producto de las entradas tiene

signo negativo. Asi,

. —_ J— n—r .. . . P . e e . . . .. . .
rdetlA - E ( 1) a”kl alkl Tkq+1 a1k1+111 aZkTZkTJrl aZkTJrlTZkT
UESn

Veamos con un ejemplo general como funciona el determinante por filas.
Ejemplo 4.2. Si tenemos una matriz 3 x 3, las permutaciones posibles son 6.

» 123 = (1)(2)(3)

» 132 = (1)(23)

» 213 = (12)(3)

= 231 = (123)

= 312 = (132)

23
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321 = (2)(13)

Pongamos entonces un ejemplo de determinante por la segunda fila (suma alterna de n! = 6
productos de entradas de A). Segin Kyrchei el orden del producto de ciclos es,

o =i ig gy, )k Ty Tkoyy o) (k. 9k, -+ ). Teniendo en cuenta que,

ikQ < ik3 < -0 < ikm ikt < ikt+5,Vt =2,..rms=1,..

Sea entonces una matriz 3 x 3:

ailp a2 a3

A= az1 azz a23|

az1 asz2 as3

Establezcamos un paralelismo entre los productos de ciclos y el producto de los elemen-
tos de las matrices (tal y como lo define Kyrchei en el determinante por filas), siguiendo

el mismo orden:
= (2)(1)(3) +— a2z - a11 - as3
= (23)(1) «— a3 - as2 - anl
= (21)(3) «— a21 - a12 - ass
= (231) <— ag3 - az1 - a1z
n (213) <— a91 - a13 - as
» (2)(13) «— ag2 - a13 - a3y

Podemos observar que al tratarse de un determinante desarrollado por la segunda fila,
el primer elemento sera siempre un 2 ya que asi lo definié Kyrchei en el orden del producto
de ciclos.

Por tanto tenemos que, como

rdet; A = E (—1) Qg Vige gy 11 Qigy 1,0 Qigip, 1 Qi gty ke
oESy

entonces,
rdeto A = age-a11-a33+az3-aszz-ai1+azi-ai2-asz+ag3-azi-a12+as -ai3-aze+an-aiz-as;

Existe una expresion més manejable de esta definicién anterior. Para ello necesitaremos

lo que Kyrchei llama cofactor.
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Definicién 4.3. Sea R;; el i-ésimo cofactor por la derecha de A € M(n,H), la siguiente

expresion,

Ry — —rdetjA?;:(Q.i), i # J,
rdetp i, i=,

donde A’;(az) se obtiene substituyendo la j- ésima columna por la i-ésima columna y luego

eliminando la fila y la columna i-ésima, A% se obtiene de eliminar la fila i y la columna i,

v k= min{l, \ {i}}

Proposicion 4.4. Utilizando la definicion anterior podemos definir el determinante por

filas del siguiente modo:

n
I'd@tiA = Zainij,Vi = 1, ey 1
j=1

4.2. Determinante por columnas

Definicién 4.5. El determinante por la j-ésima columna de A = (a;j) € M (n, H) se define
como la suma alternada de n! productos de los elementos de A, donde la permutacién
del indice de cada producto en cada producto la permutacién de indices se escribe como
el producto de ciclos disjuntos. Si la permutacién es par, entonces el producto de los
elementos de A tiene el signo positivo. Si la permutacién es impar, entonces el producto

de las entradas tiene el signo negativo. Asf,

cdetjA = E : (=1)" " Wi sty T W i Qjjry gty " g1k, Yy 3
TES’n

Ejemplo 4.6. Si tenemos una matriz 3 x 3, las permutaciones posibles son 6.
» 123 = (1)(2)(3)
= 132 = (1)(23)
= 213 = (12)(3)
= 231 = (123)
» 312 =(132)
= 321 = (2)(13)

Pongamos entonces un ejemplo de determinante por la segunda columna (suma alterna de

n! = 6 productos de entradas de A). Segtin Kyrchei el orden del producto de ciclos es,

0= (rrstr = Jkr) - ko = Jk2) Ukr 00 -+ J)
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Teniendo en cuenta que,
jkz < jk3 << jk,wjkt < jkt+S7Vt = 27 TS = 17 ey lt
Sea entonces una matriz 3 x 3:

ail a2 a3

A= lag a2 a3

a3y asz2 as3
Establezcamos un paralelismo entre los productos de ciclos y el producto de los elemen-
tos de las matrices (tal y como lo define Kyrchei en el caso del determinante por columnas),

siguiendo el mismo orden:

= (3)(1)(2) ¢— ass - a11 - az
= (1)(32) «— a11 - as2 - ag

» (3)(12) «— ass - aj2 - a9

n (312) <— a31 - a12 - ags

n (132) <— a13 - asz - ag

» (31)(2) «— as1 - a1z - az
Por tanto tenemos que, como

A _1\n—T,. . . ) (s . .
cdetjA = E : (=1)" " W sty " W i, gy vty " Vg +19k; Yy 3>
TES’n

entonces,

cdetoA = agz-ai1-az+ai1-azz-azz+asz-ai2-az1+az1 a2 a3 +a13-a32- a1 +asi-ai3-aze
Tal y como hicimos anteriormente, demos una expresion alternativa.

Definicion 4.7. Sea L;; el i-ésimo cofactor por la izquierda de la matriz A € M (n,H), la
siguiente expresion,
Lo — _CdetlAZJ (aj.)’ { 75 jv
Y cdety, A9, i=7,
donde Afj (a;.) se obtiene substituyendo la i- ésima fila por la j-ésima fila y luego eliminando

la fila y la columna j-ésima, A%/ es el resultado de quitarle a la matriz A la fila j y la columna

Jy k=min{l, \ {i}}
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Proposicion 4.8. Utilizando la definicion anterior podemos definir el determinante por

columnas del siguiente modo,

n
cdetjA = ZLijaijv\V/i = 1, ey N
j=1

Partiendo de las anteriores definiciones podemos, de forma sencilla, demostrar las si-

guientes propiedades de los determinantes por filas y columnas.

Proposicion 4.9. Si la i-ésima fila de A € M(n,H) es multiplicada por la izquierda por
b € H, entonces rdet;A; (b-a;) =b-rdet;A,Vi=1,...,n

Proposicion 4.10. Si la j-ésima columna de A € M(n,H) es multiplicado por la derecha

por b € H, entonces cdet;A j(a;-b) =cdet;A-b,Vji=1,..,n

Proposicion 4.11. Si A* es la matriz adjunta de A € M(n,H), entonces rdet;A* =
cdet; A,Vi=1,..,n

Mostremos con un ejemplo, que se cumple la anterior proposicion:
11

1 —j
j 2 1 2|

Vamos a desarrollar los determinantes por la primera fila y la primera columna, es

Ejemplo 4.12. Sea A = y A* =

decir, ¢ = 1.

Recordemos también que para una matriz genérica 2 X 2 tenemos que:

rdetl(A) = Qai11a22 — a120a21
Cdetl(A) = a22a11 — 21012

Por tanto,

rdet;A* =2+j=2—j=cdet1 A

4.3. Caso de las Matrices Hermiticas
Teorema 4.13. Si A € M(n,H) es una matriz hermitica, entonces

rdet;A = --- =rdet, A = cdet1A =--- = cdet, A € R

Relacionemos lo anterior con el determinante de Moore
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Observacion 4.14. Tenemos que,
Mdet(A) = — Z aij - rdetjA?-(a_i) + aj; - rdetp A" k = min{I, \ {i}}
O'GSTL
con lo que concluimos que el determinante por filas definido por Ivan Kyrchei coincide

con el determinante de Moore.

Vamos a explicar como pueden usarse los cofactores para defi9nir una matriz adjunta

y una matriz inversa, analogas a las del caso complejo clasico.

Teorema 4.15. Si A € M(n,H) es una matriz hermitica no singular, existe una unica
matriz inversa (por la derecha) (RA)™!, y una tnica matriz inversa (por la izquierda)
(LA™Y, | donde

Ri1 Ror -+ Rp
_ 1 Ria Ros -+ Ry
RAy = .
(RA) Mdet(A)
L Rln R2n e Rnn
[ L1y Ly -+ Lu
B 1 Lio Loy -+ Lpo
LA = —— .
(L4) Mdet(A)
L Lln LQn e Lnn

Ademads,
(RA)L=(LA) 1= 4"

Demostracion. Tomando B = A - (RA)™!, obtenemos las siguientes entradas

_ Mdet(A)

bii = (Mdet(A)) "> " aj;Ri; = (Mdet(A)) ™" - rdet;(A) = Mdet(4)

J=1

=1Vi=1,...,n

n
bij = (Mdet(A4)) ") aisRjs = (Mdet(A)) " - rdet; A; (ai), i # j
j=1
Kyrchei da un resultado que nos dice que como la matriz A; (a;.) tiene dos filas iguales,
porque es obtenida a partir de una matriz hermitica reemplazando la fila j por la fila 7,
entonces rdet;A; (a;) =0, Vi,j =1,...,n con i # j.
Trasladandolo a este teorema, tenemos que si ¢ # j, entonces b;; = 0. Por tanto B = I.

De una forma anéloga, lo hacemos para (LA)~L. O

Ahora consideramos una matriz A arbitraria, y tomemos sus hermiticas asociadas, es

decir A*A y AA*
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Definicién 4.16. Supongamos que A € M (n,H) es una matriz arbitraria, y que

Mdet(A*A) = cdet;j(A*A) ZILU agj

Mdet(AA*) = rdet;(AA") Zaw i

entonces R;; y L;; seran llamados, respectivamente, doble factor ij-ésimo por la derecha

y por la izquierda.

4.4. Calculo de la inversa de una matriz

Lema 4.17. Una condicion necesaria y suficiente para que una matriz A € M (n,H) sea
inversible, es que Mdet(A*A) # 0.

Demostracion. La demostracion de este lema se deduce del hecho de que Mdet(A*A) =
Sdet(A), habiendo demostrado anteriormente en la Proposicion 3.6 que A es inversible
si y solo si Sdet(A) #0 . O

Teorema 4.18. Erniste A~' := (LA)™! = (RA)™!, donde

[ Ly L,
(LA = (A A)yTar = — 1 | :
Mdet(A*A) '
L ]Lnl ]Lnn
. [ Ry Rin
A7 =AMAA) T s = '
(RA) ( ) Mdet(AA*) : ’
L Rnl e Rnn
Y
]Lij = Cdetj(A * A)] (CLT’;-), Rij = rdetl(AA*)Z(a;)

Demostracion. Supongamos que A*A es inversible. Multiplicando por la derecha por A*,
obtenemos (LA)~! = (A*A)~1 A*. Teniendo en cuenta que

(A*A)~ = (Lij ' m>

nxn

como la matriz inversa izquierda, obtenemos
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. YopLrragy - D0y Linag,
(LA™ = (L(A*A) A = —— - : : =

~ Mdet(A*A) '
>k Lnagy -+ Dk Linag,

n

cdetl(A*A)yl(a*l) s cdetl(A*A),l(a* )
1 . ’

Mdet(A*A)

cdety, (A*A) p(a%) -+ cdet,(A*A) n(a%,)

n

. Del hecho de,

(2

Mdet(A*A) = cdetj(A*A) == chet(A*A).j(a.i) c Qi = ZL” . aij,Vj == 1, . n

obtenemos la expresion de (LA)™L.
De modo analogo llegamos a la expresion de (RA)~!. La igualdad (LA)~! = (RA)™!,
la obtenemos del hecho de que si existe una matriz inversa, entonces es tnica.
O

Observacion 4.19. En el teorema anterior, la matriz inversa A~! de una matriz arbitraria

A € M(n,H) se puede representar de la siguiente forma:

L Adj(a)
det(A*A)

Hagamos un ejemplo que muestre como proceder para calcular la inversa de una matriz:

Ejemplo 4.20. Sea A = . Calculando la matriz hermitica asociada, obtenemos:

R

Sabfamos que el determinante de Moore era:

J

A*A =

T = st )2
*

Mdet(A*A) = Mdet [b

(en nuestro caso el determinante de Moore serfa 1) Desarrollemos el determinante de Kyr-
chei por la primera y segunda fila:

Desarrollo primera fila:

rdetl(A*A) = a11G22 — A12021 = S * (t) —b- (b*) =s-Ri1+b-Rio
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por tanto Ri1 =t, Rio = —b* .

Desarrollo segunda fila

l”detg(A*A) = ag2a11 — A210Q12 = t- (S) - b* . (b) =t- R22 + b* . R21

por tanto Ros = s, Ro1 = —b

Por tanto,

Ri1 Ry

() =
Ro1 Roo

-1 -
AR

Otra forma de proceder para calcular la inversa de una matriz es partiendo de la matriz

Calculemos finalmente A~1.

Al = (A" A)1 AT =

compleja asociada:

1
Ejemplo 4.21. Sea la matriz M = [ Descomponiendo en complejos obtenemos:

L

ol

Entonces, tenemos que nuestra matriz compleja asociada es:

0
-1

_ o O O
e N o R )

Utilizando el método de Gauss-Jordan o cualquier otro método de calculo de inversa,

llegamos a C'(M)~!

1 0 0
0 11
C(M)™ = 00 1 0
1 -1 0 0

Ahora, teniendo en cuenta que una matriz compleja asociada es de la forma ¢(M) =
u -v

v Tl sabemos que, finalmente, M~' = U + jV, con lo cual:




32

CAPITULO 4. MATRIZ INVERSA



Bibliografia

1]

2]

3]

[4]

[5]

(6]

Helmer Aslaksen, Quaternionic Determinants, The Mathematical Intelligencer, June
1996.

Ivan Kyrchei, Cramer’s Rule for Quaternionic Systems of Linear Equations, Journal
of Mathematical Sciences, Vol. 155, No. 6, 2008.

Jean Dieudonné, Les déterminants sur un corps non commutatif, Bulletin De La
S.M.F, tomo 71 (1943), Paginas 27-45.

Joel Lee Brenner, Applications of the Dieudonne Determinant, Linear Algebra and its
applications 1, 511-536 (1968).

Leiba Rodman, Topics in Quaternion Linear Algebra, Princeton Series in Applied
Mathematics, 2014.

Nir Cohen and Stefano De Leo, The Quaternionic Determinant, The Electronic Jour-
nal of Linear Algebra, Vol. 7, Paginas 100-111, September 2000.

33



	Resumen
	Introducción
	Cuaternios
	Propiedades básicas
	Cuaternios Similares
	Matriz Asociada

	Matrices Cuaterniónicas
	Matriz Asociada

	Determinantes
	Determinante de Study
	Unicidad del determinante
	Determinante de Moore

	Matriz Inversa
	Determinante por filas
	Determinante por columnas
	Caso de las Matrices Hermíticas
	Cálculo de la inversa de una matriz

	Bibliografía

