APROXIMACION DIDACTICA A TOPOLOXIA

' M? Jesits Salinas Portugal

I a realizacion deste traballo pretendemos dar a cofiecer unha experiéncia

tealizada cos alunos de primeiro curso de Maxistério do ano académico
1982-1983.

O motivo principal foi darlles uns minimos cofiecimentos a estes para ini-
cid-los na topoloxia, xa que certos aspectos topoléxicos son hoxe parte dos
programas nos primeiros ciclos de E.X.B.

Pero antes de ver esta experiéncia imos facer algunhas consideraciéns mi-
nimas que se deberdn ter en conta con relacién a este tema. O certo é que moi-
tas persoas perguntan-se hoxe en dia acerca do que € a topoloxia e con fre-
cuéncia como Unica resposta obteflen a de que é unha parte das matem4ticas.

Historicamente naceu a mediados do século XIX nun dos momentos en
que se encontraba en auxe a Matemdtica, pero o seu estudo estivo acotado ca-
se exclusivamente as Facultades de Matemdticas e debido a isto non tivo tem-
po de popularizar-se como outras partes das Matemdticas, entre elas a xeome-
tria.

-,

Non obstante, nestes tiltimos anos esta parte das Matemdticas vdi sendo
reconsiderada cada vez mdis, principalmente, por os profesores de E.X.B., pois
desde o ano 1980 apareceu por primeira vez nos “programas renovados” un
bloco temdtico intitulado “topoloxia e xeometria”, para dar en preescolar, ci-
clo inicial e ciclo médio.
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Todo isto leva-nos a un grande problema, pois a maioria dos mestres en
activo nunca tiveron a oportunidade de teren nos seus programas temas de to-
poloxia, e como consecuéncia ven-se na necesidade de seguir as suxeréncias
que os libros de texto lles indican, que desafortunadamente non sempre son
fiabeis. Pero o problema ainda se agrava mdis, pois mesmo nas Escolas de Ma-
xistério o profesorado non sabe ben como introducir os temas de topoloxia,
Xa que por unha banda, unha grande maioria de alunos que recebe chega sen
estudos matemadticos desde 2¢ de B.U.P., e por outra banda ;cémo recurrir
entdn 4 recta ou ao plano para extraer exemplos que podan explicitar os con-
ceptos topoldxicos que se lles tefien que introducir a alunos que non tefien ba-
se na Andlise Matemaitica?. A maior dificultade estd, ao noso xuicio, en atopar
concretizacidons donde apoiar a teoria que aos cofiecedores do tema lles veu
dada desde unha elevada abstraccidon. Por outra banda, € posibel dar unha to-
poloxia formalizada baseando-se, exclusivamente, nos cofiecimentos de “teo-
ria de conxuntos” que estes alunos de Maxistério adquiren, pero resulta pouco
motivador e tamén lles carece de interés, polo que parece antipedagdxico dar
isto, sen que haxa previamente unha base intuitiva.

De todos os xeitos despois de virios intentos que tiveron como resultado
outros tantos fracasos, por fin no curso 82-83 presentamos-lles aos alunos de
primeiro un tema que titulamos “Iniciacién intuitiva 4 topoloxia”. O esquema
foi o seguinte:

1. Introducién

1.1.- Presentacién dalguns exemplos interesantes: esfera, cilindro, to-
ro, banda de Mdebius, botella de Klein,...

1.2 .- Plantexamento dalguns problemas: campo de vectores sobre unha
esfera e sobre un toro. Coloracién de mapas. Pontes de Konisgberg, ...

2. Nocibns intuitivas de:
2.1 .- Transformacién bicontinua. Propiedades topoloxicas. Equivalen-
cia topoldxica.
2.2.- Lifias e superficies. Pontos interiores, pontos exteriores, pontos
fronteira. Superficies simplemente conexas e superficies con buratos.
2.3 .- Volumes. Xénero dunha superficie.
2.4 .- Grafos plandrios topoléxicos.
Canto ao apartado 1.- (Introducidén) para os exemplos e problemas ver
(1), 2)e (5).
Ademais dos aqui mencionados seria conveniente dar outros moitos

exemplos que sexan o mdis claros posibeis para o aluno. Imos expor aquiun
dos que nos pareceu mais claro:

1) Vexamos un globo desinflado, no que aparece debuxado un moneco,
que ten, por exemplo, a sua cara redonda.
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2) Agora imos inflar o globo convenientemente.
;Que pasou co moneco se comparamos 1) con 2)7.

O moneco do 2) agora aparece-nos moito mdis grande que o que tifiamos
antes de inflar o globo; pero hai que dicer que se agrandou sen manter unha
proporcionalidade nas suas dimensiéns. Todo depende da forma que vaia ad-
quirir o globo cando se infle pois, por exemplo, este pode adquirir unha forma
alargada, ovalada, redonda, etc.; por exemplo na figura 1a), vemos que o mo-
neco ten os ollos cuadrados e a boca redonda. Comparemo-o co da fig. 1b),
onde se ve un globo alongado, e tamén co da fig. 1¢), onde se ve outra forma
de globo.

Fig. 1

Non obstante, hai cousas que permanecen pois, os ollos seguen quedando
dentro do redondel que limita a cara, as orellas fora del e o redondel segue a
ser fechado.

Agora volvamos desinchar o globo e veremos que volve practicamente 4
sua forma primitiva.

9 €6

As propiedades ‘dentro”, “fora”, “pechada”, etc., que se nos conservan
ao inflar e desinflar o globo son algunhas das propiedades que lle interesan 4
topoloxia.

Este exemplo e outros que, normalmente, se poifien tratan de concienciar
a0 aluno con respecto 4 necesidade da topoloxia para matematizar estes feitos
fisicos de maneira semellante ao que fai a Xeometria con respecto ds formas
das figuras e aos seus desplazamentos.

Unha vez conseguido isto, pasamos 4 parte 2). Para esta elaboramos, se-
guindo a SAUVY e COURANT/ROBBINS o seguinte esquema tedrico:

2.1.- Transformacién bicontfnua dunha figura A en outra A’, é unha aplica-
cion dos pontos de A nos de A’ verificando que: Dados dous pontos p, q de A,
os seus correspondentes en A’, p’ € q’, serdn tais que se p se aproxima a q, en-
ton p’ aproximard-se a q’ e reciprocamente.

Se a unha transformacién bicontinua engadimos-lle a propiedade de ser
bixectiva, obtemos unha transformacion topoléxica.
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Propiedades topoléxicas (Que conservan nunha transformacién topoléxica):

— Orde dos pontos da figura.
— Ser ponto interior ou exterior a figura.
— Estar sobre unha lifia (pts fronteira).
— BEstar préximo.
— Ter buratos.
— Ser lifia pechada ou aberta, etc.

Non son propiedades topoldxicas:
— A orientacién da figura nen as proporcidns.
— A forma, paralelismo, rectitude das lifias.
— Medida de dngulos, dreas, vollimenes, etc.

Exemplo:
? A Q : 3
-
F{ol
. . | A

(Un tridngulo pode-se converter nun circulo mediante unha transfor-
macién continua).

7

Equivalencia topoléxica

Duas figuras son fopoloxicamente equivalentes (homeomorfas) se se po-
de pasar dunha a outra mediante transformaciéns topoloxicas.

Exemplo:

2.2.- Lifias e superficies
a) Pontos préximos a un ponto dado:
Dada unha lifia AB (fig. a), existen
A " pts tais como M que tefien pts da lifia “préxi-
9 mos’’ (vecifios), tanto se recorremos a lifia de A
a B (p) como si o facemos de B a A (q).
Os pts A e B non tefien vecifios méis

\ B que por un lado, son pontos “extremos” (1imi-

Fig. a tes) da figura.
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b) Lifias pechadas:

Unha lifia pechada non ten pontos extremos, todos os pts tefien ve-
cifios polos dous lados (son pts do tipo M na fig. a). Non aparecen discontinui-
dades.

¢) Lifias simples e non simples:

Diremos que unha lifia € simple se non se corta a si mesma, € non
simple en caso contrdrio.

Exemplos:
simple simple non-simple non-simple
pechada aberta aberta pechada

Fronteiras e rexiéns, interior e exterior

Unha lifia pechada simple trazada sobre o plano (fig. b) dd lugar a unha
particién dos pontos do plano en tres clases:

a) Os pts situados na rexién exterior 4 li-
fia. Representaremo-los por Re.

b) Os pts que forman a lifia, chamados
“pontos fronteira” e que representaremos por

F.
c) Os pts situados na rexién interior 4
lifia: Ri.
Fig. b Dado un ponto A en Ri sempre existen

pontos préximos a A en Ri en todas as direciéns. Analogamente sucede con
calquer ponto B de Re.

Un pto P que pértenza 4 fronteira F terd sempre pts préximos en Ri e en
Re.

Superficies simplemente conexas e superficies con buratos
Consideramos unha superficie limitada por unha lifia pechada simple

(fig. ).
. \\ . Dados dous pontos A ¢ B da fronteira uni-
N molos por unha lifia continua, como na fig. c,
’ obtendo asi outra fronteira. A superficie con-
siderada queda dividida en duas partes disxun-
. tas, duas rexidéns. Para pasar de X a Y temos
Fig. ¢
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que atravesar necesariamente a nova fronteira. Unha superficie deste tipo di-
remos que é “simplemente conexa”. ‘

Supofiamos, agora, unha superficie limitada por duas lifias pechadas, un-
ha interior a outra (fig. d).

Se unimos por unha lifia continua un ponto A situado na lifia exterior
con outro B situado na lifia interior, tal como na fig. d, obtemos unha nova
fronteira AB que non divide a superficie en
duas rexiéns xa que dous pontos X ¢ Y que es-
tén a ambos lados de AB poden unir-se por un-
ha lifia continua sen ter que atravesar AB.

Estas superficies nas que se poden trazar no-
vas fronteiras sen que aumenten o nimero de
rexiéns, son superficies con buratos.

superficie simplemente conexa superficie con dous buratos

2 fronteiras interiores (1,2) 2 fronteiras interiores (1,2)

3 rexibns interiores (a,b,c) 1 rexién interior
2.3.-Volumes

As propiedades das lifias e superficies que se estudiaron no plano, poden-
se xeneralizar ao espdcio tridimensional.

O corpo mdis sinxelo que atopamos neste espdcio é a esfera. Se a defor-
mamos con continuidade podemos obter: cilindros, cubos ou calquer outra
forma como na figura 2.

. Fig. 2
Supofiamos, agora, un volume en forma de “toro” (fig. 3b) e estudiemos
as diferéncias coa esfera:

>

Fig.3
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Toda lifla pechada simple C, trazada sobre a superficie da esfera (fig. 3a)
divide-a en duas partes disxuntas, € dicer: se cortamos a superficie ao longo de
C obteremos dous anacos distintos e inconexos.

No “toro” existen lifias pechadas, tais como L (fig. 3b), que non dividen
a superficie toroidal en partes disxuntas. Podemos unir pontos a ambos lados
de L sen atravesar L. O toro ten un burato.

A esfera e 0 toro son topoléxicamente distintos olo ue non poden
p q
transformarse un no outro de modo continuo.
¥/
A 5 /////_ /,;x

!

7 8

Nun corpo que tefia dous buratos (fig. 4),
podemos trazar duas lifias pechadas, tais como
A e B, sen que dividan a superficie en partes
disxuntas.

Definimos xénero dunha superficie (nun espacio tridimensional), como o
numero mdximo de lifias simples pechadas, non secantes entre si, que se po-
den trazar sobre a superficie sen dividi-la en partes disxuntas.

2.4 - Grafos plan4rios topoléxicos
Un grafo ou rede estd formado por:

I) Un conxunto de pontos chamados ‘“‘nodos” ou “vértices” (A,B,C,
D,E na fig. 5).

II) Por lifias que unen os vértices e que chamaremos “aristas”. Cada
arista une dous vértices consecutivos.

A B Oa .

D G (> B
Fig. 5

Si unha arista € tal que os vértices que une coinciden, chamaremoslle
“bucle” (BB na fig. 5b).

As porciéns de espacio delimitadas por as lifias do grafo denominanse:

2?66

“rexidns”, “caras” ou ‘“‘campos”.

Un camifio entre dous vértices A e B € unha sucesion de aristas que co-
menza en A e acaba en B tal que o final de cada arista coincide co principio da
seguinte.

Diremos que un grafo € conexo se dous pontos calquera poden unirse por
un camifio.

Un grafo conexo que admite unha representacién no plano na que as li-
fias non se cortan, chamase grafo plandrio topoléxico (fig. 5b).
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Férmula de Euler

Consideramos un grafo plandrio topoldxico. Existe unha relacion entre o
numero de vértices, nimero de caras e nimero de aristas.

Euler foi o primeiro que a probou para poliedros ¢ € a seguinte:

C+V=A+2
sendo: C =n0 de caras, V=n0 de vértices, A =n® de aristas.

C=({ILIID
w7 V=5 (AB,CD,E)
@ (@) A = 6 (AB, BC, CD, AD, DE; BD)
A (7} €

Para desenrolar estes conceptos servimo-nos da bibliografia sinalada a
continuacién, pois pensamos que é facilmente manexdbel.

Temos que sinalar que nesta experiéncia invertimos, exclusivamente, ca-
tro dias, cousa que nos deu pé para iniciar unha segunda en vista dos resulta-
dos obtidos, posto que a evaluacion realizada deu un 839/, de resultados posi-
tivos. Nesta segunda engadironse-lle ao tema antes citado outros dous mdis,
pero desta non podemos adiantar resultados porque a estamos realizando no
presente curso.

De todos xeitos, e para finalizar, podemos adiantar os esquemas que se
fixeron relativos acs mesmos:

Tema II- “Conceptos Xerais sobre espacios topoldxicos e aplicacions
continuas’.

1.- Espacios topoléxicos. Topoloxias sobre un conxunto. Aber-
tos. Pechados. Exemplos.

2.- Entornos dun ponto. Bases dunha topoloxia.

3 .- Subconxuntos notabeis: Interior. Exterior. Fronteira. Con-
xunto derivado. Clausura.

4 - Aplicaciéns continuas. Homeomorfismos. Invariantes topo-
16xicos.

Tema ITT.- “Topoloxia dos espacios euclideos”.

1.- Concepto de métrica nun conxunto. Espacio métrico. Base
das bolas abertas.

2.- Métricausualen Re RZ. Topoloxiade Re RrZ.

3 .- Descripcién de interior, exterior, etc. en R e Rz.
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