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Trabajo propuesto

Area de Conecemento: Algebra

Titulo: Dimensién y niimero de ecuaciones de las variedades

algebraicas afines y proyectivas

Breve descricion do contido

El concepto de dimensién es el primer invariante que se asocia a una
variedad algebraica. Los puntos, curvas y superficies son variedades
de dimensién 0, 1 y 2, respectivamente. En este trabajo se dara una
definicién topolégica de la dimensién de una variedad algebraica muy
natural, pero no siempre facil de manejar, y también otras defini-
ciones més manejables que exigen resultados de algebra conmutativa
y de teoria de cuerpos. En el caso de variedades algebraicas afines
irreducibles se probard que su dimensién topolégica coincide con la
dimensién de Krull de su anillo de funciones regulares y con el grado
de trascendencia de su cuerpo de funciones racionales.

Siguiendo el modelo de las variedades lineales, se estudiara la relacion
entre la dimensién de una variedad algebraica afin o proyectiva y el

ntmero de ecuaciones que la definen.
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ros y Geometria.
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Resumen

El objetivo de este trabajo es el estudio de la dimension de las variedades algebraicas
afines y proyectivas y su relacion con el nimero de ecuaciones necesario para describirlas.

La dimensiéon como espacio topoldgico de una variedad algebraica afin coincide con la
dimension de Krull de su anillo de funciones regulares. En el caso de una variedad algebraica
affn irreducible de K", se prueba que su dimensién es igual al grado de trascendencia de
su cuerpo de funciones racionales sobre K.

Siguiendo el modelo de las variedades lineales se analiza la relacion entre la dimensién
de una variedad algebraica afin y el niimero de ecuaciones que la definen. Por ejemplo,
suponiendo que el cuerpo K es algebraicamente cerrado, se tiene que si V' es una variedad
algebraica afin irreducible de K™ y f1,..., f. son funciones regulares en V verificando que
Z(f1,..., fr) # &, entonces toda componente irreducible de Z(f1,..., f,) tiene dimensién
> dim V' — r; por tanto dim Z(fy,..., fr) > dimV —r. En el caso r =1, si fi #0y f1 no
es una unidad se tiene la igualdad.

Los resultados para variedades algebraicas afines se extienden a variedades algebraicas
proyectivas, y ademéas podemos afirmar que si el nimero de ecuaciones es menor o igual

que la dimensién de la variedad, entonces la variedad no es vacia.

Abstract

The aim of this work is to study the dimension of the affine and projective algebraic
varieties and its relation to the number of equations needed to describe the variety.

The dimension as a topological space of an algebraic affine variety coincides with the
Krull dimension of its ring of regular functions and it is proved that if V is an irreducible
affine algebraic variety of K™, its dimension equals to the transcendence degree of its field

of rational functions over K.
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Following the model of linear algebra, the relationship between the dimension of an
affine algebraic variety and the number of equations that define it is analized. For example,
for an algebraically closed field K, in the case of an irreducile affine algebraic variety V, if
fi,..., frareregular functionson V and Z(f1, ..., fr) # &, then all irreducible components
of Z(f1,..., fr) have dimension > dim V —r; thus, dim Z(f1, ..., f;) > dim V—r. Forr = 1,
if f1 is not cero or a unit, we have equality.

The results for affine algebraic varieties extend to projective algebraic varieties and we

can also affirm, in favorable cases, that the varieties obtained are not empty.



Introduccion

El tamarnio de las variedades algebraicas afines o proyectivas se mide asignédndoles una
dimension. Los puntos, las curvas y las superficies son variedades algebraicas de dimensién
0, 1 y 2, respectivamente. El concepto de dimensién es el primer invariante que se asocia
a una variedad algebraica. En este trabajo damos la definicion topolégica de dimensiéon
de una variedad algebraica, que es muy natural pero no siempre facil de utilizar, y que
coincide con la dimensién de Krull del anillo de funciones regulares de la variedad. En el
caso de variedades algebraicas afines irreducibles probamos que la dimension de la variedad
coincide con el grado de trascendencia de su cuerpo de funciones racionales; a partir de esta
altima caracterizacion de la dimensiéon vamos a obtener propiedades sobre la dimensién de
las variedades algebraicas afines y proyectivas y su relaciéon con el nimero de ecuaciones
que las definen.

FEl método de demostracion utilizado en este trabajo para el estudio de la dimensién
de una variedad algebraica y el nimero de ecuaciones que la definen es geométrico y
esté estrechamente relacionado con la teoria de ideales y el niimero de generadores de un
ideal. Los resultados obtenidos sobre el nimero de ecuaciones de una variedad se pueden
trasladar a K-algebras finitamente generadas que sean un dominio, para obtener teoremas
como el teorema del ideal principal de Krull o el teorema del ideal principal de Krull
generalizado. Estos dos teoremas de 4lgebra conmutativa son ciertos en anillos noetherianos
v son complicados de probar con métodos algebraicos.

En el capitulo 1, dada una extension de cuerpos E/K se estudian los conceptos de
elementos algebraicamente independientes y de base de trascendencia y se prueba que
toda extensién de cuerpos tiene una base de trascendencia; en particular si la extensiéon es
finitamente generada entonces tiene una base de trascendencia finita. Se prueba también
que si una extension E/K tiene una base de trascendencia finita entonces cualquier otra
base de trascendencia es finita y tiene el mismo nimero de elementos; este nimero se
denomina grado de trascendencia E sobre K y lo denotaremos por trdegy (E).

Para las demostraciones de este capitulo hemos utilizado el libro de Lang [4] y hemos

ampliado sus demostraciones utilizando a veces las notas del curso de Milne de teoria
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de cuerpos [6] y desarrollando otras demostraciones que nos permitieron describir estos

conceptos con claridad.

En el capitulo 2 estudiamos las propiedades més importantes de la localizacién de ani-
llos y de extensiones de anillos enteras que necesitamos en el capitulo 5 para el estudio de
la dimensién de las K-algebras finitamente generadas, para un cuerpo K cualquiera. Tam-
bién probamos el lema de normalizacion de Noether que afirma que si A = K[z1,...,2,)
es una K-algebra finitamente generada que es un dominio entero y el grado de trascen-
dencia de K(z1,...,zy,) sobre K es d, entonces existen elementos yi,...,yqs € A que son

algebraicamente independientes sobre K y tales que A es entera sobre Klyi, ..., yq].

Para la realizacion del capitulo 2 se ha utilizado el libro de Atiyah [1] y las notas de

algebra conmutativa de Milne [5].

En los capitulos 3 y 4 se estudian algunos conceptos de variedades algebraicas afines
y de variedades algebraicas proyectivas. Si K[X1,...,X,] es el anillo de polinomios se
define una variedad algebraica afin V de K™ como el conjunto de ceros de un conjunto
finito de polinomios de K[Xj,...,X,]. Las variedades algebraicas afines de K™ verifican
los axiomas de los cerrados de una topologia en K™ que se llama topologia de Zariski.
Con esta topologia toda variedad algebraica afin V no vacia se puede escribir de forma
tnica (salvo permutacion) como V = V3 U...UV,, donde V; es una variedad algebraica
afin irreducible y V; ¢ Vj, para ¢ # j. Los conjuntos V; se dice que son las componentes
irreducibles de V.

Si V es una variedad algebraica afin, se llama anillo de funciones regulares o polinémicas
en V y se denota por I'(V) al conjunto de aplicaciones f: V — K tales que existe un
polinomio F € K[X,...,X,] tal que f(P) = F(P), para cada P € V; si V es irreducible,
entonces I'(V') es una K-algebra finitamente generada que es un dominio entero y su cuerpo
de fracciones, que se denota por K (V'), se llama cuerpo de funciones racionales. Si V' 'y W
son variedades algebraicas afines y W C V, entonces W se puede escribir como el conjunto
de ceros de un conjunto finito de funciones regulares en V', es decir W = Z(f1,..., f)
donde f; e I'(V), parai = 1,...,r. Si el cuerpo K es algebraicamente cerrado, el teorema
de los ceros de Hilbert permite establecer una biyeccién decreciente entre el conjunto de
ideales radicales de I'(V') y el conjunto de variedades algebraicas de K™ contenidas en
V', esta biyeccién establece un diccionario algebro-geométrico entre estos dos conjuntos,
donde los ideales primos de I'(V) corresponden a las variedades algebraicas irreducibles
contenidas en V, los ideales maximales de I'(V') a los conjuntos con un solo punto de V' y

los ideales primos minimales de I'(V') a las componentes irreducibles de V.

Una variedad algebraica proyectiva de P"(K) es el conjunto de ceros de un conjunto

finito de polinomios homogéneos de K[Xy, ..., X,]. Los variedades algebraicas proyectivas
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son los cerrados de una topologia en P"(K) llamada topologia de Zariski. Igual que en el
caso afin, toda variedad algebraica proyectiva es unién de sus componentes irreducibles.
Si V es una variedad algebraica proyectiva, el cono de V es la variedad algebraica afin
C(V)={(zo,...,2n) € K" | (zg:...:2,) € V}N{(0,...,0)}. El concepto de cono
permite relacionar un problema proyectivo con su problema analogo afin.

Para la elaboracién de los capitulos 3 y 4 hemos utilizado fundamentalmente el libro
de Fulton [2] y el libro de Perrin [§].

El capitulo 5 se dedica al estudio de la dimensién de las variedades algebraicas afines.
La dimensiéon de un espacio topolégico X es el supremo de las longitudes de todas las
cadenas

XoC X1 S C X,

de cerrados irreducibles de X. La dimensién de Krull de un anillo es el supremo de las
longitudes de las cadenas de ideales primos de A y como consecuencia de la biyeccién
decreciente entre cerrados irreducibles de V' e ideales primos de I'(V), la dimension de
una variedad algebraica afin coincide con la dimensiéon de Krull de su anillo de funciones
regulares.

Un teorema muy importante en este capitulo y que utilizaremos ademas en el estudio
del ntimero de ecuaciones de una variedad es el siguiente: si V' es una variedad algebraica
afin irreducible de K™y f € (V) , f # 0 es tal que f no es una unidad de I'(V'), y p es
un ideal primo de I'(V') minimal entre los ideales primos de I'(V') que contienen a (f), se
tiene

trdegrI'(V)/p = trdegi K (V) — 1.

donde trdegg'(V)/p es el grado de trascendencia del cuerpo de fracciones de I'(V')/p
sobre K. Este resultado es un resultado estandar en Algebra Commutativa vilido para
K-algebras finitamente generadas que son un dominio entero (véase por ejemplo el libro
de Kunz [3]). La demostracion que se da aqui es bastante sencilla y geométrica y utiliza
béasicamente el lema de normalizacién de Noether y las propiedades de las normas de los
elementos de una extensién de cuerpos. Esta prueba es de J. Tate. Como corolario se obtiene
que si V' es una variedad algebraica irreducible de K™ y p es un ideal primo minimal de
I'(V), p # {0}, entonces

trdeggI'(V)/p = trdegi K(V) — 1,

v aplicando este ultimo resultado queda probado el teorema fundamental de este capitulo,
que afirma que si V es una variedad algebraica afin irreducible de K™ entonces la dimensién
de V coincide con el grado de trascendencia de la extensién K(V')/K; en particular, la

dimension de una variedad algebraica afin es finita.
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Para el desarrollo del capitulo 5 hemos utilizado fundamentalmente las notas de Milne

de 4lgebra conmutativa [5].

En el capitulo 6 se analiza el nimero de ecuaciones de una variedad algebraica afin.
Sabemos que una variedad lineal no vacia de un espacio afin de dimensién n que se describe
por un sistema de ecuaciones lineales de rango r tiene dimensién n — r y que cualquier
variedad lineal de dimension d se puede describir por n — d ecuaciones. Para variedades
algebraicas los conceptos correspondientes son mas dificiles de probar y en general no

tenemos estas igualdades, pero tenemos aproximaciones.

En el caso de una variedad lineal, su dimensién como espacio topolégico coincide con
su dimensién como variedad lineal, es decir con la dimensién de su subespacio direccién y

se puede calcular su dimensién de la forma usual conocidas sus ecuaciones lineales.

Se comprueba que si V' es una variedad algebraica afin irreducible de dimensién n y
feT(V), f#0yno es una unidad, entonces las componentes irreducibles de Z(f) tienen
dimension n — 1, luego dim Z(f) = n — 1. La traduccion de este resultado a élgebra con-
mutativa es el teorema del ideal principal de Krull. A partir de este teorema, mediante un
razonamiento por induccién, se prueba que si V' es una variedad algebraica afin irreducible
de dimension n, fi,...,fr € I'(V) y W es una componente irreducible de Z(f1,..., fr),
entonces dimW > n — r. Asi, cuando Z(f1,...,fr) # @, dmZ(f1,...,fr) > n —r.
Este resultado corresponde en algebra conmutativa al teorema de ideal de Krull gene-
ralizado. Reciprocamente, si I'(V) es un anillo factorial y W es una subvariedad de V,
dimW = n — 1, entonces existe f € I'(V) tal que W = Z(f). En el caso general solo
tenemos el siguiente resultado: si V' una variedad algebraica afin irreducible de dimensién
n 'y W es una subvariedad de algebraica afin irreducible de dimensién n — r > 1, entonces
existen f1,...,fr € T'(V) tales que W es una componente irreducible de Z(f1,...,fs) v

todas las componentes irreducibles de Z(f1,..., fs) son de dimension n — r.

Es conocido que en general, una variedad algebraica afin de K™ no se puede describir
mediante n—dim V ecuaciones. Las variedades algebraicas V de K™ que se pueden describir
por n — dim V ecuaciones se dice que son variedades interseccién completa. El capitulo V

del libro de Kunz [3] estudia cuando una variedad algebraica es intersecciéon completa.

En el capitulo 7 se prueban para variedades algebraicas proyectivas resultados similares
a los obtenidos para variedades algebraicas afines. En el caso de una variedad lineal pro-
yectiva, su dimensién como espacio topolégico coincide con su dimensién como variedad
lineal proyectiva y por tanto se puede calcular su dimensién de la forma usual, conocidas
sus ecuaciones lineales homogéneas. Para probar los resultados similares a los del caso afin
sobre el nimero de ecuaciones de una variedad algebraica proyectiva, utilizamos el concep-

to de cono de una variedad algebraica proyectiva. En el caso proyectivo se puede afirmar
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ademas que si el nimero de ecuaciones es menor o igual que la dimensién de la variedad,
entonces la variedad no es vacia.

Para la realizacion de los capitulos 6 y 7 hemos utilizado el libro de Perrin [§] y las
notas del curso de geometria algebraica de Milne [7]. Tanto el libro de Perrin como las
notas de Milne trabajan con variedades algebraicas més generales que son espacios anillados
localmente isomorfos a variedades algebraicas afines. En nuestras demostraciones no hemos

utilizado los conceptos relativos a teoria de haces.
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Capitulo 1

Extensiones trascendentes

Si K es un cuerpo denotaremos por K[Xi,...,X,], el anillo de polinomios en las
variables X1,..., Xy, sobre K. Dada una extension de cuerpos E/K vamos a definir el
concepto de elementos algebraicamente independientes sobre K, de base de trascendencia
de E sobre K y probar que si E = K(I') entonces existe una base de trascendencia
A de E/K tal que A C T'; en particular si la extension E/K es finitamente generada,
entonces tiene una base de trascendencia finita. Definiremos también el concepto de grado

de trascendencia de una extensiéon de cuerpos.

1.1. Extensiones de cuerpos

Definicion 1.1. Un cuerpo E que contiene un cuerpo K se dice que es un cuerpo extension
de K, se denota por F/K y se dice que E/K es una extension de cuerpos. Si /K es una
extensién de cuerpos, entonces E es un espacio vectorial sobre K y se llama grado de F
sobre K a la dimension de E como espacio vectorial sobre K; el grado de la extension E/K
se denota por [E : K].

Definicién 1.2. Sea E/K una extension de cuerpos y S C E. Se llama subanillo de E
generado por K y S al menor subanillo de E que contiene a K y a S y que denotaremos
por KI[S]. Si S = {au,...,a,} denotaremos KI[S] por K[ai,...,ap].

Definicion 1.3. Sea A un anillo. Una A-algebra es un anillo B junto con un homomorfismo
de anillos ig : A — B. Si B y C son A-algebras se dice que la aplicacion f: B — C es un

homomorfismo de A-algebras, si f es un homomorfismo de anillos y f(ig(a)) =ic(a).

Obsérvese que si B es una A-dlgebra, entonces B es anillo y ademas un A-mé6dulo con
la operacion ab =ip(a)b, para cada a € Ay b € B; se dice B es un A-modulo via ip. Si

f: B — C es un homomorfismo de A-algebras, entonces f es un homomorfismo de anillos

1



2 CAPITULO 1. EXTENSIONES TRASCENDENTES

y ademas de A-moédulos, donde B es un A-modulo via ip y C' es un A-moédulo via ic,

puesto que

flab) = f(ip(a)b) = f(ip(a)) f(b) = ic(a) f(b) = a f(b).

Lema 1.4. Sea E/K una extension de cuerpos y S C E. El subanillo K[S] es la intersec-
cion de todos los subanillos de E que contienen a K y a S y estd formado por los elementos

que se pueden expresar como sumas finitas de la forma
E i1 7 . .
ail.‘.’inal "'arzlv a’i1‘..in EKa O[l,...,OZnES, Zlv"'leEN

Por tanto, Koy, ..., ay] estd formado por los elementos de E que pueden expresarse como
polinomios en los «; con coeficientes en K. Esto quiere decir que el homomorfismo de
K-dlgebras
0 :K[X1,..., X, = Klai,...,ap]
F(X1,...,Xp) ~ F(aq,...,ap),

es sobreyectivo.

Demostracion. Sea R el conjunto formado por tales elementos. Claramente R es un subani-
llo de E que contiene a K y a S y que estd contenido en todo subanillo que contiene a K
y a R. Por tanto, R = K[S]. O

Definicion 1.5. Un anillo A es un dominio entero si no es el anillo cero y si ab =0 en A,

entonces a =00 b=0.

Lema 1.6. Sea R un dominio entero que contiene un cuerpo K como subanillo. St R con-

siderado como espacio vectorial sobre K tiene dimension finita, entonces R es un cuerpo.

Demostracion. Sea a # 0 un elemento de R, veamos que tiene un inverso en R. Por ser R
un dominio entero, la aplicacién

wqe :R— R

T ~ ax,

es una aplicaciéon K-lineal que es inyectiva por ser R un dominio entero. Dado que R es
un espacio vectorial de dimensién finita sobre K, ¢, es sobreyectiva. En particular, existe

un elemento b € R tal que ab = 1. O

Definicién 1.7. Sea F/K una extension de cuerpos y S C E. Se llama subcuerpo de E
generado por K y S al menor subcuerpo de E que contiene a K y a S v que denotaremos
por K(S).Si S ={ai,...,a,}, denotaremos K (S) por K(aq,...,ap).
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Lema 1.8. Si E/K es una extension de cuerpos y S C E, el cuerpo K(S) es la interseccion
de todos los subcuerpos de E que contienen a K y a S y estd formado por los elementos
de E que son producto de un elemento de K[S] y el inverso de un elemento no nulo de
K[S]; en particular expresaremos los elementos de K(aq,...,an) como cociente de dos

polinomios en los «; con coeficientes en K.

Demostracion. El conjunto de elementos de E que son producto de un elemento de K[S]

y el inverso de un elemento no nulo de K[S] es un cuerpo. En efecto, sean Fi, Fy, G1,G2 €
K[S]y G1 #0y G2 # 0, se tiene

Fy Gl_l — F G2_1 = (F1G2 — FQGl) (FQGQ)_l, (F1 G1_1> (F2 G2_1) = (Fng) (Gng)_l
(BGH ™ =G Fh

Ademés, es un subcuerpo de F que contiene a K y a S y que estd contenido en todo

subcuerpo de E que contiene a K y a S. O

Observacion 1.9. Sea E/K una extension de cuerpos y S C E. Si K[S] es un espacio
vectorial sobre K de dimensién finita, entonces por el lema , K|[S] es un cuerpo y en
este caso K[S] = K(S).

Definiciéon 1.10. Sea E/K una extension de cuerpos. Se dice que E es de generacion

finita sobre K si existen elementos aq,...,a, € F tales que E = K(aq,..., ).

Definicion 1.11. Sea E/K una extension de cuerpos y sea o € E. Se dice que « es

algebraico sobre K si el homomorfismo de K-algebras

vo: K[X] > E
F(X) ~ F(a)

tiene nucleo distinto de {0}. Se dice que « es trascendente sobre K si ¢, es inyectivo.
Si @ € E es trascendente sobre K entonces el homomorfismo ¢, se factoriza por K|a]
y el homomorfismo inducido que denotaremos también por ¢, : K[X]| — K|a] es un
isomorfismo que se extiende a un isomorfismo de cuerpos @, : K(X) — K(«a), donde
K(X) es el cuerpo de fracciones de K[X].

Ejemplos 1.12. Los nimeros i € C y /2 € R son algebraicos sobre Q. Liouville demostro

en 1844 que e es trascendente sobre Q. Lindemann demostré en 1882 que 7 es trascendente
sobre Q.

Definicién 1.13. Se dice que la extension de cuerpos E/K es finita si E es un espacio
vectorial de dimension finita sobre K. Se llama grado de la extension finita E/K, y se

denota por [E : K], a la dimensiéon de E como espacio vectorial sobre K.
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Definicién 1.14. Sea E/K una extension de cuerpos y sea o un elemento algebraico sobre
K. Se llama polinomio irreducible de a sobre K al polinomio con coeficientes en K monico

que genera el nicleo de @,; lo denotaremos por Irr(a, K, X).

Dado que el nucleo de ¢, es un ideal primo, Irr(a, K, X) es un polinomio irreducible.
Ademés, K[a] es un cuerpo y entonces K[a] = K(«) y se tiene que [K(«) : K| es igual al
grado del polinomio Irr(a, K, X).

Definicion 1.15. Se dice que la extension de cuerpos E/K es algebraica si todo elemento
de E es algebraico sobre K. Se dice que E/K es trascendente si existe un elemento en F

que es trascendente sobre K.

Proposicion 1.16. Si E = K(ai,...,a,) y a1, ..., 0y son algebraicos sobre K, entonces
E/K es finita.

Proposicion 1.17. Una extension de cuerpos E /K es finita si, y solo si, E/K es algebraica

y E es de generacion finita sobre K.

Proposicion 1.18. Sea E/F y F/K extensiones de cuerpos. Se tiene E/K es algebraica
st, y solo si, E/F es algebraica y F/K es algebraica.

La extension C/R es algebraica, puesto que dimg C = 2; ademas C = R[i] = R(7). La

extension C/Q es trascendente.

Definiciéon 1.19. Si A € M,,(K) se llama polinomio caracteristico de A y de denota por
P4(X) al polinomio det(A — XT). Si V es un espacio vectorial de dimension finita sobre el
cuerpo K y f es un endomorfismo de V, se llama polinomio caracteristico de f al polinomio

caracteristico de la matriz asociada a f respecto a una base cualquiera de V.

El polinomio caracteristico del endomorfismo f de V' no depende de la base considerada

v el coeficiente de grado cero del polinomio caracteristico de f es el determinante de f.

Definiciéon 1.20. Sea E/K una extension de cuerpos finita de grado n. Un elemento o € E

define una aplicaciéon K-lineal
alg: EFE—FE

T~ ar,
y definimos la norma de a como el determinante de la aplicaciéon alg. Se denota por

Ejemplos 1.21. (1) Consideremos la extension de cuerpos C/R. Si a = a+ bi, entonces

Nmgg(a) = a* 4+ b* = |al?.
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(2) Sia € K, entonces Nmpgg(a) = a”, siendo n el grado de la extension E/K.

Proposicion 1.22. Sea E/K una extension finita de cuerpos de grado n y sea o € E. Si

Po1,(X) es el polinomio caracteristico de alp, entonces
P, (X) = Irr(a, K, X)FE(@)],

Demostracion. Dado que E/K es una extension finita entonces es algebraica y de genera-
cion finita. Veamos que si F = K(a), entonces Py1,(X) = Irr(a, K, X). Consideremos el
homomorfismo de anillos

¢: E — Endg(E)

x~~Tlp

El homomorfismo ¢ es inyectivo, puesto que si (z1g)(y) = xy = 0 para todo y € E,
entonces x = x1 = 0. Por el terorema de Cayley Hamilton, que afirma que todo en-
domorfismo es raiz de su polinomio caracteristico, Py1,(c1g) = 0 y entonces dado que
©(Pyig()) = Pyig(alg) = 0y que ¢ es inyectivo Py1,(a) = 0. Dado que el polino-
mio Irr(a, K, X) divide a Py1,(X) y que Py1,(X) es monico y su grado coincide con la
15(X) =Irr(o, K, X).

Supongamos que E # K(a) y que [K(«) : K] =d. Si {f1,...,84} es una base de K(«)

como espacio vectorial sobre K y {v1,...,7m} es una base de E como espacio vectorial

dimension de E' como espacio vectorial sobre K, entonces P,

sobre K («), entonces S = {B171,---,84V1s---+ 81 Ym,---,Bd¥m} €s una base de E como
espacio vectorial sobre K.

Si afy =) aj B, parai=1,...,d, entonces por el caso anterior el polinomio carac-
teristico de a1g(,) que es el polinomio caracteristico de la matriz A = (a;;) € My(K)

coincide con el polinomio Irr(a, K, X). Dado que
d
aBive=Y_ aji B
j=1
entonces la matriz asociada a o 1g respecto a la base S es la matriz diagonal por bloques

A ... 0
0o ... A
y entonces el polinonio caracteristico de a1 es

A-XI ... 0
Po1,(X) = : : = Po(X)"™ =Trr(a, K, X)™. O
0 o A-XI
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Corolario 1.23. Sea E/K wuna extension finita de cuerpos de grado n y sea o € E. Si
Irr(a, K, X) = X4 a1 X4 4+ ap, entonces d divide a n y si n = dm entonces

Nmpg, g (a) = ag'

Demostracion. Sabemos por el teorema anterior que Pp1,(X) = (X9 +ag_ 1 X1+ ... +
ap)™ = X" +mag_1 X" L+ ...+ al", con lo que Nmg k(o) = ag'. O]

1.2. Independencia algebraica

Sea E//K una extension de cuerpos.

Definicion 1.24. Sean «y,...,qa, € E. Se dice que ay, ..., q, son algebraicamente inde-

pendientes sobre K si el homomorfismo de K-algebras
0 :K[Xy,..., X, > FE
F(Xl,...,Xn) ~ F(0117...,Oén)

tiene nucleo {0}; en caso contrario se dice son algebraicamente dependientes. Es decir,
aq, ..., ap son algebraicamente dependientes sobre K si existe un polinomio F(X7, ..., X,) #

0 tal que F(aq,...,ay) =0, y son algebraicamente independientes si
F(Oél,...,()én) :0:>F(X1,,Xn) =0

Sea. A un subconjunto de E. Se dice que A es algebraicamente independiente sobre K si
todo subconjunto finito de A esta formado por elementos algebraicamente independientes

sobre K; en caso contrario se dice que A es algebraicamente dependiente sobre K.

Observacion 1.25. Si aq,...,a, € E son algebraicamente independientes, entonces la apli-

cacién K-lineal inducida por ¢ y que denotaremos también por ¢
0 :K[X1,...,X,] = Klag,...,ap]
F(X1,...,Xpn) ~ F(aq,...,ap)
es un isomorfismo de K-algebras. FEste isomorfismo se extiende a un isomorfismo de cuerpos
o :K(Xq,...,Xn) = K(ag,...,ap)
Xi ~ (673

donde K(Xj,...,X,) es el cuerpo de fracciones K[X1,...,X,].

Definicion 1.26. Si o, ..., a, son elementos de E algebraicamente independientes sobre

K se dice que K(aq,...,a,)/K es una extension trascendente pura.
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Ejemplos 1.27. (1) a € FE es algebraicamente independiente sobre K si, y solo si, es

trascendente sobre K.
(2) Xy,...,X, € K[Xq,...,X,] son algebraicamente independientes sobre K.

(3) « € E es algebraicamente dependiente sobre K si, y solo si, es « es algebraico sobre
K.

Lema 1.28. Seay € E y A C E. Son equivalentes
(1) v es algebraico sobre K(A).
(2) Ezisten B1,...,0n € K(A) tales que v + Bn_17™" L+ ...+ 5o = 0.
(3) Emisten Bo, ..., Bn € K[A], no todos cero, tales que Bpy™ + Bn_17" L +...+ Bo = 0.

(4) Eziste un polinomio F(X1,...,Xn,Y) € K[ X1,..., X, Y] ya1,...,ap, € A tales
que F(aq,...,am,Y)#0y F(ag,...,am,y) =0.

Demostracion. (1) = (2) = (3) = (1) son triviales.

(4) = (3) Escribimos F(Xi,...,Xp,Y) como un polinomio en Y con coeficientes
en el anillo K[X1,...,Xm, Y], F(X1,..., Xm,Y) = S F(X1,..., Xn)Y% Se cumple (3)
tomando £; = Fi(ai,...,Qm).

(3) = (4) Cada B; puede ser expresado como un polinomio en un namero finito de
elementos aq,...,q, de A, es decir, 5; = Fi(aq,...,ap), con F; € K[Xy,...,X,,]. Se
cumple entonces (4) con F =Y Fj(X1,..., Xn)Y" O

Definicién 1.29. Sea A C E. Un conjunto I' C E se dice que es algebraico sobre K (A) si

cada elemento de I" es algebraico sobre K(A).

Lema 1.30. Si E = K(I'), A es un subconjunto de E y I es algebraico sobre K(A),

entonces la extension E/K(A) es algebraica.

Demostracion. Si b € K(I'), existen f1,...,0, € T tales que b € K(B1,...,0,) y por
tanto b € K(A)(B1,...,Bn). Dado que fi,..., B, son algebraicos sobre K(A), por el lema

1.16] la extension K(A)(B1,...,0n)/K(A) es finita y por el lema algebraica. Asi, b
es algebraico sobre K(A). O

Lema 1.31. (Transitividad de la dependencia algebraica) Sea E/K una extension de
cuerpos, C, S y A subconjuntos de E. Si C es algebraico sobre K(S) y S es algebraico
sobre K(A) entonces C es algebraico sobre K(A).
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Demostracion. Por el lemall.30] las extensiones K(A|JS|JC)/K(AUS)y K(AUS)/K(A)
son algebraicas. Por la proposicién K(AUSUC)/K(A) es algebraica. O

Lema 1.32. Sea AC E yf € E. Si A es algebraicamente independiente sobre K y AU{3}

es algebraicamente dependiente sobre K, entonces 8 es algebraico sobre K(A).

Demostracion. Tenemos por hipotesis que existe un polinomio no nulo F(Xy,..., X,,Y) €
K[Xy,...,X,,Y] tal que F(ay,...,an,3) =0, para ciertos aq,...,a, € A distintos. Por
ser A algebraicamente independiente sobre K, en el polinomio F aparece la variable Y,

por lo que podemos escribir
F=a,Y" +am_1 Y™ ' 4+.. . 4ao, a; € K(X1,...,Xy], am #0, m>1.

Puesto que a,, # 0 y los «; son algebraicamente independientes, a,,(aq,...,a,) # 0. Por

ser ( raiz del polinomio
am (o, .0 Y™ a1 (a0 Y™ (o, o) # 0,

llegamos a que ( es algebraico sobre K(aq,...,a,) C K(A). O

1.3. Bases de trascendencia

Sea E//K una extension de cuerpos.

Definicion 1.33. Una base de trascendencia de E sobre K es un conjunto A C E alge-

braicamente independiente sobre K y tal que E es algebraico sobre K(A).

Teorema 1.34. Sea I' C E, E = K(I') y L es un subconjunto de T algebraicamente
independiente. Existe una base de trascendencia A de E tal gque LC ACT.

Demostracion. Sea
Y={ScCTI'|LcScCT,S es algebraicamente independiente sobre K }.

El conjunto ¥ es no vacio ya que L € ¥. Sea T un subconjunto de X totalmente ordenado

con respecto a la relacién de inclusién, y veamos que T estd acotado superiormente. Si

c=Js

SeT
entonces C' € Y. En efecto, si C es algebraicamente dependiente existe S’ = {aq,...,a,} C
C, con S algebraicamente dependiente. Sean Si,...,S, € T tales que a; € Sy,...,ap €

Sn. Dado que T esta totalmente ordenado, existe j € {1,...,n} tal que aq,..., a0 € S},
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luego S" C S; y entonces S’ no puede ser algebraicamente dependiente. Por tanto, C' es
algebraicamente independiente. Ademés, L. C C, y por tanto C' € 3. Asi, C' es una cota
superior de T'. Por el lema de Zorn, existe un elemento A € ¥ maximal.

Veamos ahora que A es una base de trascendencia de F sobre K. Tenemos que probar
que E/K(A) es una extension algebraica. Sea b € I'— A, el conjunto A|J{b} contiene a Ly
esté contenido en I'. Dado que A es un elemento maximal de ¥, AU{b} un subconjunto de
E es algebraicamente dependiente sobre K. Por el lemall.32] llegamos a que b es algebraico
sobre K (A). Por tanto, puesto que todo b € T" es algebraico sobre K (A), temenos por el lema
que la extension F/K(A) es algebraica, y por tanto A es una base de trascendencia

de FE sobre K cumpliendo las condiciones del enunciado. O

Corolario 1.35. Sea E = K(I'). Existe una base de trascendencia de E sobre K contenida

en ' y si I' es finito, entonces existe una base de trascendencia finita.
Demostracion. Basta tomar L = . O

Proposicion 1.36. Un subconjunto S de E es una base de trascendencia de E/K si, y

solo si, S es un conjunto algebraicamente independiente sobre K magzimal.

Demostracion. Sea S una base de trascendencia de F sobre K, y supongamos que existe un
subconjunto L C F algebraicamente independiente sobre K tal que S C L. Supongamos
que existe b € L tal que b € S. Por ser S una base de trascendencia de E sobre K, la
extension E/K(S) es algebraica y entonces b es algebraico sobre K(S). Por el lema [1.2§]
el conjunto S U {b} es algebraicamente dependiente sobre K, lo que contradice que L es
algebraicamente independiente sobre K. Por tanto .S = L, con lo cual .S es un subconjunto
de E algebraicamente independiente sobre K maximal.

Reciprocamente, sea S un subconjunto de F algebraicamente independiente sobre K
maximal, por la demostracién del teorema tomando L = () y I' = E, tenemos que S

es base una de trascendencia de E sobre K. O

Veremos en el proximo teorema que si una extensién tiene una base de trascendencia
finita, entonces cualquier otra base de trascendencia es finita y tiene el mismo niimero de

elementos.

Proposicion 1.37. Sea B = {aa,...,an} una base de trascendencia de E/K y L =
{B1,.--,PBm} un subconjunto de E algebraicamente independiente sobre K con m < n.

Eziste un subconjunto S de B tal que L| |S es una base de trascendencia de E /K.

Demostracién. Probaremos el resultado por induccién en m.

Para m = 1, L = {f1}. Por ser B base de trascendencia de E sobre K, la extension
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E/K(B) es algebraica y 1 es algebraico sobre K(B). Por tanto, existe un polinomio
F e K[Y, X1,...,Xy], F#0, tal que F(B1,a1,...,ay,) = 0. Por ser 3 trascendente sobre

K en el polinomio F' aparece necesariamente algtin X;, supongamos que es X;. Pongamos

S
F=> aX], ac€K[Y, Xy, .. X,
i=1
Si existe j € {1,...,s} tal que a;(B1,,...,0n) # 0, entonces aq es algebraico sobre
K(BMOQ? ey an)-
Siparatodoj € {1,...,s}cona; #0, a;(B1,as,...,0) =0, entonces {B1,az, ..., o}

es algebraicamente dependiente.

Sea ar # 0 tal que ax(B1,a9,...,a,) = 0. Por ser (3 trascendente sobre K, en
ap aparece algin X;, por ejemplo Xo. Razonando como antes, as es algebraico sobre
K(f51,as,...,a,) y por tanto sobre K(f51, a1, as,...,ay), 0 se tiene que {51, as,...,an}
es algebraicamente dependiente sobre K. Repitiendo si es necesario este proceso un namero
finito de pasos, se llega, ya que f3; es trascendente sobre K, a que existe j € {1,...,n} tal
que o es algebraico sobre K (f1,01,...,0j—1,0j41,...,0n).

Reordenando los elementos a1, ...,q, podemos suponer que a; = a1, y asi ap es
algebraico sobre K (31, ag, ..., ay). Se tiene asi que F es algebraico sobre K (51, aq, ..., ay),

que es a su vez algebraico sobre K (81, aa, ..., ay), y por la proposicion[1.18] E es algebraico
sobre K(f1, o, ..., o).

Veamos ahora que el conjunto

Bl — {Bl,QQ, .. ')an}u

es una base de trascendencia de F sobre K. Si los elementos (1, as,...,a, son alge-
braicamente dependientes por el lema p1 es algebraico sobre K(ao,...,ay) v en-
tonces K (B1,as,...,ay) es algebraico sobre K(as,...,ay,) Por la proposicion [1.18] la
extension K (51, a1,...,a,)/K(ag,...,ay) es algebraica y entonces «; es algebraico so-
bre K(ag,...,ay), lo cual es una contradiccion ya que {ai,...,a,} es algebraicamente
independiente sobre K.

Supongamos que el resultado es cierto para m = r, 1 < r < n — 1. Reordenando

at, ..., o, podemos suponer, por hipétesis de induccién, que

B’r’ = {617"'75T7047‘+17"'705n}

es una base de trascendencia de E/K. Veamos que el resultado es cierto para r + 1.

Dado que (3,41 es algebraico sobre K(f1,...,Br, Qri1,--., Q) existe un polinomio

GGK[Y17~--7}/;'+17Xr+17---;Xn]; G#O
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tal que G(B1, ..., Bre1, Qrt1, ..., an) = 0. Por ser {f1,...[r+1} algebraicamente indepen-
diente sobre K, en G aparece algin X, j € {r +1,...,n}. Razonando como arriba y
reordenando 41, ..., Q,, podemos suponer que «,11 es algebraico sobre K(51,..., Bri1,

Qr42,...,0p) Yy entonces por la proposicion la extension

E/K</Bl) . '7ﬁT+17aT+27' -"an)

es algebraica.

Veamos que By11 = {51, -, Br+1, ¥r42, - - -, Qn } €8 una base de trascendencia de F/K.
Si {B1,y.-+, Bre1, Qrya, ..., } fuese algebraicamente dependiente sobre K, por el lema
, Bry1 es algebraico sobre K(f31,...,Br, @ri2,...,Qn). Dado que a,41 es algebraico

sobre
K(ﬁlv LU 7/8T+17a7’+27 LU 7an)

y K(Bi,...,Br+1,0rt2,...,0p) es algebraico sobre K(f1, ..., Br, rt2,...,qy), por el lema
1.31}, a;-41 es algebraico sobre K (51, ..., Br, Qry2, ..., y), lo que contradice que {51, ..., Br,
41, .., 0n} es algebraicamente independiente. Por tanto,

BT-‘rl = {ﬁla ce 757‘—}-17057’4-27 SRR Oén}
es una base de trascendencia de E sobre K. O

Teorema 1.38. Si una extension de cuerpos E/K tiene una base de trascendencia fini-
ta, entonces cualquier otra base de trascendencia es finita y tiene el mismo numero de

elementos.

Demostracion. Sean B = {ai,...,an} y B’ bases de trascendencia de E/K.

Si en B’ hay n elementos distintos f1,..., s, entonces por la proposicion S =
{B1,...,Bn} es una base de trascendencia de E/K.Dado que S C B’y S es un subconjunto
de E algebraicamente independiente sobre K maximal, se tiene que B’ = S. Asi B’ es finito
v tiene n elementos.

Si B’ tiene m elementos, m < n, entonces existe un subconjunto S de B con n —m
elementos tal que B'| | S es base de trascendencia de E/K. Dado que B’ C B'| | Sy B es
un subconjunto de E algebraicamente independiente maximal se llega a una contradiccién.

Por tanto m = n. O

Observacion 1.39. Se puede probar que dos bases de trascendencia (posiblemente infinitas)

de F sobre K tienen el mismo cardinal.

Definicién 1.40. Sea E//K una extension de cuerpos. Se llama grado de trascendencia de
E sobre K, y lo denotaremos por trdeg (F), al cardinal de una base de trascendencia de
E sobre K.
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Por ejemplo, el grado de trascendencia de la extension trascendente pura K (X, ..., X,)

sobre K es n.

Ejemplo 1.41. Sean S; = X1+ ...+ X, S = ZK]- XiXj, ..., Sy = X1... Xy, los

polinomios simétricos elementales sobre Xq,..., X,. Dado que
FX)=(X X)X —X2)...(X = Xp,) = X" = S1 X" 1 £ S X" 2 ...+ (=1)"S,,

se tiene que K(X1,...,X,) es una extension algebraica de K(Si,...,Sy). Por el teorema
1.34] el conjunto {Si,...,S,} contiene una base de transcendencia de K(Si,...,S,)/K.
Dado que el grado de trascendencia de K (X1, ..., X, ) sobre K es n, entonces {S1,...,5,}

es una base de trascendencia de K(Xi,...,X,) sobre K.



Capitulo 2
Dependencia entera

En este capitulo estudiaremos las propiedades més importantes de la localizacién de
anillos y de dependencia entera; utilizaremos estas propiedades en el capitulo 5 para el

estudio de la dimension de las K-algebras finitamente generadas que son dominios enteros.

2.1. Anillos de fracciones

Definicion 2.1. Se dice que un subconjunto S de A es un subconjunto multiplicativamente
cerrado de Asil € Sy S es cerrado para la multiplicacion, es decir si s1, so € S, entonces

s189 € S.
Proposicion 2.2. La relacion ~ en A x S dada por
(a,s) ~ (b,t) <= Ju € S tal que (at — bs)u =0,

es una relacion de equivalencia.
. a . . _ . .
Si denotamos por — la clase de equivalencia de (a,s) y por ST'A el conjunto cociente

(A x S)/ ~, entonces STLA es un anillo con las siguientes operaciones:
(a/s)+ (b/t) = (at + bs)/st, (a/s)(b/t) = ab/st.

La aplicacién f : A — S~1A dada por f(a) = a/1 es un homomorfismo de anillos que
en general no es inyectivo. El anillo S71(A) se llama el anillo de fracciones de A. Si A es
un dominio entero, entonces S = A — {0} es un subconjunto multiplicativamente cerrado
de A. En este caso, S~'A es un cuerpo que se denomina el cuerpo de fracciones de A.

El anillo S~'A tiene la siguiente propiedad universal:

Proposicion 2.3. Sea g: A — B un homomorfismo de anillos tal que g(s) es una unidad

en B para todo s € S. Eriste un tinico homomorfismo de anillos h: S~'(A) — B tal que
g=hof.

13
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Demostracion. Comencemos viendo la unicidad de tal homomorfismo. Si h satisface dichas
condiciones, entonces h(a/1) = hf(a) = g(a) para todo a € Ay sis € S, h(l/s) =
h((s/1)7Y) = h(s/1)~1 = g(s)~!. Por tanto, h(a/s) = h(a/1)h(1/s) = g(a)g(s)~!, con lo
cual h estd determinado de manera tnica por g.

Comprobemos ahora la existencia. Sea h: S™'A — B la aplicacién h(a/s) = g(a)g(s)™!.

' existe t € S tal que (as’ —

Veamos que h estd bien definida. En efecto, si a/s = a/s
a’s)t = 0, por lo que (g(a)g(s’) — g(a’)g(s))g(t) = 0, y por ser g(t) una unidad en B,
llegamos a que g(a)g(s’) = g(a’)g(s) y entonces g(a) g(s)~' = g(a’) g(s') 1. Ademés, h es

un homomorfismo de anillos y ho f = g. 0l

Ejemplos 2.4. (1) Sipesunideal primo de A, entonces S = A—p es multiplicativamen-
te cerrado. Denotaremos S~ A4 por A,. Los elementos % cona € pyse Sforman un
ideal m de A. Ademas, A, es un anillo local con ideal maximal m. Para probar esto,
es suficiente probar que los elementos de A, — m son unidades. Si b/s ¢ m, entonces

b¢p conloquebe Sy portanto b/s es una unidad en Aj.
(2) S7tA = {0} si, y solosi 0 € S.
(3) Siz e Ay S = {2"},>0, denotaremos S~ A por A,.

Proposicion 2.5. Sea A un anillo y T C A, denotaremos por (T') el ideal generado por

T, es decir el menor ideal de A que contiene a T. Se tiene

<T>:{Zaixi | a; € A, z; € T, n € N}
i=1

Demostracion. El conjunto {d 7" ;a;x; | a; € A, z; € T,n € N} es el menor ideal de A

que contiene a T 0
Si S es finito, entonces se dice que (T) esta finitamente generado.

Definicion 2.6. Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Se dice que un ideal b de B
es un ideal extendido, si existe un ideal a de A tal que b es el ideal generado por f(a). Se

dice que b es la extension de a a B.

Sea f: A — S7'A, la aplicacién dada por f(a) = a/1. Si a es un ideal de A, denotare-

mos su extension a S™'A por S la.
Proposicién 2.7. Sea f: A — S7'A, la aplicacion dada por f(a) = a/l1. Se tiene
(1) Todo ideal de S™'A es un ideal extendido.

(2) S~ta= A si, y solo si, aN S # @.
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3) Siayb son ideales de A, entonces S~'(anb) = 5"tan S 6.
(3) y

(4) Si a es un ideal de A, entonces los anillos ST1A/S™la y gil(A/a) son isomorfos,
siendo S = p(A), con p: A — A/a, la aplicacion dada por p(a) = a + a, para cada
ac A

(5) Los ideales primos de S~ A estdn en correspondencia biyectiva (p <+ S~'p) con los

ideales primos de A que no cortan a S.

Demostracion. (1) Sea b un ideal de S™1A, x/s € b, se tiene que 2/1 € b, con lo que = esta
en el ideal f~1(b) = b/, y /s esta en el ideal S~'b’. Llegamos por tanto a que b C S~'b/,
y como ST'b’ C b, tenemos que S~1b’ = b.

(2) v (3) son inmediatos.

(4) Es claro que S es un subconjunto multiplicativo de A/a. Sea g : S~1A4 — g_l(A/a)
la aplicacion dada por g(a/s) = (a + a)/(s + a), y veamos que estd bien definida. Si
a/s,a'/s' € STYAya/s=d'/s, existe s € S tal que s”(as’ —a's) = 0. Aplicando p a esta

identidad, llegamos a que
(" +a)((a+a)(s’"+a)—(d +a)(s+a))=a,

con lo que (a+a)/(s+a) = (a’ + a)/(s' + a). Ademas, g es un homomorfismo de anillos
suprayectivo. Para calcular su ntcleo, sea a/s € Ker g, luego g(a/s) = (a+a)/(s+a) =
a/(1+a), con lo que existe un s'+a € S tal que (s'+a)((a+a)(1+a)—(s+a)a) = s'a+a = a,
y llegamos a que s’a € a, con lo que a/s = as’/ss' € S™'a. Sea ahora a € ay a/s € S~'a,
tenemos que g(a/s) = (a+a)/(s+a) = a/(s + a), con lo que a/s € Kerg, y por tanto
Ker g = S~ 'a. Asi,

ST A/Kerg=S"1A/S la~g(S1A) =5 (A/a).

(5) Sea q un ideal primo de S~ A. El ideal f~!(q) es un ideal primo de A. Veamos que
f~1(q) NS = @. En efecto, si f~1(q) NS # 3, existe s € S tal que s € f~1(q), con lo que
s/1 € q, pero entonces s/s = 1 € q y el ideal no seria primo. Ademaés, por ser q un ideal
extendido, S71(f~1(q)) = g.

Sea ahora p un ideal primo de A tal que pNS # &y sea p': A — A/p la aplicacion
dada por p'(a) =a+py S = p/(S). El anillo A/p es un dominio entero. Por (2) tenemos

un isomorfismo de anillos

STLA/S p ~ 5 N (A/p)

Dado que pNS = @, S # p, y entonces gfl(A/p) # 0. Dado que el anillo A/p es un dominio

entero, g_l(A/ p) estd contenido en el cuerpo de fracciones de A/p, de donde se sigue que
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S~tA/S71p es un dominio. Por tanto, S~!'p es un ideal primo de S~!(A). Claramente,
p C f7H(S™!p). Veamos que f~1(Stp) Cp. Siz € f1(S!p), entonces x/1 € S~p , de
donde se sigue que existen a € py s,s € S tales que tales que (xs —a)s’ = 0 y entonces

xss' = as’ € p. Dado que S Np = & se tiene que = € p. O

Proposicion 2.8. Sea A un anillo y h € A, los anillos A[X]|/(1—hX) y Ay, son isomorfos.

Demostracion. Si h = 0 entonces los dos anillos son cero. Supongamos h # 0, y considere-
mos la aplicaciéon
gbl A[X] — Ah
Ya; X~ Zai/hi

que claramente es un homomorfismo de anillos. Ademas, ¢(1 — hX) =1— (h/1)(1/h) =
1—-1=0, con lo que ¢({1 — hX)) =0, con lo que tenemos el homomorfismo de anillos
¢: A[X]/(1 — hX) — Ay
Sa; X!+ (1—hX) ~ Y ai/h'.

Consideramos ahora el homomorfismo de anillos g: A — A[X]/(1 — hX) definido por
g(a) = a+ (1 — hX), y veamos que g(h) es una unidad de A[X]/(1 — hX). Puesto que
1—-hX € (1 - hX), aplicando g llegamos a que 1 + (1 — hX) — (h+ (1 — hX))(X + (1 —
hX)) = (1 — hX), con lo que X + (1 — hX) = (h+ (1 — hX))~L. Por tanto, g(h") es
una unidad de A[X]/(1 — hX) para todo n > 0 y por la proposicién existe un nico
homomorfismo de anillos U: A, — A[X]/(1 — hX) tal que ¥ o f = g y que esta dado por
U(a/h") = g(a)g(h") ™" = g(a)(g(h)™")" = (a+{1-hX))(X"+(1-hX)) = aX"+(1-hX).

Veamos por taltimo que ¥ es la inversa de ¢. Si ), a; X" + (1 — hX) € A[X]/(1 - hX),
entonces (¥ o @)(>, a; X" + (1 —hX)) = V(X a;/h") = >, V(a;/h") = >, a; X" + (1 —
hX). Si a/h" € Ay, (¢ o U)(a/h") = ¢(aX" + (1 — hX)) = a/h". Por tanto, ¢ es un

isomorfismo. O

2.2. Dependencia entera

Definicion 2.9. Sea B un anillo conmutativo y unitario y A un subanillo de B. Un
elemento x de B se dice que es entero sobre A si x es raiz de un polinomio monico con

coeficientes en A, es decir si satisface una ecuaciéon de la forma
"4 an_12" V4. 4+ ap=0

donde los a; son elementos de A. Si todo elemento de B es entero sobre A, entonces se dice

que B es entero sobre A.
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Todo elemento de A es entero sobre A por ser raiz del polinomio X — a.

Definicion 2.10. Se dice que un homomorfismo de anillos f: A — B es finito o que B
es una A-algebra finita si B es un A-mdédulo finitamente generado, siendo B un A-mo6dulo
via f, es decir si existen elementos x1,...,x,;, en B tales que cada elemento de B es de
la forma Y ;_; a;z; donde a; € A, para ¢ = 1,...,n; escribiremos B = (z1,...,Zm). Se
dice que el homomorfismo de anillos f: A — B es de tipo finito o que B es una A-algebra
finitamente generada, si existen elementos 1, ...,Zy, en B tales que cada elemento de B
puede escribirse como un polinomio en 1, ..., z, con coeficientes en f(A) y se denota por
f(A)[z1,...,zy] 0 por Alz1,..., 2y

Definicion 2.11. Sea M un A-moédulo. Se llama anulador de M al siguiente ideal de A
AmaM ={ac A | aM = 0}.
Se dice que un A-moédulo M es fiel si Ann M = 0.
Proposicion 2.12. Sea A un subanillo de B. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(1) x € B es entero sobre A.
(2) Alx] es un A-mddulo finitamente generado.

(3) Alz] estd contenido en un subanillo C' de B tal que C es un A-mddulo finitamente

generado.
(4) Existe un Alx]-mddulo fiel M que es un A-mddulo finitamente generado.

Demostracion. (1) = (2) Dado que z" + ap,_12" ! + ... + ag = 0, tenemos que 2" =
—(a1 2" '+ ...+ az +ao) € (1,z,..., 2" ). Veamos que 2"t € (1,x,...2" 1), para
todo r > 0. Razonaremos por induccién sobre r. Para r = 0 estd probado. Supongamos el

resultado cierto para » — 1 > 0. Existen cp, c¢1....,c" ' € B tales que,

Tl =g+ e+ .+ epora™ L

y entonces
2" =cor + 12’ + .+ enor™ "
=cor+cizi+ .. Fenoz"  ep1(—(a12™ 4. Lz +ag)) € (L, z, ..., 2.
Por tanto, A[z] estd generado como A-médulo por 1,x, ..., 2" L

(2) = (3) Basta con tomar C' = Alx].
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(3) = (4) Tomamos M = C, que es un A[x]-modulo fiel puesto quesiy € A[z], yC =0

entonces y1 = 0.

(4) = (1) Supongamos que M esta generado por mq,...,m, € M, existen entonces
a;; € A, 1,7 = 1,...,n, tales que xm; = 2?21 a;ym;. Si byj = a;; — xd;;, siendo d;; las
deltas de Kronecker, entonces Z?:1 bijmj =0, para i,j = 1,...,n. Sea
al—x ... a1n
N = (bij) = ! : € My (Alz)).
an1 ceh Qpp — X
Se tiene
mi 0
N —
my, 0

Multiplicando por la izquierda por la matriz transpuesta de la adjunta de N se tiene:
(det N)ym; =0, i=1,...,n

Asi, (det N) M = 0y entonces det N € Ann 4, M = {0}. Desarrollando det(N) se obtiene

un polinomio monico en x con coeficientes en A, y por tanto x es entero sobre A. O
Corolario 2.13. Sean x;, 1 = 1,...,n, elementos de B cada uno de ellos entero sobre A.
El anillo Alxy,...,z,] es un A-mddulo finitamente generado.

Demostracion. Lo probaremos por induccién en n. El caso n = 1 se probé en la proposicién
anterior. Supongamos n > 1y sea A, = Alxq,...,z,]. Por hipotesis de induccion, A,_1 es
un A-moédulo finitamente generado. Dado que que z, es entero sobre A, lo es sobre A,_1
y por la proposicién anterior se tiene que A,, = A,,_1[x,] es un A,_;-mdédulo finitamente

generado y entonces A, es un A-médulo finitamente generado. O

Corolario 2.14. FEl conjunto C de elementos de B que son enteros sobre A es un subanillo

de B que contiene a A.

Demostracion. Sean x,y € C, por el corolario anterior Az, y] es un A-mo6dulo finitamente

generado, y por la proposicion 2.12] z +y y zy son enteros sobre A. O

Definicion 2.15. Se llama clausura integra de A en B al conjunto de elementos de B que
son enteros sobre A. Si C' = A, se dice que A es integramente cerrado en B. Si C = B
se dice que B es entero sobre A. Se dice que un dominio es integramente cerrado si es

integramente cerrado en su cuerpo de fracciones.
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Corolario 2.16. Sea A un subanillo de B. Si x1,...,x, € B son enteros sobre A, entonces

Alz1,...,xy,) es entero sobre A.

Demostracion. Por el corolario Alxy,...,x,) es un A-moédulo finitamente generado. Si
x € Alz1,...,3y,), entonces Alz] C Alz1,...,x,) y por la proposicién 2.12] (3), z es entero
sobre A. O

Proposicion 2.17. Todo anillo factorial es integramente cerrado.

Demostracion. Sea A un anillo factorial y a/s € S7'A, S = A — {0}, a y s sin factores
irreducibles comunes. Si a/s es entero sobre A, existe un polinomio moénico F' = X" +
an 1 X" V4. 4 ag € Alz], tal que F(a/s) = 0. Se tiene

A"+ ap_1a" s+ ... +ags" = 0.

Por tanto, a” = —(an_1a™ '+ ...+ aps" ) s, y entonces s divide a a”. Dado que A es un
anillo factorial y A y B no tienen factores irreducibles comunes, entonces s es una unidad
en A. Asi, a/s =as™1/1 € A. O

En particular, todo cuerpo, el anillo de los enteros Z y el anillo de polinomios con

coeficientes en un anillo factorial son dominios integramente cerrados.

Definicion 2.18. Sea ig: A — B un homomorfismo de anillos. Se dice que B es una

A-algebra entera si B es entero sobre ip(A).

Proposicion 2.19. Una A-dlgebra B es finita si y sdlo si B es entera sobre A y es una

A-dlgebra finitamente generada.

Demostracion. Si B es un A-moédulo finitamente generado, existen x; € B, i = 1,...,m,
tales que B = (x1,...,2y) y dado que B es una A-dlgebra se tiene que B = A[x1,...,Tp].
Si x € B, entonces A[zx] C By dado que B es un anillo y un A-mo6dulo de generacion
finita, por [2.12] (3), x es entero sobre A.

Reciprocamente si B = A[z1,..., %] es una A-algebra entera sobre A, entonces por
por el corolario 2.13] B es un A-moédulo finitamente generado. O

Lema 2.20. Seq f: A — B un homomorfismo de anillos y M un B-mddulo finitamente
generado. Consideremos M y B como A-mddulos via f. Si B es un A-mddulo finitamente

generado, entonces M es un A-mddulo finitamente generado.

Demostracion. Si M esta generado por myq, ..., m, como B-médulo y B esti generado por
bi,...,bs como A-modulo, entonces los elementos m;b; para¢ =1,...,ry j =1,...,s

generan M como A-modulo. O
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Proposicion 2.21. (Transitividad de la dependencia entera) Si A C B C C son anillos y

st B es entero sobre A y C es entero sobre B, entonces C es entero sobre A.

Demostracion. Si x € C, por ser C entero sobre B se tiene una ecuacion " + b,_12™ 1 +
... t+bo=0,con b; € B, parai = 0,...,n — 1, y entonces x es entero sobre el anillo
B’ = Alby, . ..,bs,—1]. Por el corolario B’ es un A-mo6dulo finitamente generado. Dado
que x es entero sobre B’; el anillo B’[z] es un B’-m6dulo finitamente generado. Por el lema
2.20] B'[z] es un A-médulo finitamente generado y por la proposicién [2.12)(3), x es entero
sobre A.

O

Proposicion 2.22. Sean A C B anillos, B entero sobre A

(1) Si b es un ideal de B y a = A()b, entonces B/b es entero sobre A/a.

(2) Si S es un subconjunto multiplicativo de A, entonces S™'B es entero sobre S™1A.

Demostracion. (1) El anillo B/b es un A/a-mo6dulo via el homomorfismo de anillos g: A/a —
B/b, dado por g(a+ a) = a + b, para cada a +a € A/a. Sea x + b € B/b. Dado que x es

entero sobre A, verifica una ecuacién polinémica de la forma
2" ap 12" 4+ +ay=0, a; €A i=0,...,n—1.

Sip: A— A/a es el homomorfismo de anillos p(a) = a+ a, aplicando g o p a esta ecuacion
se tiene:

(x+0)"+ (ap 1 +a)(z+b6)" 1 +.. . +ag+a=0.

Asi, © + b es entero sobre A/a.
(2) El anillo S™'B es un S~'A-moédulo via el homomorfismo de anillos h: S71A —
S~1B, dado por h(a/s) = a/s, para cada a/s € S~ A. Sea 2/s € S~'B. Dado que z € B

es entero sobre A, verifica una ecuacion polinémica de la forma
"4 ap_ 12"+ . +a=0, a €A i=0,...,n—1.
Aplicando a esta ecuacién el homomorfismo de anillos f: B — S~!B, dado por f(b) = b/1,

para cada b € B, se tiene la ecuacion

/14 (ap_12" /1 + ... +ag/1 =0,

y multiplicando por 1/s™ tenemos
(z/s)" 4 (a1/s)(x/s)" t + ... +ag/s" =0,

con lo que /s es entero sobre S~ A. O
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Proposicion 2.23. Sean B un dominio entero y sea A un subanillo de B. Si B es entero

sobre A, entonces el cuerpo de fracciones de B es algebraico sobre el cuerpo de fracciones

de A.

Demostracion. Sea L el cuerpo de fracciones de B, y sea b/s € L, b,s € B, s # 0. Veamos
que podemos suponer que s € A. En efecto, dado que B es entero sobre A, s verifica una

ecuacién polinémica con coeficientes en A
S tep 18" V4 e, GEeA i=0,...,n—1.

con cg # 0. Sea d = —(s"" ! + ¢, 15" 2+ ...+ c1). Se tiene que sd = ¢y # 0 y entonces
b/s = bd/cy.

Por ser B entero sobre A, se tiene una ecuacion polinomica
'+ ap 1" P+ 4ag=0, ap_1,...,a9 € A.
Multiplicando por 1/s™ obtenemos la ecuacién polinémica
(b/8)" + (an-1/5)(b/s)" "' + ...+ (ar/s""1)(b/s) + ao/s" =0

y puesto que los coeficientes estan en el cuerpo de fracciones de A, llegamos a que b/s es

algebraico sobre el cuerpo de fracciones de A. O

Lema 2.24. Sea A un dominio entero integramente cerrado y sea F una eztensidn finita
del cuerpo de fracciones K de A. Un elemento a € E es entero sobre A si, y solo si,
Irr(o, K, X) € A[X].

Demostracion. Sea o € E entero sobre A, existen aq,...,a, € A tales que

1

a"+aa" 4+ Fa, =0, (%)

Sea F(X) =Irr(a, K, X) y sea o otra raiz de F/(X) de un cuerpo de escision del polinomio
F(X). Se tiene que F(X) = Irr(¢/,K,X) y entonces la aplicacion o: K[a] — K[d/],

o(a) = o' es un K-isomorfismo. Aplicando ¢ a la ecuacion () llegamos a que
A"+ ad™ M+ 4a,=0,

con lo que o es entero sobre A. Por tanto, si de a, ..., ay, son las raices de F/(X) en un

cuerpo de escision, entonces aq, ..., a, son enteros sobre A. Se tiene

FX)=(X—-a1)...(X —ap)
=X" - (041+...—I—an)X"_l+(a1a2+...+an,1an)X”_1—I—...—I—(—l)”al...an.
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Por el corolario cada coeficiente de F'(X) es entero sobre A. Dado que los coeficientes

de F(X) estan en K y A es integramente cerrado se tiene que F(X) € A[X].
Reciprocamente, si « € E entonces por ser la extension E/K finita, « es algebraico

sobre K. Si Irr(a, K, X) € A[X], entonces « es entero sobre A. O

Lema 2.25. Sea A un dominio entero integramente cerrado y sea L una extension finita
del cuerpo de fracciones K de A. S1 o € L es entero sobre A, entonces Nmp g € A, y «

divide a Nmp, i en el anillo Ala].

Demostracion. Sea Irr(a, K, X) = X" +a,_1 X"t +...4+ag. Por el corolario [1.23] r divide
al grado n de la extension L/K y Nmp g (a) = ag/r. Por el lema ag € Ay entonces
Nmy, g (@) € A. De la ecuacion 0 = a(a”* +a,_10" 2 +...+a1) +ag vemos que a divide

a ag en Ala], y por tanto también divide a Nmy, /g (a). O

Teorema 2.26. (Lema de Zariski, [I, Proposicion 7.9]) Sea E/K una extension de cuerpos.
Si E es una K-dlgebra finitamente generada, entonces es algebraica sobre K, por tanto

finita y si K es algebraicamente cerrado E = K.

Definicion 2.27. Se dice que un anillo es noetheriano si todos sus ideales son finitamente

generados.

Teorema 2.28. (Teorema de la base de Hilbert [1]) Si A es noetheriano, entonces el anillo

de polinomios A[X,...,X,] es noetheriano.

2.3. Lema de normalizaciéon de Noether

Probaremos en esta seccion que todo dominio entero A que sea un algebra finitamente
generada sobre un cuerpo K contiene un algebra de polinomios R tal que A es una R-
algebra finita; es decir que existen elementos yi,...,y, de A que son algebraicamente
independientes sobre K y tales que A es una Ky, ..., y,]-algebra finita. Comenzaremos

con unos lemas.

Lema 2.29. Sea F(Xy,...,Xy,T) € K[X1,...,Xq,T). Existe m € N tal que
F(Xi+T™ Xo+T™, .., Xg+T™ T) =, T" + cr1T" " + ... + co,

con ¢, € K—{0}, ¢; € K[Xy,...,Xy4], parai=0,...,r —1.

Demostracion. Sea

F(X1,. 0, Xa,T) = iy g, Xit o X g T
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y sea
S ={((i1, - igp1) €N | ayy iy, # 0}
y m € N tal que m > max{iy,...,ig+1} para todo (i1,...,iq+1) € S. Se tiene que el
monomio de mayor grado en 1T del polinomio
(X1 +T™) . (Xg+ T™)iaTia

eg TiAmPis . Ambigtiog

Para cada (i1,...,i4+1) € S los exponentes miy +mZig+.. .+mdz'd—|—id+1 son distintos.
En efecto, si

miy +m%is + ...+ mbg+ige = mki +mZks + ...+ mkqg + kaia

entonces, igy1 — kgr1 € mZ y dado que ig41 — kg1 < m, se tiene que ig11 = kgi1-
Analogamente, m(i; — k1) € m?Z y por tanto i; — k; € mZ y dado que i1 — j; < m,
i1 = k1. Continuando el proceso llegamos a que i; = kj;, para j = 1,...,d + 1. Sea N el

mayor de dichos exponentes, se tiene que

FXi+T™, .. Xg+T™ 7)) = exTN + eno1TV 1+ ..+ co,

con cy € K — {0}, ¢; € [X1,...,Xq4), parai=0,...,N — 1. O]
Lema 2.30. Sea A = K|z1,...,x,] una K-dlgebra finitamente generada que es un domi-
nio entero y supongamos que {x1,...,xq} es una base de trascendencia de K(x1,...,2y)
sobre K. Si n > d, entonces existe un m € N tal que A es una Klxy — x)', ..., x4 —
x?d, Tdt1s-- -5 Tn—1]-dlgebra finita.

Demostracion. Si n > d, conjunto {z1,...,xq,x,} es algebraicamente dependiente, por

lo que existe un F € K[Xi,...,X4,T] no nulo tal que F(z1,...,24,2,) = 0. Como
{z1,...,24} es un conjunto algebraicamente independiente, T aparece en F', y podemos

escribir el polinomio como
F(Xl, ce Xd, T) = GTTT + ar_lTril + ...+ ap.

cona; € K[X1,...,Xq4], ar #0y r > 0.

Sia, € K, como F(z1,...,24,x,) = 0, tenemos que x,, es entero sobre K[z1,...,x,]
y entonces que x1,...,Z, son enteros sobre K|x1,...,z,_1], y por la proposicién A
es una K(x1,...,z,—1]-4lgebra finita y el lema se verifica para m = 0.

Si a, ¢ K, por el lema anterior existe un m natural tal que F(X; + 7™, X2 +
T, Xg+T™ T) =T +c, 1T 4., .+co, cone, € K—{0}, ¢; € K[X1,...,Xq.

Consideremos el polinomio

G(Xl,.. . ,Xd,T) = F(X1 +Tm,X2+Tm2,. .. ,Xd—l—de,T) = CTTT—l-Cr_lTril—l-...—}—Co.
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Dado que
d d —1
Glrr—a,...,xqg— ) &) =Cx;, + Cro1(x1 — )y o xg — T )T,
d
+...tco(xr—an, . o xg—xnt ) = F(x1,...,24,2pn) = 0,
Ty, es entero sobre Klxy —a)',...,xzq— ) |. Como z; = (z; —z]" )+, los elementos z;
. ., d - e,
con ¢ < d también son enteros sobre K|[x; — )", ..., xq — 2" |, y por la proposicién m
d .
Aesuna Klxy — a2, ..., 24 — 2" ,T441,...,Tn—1]-algebra finita. O
Teorema 2.31. (Lema de normalizacién de Noether) Sea A = Klzi,...,z,] una K-
dlgebra finitamente generada que es un dominio entero. Eristen elementos yi,...,yq € A
que son algebraicamente independientes sobre K y tales que A es entero sobre Kly1,...,yq].
Demostracion. Sead = trdegg K (x1,...,2,)/K.Sid = n, entonces z1, ..., z, es una base

de trascendencia de K(z1,...,x,) sobre K y A es finita sobre A.

Si d < n, supongamos que {x1,...,2z4} es una base de trascendencia de K(z1,...,zy)
sobre K. Por el lema anterior, existen elementos z1,...,z,—-1 € A tales que A es fini-
ta sobre KJz1,...,2,—1] ¥y por tanto entera. Por la proposicion K(xz1,...,oy) es
una extension algebraica de k(z1,...,2,—1). Dado que toda base de trascendencia de
K(z1,...,2p—1) sobre K es base de trascendencia de k(x1,...,x,) sobre K, se tiene que
trdegp K (z1,...,2n-1)/K =d.

Sid=mn—1, entonces z1,...,2,_1 son algebraicamente independientes. Sid < n—1, se
repite el proceso para K|z1,...,2,—1], y entonces existen elementos t1,...,t,_o € A tales
que Klz1,...,2n—1] es entera sobre K|ti,...,t,—2]. Por la proposicion la extension
K(z,...,2n-1) es algebraica sobre K (t1,...,t,—2) y entonces trdeg K (t1,...,tn—2)/K =

d. Ademas, por la transitividad de la dependencia entera, A es entera sobre K|[t1,...,t,—2].
Sid=n—2, entonces t1,...,t,_o son algebraicamente independientes. Si d < n — 2, se
sigue con este proceso hasta encontrar elementos y1,...,yq € A tales que A es entera sobre

Ky, ..., yd y trdegg K(y1, ..., yq)/K = d. O



Capitulo 3

Variedades algebraicas afines

3.1. Variedades algebraicas afines. Topologia de Zariski

Sea K un cuerpo. Denotaremos por K[X,...,X,] el anillo de polinomios en las varia-
bles Xi,..., X, con coeficienters en K. En general denotaremos F'(Xy,...,X,) por F'y si
P =(ai,...,an) € K", F(ai,...,a,) por F(P).

Definiciéon 3.1. Sea S un subconjunto de K[Xj,...,X,]. Se llama variedad algebraica
afin o conjunto algebraico afin definido por S al conjunto de ceros comunes a todos los

polinomios de S
Z(S)={PeK" | F(P)=0,YF € S}.

Si S ={F,...,F,}, denotaremos Z(S) por Z(Fi,...,F,). Si S es un conjunto de
polinomios de grado 1, entonces Z(S) es una variedad lineal de K™.

SiSC K[X1,...,X,], entonces Z(S) = Z((S)). En efecto, claramente Z((S)) C Z(95).
Reciprocamente, si P € Z(S), entonces F(P) = 0, para cada F' € S y entonces,

) aiF)(P)=>ai(P)F(P)=0,Va; € K[X1,...,X,],VF;, € 5,¥n €N,
i=1 i=1
Asi, Z(S) C Z((S)). Asi, las variedades algebraicas afines son los conjuntos de la forma
Z(a) donde a es un ideal de K[X1,..., X,].
Por el teorema de la base de Hilbert (2.28]), todo ideal de K[X7, ..., X,] esta finitamente

generado. Si a = (Fy, ..., F,), entonces
T
Z(a)=Z(Fy,...,F) = 2(F) = Z(F,..., F)
i=1
Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado y F' € K[X1,...,X,], F ¢ K, los conjuntos
Z(F) se llaman hipersuperficies. Si n = 1 se llaman curvas y si n = 2 superficies. Asi, toda

variedad algebraica afin es interseccion de un ntimero finito de hipersuperficies.

25
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Se tiene:
(1) Siay bson ideales de K[X;,...,X,]y a Cb, entonces Z(b) C Z(a).

(2) Z(0)= K"y Z(K[X1,...,Xn]) = &, es decir el conjunto vacio y K" son variedades

algebraicas afines.
(3) Z(ab)=Z(anb)=Z(a)U Z(b).

4) Z(Uai) = 2(3°ai) = N Z(a;).

(5) Un punto de K™ es una variedad algebraica afin. En efecto, si P = (aq,...,an),
entonces { P} = Z(X; —ay, ..., X, —ay,). Cualquier subconjunto finito de K™ es una

variedad algebraica afin.

Las afirmaciones (2), (3) y (4) demuestran que las variedades algebraicas afines de
K™ satisfacen los axiomas para ser los cerrados de una topologia en K™: el vacio y todo
el espacio son cerrados, una unién finita de cerrados es un cerrado y una interseccién
arbitraria de cerrados es un cerrado. Esta topologia se llama la topologia de Zariski de K™.
Si V es un conjunto algebraico de K™ llamaremos topologia de Zariski de V' a su topologia
relativa respecto a la de Zariski de K™; sus cerrados son los cerrados de K" contenidos en
V.

La topologia de Zariski es muy diferente de las topologias usuales; los cerrados son muy
pequenos: si K es algebraicamente cerrado, los cerrados en K son los subconjuntos finitos
y K y en cambio en K" los abiertos son muy grandes, dos abiertos no vacios se cortan

siempre, con lo cual la topologia no es separada.

Definicion 3.2. Sea F € K[X4,...,X,], F ¢ K y Z(F) la hipersuperficie definida por
F'. El conjunto
D(F) = K" — Z(F)

es un abierto de Zariski de K™ que se llama abierto bésico o principal. Los abiertos princi-
pales forman una base de la topologia de K", es decir todo abierto U es unién de abiertos

principales:

U=K"—-Z(F,...,F) = U(K" - Z(F)) = U D(F;).

3.2. Ideal de una variedad algebraica afin

Definicion 3.3. Sea Y un subconjunto de K™. Se llama ideal de Y al conjunto:

I(Y)={F € K[X1,...,X,] | F(P)=0,YP €Y}
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Se tiene:
(1) SiY) C Ya, entonces I(Ya) C I(Y7).
(2) I1(@) = K[X1,...,X,] ysi K es infinito I(K"™) = {0}.

3) 1(UYi) =N1(Y)

(4) Si V es una variedad algebraica afin, entonces Z(I(V))) = V.

(5) Si V'y W son variedades algebraicas afines y I(V) = I(W), entonces V = W.
6) I({a1,...,an)}) = (X1 —a1,..., X — apn).

(7) aC I(Z(a)), para todo ideal a de K[Xq,...,X,].

Definicion 3.4. Sea A un anillo conmutativo y unitario y a un idea de A. Se llama, radical
de a al ideal
rada={z€A|IreN, 2" €a}.

El radical de a es la interseccion de todos los ideales primos que contienen a a. Si a, by p

son ideales de A y p es un ideal primo, entonces
rad (ab) =rad (aNb) =radanNradb, rad(p")=p, Vn > 0.

Se dice que un ideal es radical si coincide con su radical. Se dice que un anillo es

reducido si no tiene elementos nilpotentes distintos de cero .
Se verifica que un ideal a de A es radical si, y solo si, A/a es un anillo reducido.

Proposicion 3.5. Sea V' un conjunto algebraico afin de K™. El conjunto I(V') es un ideal
radical de K[X1,...,X,].

Demostracion. Consideremos el anillo de todas las funciones de V en K, F(V,k), y el
homomorfismo de anillos
pv: K[X1,...,X,]) = F(V, k)
F ~f

siendo f : V — K la aplicacion dada por f(P) = F(P), para cada P € V. El nucleo de
P es I(V) que por tanto es un ideal de K[X1,...,X,]. Ademas, si F' € rad I(V'), entonces
existe r € N tal que F" € I(V) y entonces F"(P) = F(P)" = 0, para todo P € V. Asi,
F(P) =0, para todo P € V, de donde se sigue que F' € I(V).

El subanillo imagen por py de K[Xy,...,X,] que denotaremos por I'(V') es isomorfo
al anillo K[X1,...,X,]/I(V). El anillo I'(V') se llama anillo de funciones regulares de V' y
el anillo K[X,...,X,]/I(V) anillo de coordenadas de V. O
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Definicién 3.6. Sea V un conjunto algebraico afin de K™. El anillo I'(V) se llama anillo
de funciones requlares o anillo de funciones polindmicas en V' o también dlgebra afin de V
y el anillo K[X1,...,X,]/I(V) anillo de coordenadas de V.

El anillo I'(V') es una K-algebra de tipo finito reducida (no tiene elementos nilpotentes

no nulos) y sus elementos se llaman funciones polinémicas o requlares de V.

3.3. Irreducibilidad

Si consideramos en K? la variedad algebraica afin V' definida por la ecuacién XY =0
vemos que es la union de dos variedades algebraicas afines, los dos ejes coordenados, es
decir, V' es unién de dos cerrados de Zariski. Para estudiar una variedad algebraica afin V

estudiaremos con frecuencia cada uno de los cerrados que aparecen.

Proposicion 3.7. Sea X un espacio topoldgico no vacio. Son equivalentes:
(1) Si X =C1UCy con Cy y Cy cerrados de X. se tiene que X = Cy 0o X = Cs.
(2) SiU yV son dos abiertos de X con UNV =@, entonces U =2 oV = @.
(3) Todo abierto no vacio de X es denso.

Demostracion. (1) = (2) Sean U y V abiertos de X con UNV = &. Los conjuntos X —U y
X —V son cerrados de X. Por las leyes de Morgan, (X -U)U(X-V)=X—-(UNV) = X.
Por (1), X -U=Xo0X-V=X,conloqueU=2 0V =0.

(2) = (3) Sea U un abierto no vacio de X. Dado que U denso en X si, y solo si, UNV # &,
para todo V abierto no vacio de X, el resultado se sigue de (2).

(3) = (1) Sean Cy y C5 cerrados de X tales que X = Cy U Cy. Los conjuntos X — Cy y
X — (3 son abiertos de X y si fueran no vacios (X — Cq) N (X — C2) # @, por (3). Por
las leyes de Morgan se tendria que C1 UCy = X — ((X — C1) N (X — C2)) # X, lo cual
es una contradiccién. En consecuencia, X —C1 =@ 0 X —Co =g, con lo que C; = X o
Cy=X. O

Definicion 3.8. Si X es un espacio topoldgico que verifica una de las tres condiciones

equivalentes de la proposicién entonces se dice que X es irreducible.

Observacion 3.9. Con las topologias usuales esta situacién no se produce, puesto que son

separadas, con lo cual los Unicos irreducibles son los conjuntos formados por un punto.

Teorema 3.10. Sea V una variedad algebraica afin con su topologia de Zariski. Se tiene

que V' es irreducible, si, y solo si, I(V') es un ideal primo de K[X1,..., X,].
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Demostracion. Supongamos que V es irreducible. Sean F,G € K[X,...,X,] tales que
FG e I(V). Se tiene que V = Z(I(V)) C Z(FG) = Z(F)U Z(G), por lo que podemos
escribir V = (Z(F)NV)U (Z(G)NV), donde cada elemento de la unién es cerrado. Por
ser V irreducible, Z(F)NV =V 0 Z(G)NV =V y entonces V C Z(F) oV C Z(G) y asi
FelZ(F)cI(V)o FelZ(G)cCI(V).

Reciprocamente, supongamos I(V') es un ideal primo, y que V no es irreducible, es decir
V = C1 Uy, con C,Cy cerrados, C1 # V,Cy # V. Se tiene entonces que I(V) ; I(Cy) y
I(V) & I(Cy). Sean Fy € I(C1) — I(V), Fy € I(Cy) — I(V), llegamos a que FjF» se anula
en C1 y Cy y por tanto en V. Asi, F1Fy € I(V), y por ser I(V) es primo, se tiene que
FyeI(V)o Fy € I(V), lo cual es una contradiccion. Por tanto V' es irreducible. O

Corolario 3.11. Si K es un cuerpo infinito, entonces K" es irreducible.

Demostracion. Dado que I(K"™) = {0}, el ideal {0} es primo, por ser K[Xi,...,X,] un

dominio. n

Definiciéon 3.12. Si V es una variedad algebraica irreducible entonces el anillo I'(V') es un
dominio entero. El cuerpo de fracciones de I'(V') se llama cuerpo de funciones racionales
sobre V' y se denota por K (V).

Proposicion 3.13. Sea K un cuerpo infinito, A € K", U un subespacio de K" y con-
sideremos la variedad lineal L = A 4+ U. Si dimg(U) = r, entonces L es homeomorfa a
K.

Demostracion. Sea A = (ay,...,a,) y sean
ri=a1+ap M+ ... Fa A, . Ty =apFapiA .. F Anp A,

unas ecuaciones paramétricas de L. La aplicacién f: K" — L dada por

fyr,.oyyr) = (a1 +anyr + .-+ a1y -y an + a1y + -« . + anrYr),

es un homeomorfismo. En efecto, f es continua, por ser una aplicacién polindémica y es
biyectiva.

Los vectores v; = (ay;...,an;), i = 1,...,r forman una base de U. Supongamos que

ail ... Qip
A=| i 5 #£0

Arl ... Qpp
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La aplicacion f~! esla composicién de dos aplicaciones polinémicas, la aplicacion t_4: L —
U, dada por t—A(P) = P — A y la aplicacion g: U — K", dada por

g(bl, ce ,bn) = (Gz(bl, . .,bn), ce ,Gr(bz, ce ,bn)),

siendo
ap ... ayi—1 b1 a1 ... ai
-1 . . . . . .
Gz(bl,,bn):(detA) : : : : : 5 2:1,...,7/'
a1 .. Qric1 by apig1 ... Qg
Por tanto, f~! es continua. O

Corolario 3.14. 5i K es un cuerpo infinito, toda variedad lineal afin de K" es irreducible.

Demostracion. Si L es una variedad lineal de dimensién r entonces es homeomorfa a K".

Por ser K™ irreducible, L es irreducible. O

Notacion 3.15. Sea X un espacio topolégico e Y un subespacio de X, denotaremos por Y
la clausura de Y en X, es decir el menor cerrado de X que contiene a Y. Si Z C Y C X,
Y # X, denotaremos por Z" la clausura de Z en Y considerando Y como espacio topologico
con su topologia relativa respecto a la de X. Obsérvese que si Z C Y C X, entonces
Z' =Zny.

Proposicion 3.16. Sea X un espacio topoldgico e Y un subespacio de X. Se tiene
(1) Y es irreducible si, y solo si, Y es irreducible.

(2) Si X es un espacio irreducible y U un abierto no vacio de X, entonces U es irredu-

cible.

(3) Sea U un abierto de X. Si Xy es el conjunto de cerrados irreducibles de U y X es el
conjunto de cerrados irreducibles de X cuya interseccion con U es no vacia, entonces
la aplicacion

p: Xy = X%

dada por o(Y) =Y es biyectiva y o1 (Z) =ZNU.

Demostracion. (1) Supongamos primero que Y es irreducible, y sean Cy, Cy cerrados de Y
tales que Y = C; U Cy. Entonces, Y = C; U Cy. Por ser Y irreducible, podemos suponer
que Y = C;. Entonces,

Y=YNY=C01nY=0C; =0
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y por tanto Y es irreducible.

Supongamos ahora que Y es irreducible, y que existen Cp,Cs cerrados de Y, Y # (i,
Y # Co, tales que Y = C; UCo. Si Y C (4, tendriamos que Y € C; = Cy, lo cual no
ocurre. Por el mismo razonamiento, tenemos que Y ¢ (5. Pero entonces existirian dos
cerrados de Y, Y NCy y Y NCy, tales que Y = (Y NC)U (Y NCy), Y # Y NC; para
i = 1,2, lo cual contradice que Y es irreducible. Por tanto, Y es necesariamente irreducible.
(2) Por (1), dado que U = X, entonces U es irreducible.

(3) Comencemos viendo que la aplicacion esta bien definida. Efectivamente, sea Y € Yy,
se tiene que Y = vV =¥n U, y como Y es no vacio por definicién, Y es un cerrado de
X tal que Y NU # @. Ademas, por (1), como Y es irreducible entonces Y también lo es,
yasiY € X.

Sean Y, Z € Xy tales que o(Y) = ¢(Z), es decir, Y = Z. Entonces

U U

Y=Y =YNU=ZnU=2Z =Z

por lo que ¢ es inyectiva.

Dado Z € X, veamos primero que Z NU € Yy. Efectivamente, ZNU C U y es cerrado en
U por ser Z cerrado de X. Ademas, por ser U abierto de X, ZNU es abierto de Z, y por
ser Z irreducible, Z N U es denso en Z, es decir, ZNU = Z. Entonces, nuevamente por
ser Z irreducible, llegamos por (1) a que ZNU es irreducible, y asi ZNU € Y. Ademas,
como acabamos de ver, p(ZNU) = ZNU = Z, por lo que ¢ es sobreyectiva.

Por tanto, ¢~ 1(Z) = ZnNU. O

Teorema 3.17. [2, p. 17, Teorema 2| Sea V wuna variedad algebraica afin no vacia. Se
puede escribir V. de forma tnica (salvo permutacion) como V. =Vy U ... UV, donde V; es
una variedad algebraica afin irreducible y V; ¢ V;, para i # j. Los conjuntos V; se dice que

son las componentes irreducibles de V.

Observacion 3.18. Si W es un cerrado irreducible de V', W est4 contenido en una com-
ponente irreducible; las componentes irreducibles son los conjuntos cerrados irreducibles

maximales de V.
3.4. Teorema de los ceros de Hilbert

En esta seccién el cuerpo K es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Proposicion 3.19. (Teorema de los ceros de Hilbert (forma débil), [2, Capitulo 1, pag
20]) Si a es un ideal de K[X1,...,X,], a # K[X1,...,X,], entonces Z(a) es no vacio.
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Teorema 3.20. (Teorema de los ceros de Hilbert, [2, Capitulo 1, pag 20]) Sea a un ideal
de K[X1,...,X,]. Se tiene que I(Z(a)) = rad a.

Proposicion 3.21. Sea, Z el conjunto de ideales radicales de K[Xy,...,X,] y S el con-

Jjunto de variedades algebraicas de K". La aplicacion
V:ZT—S

dada por V(a) = Z(a) es biyectiva e invierte el orden. Su inversa es la aplicacion que lleva

una variedad algebraica afin V a su ideal I(V').

Demostracion. Sea a € Z, por el teorema de los ceros de Hilbert I(Z(a)) =aysiV €S,
se tiene que Z(I(V)) =V. O

Observacion 3.22. Por la biyeccién de la proposicion anterior los ideales primos correspon-
den a las variedades irreducibles y los ideales radicales propios maximales corresponden a
los conjuntos minimales no vacios. Los ideales radicales propios maximales son los ideales
maximales de K[X,...,X,] y las variedades algebraicas propias minimales son los con-
juntos con un solo punto. Dado que I({ay,...,a,}) = (X1 —a1,..., X, —ay), se tiene que

los ideales maximales de K[X1,..., X,] son los ideales de la forma (X1 —aq,..., X, —an).

Ejemplo 3.23. Sea F € K[X},...,X,]. Dado que K[X},...,X,] es un dominio de fac-
torizacion tnica, el polinomio F' es irreducible si, y solo si, el ideal (F') es primo, con lo
cual

F esirreducible <= Z(F) es irreducible

Si F = [[F/™, donde los F; son polinomios irreducibles distintos, entonces rad (F) =
Mrad (F/™) = ((F;). Por tanto,

Z(F) = Z (rad (F)) = Z (((F:) = | J Z(F)
es la descomposicion de Z(F') en sus componentes irreducibles.

Sea V una variedad algebraica afin de K™. Si W es una variedad algebraica afin de K"
y W C V, entonces I(V) C I(W). Consideremos el homomorfismo sobreyectivo de anillos
(proyeccion candnica):

pv: K[X1,...,X,] — T(V)
F o f

siendo f : V — K la aplicacién dada por f(P) = F(P). Se tiene que py([(W)) = {f €
(V) | f(P)=0,VYP € W}. Denotaremos py (I(W))) por Iy (W) y se tiene un isomorfismo
inducido I'(V') /Iy (W) ~ I'(W). Dado que I'(IW) es un anillo reducido, el ideal Iy (W) es

radical.
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/I(f/) IV(fV)
(V) —— K[X1,...,Xn] ———»T(V)

P

L(V)/Iy(W)

Asi, a una variedad algebraica W contenida en V' le podemos hacer corresponder un ideal
de I'(V) radical. Reciprocamente, si a es un ideal de I'(V') podemos definir Zy (a) como el

conjunto de ceros de las funciones de a sobre V'
Zy(a)={Pe€V | f(P)=0,YP € a}.

Se tiene que Zy (a) = Z(py,' (1)) es una variedad algebraica afin de K™.
Obsérvese que dado que todo ideal de K[X7,...,X,] esta finitamente generado, todo

ideal de I'(V') est4 finitamente generado. Por tanto, si a = (f1,..., fr), entonces

Zv(a)Z{PEV ’ fi(P)ZO,iz1,...,T}:Zv(f1,...,fr>,

ysiV =2(Gy,...,Gs) y Fi,...,F. € K[Xq,...,X,] son tales que f;(P) = F;(P), para
todo P €V yparai=1,...,r, entonces Zy(a) = Z(G1,...,Gs, Fi1,..., F).

Proposicion 3.24. Sea V una variedad algebraica afin de K™, Iy el conjunto de ideales
radicales de T'(V') y Sy el conjunto de variedades algebraicas de K™ contenidas en V. La
aplicacion

Vv: IV — Sv,

dada por Vy(a) = Zy(a) es biyectiva. Su inversa es la aplicacion que lleva una variedad
algebraica afin W contenida en V al ideal Iy (W'). Por esta biyeccion los ideales primos
de T'(V') corresponden a las variedades algebraicas irreducibles contenidas en V', los ideales
mazimales de T' (V) a los conjuntos con un solo punto de V' y los ideales primos minimales

de I'(V') a las componentes irreducibles de V.

Demostracion. Veamos que se verifica que si a es un ideal de A, entonces Iy (Zy(a)) =

rad a. En efecto,

v (Zy(@)) = Iv(Z(py (@) = pv(L(Z(py () = py(rad py*(a)) = rada.

Si a € Zy, entonces Iy (Z,(a)) = a. Si W € Sy, entonces

Zy (Iy(W) = Z(pv (I(W))) = Z(py' (v (I(W)))) = Z(L(W)) = W
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Lo que falta por probar se sigue de la proposiciéon y de la observacion
O

Definicién 3.25. Sea V una variedad algebraica afin de K™y f € T'(V), f # 0. El abierto
de V
Dy(f) =V = 2Zy(f) ={P eV | f(P) =0}

se dice que es un abierto basico o principal de V. Denotaremos, generalmente, Dy (f) por

D(f)y 2Zv(f) por Z(f).

Proposicion 3.26. Seq V una variedad algebraica de K™. Todo abierto de V es unidn

finita de abiertos principales.

Demostracion. Sea U un abierto de V. Se tiene
W:V—U:Z(Fl,...,Fr)ﬁV:Z(fl,...,fr)

donde f; € T'(V), esta dada por f;(P) = F;(P), para todo P € V, y entonces

s T s

U=V ~Z(fi....f) =V = ((V2(5:) = JV = 2(1) = [ D5 O

i=1 i=1 i=1

Proposicion 3.27. Sea V una variedad algebraica afin de K", F € K[X1,...,X,] y
f=pv(F) e(V). El abierto Dy (f) de V, con la topologia relativa, es homeomorfo a la
variedad algebraica afin Z(I(V) + (X1 F — 1)) de K*L

Demostracion. Veamos que la aplicacion

¢: D(f) — K"
1
fz1,...,2n)

es una aplicacion continua inyectiva que define un homeomorfismo en su imagen Z(I(V) +

)

(X1, eyn) ~» (T1, ..., Ty,

(Xnt1F — 1)), es decir es un embebimiento topologico.

Pongamos W = Z(I(V) + (Xp41F — 1)) y denotemos por @: D(f) — W la aplicacion
inducida por . Claramente @(D(f)) C W.

Veamos que W C ¢(D(f)):

(1, oy Zpy1) EW = Z((I(V)) U(Xp1 F — 1))
=G(r1,...,2) =0, VG € I(V), xpt1 f(z1,...,2,) =0
= (21,...,2n) €ZUIV)) =V, f(x1,...,2,) #0
= (21,...,2y) € D(f)
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Veamos que @ es continua. Es suficiente probar que ¢~ 1(Z(G)NW) es un cerrado de D(f).

Se tiene
1
> Y Z(G)NW)={PeD G(xy,...,xp, ———)=0
71 (Z(G) W) = {P e D(f) | Glan o) =0
Pongamos .
G =G Xy,...,Xp, ———)EK[X1,...,X,]
(X f(ml,...,mn)) RS )
Se tiene

(ﬁ_l(Z(G)ﬂW) ={(21,....2,) € D(f) | G/(:L'l,...,xn) =0} :D(f)mZV(g/>

siendo ¢’ = py(G') e T'(V).
Veamos que ¢ es cerrada. Sea G € K[X1,...,X,] v g = py(G). Se tiene

1

e(Z(G) N D(f)) =p(Z(g) N D(f)) ={(z1,...,an, 7
flxy, ... zp)

=W N Z(G).

yeW | G(x1,...,z,) =0}






Capitulo 4
Variedades algebraicas proyectivas

En este capitulo vamos a suponer que el cuerpo K es infinito.

Definicion 4.1. El espacio proyectivo P"(K™) es el conjunto cociente

P (K) = Kntt f{(o,...,o)}j

~

donde
(0, ..y n) ~ (T sah) = INEK, N£0 | (0,...,20) = X(w0, ..., Tp).

’rn

Los elementos de P"(K) se llaman puntos y son de la forma

[(zo,...,zn)] = ((z0,...,2n)) — {(0,...,0)},

donde ((wo,...,x,)) es el subespacio vectorial de K"+ generado por (zo,...,z,). De-
notaremos [(xo,...,%,)] por (zg : ... : x,). Se dice que (zg,...,x,) es un sistema de
coordenadas homogéneas de (zg :...: zp).

Una diferencia importante entre el espacio afin y el proyectivo es que los polinomio del
anillo K[Xy,..., X,] no definen funciones sobre P"(K') puesto que sus valores en un punto
T € P"(K) dependen del sistema de coordenadas homogeneas elegido. Sin embargo puede

hablarse de ceros proyectivos de un polinomio.

Definiciéon 4.2. Se dice que un polinomio F' € K[X7, ..., X,] es un polinomio homogéneo

de grado r, si es de la forma

_ i1 7
F = E ail---inXl .. .Xn”
i1+...tin=r

37
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Definiciéon 4.3. Sea F' € K[Xy,...,X,] y T € P*"(K). Se dice que T es un cero de F si se
tiene que F'(xo,...,x,) = 0, para todo sistema (xo, ..., z,) de coordenadas homogéneas

de Z. Si T es un cero de F', escribiremos F(z) = 0.

Observacion 4.4. (|8, Chapitre II, Proposition-définition 4.1|) Si F € K[Xy,...,X,] es
un polinomio homogéneo, entonces es suficiente para que T sea un cero proyectivo de F
que F(zo,...,x,) = 0, para un sistema de coordenadas homogéneas (zo,...,x,) de Z. Si
F=Fy+ F|+ ...+ F, con F; homogéneo de grado 4, entonces T es un cero proyectivo de
F siy solo si, Fi(zo,...,z,) = 0 para un sistema de coordenadas homogéneas (zo, ..., zy)

dex yparai=0,...,r.

Definiciéon 4.5. Sea S C K[Xy,...,X,]. Se llama variedad algebraica proyectiva definida
por S al conjunto
Zp(S)={z eP"(K) | F()=0,VF € S}.

Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado y F € K[X,,...,X,] es un polinomio homo-
géneo, F' ¢ K, el conjunto Z,(F') se dice que es una hipersuperficie proyectiva de P"(K).
Si S es un conjunto de polinomios homogéneos de grado 1, entonces se dice que Z,(S5) es

una variedad lineal proyectiva.

Observacion 4.6. Si I es el ideal generado por S, entonces Z,(S) = Z,(I) y por el teorema
de la base de Hilbert (2.28), podemos suponer que S es finito; ademéas por la observacion

podemos suponer que S estd formado por polinomios homogéneos.

Se tienen las siguientes propiedades andlogas a las del caso afin:

(1) Zp({0}) = P"(K).

(2) Sea m = (Xop,...,X,) el ideal de polinomio sin términos constantes. Se tiene que
Zy(m) = Zp(Xo, ..., Xn) = @. También, Z,(K[Xo, ..., X,]) = &.

(3) Si Sy S son subconjuntos de K[Xo,...,X,] y S C S, entonces Z,(S") C Z,(S5).

(4) Si {S;}ier es un conjunto de subconjuntos de P"(K), entonces

(M Z(5:) = Z,(|J 50).

i€l el

(5) Si Si,...,S, son subconjuntos de P"(K), entonces
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y por tanto, la interseccién y la unién finita de variedades algebraicas proyectivas es una
variedad algebraica proyectiva.

Los variedades algebraicas proyectivas son los cerrados de una topologia en P"(K)
llamada topologia de Zariski de P"(K). Sobre las variedades proyectivas de P"(K) consi-
deraremos la topologia relativa. Si V'y W son variedades algebraicas proyectivas de P"(K)

v W C V, diremos que W es una subvariedad de V.

Definiciéon 4.7. Se dice que un ideal de K[X, ..., X,] es homogéneo si tiene un conjunto

de generadores formado por polinomios homogéneos.

Observacion 4.8. Se verifica que un ideal a de K[X1,...,X,] es homogéneo si, y solo si,
verifica la siguiente condicién: Si F' = Fo+ Fi+...+ F, € ay F; es homogéneo de grado 1,
parai=1,...,r, entonces F; € a, para i = 1,...,r, [8, Chapitre II, Proposition-définition
7.2].

Definicién 4.9. Sea V una variedad algebraica proyectiva de P"(K) y sea p: K" —

{(0,...,0)} = P"(K) la aplicacion p(zo,...,2n) = (2o : ... : Ty). Se llama cono de V al
conjunto
C(V)=p t(V)U{(0,...,0)} = {(z0,...,2n) € K" | (xg:...:2,) € VIU{(0,...,0)}.

Observacion 4.10. Si a es un ideal homogéneo de K[Xy,...,X,], a # (Xo,...,Xpn) ¥
V = Zp(a), entonces C'(V) = Z(a) es una variedad algebraica afin; en particular, si a =
(Xo,...,Xy) entonces C(V) = Z(Xo,...,Xn) ={0,...,0}.

El concepto de cono permite relacionar un problema proyectivo con su problema analogo

afin.
Definicién 4.11. Sea S un subconjunto de P"(K). Se llama ideal de S al conjunto
I,(S)={F € K[Xy,...,X,] | F(x)=0,Vz € S}
Se tiene
(1) Si § C P*(K), entonces I(S) es un ideal radical homogéneo.
(2) Sea Sy S’ subconjuntos de P*(K). Si S C ', entonces I,(S") C I,(S)

(3) SiV es una variedad algebraica proyectiva, entonces Z,(I,(V)) = V. Si I es un ideal
de K[Xo,...,X,], entonces I C I,,(Z,(1)).

(4) I,(P"(K)) = {0}, I,(9) = K[Xo, ..., Xu].

Lo mismo que en el caso afin se tienen los siguientes resultados:
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Proposicion 4.12. Si consideramos en cada variedad algebraica proyectiva de P"(K) su
topologia de Zariski, una variedad algebraica proyectiva V' es irreducible si, y solo si, I,(V)

es un tdeal primo.

Demostracion. Es similar a la demostracion en el caso afin. O

Teorema 4.13. (Teorema proyectivo de los ceros, |2, Capitulo 4, pag 61]) Sea K un cuerpo
algebraicamente cerrado y a un ideal homogéneo de K[Xo,...,X,] tal que Z,(a) # . Se
tiene que I,,(Z,(a)) = rada.

Ejemplos 4.14. (1) Dado que I,(P"(K)) = {0}, el espacio proyectivo P"(K) es irreduci-
ble.
(2) Toda variedad lineal proyectiva de P™(K) es irreducible. En efecto, si V = Z,(F1, ..., F})

donde F; € K[Xj,...,Xy] es un polinomio homogéneo de grado 1, parai =1,...,r, es una
variedad lineal no vacia, entonces la variedad lineal afin Z(Fy, ..., F,) = C(V) es un espacio
vectorial de dimension s = n+1—dimg (F1, ..., F,). Sea B = {(ag;,...,ani) | i=1,...,5s}

una base de C (V). La aplicacion f: K¢ — C(V), dada por

Fi, - yys) = (ao1yr + - .. + Q0sYsy - - -y A1yt + - - + AnsYs),

es un isomorfismo de espacios vectoriales y un homeomorfismo de variedades algebraicas
afines. La aplicacion P(f): P~1(K) — V dada por

P(f)(y1:...:ys) =(apiy1 + .-+ aosYs -+ A1 Y1 + - + Aps Ys)

es un homeomorfismo de variedades lineales proyectivas.
(3) Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado y F' € K[Xy, ..., X,] es un polinomio

homogéneo irreducible entonces Z,(F') es una hipersuperficie irreducible.

Proposicion 4.15. Si V es un conjunto algebraico proyectivo no vacio, entonces V se
puede escribir de forma tnica (salvo una permutacion) de la forma V- =V, U ... UV,
donde V; es una variedad algebraica proyectiva irreducible, para i =1,...,s, y V; ¢ V;, si
i# 7.

Los V; se llaman componentes irreducibles de V. Si W es una subvariedad de V', entonces

W estd contenido en una componente irreducible de V. Asi, las componentes irreducibles

de V son las subvariedades irreducibles maximales de V.

Definicién 4.16. Sea V una variedad algebraica proyectiva de P"(K) y sea I,(V') su ideal.

Se llama anillo de coordenadas homogéneas de V' al anillo cociente:

TW(V) = K[Xo, ..., X/ I,(V)
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El anillo T'y (V) es un anillo graduado. Se dice que un elemento f € T'y(V) es homo-
géneo de grado r si f = F + I,(V), siendo F un polinomio homogéneo de grado r de
K[Xo,. .., Xn].

Se dice que un ideal de 'y (V') es homogéneo si tiene un conjunto de generadores ho-
mogeéneos.

Sea f = F4+1,(V) € I',(V). Se dice que T € V es un cero de f y escribiremos f(Z) = 0,
si F(z) = 0.

Observacion 4.17. El concepto de grado de un elemento homogéneo f # 0 de 'y (V) esta
bien definido. Si f = F' + I,(V) = G+ I,(V) donde F' y G son polinomios homogéneos,
entonces el grado de F' es igual al grado de G. En efecto, se tiene que F — G € Ip(V) y
entonces si el grado de F' es distinto del grado de G por la observacion , F,.G e I,(V),
con lo cual f =0.

Los elementos de I', (V') no definen funciones polinémicas en V' puesto que el valor de
f en T depende del sistema de coordenadas homogéneas que consideremos. Sin embargo, si
f € Th(V) que T sea un cero de f no depende del polinomio que represente a f. En efecto,
sif=F4+1,(V)=G+I,(V), se tiene F — G € I,(V) y entonces (F — G)(T) = 0, para
todo T € V. Asi, F(7) = G(T).
Notacion 4.18. Si fi,..., fr son elementos homogénos de grado > 0 de I'(V') entonces
escribiremos Z,(f1,....fs) ={z €V | fi(x) =0,i=1,...,r}. Si V = Z,(Gy,...,Gs)
donde G es un polinomio homogéneo, para i = 1,...,sy fi = F; + I,(V) donde F; es
un polinomio de homogéneo, entonces Z,(fi,..., fr) = Zp(G1,...,Gs, F1,..., F;) es un

cerrado de V.

Proposicion 4.19. Sea V' un conjunto algebraico proyectivo y sea f = F+1,(V) € T')(V)

un elemento homogéneo de grado > 0. El conjunto
DY (f)={z eV | f(z) # 0},
es un abierto de V.
Demostracion. DV (f) =V N (P"(K) — Z,(F)). O

Proposicion 4.20. Sea V' un conjunto algebraico proyectivo. Todo abierto no vacio de V
es union de abiertos de la forma DT (f), donde f € (V).

Demostracion. Sea U un abierto no vacio de V y sea V — U = Z,(F1,...,F,), donde
F; € K[Xy,...,X,] es homogéneo de grado > 0. Si f; = F; + I,(V), entonces
U=V @K = Zy(Fr,.... F) = VA (| J@UE) - Z,(Fi) = (| D*(fi).  ©
i=1 i=1



42 CAPITULO 4. VARIEDADES ALGEBRAICAS PROYECTIVAS

Definicién 4.21. Sea F' € K[X;,...,X,| vy F = Fo+ Fi + ... + F,, donde F; es un
polinomio homogéneo de grado ¢, para i = 1,...,r. Se llama polinomio homogeneizado de

F respecto a la variable Xy al siguiente polinomio de K[Xy, ..., X,]
Fo = X5+ F1IX; .. 4+ F,.

Si G € K[Xy,...,Xy], se llama polinomio deshomogeneizado de G respecto a la variable

Xy al siguiente polinomio de K[Xj,...,X,]:
G =G, Xy,...,X,).
Definicion 4.22. La aplicacién:
jo: K" — PY(K)
(1, yxp) ~ (Lizy oo xy)

se dice que es un encaje del espacio afin K™ en el espacio proyectivo P (K). El hiperplano
Zp(Xo) se llama hiperplano de puntos del infinito respecto al encaje jo y sus puntos los

puntos del infinito.

Definicion 4.23. Se llama compleccion proyectiva de la variedad algebraica afin V C K"
a la menor variedad proyectiva de P"(K) que contiene a jo(V'), es decir a la clausura de
jo(V') respecto a la topologia de Zariski de P"(K); la denotaremos por V. El conjunto
V N Z,(Xp) se dice que es el conjunto de puntos del infinito de la variedad algebraica V

respecto al encaje jg.
Lema 4.24. Se tiene
(1) iV =Z(F,...,Fp), F; € K[X1,...,X,], para i = 1,...,m, entonces jo(V) =
V N DT (Xo).
(2) Sea W = Z,(Gy,...,Gy) C PMK), W ¢ Z,(Xo), donde G; € K[Xy,...,X,] son
polinomio homogéneos, parai = 1,...,m, entonces j()_l(WﬂD+(X0)) = Z(G'i, e G?n)

Demostracion. (1) Sea para cada i = 1,...,m, F; = Fj, + F;, + ...+ Fj,_, siendo I}, €
F[Xy,...,X,] un polinomio homogéneo de grado k, k = 1,...,r;. Entonces, para todo
1=1,...,m,

Fl = X)iFi + Xp7'Fyy + ...+ F, € K[Xo,..., X,].
Veamos que jo(V) C Zp(Ff,...,F,gl). Si(x1,...,2n) € V, entonces (1 :zy : ... xy,) €
Jjo(V) y se tiene

Fiﬁ(l,xl,...,ajn) =F,(x1,...,2p) —&—...—I—Fi”(ajl,...,ajn)

:E($17--'a$n):0,izl,...,m
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Por tanto, V C Z,(FF, ..., Fh).
Veamos que Zp(Flﬁ, ..., FL) N DY (Xg) C jo(K™). En efecto,

(zo:m1: ...t 2p) €Z,(FF,. .. FL) N DT (X,)
=(@o:ar:...ian) = (Liagtey : ..o tmy),
Fi(zgtey,. .. ogtw,) = Fiﬁ(l,xalxl,...,xglxn) =0, i=1,...,m,
y entonces (xalxl, .. ,xglxn) eVy(xo:xr:...:xzp) € jo(V).

Dado que V C Zp(Ff, ... ,Fﬁl) N DT (Xg) y jo(V) C V, se tiene
jo(V) C VNijo(K™) C Z,(FF,... FL) n D (Xo) = jo(V),

y entonces jo(V) =V N jo(K™).

(2) Si (x1,...,2,) € Z(GY,...,G? ), entonces Gi(1,21,...,2,) =0, parai=1,...,m.
Asi, (1:@y:...:2,) € WN DT (Xp), por lo que (x1,...,2,) € jo '(W N DT (Xo)).

Si (z1,...,2,) € j-HWND*(Xp)), tenemos que (1: 21 :...:2,) € WNDT(Xy) y en-
tonces Gi(1,x1,...,x,) = G?(:z:l,...,mn) =0parai=1,...,m,y por tanto (x1,...,2,) €
Z(G5, ..., G0). O

Observacion 4.25. SiV = Z(Fy,..., Fy,) es una variedad algebraica afin, se puede probar
que V. = Z,((G* | G € I(V))) = Z,((G* | G € rad (Fy,...,Fn))), que en general no
coincide con Zp(Flﬁ, e ,an) ( véase la proposicion 3 y el ejercicio 4-20 del capitulo 4 de
Fulton [2]). En algunos casos coinciden, por ejemplo si V' = Z(F1,. .., F,,) es una variedad
lineal, entonces V = Zp(Ff, e ,an) y si V = Z(F) es una hipersuperficie, entonces V =
Z,(F¥)

Corolario 4.26. El encaje jo: K" — P"(K), jo(x1,...,2n) = (1 : 21 : ...t zp) s una

aplicacion biyectiva y continua que define un homeomorfismo en su imagen DT (Xj).

Demostracion. Se sigue del lema {4.24 O

Observacion 4.27. Las aplicaciones j;: K™ — P"(K), ji(x1,...,2n) = (21 : ... :21): cee X)),
para i = 2,...,n, se dice también que son encajes del espacio afin K™ en P"(K); el
hiperplano Z,(X;) se dice que es el hiperplano de puntos del infinito respecto al encaje j;.
La aplicacién j; es una aplicacién biyectiva y continua que define un homeomorfismo en su
imagen DT (X;).

Definicion 4.28. Se dice que un abierto de una variedad algebraica proyectiva es un

abierto afin si es homeomorfo a una variedad algebraica afin.

Observacion 4.29. Los abiertos D1 (X;), para i = 1,...,n, de P"(K) son abiertos afines
puesto que son homeomorfos a K™. Se puede probar que si V' es una variedad algebraica

proyectiva y f € TH(V), entonces DV (f) es un abierto afin de V.






Capitulo 5

Dimensi6on

En este capitulo K denotara un cuerpo algebraicamente cerrado.

5.1. Dimension topologica. Relacion con la dimensién de Krull

Comenzaremos dando la definiciéon topolégica de dimensién. Deduciremos que toda
subvariedad algebraica de una variedad algebraica irreducible tiene dimensién més pequena

que la variedad inicial.

Definicion 5.1. Sea X un conjunto. Una cadena de longitud n de partes de X es una

sucesion de subconjuntos de X
XoCX1C S Xy
tales que X; # X si i # j.

Definicion 5.2. Sea X un espacio topologico. La dimension de X es el supremo de las
longitudes de todas las cadenas de cerrados irreducibles de X. Es un entero > 0 o + ox.

Denotaremos la dimensién de X por dim X.
Proposicion 5.3. Sea X un espacio topoldgico. Se tiene
(1) SiY es un subespacio de X, entonces dimY < dim X.

(2) Si X es irreducible y de dimensidon finita e Y es un cerrado de X, Y # X, entonces
dimY < dim X.

Demostracion. (1) Sea C; C ... C C, una cadena de subespacios cerrados irreducibles
de Y. Por la proposicion (1), C; C ... C C, es una cadena de subespacios cerrados

45
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irreducibles de X. Como para i = 1,...,n, C; = C; NY, por ser C; # Cjsii # 7,
necesariamente C; # Cj si i # j. Por tanto, dim X > n =dimY.
(2) Sea Sea C; € ... € (), una cadena de subespacios cerrados irreducibles de Y,

=

entonces C1 C ... C C, € X es una cadena de subespacios cerrados irreducibles de X. [

Proposicion 5.4. Sea X un espacio topoldgico y X;, © = 1,...,r cerrados de X. Si
X =Uj_; X;, entonces

dim X = sup dim X

Demostracion. Por la proposicién (1), dim X > sup dim X;. Sea p = sup dim X;, y
supongamos que es finito, ya que en caso contrario el resultado es trivial. Supongamos
que existe una cadena C7; C ... C Cpy1 de cerrados irreducibles de X. Se tiene que
Cp+1 = Ul (X; N Cpy1), donde cada elemento de la unién es cerrado. Entonces, por ser
Cp+1 irreducible, necesariamente C,11 C X; para algun 4, lo cual contradice que dim X; <
p. O

Ejemplo 5.5. Las variedades algebraicas afines de K™ de dimensién cero son los conjuntos
finitos. En efecto, todo conjunto con un tinico elemento es una variedad algebraica afin de
dimension cero, y entonces por la proposicion [5.4] todo conjunto finito es una variedad
algebraica afin de dimensioén cero.

Reciprocamente, sea V' una variedad algebraica afin irreducible de dimensién cero y
PeV.Si{P} CV,entonces dimV > 1. Por tanto, V = {P}. Si V es una variedad alge-
braica afin de dimensién cero pero no es irreducible, entonces es unién finita de variedades
algebraicas afines irreducibles de dimension cero (sus componentes irreducibles), es decir

V' es un conjunto finito.
Vamos a recordar la definicién de dimension de Krull de un anillo A.

Definicion 5.6. Sea A un anillo conmutativo y unitario. Se llama dimensiéon de A al
supremo de las longitudes de las cadenas de ideales primos de A. Se denota por dimg,; A.
Un cuerpo tiene dimensién cero. Un dominio de ideales principales tiene dimensién 1.
El anillo de polinomios K[X1, ..., X,] tiene dimension > n puesto que tenemos la cadena
de ideales primos
(0) € (X1) € (X1, X2) © ... C (Xq,..., Xp).

Veremos que este anillo tiene dimensiéon n.

Proposicion 5.7. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, V' una variedad algebraica

afin de K™y sea I'(V') su anillo de funciones regulares. Se tiene

dimV = dimKruu F(V)
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Demostracion. Este resultado es consecuencia de la biyeccion decreciente (proposicion
3.24)) entre los cerrados irreducibles de V' y los ideales primos de I'(V'). O

Probaremos en la siguiente seccién que la dimensién de una variedad algebraica afin
irreducible coincide con el grado de trascendencia sobre K del cuerpo K (V') de funciones

racionales sobre V.

5.2. Dimension de las K-algebras finitamente generadas

En esta seccion K es un cuerpo y A es una K-algebra finitamente generada que es un
dominio entero. Probaremos que la dimension de krull de A coincide con el grado de tras-
cendencia del cuerpo de fracciones de A sobre K. Para simplificar la notacién definiremos

el concepto de grado de trascendencia de A sobre K.

Definicién 5.8. Se llama grado de trascendencia de A sobre K, y se denota por tr degy (A),

al grado de trascendencia del cuerpo de fracciones L de A sobre K, es decir
trdegy A :=trdegy L

Obsérvese que el grado de trascendencia de A sobre K es finito por el corolario [L.35

puesto el cuerpo de fracciones L de A es de generacién finita sobre K.
Lema 5.9. Si F' es un polinomio irreducible de K[X1,...,X,], entonces se tiene
trdegp e K[X1,..., X,]/(F) =n—1.

Demostracion. Por ser F no constante, existe algtn ¢ para el cual la variable X; aparece en
F'. Supongamos que se trata de X,, entonces X, aparece en todo miltiplo no nulo de F.
Por tanto, no existe ningin G € K[X1, ..., X;,—1] no nulo que esté en (F). En consecuencia,
Xi1+(F),..., Xp—1+(F) son algebraicamente independientes. Como X,,+ (F') es algebraico
sobre K[X1,..., Xp1]/(F), {X1+ (F),...,Xn—1+ (F)} es una base de trascendencia de
K[Xy,...,X,]/(F) sobre K. O

Lema 5.10. Sea p un ideal primo de A, p # {0}. Se tiene
trdegA/p < trdegg A.
Demostracion. Pongamos

A:K[Xl,...,Xn]/a:K[xl,...,xn], zi=X;+a, i=1,...,n
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para cada f € A denotamos la imagen de f en A/p como f. En particular, A/p =
K(z1,...,Ty). Sea d = trdegg(A/p). Por el corolario existe un conjunto S C

{Z1,...,%Tn} con d elementos que es una base de trascendencia de K(Z1,...,T,) sobre
K. Reordenando los elementos Z1,...,T, podemos suponer que S = {Z7,...,ZT5}. Vea-
mos que para todo f € p, f # 0, los d + 1 elementos x1,...,x4, f son algebraicamente

independientes; probado esto ya tenemos que trdegrA > d + 1.
Sixy,...,xq, f son algebraicamente dependientes sobre K, entonces existe una relacion

algebraica de la forma

am(x1, ... xg) f™ —|—am,1(x1,...,xd)fm_1 +...+ap(r1,...,xq) =0, (%)

donde a; € K[X1,...,X,], parai=0,...,m,y am # 0. Dado que A es un dominio entero,

podemos suprimir, si es necesario, potencias de f hasta tener una expresion como la (x)

donde ag(z1,...,2q4) # 0. Entonces aplicando el homomorfismo A — A/p que lleva a en
a + p, obtenemos que ag(Z7,...,Zq) = 0, lo que contradice la independencia algebraica de
T1y-e- s Xg- [

Proposicion 5.11. Sea A un anillo de polinomios y sea p un ideal primo de A, tal que
trdegrA/p =dim A — 1. Existe F € K[Xq,...,X,] tal que p = (F).

Demostracion. El ideal p es distinto de cero, puesto que A y A/p tienen distinto grado
de trascendencia. Por tanto, p tiene un elemento distinto de cero y por p primo contie-

ne un polinomio irreducible F. El ideal (F') es primo. Si (F) # p, dado que los anillos

(A/(F))/(p/(F)) y A/p son isomorfos, por el lema [5.10] trdegy A/p < trdegxA/(F), y
por el lema [5.9

trdegiA/(F) =trdeggA—1=n—1.
Llegariamos asi a que tr degy A/p < n—1, lo cual contradice la hipotesis. En consecuencia,

p=(F). O

Obsérvese que si V una variedad algebraica irreducible de K™ entonces el anillo de

coordenadas I'(V') es una K-algebra finitamente generada que es un dominio entero.

Teorema 5.12. Sea V' una variedad algebraica irreducible de K™. Sea f € T'(V) , f #0
y tal que f no es una unidad de T'(V') y sea p un ideal primo de T'(V) minimal entre los

ideales primos de I'(V') que contienen a (f). Se tiene

trdegp'(V)/p = trdegi e K(V) — 1.
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Demostracion. Sea
Z(f)=21U...UZ,, (%)

la descomposicion de Z(f) en componentes irreducibles. Por la correspondencia dada en
la proposicion [3.24] tenemos que Z; = Z(p;), donde p; es un ideal primo de I'(V') para
i=1,...,r. Aplicando Iy a la igualdad (x) se tiene

rad(f) =p1N...Np,, (xx)

con p; ¢ p; para i # j.

Dado que Z; es irreducible y que Z1 ¢ Z;, para todo i # 1, se tiene que Zy  |J;~9 Zi-
Sea P € Z1 —J;>9 Z; y consideremos el abierto U =V — J,54 Z; de V. )

Por la propos_ici()n existe h € I'(V) tal que P € D_(h) C U. Dado que D(h) N
U2 Zi = @, entonces J;5, Z; C Z(h) y por el teorema de los ceros de Hilbert, rad (h) =

Iv(Z(h)) C (i Pi- Asi, b € ;59 pi- Se tiene
PeDMh)NZ = h(P)#0, g(P)=0,Yg€pr = h¢p.

Sea S = {h™ | n > 0} y consideremos el homomorfismo de anillos A — Aj que lleva a en

a/1. Aplicando este homomorfismo a la igualdad (xx) se tiene
rad (f/1) =S 'pyN...N S 1p, = S 1py,

puesto que h € p;, para i = 2,...,r, y entonces por la proposicién (2), S71p; = v,
para i = 2,...,7. Dado que rad (f/1) = S~!py, se tiene que S~!p; es un primo minimal
entre los que contienen a f/1. Teniendo en cuenta que I'(V) y I'(V);, tienen el mismo

cuerpo de fracciones y que lo mismo ocurre con I'(V)/p1 v T'(V)5, /S~ !p1, se tiene
trdeg K (V) = trdegi I'(V)n, trdegpI'(V),/S ip1 = trdegpT'(V)/p1,

podemos reemplazar I'(V') por I'(V');, y suponer que rad (f) es igual a un ideal primo p.

Por el lema de normalizacion de Noether, si trdegyI'(V) = d, existen d elementos
algebraicamente independientes x1,...,x4 € I'(V) tales que I'(V) es una Klz1,...,zq)-
algebra finita. Por la proposicion , K (V) es una extension finita de K(x1,...,24). Si
a € K(V) denotaremos por Nm(«) la norma de « respecto a esta extension de cuerpos.

El anillo K[z1,...,x4] es un dominio integramente cerrado, el cuerpo de fracciones de
I'(V) es una extension finita de K(z1,...,24) v f es entero sobre K[zy,...,z4]. Por el
lema [2.25] Fy = Nm(f) € K(z1,...,24] y [ divide a Fy en T'(V).

Veamos que pNK|x1,...,z,] = rad (Fp). Probaremos que pN K|z, ..., x,] = rad (Fp).

Probado esto, se tiene que el homomorfismo

o: K[z1,...,x4]/rad (Fo) — A/p
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dado por ¢(G + rad (Fy)) = G + p es inyectivo. Por la proposicion (1), A/p es una
Kl[z1,...,zq4]/rad (Fy)-algebra entera y por la proposicion [2.23]

trdegr I'(V)/p = trdegy K|z, ..., xq]/rad(Fp)

Dado que K[z1,...,x4] es un anillo factorial (por ser isomorfo a un anillo de polinomios)

y el ideal rad(Fp) es un ideal primo, entonces existe un polinomio irreducible G € rad(Fp),
tal que (Fp) = (G) y por la proposicion
trdegy Klx1,...,zq4)/rad(Fy) =n —1
con lo cual trdegx I'(V)/p = n — 1, como querfamos demostrar.
Veamos que p N K[z1,...,x4] = rad (Fy). Dado que f divide a Fp en I'(V'), entonces
Fy € (f) Cp. Por tanto (Fy) C pNK|zy,...,zy], lo cual implica, por ser p un ideal radical,

que
rad (Fo) C pN K[xy, ..., 24

Sea ahora g € p N K|[z1,...,24]. Dado que g € rad(f) = p entonces ¢ = fh para
ciertos h € I'(V') y m € N. Por el corolario tomando normas llegamos a que

g™ = Nm(fh) = FyNm(h) € (Fp),
por lo que g € rad(Fyp). Llegamos asi a que rad(f) = pN K[zy,...,z4). O

Corolario 5.13. Sea V' una variedad algebraica irreducible de K™. Si p un ideal primo
minimal de T'(V'), p # {0}, entonces

trdeg,T'(V)/p = trdegp e K(V) — 1.
Demostracion. Sea f € p no nulo. Entonces f no es una unidad, y p es un ideal primo

minimal entre los ideales primos de I'(V') que contienen a (f). O

Teorema 5.14. Sea V' una variedad algebraica irreducible de K™. Se tiene
dimg I'(V) = trdeg K (V).
donde K(V) es el cuerpo de funciones racionales sobre V.

Demostracion. Supongamos que d = dimg, i ['(V), y sea p1 € ... C pg una cadena de
ideales primos de I'(V'). Aplicando el corolario un numero finito de veces, llegamos a
que

trdegp K (V) =trdeggl'(V)/p1+1=... =trdegg'(V)/pq + d.

Como pg es maximal, I'(V)/pg es un cuerpo, y por el Lema de Zariski [2.26, I'(V')/pg es
una extension finita de K, por lo que lo que el grado de trascendencia de I'(V')/py sobre
K es 0. Por tanto trdegy (I'(V)) = d. O
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Observacion 5.15. El teorema el corolario y el teorema [5.14] son validos para
cualquier K-algebra finitamente generada que sea un dominio entero. En efecto, si A es
una K-algebra finitamente generada y es un dominio entero, por la definicion 2.10, existen

a,...,ap € A tales que A = Klay,...,ay]. El homomorfismo de anillos

v :K[X1,...,X,] — Klai,...,a,]
F(Xl,...,Xn)wF(al,...,an),

es sobreyectivo y su nicleo es un ideal primo p. La variedad algebraica Z(p) de K™ es
irreducible y dado que I(Z(p)) = p, la K-algebra A es isomorfa al anillo de coordenadas
de la variedad algebraica irreducible Z(p).

5.3. El teorema algebraico fundamental

Teorema 5.16. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, V una variedad algebraica afin
irreducible, I'(V') su anillo de coordenadas y K(V') su cuerpo de funciones racionales. Se
liene

dimV = dimg,un I'(V) = trdeg K (V)

En particular, la dimensidn de una variedad algebraica afin es finita.

Demostracion. Por ser V una variedad algebraica afin irreducible, I(V') es un ideal primo y
entonces I'(V') es un dominio, por ser isomorfo al anillo K[X7,...,X,]/I(V). El resultado
se sigue de la proposicién y el teorema

Si V es una variedad algebraica afin, entonces V' es una unién finita de variedades
irreducibles (sus componentes irreducibles). Por la proposicion V' tiene dimensién
finita. O

Corolario 5.17. Se tiene que dim K™ =n, paran > 1.
Demostracion.
dim K" = dimg,q N'(K") = trdegi K (X1,...,X,) =n.
puesto que I(K™) = {0}. O

Observacion 5.18. Para calcular la dimension de una variedad algebraica afin V' descompo-
nemos en unioén finita de variedades algebraicas irreducibles V; y calculamos la dimensiéon

de cada V; utilizando el grado de trascendencia de I'(V;) sobre K.






Capitulo 6

Numero de ecuaciones de una

variedad algebraica afin

Siguiendo el modelo de las variedades lineales vamos a estudiar la relacién entre la
dimension de una variedad algebraica afin y el ntimero de ecuaciones que la definen. En

este capitulo vamos a suponer que K es un cuerpo algebraicamente cerrado.

6.1. Dimensién de una variedad algebraica afin dadas sus

ecuaciones

Proposicion 6.1. Sea A € K" y U un subespacio de K™ y sea L = A+ U una variedad
lineal de K™. Si dimg U = r, entonces dim L = dimg U.

Demostracion. Por la proposicién la variedad lineal L es homeomorfa a K" y entonces
por el corolario [5.17
dimL =dim K" =r. O

Corolario 6.2. Si Fy,..., F, € K[Xy,...,X,] son polinomios de grado 1 y Z(F1,...,F,) #

&, entonces podemos calcular la dimensidn de la variedad lineal Z(f1,..., fr). Se tiene
dim Z(Fy,...,F) =n—dimg(Fy,...,F.) >n—r.

Sea V una variedad algebraica afin de dimension d y sea f € T'(V'). Vamos a probar que
la variedad Z(f) tiene dimension d — 1, como ocurre en el caso de las variedades lineales.

Para ello, vamos a pedir a f que no sea una unidad.
Lema 6.3. Se tiene que Z(f) = @ si, y sdlo si, f es una unidad de T'(V).

93
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Demostracion. Sea f una unidad en T'(V), existe entonces g € I'(V) tal que fg = 1. Si
existiera P € Zy(f), tendriamos que f(P)g(P) = 1, lo cual es imposible ya que f(P) = 0.
Por tanto, I'(V) = @.

Sea ahora f € I'(V) tal que Z(f) = @. Si V = Z(a) donde y F' € K[Xy,...,X,]
es tal que f(P) = F(P), para todo P € V, entonces Z(f) = VNZ(F) = Z(a+ (F)).
Por el teorema de los ceros de Hilbert (forma débil) B.19] Z(a + (F)) = @ implica que
a+(F) = K[X1,...,X,] y entonces I'(V) = py (K[ X1, ..., Xy]) = pv(a+(F)) = (f). Asi,
f es una unidad de T'(V). O

Proposicion 6.4. Sea V una variedad algebraica afin irreducible y sea U un abierto de
V. Se tiene
dimV = dimU.

Demostracion. Sea D(f) un abierto estandar contenido en U. Se tiene
dim D(f) < dimU < dim V.

Dado que D(f) es un abierto en un irreducible, D(f) es irreducible y entonces por la
proposicién y la proposicién [2.8]

dim D(f) = dim Z(I(V) + (Xps1F — 1)) = ditngeu T(Z(T(V) + (X1 F — 1))
=dimg I'(V)§ = trdeggI'(V) ; = trdeggI'(V) = dim V,

por tener I'(V) ¢ y I'(V') el mismo cuerpo de fracciones. Por tanto
dim D(f) = dimU = dim V. O

Definicién 6.5. Una variedad algebraica afin se dice que es equidimensional si todas sus

componentes irreducibles tienen la misma dimensién.

Claramente si V' es irreducible, entonces V' es equidimensional; por ejemplo K" es

equidimensional.

Teorema 6.6. Sea V una variedad algebraica afin irreducible de dimensidn n y sea f
un elemento de T'(V'), f # 0 y que no es una unidad . Entonces Z(f) es una variedad

algebraica afin equidimensional de dimension n — 1.

Demostracion. En el caso V = K", si F' es un polinomio de grado mayor que cero, para
probar que dim Z(F) = n — 1, podemos suponer, por el ejemplo y la proposicién

que F' es irreducible. Por el teorema [5.16]y el lema[5.9]se tiene

dim Z(F) = trdeg g (K[X1,...,Xp]/(F) =n—1.
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Veamos ahora el caso general. Supongamos ahora que V' es una variedad algebraica
afin irreducible de K™, f e I'(V) y F € K[X1,...,Xy,] es tal que f(P) = F(P), para
cada P €V, y que

Z(f)=Z1U...U Zs.

donde los Z; son las componentes irreducibles de Z(f). Vamos a probar que todas las Z;
tiene dimension n — 1. Dado que Z; ¢ U#j Z;, existe P € Z; tal que P & U#j Z;. Sea
D(g) un abierto esténdar de V' tal que P € D(g) CV —[),; Zi y sea G € K[X1,..., Xy)]
es tal que g(P) = G(P) para todo P € V. Se tiene

s

D(9)n Z(f) = | J(D(9) N Zi) = D(9) N Z;.
i=1

y D(g) N Z; # @ es un cerrado irreducible de D(g). Sea
p: D(g) — Z(I(V) + (Xn1G - 1))
el homeomorfismo de la proposicion [3.27 Pongamos W = Z(I(V)+ (X,,+1G —1)). Se tiene
(D) NZ(f) ={(x1,- ., @mi1) €W | Flan,...,xm) = 0} = V(F)NW = Z(f'),

siendo ' € T(W), tal que f'(x1,...,Zm,Tm+1) = F(x1,...,2m), para (T1,...,Tmy1) €
W. Por la proposicion

dim Z; = dim(D(g) N Z;) = dim(D(g) N Z(f)) = dim Z(f")

y Z(f") es irreducible, puesto que D(g) N Z; es irreducible, por la proposicion (b). Por
la proposicion Iw(Z(f")) es un ideal primo.Dado que Iy (Z(f')) = rad (f'), el ideal
Iw(Z(f')) es primo minimal entre los que contienen a f’. Aplicando el teorema se
tiene

dimKruH F(W)/Iw(Z(f/)) = dimKruH F(W) —1.

y dado que T'(W) /Iy (Z(f')) es un anillo isomorfo a I'(Z(f’)), se tiene
dim Z(f") = dimgyan T(Z(f")) = dim gpanl' (W) — 1.
Por la proposicién los anillos I'(W) y I'(V)4 son isomorfos. Asi,

dim Zj =dim Z(f/) = dimKruH F(W) —1= dimKrullF(V)g -1
=trdegi I'(V)y — 1 =trdegg I'(V) — 1 =dimV — 1.

puesto que I'(V) y I'(V)g tienen el mismo cuerpo de fracciones por ser V irreducible. [
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Teorema 6.7. Sea V wuna variedad algebraica afin irreducible de dimension n y sean
fiyoo oy fr € D(V). SiW es una componente irreducible de Z(f1, ..., fr), entonces dim W >

n—r.

Demostracion. Lo probaremos por induccién en r. Para r = 1, por el lemal6.3] fi no puede
ser una unidad, ya que W C Z(f1) es irreducible y por tanto no vacio. Si f; = 0, entonces
Z(fi)=V,conlocual W =V ydimW =n>n—1.

Si f1 # 0, por el teorema Z(f1) es una variedad algebraica afin equidimensional de
dimension n — 1, y por la proposicion 5.4, dim W =n — 1.

Supongamos el resultado cierto para r —1 > 1. Si f; =0, para i = 1,...,r, entonces
W =V y el resultado es claramente cierto. Supongamos que para algin j € {1,...,7},
fi #0y que j =1.Dado que W C Z(f1,..., fr) C Z(f1) = Z1U...UZ;, donde Z1,...,7Z;
son las componentes irreducibles de Z(f1) y que W es irreducible, existe i € {1,...,¢} tal

que W C Z; y entonces por el teorema dim Z; = n — 1. Se tiene

Z(f1ye s )N Zi=Z(fo,.. ., fr)NZi = Z(fo,.. . fr),  for.-os fr €T(Z).

donde fi.(P) = fx(P), para k =2,...,r. Dado que W C Z(fa, ..., f) y que W es también

componente irreducible de Z(fa, ..., f;), por hipotesis de inducciéon
dmW >n—-1)—(r—1)=n-—r. O
Observacion 6.8. Las componentes irreducibles de Z(fi,..., fr) no tienen porque tener

todas la misma dimension. Por ejemplo , si V = C?, F = X* - X34+ XZ -2y G =
X3Y?2 4 X322 4+ Y?Z + Z3, entonces se tiene
Z(F,G)=Z(X3+ Z2)U(Z(X —1)NZ(Y* + Z?))
=Z(X°+ 2) U{(L,y,iy) | y € CYU{(L,y,~iy) | y € C}

que es la descomposicion de Z(F, G) en sus componentes irreducibles: una superficie y dos

rectas.

Corolario 6.9. S5iV es una variedad algebraica afin irreducible de dimension n, f1,..., fr
son elementos de T'(V)) y Z(f1,..., fr) # @, entonces dim Z(f1,..., fr) >n—r.

Demostracion. Se sigue de O

Corolario 6.10. Sea V' una variedad algebraica afin irreducible de dimension n y W es
una subvariedad algebraica de V. Si 6(W) es el minimo de las dimensiones de las com-
ponentes irreducibles de W, entonces el nimero minimo de ecuaciones en I'(V') necesario

para describir W como subvariedad de V' es > n — §(W)
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Demostracion. Trivial. O

Observacion 6.11. Si Fy, ..., F,. € K[X,...,X,] son polinomios de grado 1y Z(F},...,F,) #
g, entonces
dim Z(Fy,...,F) =n—dimg(Fy,...,F.) >n—r.
Sir > dim(Fy, ..., F,), podemos tomar un subconjunto S de {1, ..., F.} y Z(Fi, ..., F,) =
Z(S).
En el ejemplo de la observaciéon dim Z(F,G) = 2 > 3 — 2 = 1, pero no podemos
suprimir ninguno de los dos polinomios. En efecto, dim Z(F') = dim Z(G) = dim Z(F,G) =

2, pero sin embargo,

Z(F,G)
Z(F,G)

N

(F)=Z(X -1)UZ(X3+ 2)

Z
Z(G)=2Z(Y*+ZHUuZ(X*+ Z)

N

6.2. Sistemas de parametros de una variedad algebraica afin

Hemos probado que si en una variedad afin de dimensién n tomamos r ecuaciones
algebraicas, entonces se obtiene una variedad de dimensién > n—r y en casos buenos igual
an—r; reciprocamente, podemos preguntarnos si toda subvariedad de dimensién n—r puede
estar definida por r ecuaciones. Si V' es una variedad lineal y W es una subvariedad lineal
de V' de dimensién n —r, sabemos por algebra lineal que W esta definida por r ecuaciones
lineales; en general, esto es demasiado exigir pero vamos a dar algunos resultados parciales.
En el caso r = 1 vamos a obtener el reciproco de la proposicion [6.6] pero vamos a pedir

que el anillo de coordenadas de la variedad irreducible V' sea factorial.

Teorema 6.12. Sea V una variedad algebraica afin irreducible de dimension n tal que el

anillo T'(V') sea factorial. Sea W un cerrado irreducible de V' de dimension n — 1. Ewxiste

fe(V) tal que W = Z(f).

Demostracion. Por la biyecciéon dada en la proposiciéon , Iy (W) es un ideal primo que
es minimal entre los ideales primos no nulos de I'(V'). Veamos que es un ideal principal.
Sea g € Iy(W),g+#0,con g = fi... fr, siendo cada f; irreducible. Como Iy, (W) es primo,
fi € Iy (W) para algtn i € {1,...,7}. Se tiene

0C (fi) C Iv(W)

Por ser I'(V') factorial, (f;) es un ideal primo no nulo, y por la minimalidad de Iy (W),
(fi) = Iv(W). Por tanto, W = Zv (Iv(W)) = Z(f3).
O
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En el caso general nos tenemos que contentar con el siguiente resultado:

Proposicion 6.13. Sea V' una variedad algebraica afin irreducible de dimension n y sea
W una subvariedad de algebraica afin irreducible de dimension n —r > 1. Para todo s,

1<s<r, existen f1,...,fs € (V) tales que

(1) W Z(fr,..-. fs)-
(2) Todas las componentes irreducibles de Z(f1,..., fs) son de dimensidn n — s.

Demostracion. Lo probaremos por induccion en s. Para s = 1, sea f € Iy(W), f # 0.
Se tiene que (f) C Iy (W) y entonces Z(Iy(W)) = W C Z(f). El resultado se sigue del
teorema

Supongamos el resultado cierto para s—1 < r, es decir, existen fi,..., fs—1 € I'(V) tales
que W C Zy(fi,..., fs—1) y tales que todas las componentes irreducibles de Z(fi, ..., fs—1)
son de dimension n—(s—1). Sean Y7, ..., Y,,, las componentes irreducibles de Z(fi, ..., fs—1).
Dado que s — 1 < r, ; ¢ W, para todo i € {1,...,m} y entonces Iy (W) ¢ Iy (Z;), para
todo i € {1,...,m}. Por tanto,

(W) ¢ |J Iv(¥s)
i=1

y entonces existe fs € Iy (W) tal que fs & Iv(Y;), i = 1,...,m. Se tiene que W =
Z(Iy(W)) C Z(fs). Si Fs € K[X1,...,X,] es tal que f5(P) = Fs(P), para todo P € Wy
fs € T(V) es tal que f4(P) = F(P), para cada P € V, entonces W C Z(f1,..., fs).

Sea Z una componente irreducible de Zy (f1, ..., fs). Por el teorema , dimZ > n-—s.

Se tiene

ZCZ(fro. fs) € Z(fr-- fm) = U Ve
=1

y entonces existe j € {1,...,m} tal que Z C Y;. Ademéas Z # Y}, puesto que si Z =Y},
Iv(Z) = Iv(Y;) y fs & Iv(Yj) pero fs € Iy(Z). Dado que Z es un cerrado de V' y Y es
un cerrado irreducible de V' 'y Z C Y}, por la proposicién (2), dim Z < dimYj. Asi,

n—s<dmZ<dimY;=n-s+1
de donde se sigue que la dimensiéon de Z es n — s. O

Definicion 6.14. Sea V una variedad algebraica afin irreducible de dimensién n y sea
W una subvariedad algebraica afin irreducible de V de dimensién n — r > 1. Si existen
fis.ooy fr € T(V) tales que W sea una componente irreducible de Z(f1,..., f;), entonces

se dice que los elementos f; forman un sistema de parametros de W.
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Corolario 6.15. Sea V una variedad algebraica ofin irreducible y sea W una subvariedad
de algebraica afin irreducible de dimension n —r > 1. Existe un sistema de pardmetros de

w.

Demostracion. Por la proposicion anterior, dado que dim W > n — r, existen f1,..., f, €
(V) tales que W C Z,(f1,...,fr) y st Z1,...,Zs son las componentes irreducibles de

Z(f1,..., fr) entonces dim Z; =n —r, para it = 1,...,s. Se tiene
WCZp(fl,...,fr):Zlu...UZS

y por ser W irreducible, existe ¢ € {1,...,s} tal que W C Z;. Dado que dim W = dim Z;
v Wy Z; son cerrados irreducibles, se tiene que W = Z;. O






Capitulo 7

Numero de ecuaciones de una

variedad algebraica proyectiva

En este capitulo vamos a probar para variedades algebraicas proyectivas resultados
similares a los estudiados para variedades algebraicas afines; para esto utilizaremos los
conceptos de abierto afin y de cono de una variedad algebraica proyectiva. FEn el caso de
una variedad algebraica proyectiva irreducible probaremos ademés que si el niimero de
ecuaciones es menor o igual que la dimensiéon de la variedad, entonces la variedad es no
vacfa. Lo mismo que ocurre en el espacio afin, una variedad algebraica proyectiva tiene

dimension cero, si y sélo si, es finita. El cuerpo K es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Proposicion 7.1. Sea V una variedad algebraica proyectiva irreducible y sea U un abierto

afin no vacio de V. Se tiene

dimV = dim U.

Demostracion. Si'V es una variedad algebraica afin, este resultado se probé en la proposi-
cion[6.4] Veamos que si V' es una variedad algebraica proyectiva todos los abiertos afines no
vacios de V' (que son irreducibles por la proposicion tienen la misma dimensién. Sean
Uy y Us abiertos afines de V' y sean ¢1: Uy = V1 y po: Us — Vo homeomorfismos, donde
Vi y Vs son variedades algebraicas afines irreducibles. Por ser V irreducible, el abierto
Uy NUs # @y se tiene

dim(U1 N UQ) = dim SOI(UI N UQ) =dim V} = dim Uy,
por ser ¢1(U; NUsz) un abierto afin no vacio de V; y
dim(U1 N UQ) = dim gOg(Ul N UQ) = dim V5 = dim Uy,
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por ser p9(Up NU3) un abierto no vacio de Va. Asi, todos los abiertos afines de V' tienen la
misma dimensién que vamos a denotar por 7.

Veamos que r es la dimension de V. Supongamos que dim V' =n > r. Sea
20721 % ... C Zy,

una cadena de cerrados irreducibles de V' y T € Zy. Existe DT (X;) tal que T € DT(X;).
Por la proposiciéon se tiene la cadena de cerrados irreducibles de DT (X;)

Zo N D+(XZ) G Z1N D+(XZ) G...CZ,N D+(XZ'),
de longitud n, lo que contradice que r < n. O

Observacion 7.2. S1 V es una variedad algebraica proyectiva y U es un abierto de V|,
entonces dimU = dim V. En efecto, por la proposicién , existe f € T'p(V) tal que
DT(f) C U. Dado que DT(f) es un abierto afin de V (observaciond.29)), dim DT (f) =
dimV y entonces dimU = dim V.

Corolario 7.3. Se tiene:
(1) dimP"(K) = n.

(2) Sea L = Z,(Ghq,...,Grn) una variedad lineal proyectiva no vacia de P"(K). Se tiene
que dim L = n — dimg (G1,...,Gp).

Demostracion. (1) Por P*(K) irreducible y DT (X() un abierto afin de P"(K), por la
proposiciéon anterior dim DT (Xy) = dimP*(K). Dado que D" (Xy) y K™ son espacios
topologicos homeomorfos (corolario [£.26), dim D*(Xp) = dim K™ = n.

(2) Por la observacion[4.14] L es homeomorfa a P*~!(K), donde s = n+1—dimg (G, ..., Gyp).
Por tanto, dim L = s — 1 = n — dimg (G, ...,Gp). O

Teorema 7.4. Sea V' una variedad algebraica proyectiva irreducible de P*"(K) y f un

elemento homogéneo no constante de I'y (V). Se tiene
(1) La dimension de las componentes irreducibles de Z,(f) es dimV — 1.
(2) SidimV >0 entonces Zy(f) # @.
(3) SidimV >0 se tiene que dim Z,(f) =dimV — 1.

Demostracion. Sea f = F 4 1,(V), donde F' € K[Xy, ..., X,] es un polinomio homogéneo

no constante.
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(1) Si Z,(f) tiene componentes irreducibles entonces Z,(f) # @ y existe i € {0,...,n}
tal que Z,(f) ¢ Z,(X;). Supongamos que Z,(f) ¢ Z,(Xo). Sean Z,..., Zy, las compo-
nentes irreducibles de Z,(f) y supongamos que Z1, ..., Z, son las componentes irreducibles
de Z,(f) tales que Z; ¢ Z,(Xy), parai =1,...,s, s <m. Se tiene que Z; N D" (Xy) # &,
parat=1,...,s.

Por el corolario , jo 1 (V. N D*(Xp)) es una variedad algebraica afin irreducible de
K"y jo " (Z,(f)ND*(X0)) = Z(f?), donde la funcion polinomica f* € T'(j; {(VND* (X))
esta dada por f°(P) = F’(P), para todo P € j, '(VND*(Xp)) y con F € K[X1,...,X,].
Dado que Z,(f) ¢ Z(Xo), Zp(fb) # @. La funcion f” no es una unidad, puesto que si lo
es entonces Z(fb) = @. Ademas, f* # 0, puesto que si f° = 0, entonces

Jo ' (Zp(f) N DY (Xo)) = Z(f") = Gy " (V N D¥(X0)),

de donde se sigue que VN DT (Xy) C Z,(f). Dado que V N DT (Xy) es un abierto de V' y
V es irreducible, VN D(Xj) es denso en V. Asi, V=V NDH(Xy) C Z,(f) y f =0, lo
cual es una contradiccion.

Se tiene,

Z(£) = |J o '(Zin D (X0)),
=1

donde por la proposicion Z;ND%(Xy),i=1,...,s son las componentes irreducibles
de Z(f*). Por el teorema Z(f*) es una variedad algebraica afin equidimensional de
dimensién

dim Z(f*) = dim(V N D*(Xp)) — 1.

Dado que V N DT (Xj) es un abierto afin de V, dim(V N D*(Xy)) = dim V. Por tanto,
dim Z(f’) = dimV — 1.
Por el teorema
dim jo ' (Z; N DT (Xp)) =dimV —1, i=1,...,s.
Dado que Z; N D*(Xj) es un abierto afin de Z;,
dim(Z; N D™ (Xy) = dim Z;

Asi, todas las componentes irreducibles de Z,(f) no contenidas en Z,(Xy) tienen la misma
dimensién igual a dimV — 1.

De forma anéloga se razona para las restantes componentes, puesto que para todo
ke{l,...,r}, existe j € {0,...,n}, tal que D (X;) N Zj # 0.
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(2) Sea V. = Z,(I), siendo I un ideal homogéneo distinto de K[Xp,...,X,] vy de
(Xo,...,X5). Se tiene que I,(V) = I(C(V)) y entonces

TW(V) = K[Xo, ..., Xo)/I,(V) = K[Xo, ..., Xu]/I(C(V)) ~ T(C(V)).

Dado que V' es una variedad irreducible, I,(V) es un ideal primo y entonces I'y, (V) es un
dominio con lo cual C(V) = Z(I) es una variedad afin irreducible.

Denotemos también por f el elemento de I'(C(V)) tal que f(P) = F(P), para todo
P e C(V). Se tiene que (0,...,0) € Z(f), con lo cual Z(f) # @. Por la proposicion [6.3] f
no es una unidad de I'(C(V)). Por el teorema

dimZ(f) =dimC(V) — 1.

Veamos que dim V' > 0 implica que dimC(V') > 1. En efecto, supongamos que dimV =

d > 0 y consideremos la cadena de cerrados irreducibles de V'
Z0CZ1C...C 2=V,
Se tiene la siguiente cadena de cerrados irreducibles de C'(V)
{(0,...,0)} S C(Z) CC(Z1) & ... C C(Zg) =C(V)
y entonces dim C(V') > d + 1. Por tanto
dim Z(f) = dimC(V) —1>1—-1=0.

Asi, Z(f) #{(0,...,0)} y entonces Z,(f) # @.
(3) Se sigue de (1) y (2). O

Proposicion 7.5. Sea V' una variedad algebraica proyectiva irreducible de P™"(K) y sean

fi,..o, fr €TH(V) elementos homogéneos no constantes. Se tiene
(1) La dimensidn de las componentes irreducibles de Zp(fi,...,fr) es > dimV —r.
(2) Sir <dimV, entonces Z(fi1,..., fr) # 2.
(3) Sir <dimV, entonces dim Z,(f1,..., fr) > dimV —r.

Demostracion. (1) Lo probaremos por induccién en r. El caso 7 = 1 es el teorema[7.4] (1).
Supongamoslo cierto para 7 — 1 > 1. Sea W una componente irreducible de Z,(f1,..., fr)-
Tenemos que W C Z,(f1,..., fr) C Zp(f1) = Z1U...UZ;, siendo Zy, ..., Z; las componen-
tes irreducibles de Z,(f1). Por ser W irreducible, W C Z; para algtn 4. Por el teorema
(1), dim Z; = dim V' — 1. Ahora, Zp(f1,..., fr) N Zi = Zp(fo, ..., fr) N Zi = Zp(far ..., fr),
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con fi € Tn(Zy), fi(P) = fi(P), i =2,...,r. Entonces, W C Z,(f2,..., fr), y W es una
componente irreducible de Z, (fa,..., fr). Como fa, ..., f son homogéneos y no constantes,
por hipotesis de induccion, dimW > (dimV — 1) — (r — 1) =dimV —r.

(2) Por un razonamiento similar al realizado en la demostracion del teorema (2),
tenemos que (0,...,0) € Z(f1,..., fr). Por el teoremal6.9 dim Z(f1,..., f,) > dim C(V)—
r. Como dimC(V) > dimV + 1, dim Z(f1,..., fr) > dimC(V) —r > n—r > 0, por lo que
Z(f1,..., fr) #{(0,...,0)}, y entonces Z,(f1,..., fr) # .

(3) Se sigue de (1) y (2) aplicando el teorema [5.4] O

Corolario 7.6. Sea V una variedad algebraica proyectiva irreducible de dimension n y
W es una subvariedad algebraica de V. Si 6(W) es el minimo de las dimensiones de las
componentes irreducibles de W, entonces el nimero minimo de ecuaciones homogéneas de
I'n(V) necesario para describir W es > dimV — 6(W)

Reciprocamente, se tiene

Proposicion 7.7. Sea V una variedad algebraica proyectiva irreducible y sea W una sub-
variedad algebraica proyectiva irreducible de dimension dimV — r. Eristen elementos ho-
mogéneos fi,..., fr € Tp(V) tales que W es una componente irreducible de Z,(f1,..., fr)

y la dimension de las componentes irreducibles de Zy(f1,..., fr) esdimV —r.

Demostracion. Se razona como en la demostracion de la proposicion y del corolario
6.151 O

Se dice que fyq, ..., f, forman un sistema de pardmetros homogéneos de W
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