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Resumo

O tema principal deste traballo son as sucesidons funcionais que converxen a algunha solucion

dunha ecuacion diferencial ordinaria.

Nos tres primeiros capitulos recéllense, seguindo unha orde cronoléxica, algunhas das maéis
relevantes na historia das matemaéticas, xunto coa motivacién ca que foron introducidas nun pri-
meiro momento: a demostraciéon da analiticidade das soluciéns de problemas con datos analiticos
(Teorema de Cauchy e series de potencias), da existencia de soluciéon (Teorema de Peano e po-
ligonais de Euler) e da unicidade de solucién (Teorema de Picard-Lipschitz-Lindelof e iterantes

de Picard) baixo distintas hipoteses.

No cuarto capitulo introdicese un resultado maéis recente, no que se constrie unha sucesion de
solucions de problemas perturbados (a sucesion de Walter) co obxectivo de demostrar a existencia

de soluciéon maximal para ecuacions diferenciais ordinarias baixo hipotese de continuidade.

Finalmente, no Capitulo 5 partese do clasico método das series de potencias para desenar
dous métodos numérico-simbolicos, implementados en Matlab e SageMath, que permiten apro-
ximar soluciéns de problemas de valor inicial nos que a funcién dato é analitica mediante o seu

desenvolvemento en polinomio de Taylor, de grao tan alto como se desexe.

Abstract

The main topic of this work are sequences of functions that converge to a solution of an

ordinary differential equation.

Some of the most relevant functional sequences in the history of mathematics are presen-
ted, following a chronological order, in Chapters 1-3, along with the motivation they were first

introduced with: the proof of analyticity of solutions to ODE’s under hypothesis of analyticity
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(Cauchy’s Theorem and power series), and the proof of existence of solution (Peano’s Theo-
rem and Euler polygonals) and uniqueness of solution (Picard-Lipschitz-Lindel6f’s Theorem and

Picard’s Iteration Sequence) under different hypotheses.

A more recent result, in which a sequence of solutions of perturbed problems (Walter’s se-
quence) is constructed in order to prove the existence of a maximal solution to an ODE under

hyphothesis of continuity, is presented in Chapter 4.

Lastly, Chapter 5 deals with two numerical-symbolic methods, implemented in Matlab and
SageMath, which allow to obtain the Taylor expansion of the solution to an initial-value problem,

of degree as high as required, under hypothesis of analyticity.



Introducién

Coa apariciéon no século XVII do Calculo Infinitesimal, as ecuacions diferenciais convertéronse
nunha das ferramentas matematicas mais empregadas nas ciencias béasicas. Actualmente, tefien
moitas aplicacions en diversos campos da ciencia como a Bioloxia, a Fisica ou a Enxenaria. E
de entender, por tanto, o crecente interese en desenvolver métodos que proporcionen soluciéns a
problemas de valor inicial, mais en moitas ocasiéns non é posible obter unha expresiéon explicita
desta. Para solventar este problema, os métodos méais habituais son os desenvoltos no campo
da Analise Numérica, que a partir dunha discretizacion da variable independente, proporcionan
aproximacions da solucién do problema, mais antes de aplicalos é importante asegurar a existencia

da mesma.

Ao longo da historia, distintos matematicos demostraron a existencia e/ou unicidade de
soluciéon de ecuaciéns diferenciais ordinarias baixo distintas hipéteses, en moitos casos facendo

uso de sucesions funcionais.

Neste traballo introdicense, seguindo unha orde histérica, distintos exemplos de sucesiéns
funcionais que, baixo certas hipoteses, converxen a unha (ou & tnica) soluciéon dunha ecuacion

diferencial ordinaria.

No Capitulo 1, a sucesion de funciéns que se emprega é a dos desenvolvementos en polino-
mio de Taylor de grao n, con n natural, da soluciéon da ecuaciéon. O Teorema de Cauchy, cuxa
demostracion foi consultada en [5], amosa que se os datos do problema son funciéns analiticas, a
solucién tamén o serd, o que garante a converxencia da sucesion de polinomios nun certo interva-
lo. Isto permite tamén introducir o método das series de potencias para a resolucion de ecuacions

diferenciais ordinarias.

Nos Capitulos 2 e 3 preséntanse, respectivamente, as poligonais de Fuler e as iterantes de
Picard. Estas sucesions funcionais son de gran interese histérico, pois foron empregadas nas de-
mostracions clasicas de existencia e unicidade de solucién de ecuaciéons diferenciais. Os resultados

teoricos que se inclien nestes dous capitulos consultaronse en [3] e [4].

No Capitulo 4 expoénse a sucesion de Walter, que converxe & soluciéon maximal dun problema
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X INTRODUCION

de valor inicial con datos continuos. As demostracions desta seccion foron consultadas en [7] e
[8].

Finalmente, no Capitulo 5 retémase o método das series de potencias exposto na primeira
seccion, lixeiramente modificado e implementado en Matlab e SageMath cun programa que per-
mite obter sumas parcias da serie solucién mesmo en ocasiéns nas que non é posible calculala

manualmente.

Damos a continuaciéon unhas definiciéns previas necesarias para o desenvolvemento do traba-
llo.

Consideraremos o problema de valor inicial

{ = f(t,x) (P)

x (to) = zo,
onde f: A CRxR"™ — R” é unha funcién continua nun dominio A, e (tg, zp) é un punto de A.

Diremos que unha funcion ¢ : I C R — R"” definida nun intervalo I é solucidn do problema

se é diferenciable, ¢(ty) = x¢ e para todo t € I se cumpre

(1) (&) eA

Do Teorema Fundamental do Calculo despréndese directamente a caracterizacion integral das
solucidns, que establece que ¢ : I C R — R é solucién do problema se para todo t € [ se

cumpre

() (el ed
(1) (t) = w0+ / f(s,0(5))ds.

to



Capitulo 1

O Teorema de Cauchy

O resultado principal deste capitulo, debido a Cauchy (1789-1857), demostra a analiticidade
da solucién dun problema do valor inicial con f analitica. Falaremos de solucién tnica, pois
a solucién atopada vird dada por unha serie de Taylor con coeficientes concretos, o cal implica a
stua unicidade. Isto permitiranos, en casos concretos, obter a solucién de a partir da sia serie
de Taylor co método que se expdn a continuacién, e que se emprega na propia demostracién do

teorema.

Observacion 1.1. No desenvolvemento do método suporemos que ¢y = 0. Isto non resulta restri-
tivo, xa que unha funcion ¢ definida nun intervalo (tg — «, tg + «) é solucion de se e sO se a

funcion ¢ definida en (—a, o) mediante ¥ (t) = ¢(t + tg) € solucion do problema

{ ' = f(t+to,x) (1)
z (0) = xo.
En efecto,
¢(to) = w0 <= ¥(0) = ¢(to + 0) = wo,
e

Q'(t) = ft,p(t) <= P'(t) = ¢'(t + to) = f(t + to, o(t + o)) = f(t + to, ¥(t)).

Tratase agora de obter a funcion xz(t) que verifica o sistema

{x(O

como limite de polinomios de Maclaurin da mesma. Por unha banda, sabemos que

=

t,2) (1.2)

~—

:l‘o

z(0)=z0 e  2'(0)=f(0,20),



2 1. O Teorema de Cauchy

o cal nos permite definir a funcién x; como o polinomio de Maclaurin de grao 1 de x, é dicir

.’E1(t) = f(o,xo) -t + xp.

Por outra banda, derivando na EDO en (1.2))

(1) = Lt o) = Wt w) + L1, 2) - 2 0),

e avaliando en 0 obtemos

2(0) = 2H(0,20) + 510, 20) - £(0,20).

Como todos estes datos son cofiecidos, podemos calcular x”/(0) e definir a funcion o como o
polinomio de Maclaurin de grao 2 de x.

Repetindo este proceso iterativamente, obtemos en cada etapa n o valor z(™ (0) en funcion
das derivadas de f e de x ata grao n — 1 avaliadas en 0, que xa foron calculadas en etapas
anteriores. Asi, podemos construir o polinomio de Maclaurin de grao n, x,, da solucién. Polo
Teorema de Cauchy, que se demostra a continuacién, sabemos que a solucién é analitica, polo

que existe un intervalo centrado en 0 no que

lim z,(t) = z(t),

n—oo

para todo ¢ no intervalo.
O seguinte exemplo ilustra a aplicaciéon deste método nun caso sinxelo, de solucién cofiecida.

Exemplo 1.2. Consideremos o seguinte problema de valor inicial

{ z(0)=1.

Aplicando o procedemento descrito anteriormente con f(t,x) = x, obtemos

z(0) =1,

2'(0) = f(0,1) =1,

gy = OF of _ _
2(0) = S-(0.1)+ 2 (0,1)- £(0,1) =0+1-1=1,

e, tendo en conta que todas as derivadas de f con respecto a t e as derivadas con respecto a x

de orde maior que un son nulas, en xeral

z™0)=1, neN.



Asi, para cada n € N, o polinomio de Maclaurin de grao n da solucién vén dado por

1 1
Ta(t) = Lt ot 4 A

Finalmente, tomando limites na expresion anterior, chegamos a que a solucién do problema é
oo
L ok
_ ot
z(t) = Z 7 " =e".
k=0

Unha vez introducido o método, e aplicado nun breve exemplo, enunciamos e demostramos o
teorema que garante a converxencia das soluciéns en forma de serie de potencias que se obtenen

CO 1mesmo.

Teorema 1.3 (de Cauchy). Se f : A C R"™' — R" ¢ analitica nunha vecifianza de (to, ),

enton o problema ([P]) ten unha tunica solucion que, ademais, € analitica nunha vecinanza de tg.

Demostracion. Tal e como se argumenta na Observacion [I.1] , podemos suponer, sen perda de

xeralidade, que (to,zo) = (0, 0).

Probaremos que a solucién vén dada por unha serie de Taylor concreta, o cal implica a sta
unicidade (pois os coeficientes da serie non dependen da solucion, senén da ecuacion diferencial)

e a stla analiticidade.

Denotemos f = (f1,..., fn). Para cada ¢ = 1,...,n, expandimos f; en serie de Taylor centrada
en (0,0)
[o.¢]
filt,x1, ... o) = Z a&)mpntpomlfl cooabe
P0y-+Pn=0

onde os coeficientes venien dados por

et £,
o -1 I (6, 0).
PoPn polpr! .. pp! OtP0 Qg P ... QxpPr

A analiticidade de f equivale & das stias componientes f;, polo que estas series son converxentes

nunha vecinanza de (0,0) da forma |t| <7, ||z||, < s, para certos r,s € (0,00).

Supoiiamos que @ é unha solucién de . Por ser f analitica, é de clase C'°°, polo que a partir

da relacién

¢'(t) = f(t,0(t))

. . v ) . v
deducimos que ¢ tamén é de clase C'°°, e podemos achar o valor das stias derivadas sucesivas en

t = 0 como segue: denotando por ¢;, ¢ = 1,...n, a i—ésima componente de ¢ temos



4 1. O Teorema de Cauchy

¢i(0) = £:(0,0),

_0fi " af;
— Ot (0,0)+ Z e (0,0) £(0,0),

P0) = S Filtp0)

d2
v (0) = 2z it (1))

2 n 2f
=200+ Y ";ik(o,mfk(o,m
k=0

o Ot? otd
n n
& fi Ofi (i)
——(0,0 0,0) f;(0,0 0,0 1.3
+Zaxk8xj(’ )fk’(7 )fj(? )+ 8$k(’ )027 ( )
k,j=0 k=0
e asi sucesivamente. De aqui deducimos que, sexa cal sexa a solucion ¢ = (¢1,...,¢n), a serie
de Maclaurin de ¢; s6 pode ser
© ) 1 k)
@i(t) = ch)xk, cg) =% (0), (1.4)
k=0

onde os valores de gof)(O) venen dados por (|1.3)) e soamente dependen dos valores de f; e as stas

derivadas avaliadas en (0, 0).

Observemos que se a serie ([1.4)) fose converxente nunha vecinanza de ¢t = 0, entén ¢ seria analitica

e para cada i = 1,...,n a funcién

seria unha funcion analitica tal que ela e todas as stias derivadas se anulan en ¢ = 0, polo que se

trataria da funcién identicamente nula e, en consecuencia, ¢ seria soluciéon analitica do problema

(P)-

Resumindo, se a serie (1.4) é converxente nunha vecinanza de t = 0, enton dita serie define a

tnica solucion de ((P)) e ademais tal solucion é analitica.
Procedemos, por tanto, a demostrar que a serie (1.4 ten raio de converxencia non nulo.
A tal efecto, supofiamos que existe unha funciéon analitica e positiva F : A € R*™ — R que

ten todas as derivadas positivas e verifica

Grottpn f, gpo++pn

0,0)] <
OtPo 9Pt . .. O:Unpn( 0) < OtPo 9x1P1 ... Ox,Pr

(0,0) (1.5)

para calesquera po,...,p, € NU{0} e para todo i = 1,...,n. Tal funcién F recibe o nome de

matorante.



Consideremos o problema

X =FtX
%) (Par)
X (0) =0,
e sexa @ = (Pq,...,P,) a solucion do mesmo.
Suponamos que ¢ é analitica, polo que para cada ¢ = 1,...,n podemos expresar

N i 1k
i) =Y e, ) = e,
k=0 ’

sendo a serie converxente nun certo intervalo (—p, p), con p > 0.

Facendo os mesmos célculos para os coeficientes ’y,ii) que fixemos para os c,(j) e tendo en conta
a desigualdade , obtemos
|03 (0)] < 23(0),
|07 (0)] < ©7(0),

e, en xeral,

Ho|<el, ke

Asi, a serie en (|1.4]) estd maiorada por unha serie converxente, e polo M-test de Weierstrass seréa

converxente no mesmo intervalo (—p, p) que a segunda.

Agora, s6 falta probar que realmente existe unha funcién maiorante F' de xeito que a soluciéon

do sistema (Pyy)) poida ser expandida en serie de potencias con raio de converxencia non nulo.

En primeiro lugar, a converxencia absoluta das series de Taylor das funcions f; en [t| < 7, ||z|| <
s permite garantir a existencia dunha constante M > 0 tal que para calquera colecciéon de indices

Do, - - -, Pr. S€ verifica
’a(l) » ‘T»POSP1+"'+pn < M,
de onde se segue que

po!p1!... pn!
rPogP1++pn

’ opotetpn f; (16)

0,0)| <M
0 Daapr . g )‘ =
Consideremos agora a funcion F definida en A = (—r,7) x (=s,s)" C R""! mediante a serie

xeomeétrica

> PO/ pi\p1 Ty \ P
F(t,xl,...,xn)<1t)<1]x\§>.“<1?>Mp07.§0<:> (=) ()™

T




6 1. O Teorema de Cauchy

Como F' pode ser representada pola stia serie de Taylor no aberto A, é analitica en dito conxunto

e, ademais,

gpo+ttpn 7 ool il pl
875100 8:51])1 . 8xnpn (07 0) = M m

Asi, tendo en conta (1.6]), deducimos que F' é unha maiorante das funcions {f1,..., fn}.

Agora, sexa (@1, ...P,) a solucion do problema (Py/]), que resulta

o — M
? t ) (I)n
1——)f({1—-——)...(1—— i1=1,...,n.
r s S ) b
®; (0) = 0,

Como o termo dereito de cada ecuacién non depende do indice %, e as condiciéns iniciais son as

mesmas, deducimos que

O problema redticese entén a resolver a ecuacion diferencial ordinaria de primeira orde

D6

Procedendo por separacion de variables e imponendo a condicion inicial ®(0) = 0 obtemos a

)

¢ =

solucién

o~

1— 2

1
Dy(t) == Du(t) :z@(t)zt(l— "*\1/1+7H8_Mrlog .

ben definida para t < r (1 - e‘m),
Agora, a raiz pode desenvolverse en serie binomial se

n+1
s

t
Mrlog’l — ’ <1,
r

é dicir, se

(1 _ eNIr(jH—l)) <t<r <1 —e ]\/f?"(il-‘rl)) k

Por outra banda, tense que

S S 2 S S
<€2]Mr(n+1) —e 2Mr(n+1)> = eMr(n+1) 4 e Mr(ntl) — 9 > 07



polo que
1 — eMr(n+1) < — (1 _ e_klr(n+1)) ,

_ S
e, en consecuencia, a raiz pode ser expandida en serie binomial no intervalo |t| < r (1 —e Mr(n+l) > .

Finalmente, temos que

n+1 t] = (1/(n+1)\ (n+1 F
. Mrlog’l—JZ( i TM?“ log

k=0

"1+ 1—-

¢ k
r )

e como a funcién log ‘1 — ﬂ tamén admite expansion en serie no anterior intervalo, chegamos a

que as solucions do problema (Pp]) son analiticas, tal e como se queria probar. O

E importante ter en conta que, en moitas ocasiéns, non dispofiemos dunha férmula de recu-
rrencia para os coeficientes da serie, polo que non se pode obter a sitia expresion explicita e, en

consecuencia, o método das series de potencias non é aplicable.

Non obstante, no Capitulo 5 introdicense dous programa numérico-simboélicos en Matlab basea-
dos neste método que permiten solventar esta dificultade e calcular o polinomio de Taylor da

soluciéon do problema de grao tan alto como se desexe.
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Capitulo 2
As poligonais de Euler

Un segundo exemplo de sucesion de funciéns que converxe a unha solucién do problema
(P]) son as poligonais de Euler, que se constrten para a propia demostracion do Teorema de

Existencia de Peano.

Neste capitulo probaremos a existencia de solucién do problema pasando por un punto
fixado.

A proba consta de duaas fases. Primeiro, veremos que existe unha “soluciéon aproximada”’ cons-
truindoa mediante o método das poligonais de Fuler, e seguidamente demostraremos que existe
unha sucesion de tales poligonais que converxe a unha solucién real do problema. A construcion

das poligonais pode ser tamén programada mediante métodos numéricos relativamente sinxelos.

Precisamos a continuaciéon que entendemos por unha solucién aproximada, e demostramos a

sta existencia.

Definicion 2.1. Dado € > 0, unha solucion e-aproximada de (P)) nun intervalo I C R é unha

funcion continua 7 : I C R — R™ tal que 7 (tg) = 2o €

(i) (t,7(t) e A Vtel,
(i) 7 & de clase C! en I salvo, quizais, nun conxunto finito de puntos S C I no que 7 pode ser

non derivable;

(i) ||7'(t) — f(t,7(t)|| <e Vtel-—S.

Observacion 2.2. No caso extremo ¢ = 0, podese probar facilmente que unha solucioén 0-aproximada

é precisamente unha solucién do problema.

Teorema 2.3. Se f € continua en A entdon existe unha solucion e-aprorimada de (P)) para

calquera € > 0.
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Demostracion. Por ser A aberto e (tg,xo) € A existen constantes a > 0 e b > 0 tales que a rexion

R={(tx): |t —to] < a,|lx— || <0}

esta contida en A.

Por ser f continua no compacto R, esta limitada. Denotemos

b
M = max t,x e a=min<a, — p.
(m)eRllf( =l { ’M}
Podemos supotier M > 0, pois no caso M = 0 teriamos f = ctep e a funcién ¢ = cte,, seria

solucion do problema , polo que seria solucién e-aproximada para todo £ > 0.

Farase a construcion dunha solucion e-aproximada no intervalo [tg, tg + «], sendo o procede-
mento analogo para [ty — a, to).
Por ser f uniformemente continua en R, para o ¢ > (0 dado existe . > 0 tal que para

(t,z), (t,2) € R cumprindo [t — {| < 5. e ||z — &|| < J. se verifica

|‘f(tax)_f(£a£)‘§5
Consideremos agora una particion S = {to,t1,...,t,} do intervalo [tg, o + «] tal que
to<t1 < <th=to+ e ax [ty — tp_1| <min<§ i
= a max |t — tp_ min — 5.
0 1 n 0 1<k<n k k—1] = €y M

Construimos cara a dereita de t( o segmento de recta que sae de (tg, xo) con pendente f (tg, xo)
ata o punto no que interseca & recta vertical ¢ = t1, que denotaremos por (t1,x1). Da definicién
de a e da acotacion ||f (t,z)|| < M, séguese que este segmento permanece en R. Para o caso
n = 1, pédese ver que permanecen na rexioéon triangular 7" delimitada polas rectas que parten de

(to, xo) con pendente M e —M, respectivamente, e a recta vertical ¢t = ¢y + «, como se amosa na

Grafica .11

En particular, como (¢1,21) € R, podemos construir outro segmento de recta partindo do
punto con pendente f (t1,21) ata o punto no que interseca a recta vertical t = t9, que denotaremos

(t2,x2). Polo mesmo argumento que empregamos no segmento anterior, este tamén permanece

dentro de R.

Repetindo iterativamente o proceso ata chegar a t, = ty + «, obtemos unha poligonal 7 :

[to, to + a] — R™ cuxa expresion analitica vén dada por

{ ™ (to) = 20 (2.1)

T (t) = W(tk_l) + (t — tk—l) . f (tk_l,ﬂ' (tk—l)) se  tp1 <t <tg, k= 1,--- ,n.



11

2o + M(t —to)

\
(t0,$0) th t 3 to +«

xo +— M(t— to)

™
~+

Figura 2.1: Ilustraciéon da construciéon dunha poligonal ata a etapa 3.

Vexamos que esta funciéon « é precisamente a solucion e-aproximada que buscamos.

En primeiro lugar, pola propia construciéon, 7 é continua en [tg, %o + a] e de clase C! en

[to, to + ] salvo, quizais, en S.

Agora, vexamos que dado t € [tg, tp + o] — S se cumpre

|7 (t) — f (&, 7 (t)]]| <e. (2.2)

Como t € [tg,to + ] — S, existe k € {1,...,n} tal que t € (tx_1,tx) e, por tanto, |t — tx_1| <
dc. En consecuencia, por ([2.1)

e (0) =7 ()l = 11 (o (oo = ] < M5 =5

Finalmente, derivando en ([2.1)) e empregando a continuidade uniforme de f, obtemos

|7 () = £ (&7 (@) = [1f (teer, 7 (te1)) = f (£ 7 ()] <,

tal e como se queria probar.

O seguinte paso consiste en tomar unha sucesion de solucions e-aproximadas, como a definida
en (2.1]), e probar que converxe a unha solucion de (P)) cando facemos tender ¢ a 0.

Para dita proba, empregaremos a nocién de equicontinuidade e o Teorema de Ascoli-Arzela,

que recordamos a continuacion e cuxa demostracion se pode consultar en [3].
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Definicién 2.4. Un conxunto F' de funcions reais definidas nun intervalo I C R dise equicontinuo

en I se dado € > 0 existe d. > 0 tal que
Hf(t)—f(f)H <e VfeF, Vttelcon ‘t—f|<55. (2.3)

Teorema 2.5 (de Ascoli-Arzela). Sexan I C R un intervalo acotado e F' un conzunto infinito de
funcions reais definidas en 1. Se F' € equicontinuo e uniformemente acotado en I, entdn contén

unha sucesion { fn},cn uniformemente converzente en I.
Tendo en conta esto, xa se pode demostrar o resultado principal desta seccion.
Teorema 2.6 (de Peano). Se f € continua en A enton eziste unha solucion ¢ de de clase

C' nun intervalo da forma [ty — o, to + o] para certo o > 0.

Demostracion. Tomemos de novo unha rexion da forma

R={(t,x): [t —to| < a,||x — x0|| < b} C A, a,b>0,

e denotemos
b
M = 4 t, = mi ,— .
mis fto) e a mm{aM}

Suporemos outra vez M > 0, pois no caso M = 0 teriamos f = ctep e a funcién ¢ = ctey, seria

solucién trivial do problema.

Sexa {€n},cy unha sucesion de niimeros positivos estrictamente decrecente e converxente a
cero. Polo Teorema para cada n € N existe polo menos unha solucién e,-aproximada de (P)),

que denotaremos por m,, definida en [tg — a, tg + .

Da construcién de 7, feita no Teorema tense que para t,f € [to — a,to + q]

|7 (t) — mn(B)|| < M |t —1]. (2.4)

Aplicando (2.4) con ¢ = ty obtemos, pola desigualdade triangular,

[mn O] < (17 (8) = mn (o)l + [lmn(to)l| < M [t = to] + |[zo|| < b+ [ol| -

E dicir, a sucesion {7, }, oy estd uniformemente acotada en [tp — «, %9 + a]. En consecuencia,
polo Teorema de Ascoli-Arzela, existe unha subsucesion {7, }. oy de {mn},cn que converxe

uniformemente en dito intervalo a unha funcién ¢.

Vexamos que esta funcion ¢ é solucion de (P)).
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En primeiro lugar, é continua por ser limite uniforme de funciéns continuas e verifica

(p(to) = lim TI'nk(to) = 0.
k—o0

Para probar que cumpre a ecuacién diferencial, para cada n € N definimos

7 (t) — f(t, mn(t)) se m, & derivable en t

An(t) =
0 noutro caso,

e, por ser m, solucioén e,-aproximada de (P)), temos que

1AL < en VEE [to— o to+ 0],

polo que limy, o ||An(%)]| = 0 uniformemente en [ty — o, to + .

Asi, podemos expresar as solucions e, -aproximadas en forma integral como

t

T ) =20+ [ (7 (570 () + Ay (9)

to

Ademais, por ser f uniformemente continua na rexion R e {7y, },cy uniformemente con-
verxente a ¢ en [to — a,to+ af, f(t,mn,(t)) = f(t,¢(t)) uniformemente cando k — oo e, en

consecuencia
t

o(t) = w0 + / (f (5, 0(5))) ds,

0

tal e como se queria probar. O

Observacion 2.7. Supoiiendo que a soluciéon de , en caso de existir, fose tnica, toda suce-
sion de poligonais como as definidas na demostracion do teorema converxeria uniformemente en
[to — a, to + ] a dita solucion do problema, sen necesidade de extraer subsucesion ningunha.

En efecto, se isto non fose certo, existirfa unha sucesion de solucions e,-aproximadas {¢n}, cx
diverxente nalgin punto t* € [ty — «,to + af, o cal implica a existencia de, cando menos, duas
subsucesions converxentes a distintos limites (por ser o conxunto equicontinuo). Deste xeito, tal
e como se viu na demostracion do teorema anterior, tales funcions limite serian solucions (dis-

tintas) do problema , o cal contradiria a hipétese de unicidade.

Isto facilita a implementacién da construciéon da solucién aproximada en ordenador, con

métodos como Euler Explicito ou Euler Implicito, por exemplo.

Non obstante, é importante destacar que baixo as hipoteses do Teorema de Peano temos

garantida a existencia dunha solucién, mais non que esta sexa Tnica.
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2.1. Swucesion de Tonelli

Nesta seccion proporcionase unha proba alternativa da existencia de solucion de (P)) cando
f € continua. Nela, constriese de novo unha sucesion de funciéns que converxen a unha solucion
do problema, a sucesion de Tonelli. A idea da construciéon consiste en modificar lixeiramente o
problema , de xeito que para cada k natural obtemos un sistema perturbado cuxa solucién se
pode obter integrando. As soluciéns destes sistemas perturbados son as que formarén a sucesion
de Tonelli.

Demostracion alternativa do Teorema ([2.6)). En primeiro lugar, vexamos que é suficiente probar

a existencia dunha solucion definida cara 4 dereita de tg.

Supofiamos que temos probado o resultado para unha solucién dese tipo e consideremos o

problema de valor inicial co tempo invertido

{ x’ = g(t, x) = —f(—t, .Z')

£ (—ty) (2.5)

0

A funcién g é continua nunha vecifanza de (—tg, zg), e por tanto o problema anterior ten unha
solucion ¢ definida nun intervalo da forma [—tg, —to +¢]. Asi, a funcion ¢(t) = ¢(—t) sera

solucion do problema orixinal definida en [tg — €, to).

Tendo esto en conta, pasamos a demostrar a existencia dunha soluciéon do problema (P) nun

intervalo da forma [to,to + €], para algin € > 0 suficientemente pequeno.

De novo, por ser A aberto, existen constantes a > 0 e b > 0 de forma que a rexiéon

R/:{(t,x)O§t7t0§a7||x—x0”§b}

esta contida en A. Asi, por ser f continua no compacto R’, est4 limitada. Denotemos

b
M:(tgl)ég%,Hf(t,x)H e a:ml’n{a,M}.

Ao igual que na demostracion do Teorema [2.6] podemos supotier M > 0.

Sexan I = [tg,to +a] e A o conxunto de todas as funcions v : I — R™ que verifican

~v(to) = xo e satisfan a condicion de Lipschitz con constante M, é dicir,
In(t) = (D)) < Mt —F| Vi€l

Notese que o feito de ser todas as  Lipschitz-continuas ca mesma constante implica que o

conxunto A é equicontinuo.
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En particular, a elecciéon feita da constante o permitenos asegurar que toda funcion v € A
verifica
I (t) = woll < Mt —to] Vel

Asi, para toda v € A, a composicion t € I — f(t,7(t)) esta ben definida e é limitada (por

M) e continua en I. En consecuencia, podemos definir unha aplicacion
F: A—[0,400)

que a cada v € A lle asigna o niimero

t

V(t) — w0 — t f(s,7(s)) ds

F(v) = méx

tel ’

que mide como de “lonxe” esta v de ser soluciéon do problema.

En efecto, empregando o Teorema Fundamental do Calculo deducimos que se F'(y) = 0 para

algunha v € A, entén esa v é solucion de .

Por unha parte, comprobase facilmente que a aplicacion F' é continua en A dotada da topo-
loxia da norma do méaximo (a da converxencia uniforme en I). Por outra banda, polo Teorema

de Ascoli-Arzela, o dominio A é compacto. En consecuencia, F' acada minimo nalgunha ¢ € A.

Vexamos que F(¢) = 0, para o que é suficiente comprobar que F' acada valores positivos tan

pequenos como se desexe en A.

Para probar isto, seguimos a Tonelli e consideramos, para cada k € N, k > 2, o problema

aproximado

{ z (to) = 0 t € [to, to + /K] , B

=f{t—a/kzlt—alk) te(to+a/kto+al.

Para cada k, o problema (P ten unha tinica solucion 5 € A que se pode obter integrando.
De feito, facendo inducién na particion {to, to + a/k,to + 2a/k ..., to + a} e facendo os cambios

de variables pertinentes nas correspondentes integrais, pédese probar que tal solucién verifica

|ve(t) —zol| <b, Vtel

To t e [to,to—i-a/k],

t—a/k
wo—i—/ f(s,7k(s))ds t € (to+ ok to+al.
to

(1) =

Asi, para t € [tg,to + a/k] temos que

(t) —xo— [ f(s,7%(s))ds

to

Mo
<

tf(sax()) ds L

to
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eparat € (to+ a/k, to + al,

Por tanto, chegamos a que para todo k > 2

| st s

—a/k

”Vk(t)—wo—/ f(s,7k(s)) ds

to

«
9

0< Fp) < Fy) <

k
de onde se deduce, tomando limites cando k — oo, que F(¢) = 0. En consecuencia ¢ é solucion

de .



Capitulo 3

As iterantes de Picard

Outro resultado fundamental na teoria de ecuacidéns diferenciais é o Teorema de Picard-
Lipschitz-Lindelof, que proporciona unha condicién suficiente para garantir que o problema

ten solucién dnica.

Existen versions deste teorema con hipéteses distintas, mais neste traballo veremos s6 o re-
sultado clasico, no que se pide que f sexa Lipschitz-continua e en cuxa demostracién se emprega
outra sucesion de solucidéns aproximadas do problema , as iterantes de Picard. Como cabe
esperar, baixo as hipoteses do teorema probarase que esta sucesién converxe a unha solucién ver-
dadeira de . Compre destacar que nesta proba, a diferenza da vista na materia de Introduccién

4s Ecuaciéns Diferenciais Ordinarias, non se emprega ningin teorema de punto fixo.

Antes de demostrar isto, introducimos unha serie de resultados que nos permiten garantir a

unicidade de solucion.

Definicién 3.1. Diremos que a funcion f : A C RxR” — R" e lipschitziana en A con respecto

4 variable x se existe K > 0 tal que

Hf(t7x1) - f(tva)H <K- Hxl - x2H7 v(t7m1)7 (t,l’g) €A

Notese que non é restrictivo suponier K > 0, pois se [ satisfai a condiciéon de Lipschitz con

constante 0 tamén o fai con calquera constante positiva.

O seguinte teorema proporciona unha cota para a diferenza maxima entre duas solucions

aproximadas de .

Teorema 3.2. Sexan § > 0 unha constante e w1 e o dias solucions €1 e es-aproximadas,

respectivamente, de nun intervalo (a,b) tales que

l[1(to) — w2(to)|| < 0.

17
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Se f € continua e lipschitziana con respecto d variable x en A con constante K, e € = €1 + &9,

enton para todo t € (a,b) tense que

_ 9 _
ll1(t) — @a(t)]] < deXIi=rol 4 = (eK't ol 1) : (3.1)

Demostracion. Faremos a proba no intervalo [to, b), sendo analoga en (a, to.

Por ser ;1 e @9 solucions €1 e ex-aproximadas de ((P)), tense

H‘:O;l(s)_f(5790i(5))|| < &, 1=1,2,

en case todo punto de [to,b). Integrando entre t( e ¢, obtemos

Tendo en conta que ||u — v|| < ||u|| + ||v]|, sumando as dtas desigualdades anteriores tense

pi(t) —wi(to) — | f(s,0i(s))ds

to

<eg(t—to), i=12

<e(t—tp).

H(M) ~ alt) = (1(t0) ~ atto)) — [ Cssin(s)) ~ SGssia(s)) s

to
Sexa r : [tg,b) — R a funcion que da a distancia entre @1 e @2, isto é, 7(t) = ||p1(t) — p2(t)|].
A ultima desigualdade implica que
t
r(t) <r(to) + | [1f(s,01(s)) = f(s,02(s))llds + e (t — to) , (3.2)
to
e por ser f lipschitziana con respecto a x en A con constante K
¢

r(t) <r(to) + K [ r(s)ds+e(t—to).

Sexa R : [tp,b) — R a funciéon dada por
t
R(t) = / r(s)ds.
to

Por hipotese, r(tp) < d, polo que a ultima desigualdade pode reescribirse en termos de R como

R(t) — KR(t) <d+¢e(t—to).

K(t—to)

Multiplicando ambos lados da desigualdade por e~ e integrando as expresiéns resultantes

entre ty e t obtemos

e K-t R(1) < % (1 - e—K(t—W) - %e_K(t_tO) 1+ K (t—to)) + %
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e despexando
O ( K(t—t € K(t—t
R(t) < ?<e ( 0>—1) - (1+K(t—t0)—e ( 0>).
Finalmente, substituindo R(t) en (3.2]), chegamos ao resultado enunciado
t

lpr(t) = wa(B)l| = r(t) < r(to) + K t r(s)ds + & (t = to)

< seK(t—to) . € _ K(t—to)
< de + (1 e ) .
O]

Notese que, nas hipoteses do teorema anterior, se ¢ = 0 e § = 0, entén 1 = s, 0 cal proba

a condicion suficiente de unicidade que se enuncia a continuacion.

Teorema 3.3. Sexan @1 e @y dias solucions de (P|) nun intervalo (a,b). Se f é continua e

lipschitziana con respecto d variable x en A, entdn o1 = po.

Por comodidade, no que resta de seccion traballaremos nunha rexién da forma

R={(t,x) : [t —to| < a,||z — x0|| < b} C A,

onde f é uniformemente continua e acotada, e denotaremos, de novo,

b
M:(trgéé(RHf(t,x)H e a:ml’n{a,M}.

Ao igual que na seccién anterior, podemos asumir M > 0, pois o caso M = 0 proporciona a

solucion trivial.

Nestas condicions, definense as iterantes de Picard no intervalo [ty — a, ty + @] mediante as

formulas de recurrencia

po(t) = o,
t (3.3)
or(t) =z0+ | f(s,pr-1(s))ds, keN.
to
Unha vez introducida a sucesién, e mantendo esta notacién, pasamos a demostrar o Teorema

de Picard.

Teorema 3.4 (de Picard-Lipschitz-Lindelof). Se f é continua e lipschitziana con respecto d va-
riable x en R, as iterantes de Picard definidas en (3.3) existen e son continuas en [ty — «, to + o,

e converzen uniformemente d unica solucion ¢ de (P)) neste intervalo.
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Demostracion. Faremos a proba no intervalo [to,to + o], sendo analoga para [ty — a, to].

En primeiro lugar, probaremos por inducién que para todo k € N, ;. esta definida e é de

clase C! en [to,to + a], e que cumpre

llpr(t) —ol| < M (t—to), VtE€E [to,to+al. (3.4)

Para k = 0, po = ctey, verifica trivialmente as condicions.

Supofiamos que ¢y, verifica as condiciéns e vexamos que @i, 1 tamén. Por ser ¢y de clase C! en
[to, to + a], a funcion t — f(t, px(t)) é continua e, por tanto, integrable en dito intervalo. Asi,
por , ¢r+1 esta definida e é de clase C! en [tg,to + ], e claramente

Hsokﬂ(t)—wollé/t 1£ (5, 0x(5)) | ds < M (¢ — o)

para todo t no intervalo, tal e como se queria probar.

A desigualdade ten unha sinxela interpretacion xeométrica para o caso n = 1: todas as
iterantes parten do punto (Zp,zo) e permanecen dentro da rexién triangular 7" delimitada polas
rectas @ = xo + M (t — to), * = g — M (t — to) e t = to + o (ver Grafica [2.1)). Para dimension
superior, permitenos garantir que permanecen dentro de R, o cal é suficiente para continuar ca

construcion.

Falta probar a converxencia da sucesion. Para cada k € N, definimos

Ak(t) = llek+1(t) — pr@I],  t € [to,to + af.

A partir da definiciéon das iterantes, e empregando que f é lipschtziana en R (con constante de

Lipschitz K > 0), podemos acotar

t

Ap(t) < [ [f(s,01(5)) = f(s50r-1(s))]] ds
o . (3.5)
<K | |lok(s) —pr—1(9)||ds = K | Ag_1(s)ds.

to to
Por outra banda, aplicando (3.4) con k = 1 obtemos

Ao(t) = [le1(t) — po(t)|| < M (t —to),

e por inducién en (3.5)), chegamos a que para todo k € N

MOS T g S E Gl

t € [to, to + o,
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o cal implica a converxencia uniforme en .

E dicir, cada termo da serie

f: Ay, (3.6)
k=0

estd maiorado polo k-ésimo termo da serie de Taylor de (M/K)eX®, polo que empregando o
M-test de Weierstrass deducimos que (3.6 é uniformemente converxente.

En consecuencia, a serie

po(t) + > (prr1(t) — i(t))

k=0

¢ absoluta e uniformemente converxente en [to,tp + |, e por tanto as sumas parciais

n—1

en(t) = po(t) + Z (Pr+1(t) — wr(t))

k=0
converxen uniformemente en [to, ¢y + «| a unha funcion continua ¢.

Por ultimo, vexamos que esta ¢ é solucion de (P)) en [to,to + .
Por unha banda, como todas as ¢ permanecen en R, tamén o fai o limite . En consecuencia,
a funcion s — f(s, ¢(s)) esta definida e é continua en [tg, to + a].

Ademais, por ser f lipschitziana en R,

Como ¢ — ¢, a dltima integral tende a 0 cando k — o0, e por tanto, polo Teorema de

/t (F(s,0()) — F(5, ou(s))ds)

0

\s 55606 = Fssn@ll s < K [ 11ots) — auts)l s

Compresién, tamén o fai o primeiro termo.
Finalmente, tomando limites cando k — oo en (3.3), chegamos a que

t

oty =xzo+ | f(s,0(s))ds, Vté€ [to,to+ al.
to

Asi, ¢ é solucién de , e é tnica polo Teorema .

Compre resaltar que a hipotese de lipschitzianidade é necesaria para garantir a converxencia
das iterantes de Picard, non basta con ter asegurada a unicidade de solucién, como se pon de

manifesto no seguinte exemplo.
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Exemplo 3.5. Sexa f a funcion definida en [0, 1] x R mediante

0 se t=20

2t se te(0,1],2<0

4
2t—7x se te(0,1],0<z <t

-2t se  te(0,1],# <.

que é continua e limitada pola constante 2 en [0, 1] x R.
Ademais, f é mondtona decrecente en x para t fixado, condicién que implica a unicidade de
solucién nun intervalo definido cara a dereita de 0. Suponamos, por contra, que existen duas

solucions distintas 1 e 2. Non é restritivo suponer que existen t* € [0,1) e € > 0 tales que

©1(t*) = pa(t¥) e w1 <@g en (t*t"+¢).

Asi, para t € (t*,t* 4 ¢) teriamos
P1(t) = f(t, o1(t)) < f(t 02(t) = 5(1),
o cal implica que
p1(t) < @a(t)
para todo t € [t*,t* + €], co que chegamos a unha contradicion.

Por outra banda, continuando co exemplo, para a condicién inicial (tg,z¢) = (0,0), as ite-

rantes de Picard definidas en (3.3) resultan

@o(t) =0, pan—1(t) =12, o (t) = —t2; k € N.

Asi, existen duas subsucesidons que converxen a distintas funciéons limite, pois

(1) = lm @op 1 (t) = 7 e ©.(t) = lm @or(t) = —t2.
k—o0 k—00

Notese que, ademais, ningunha destas funciéons é soluciéon do problema, xa que

(‘p*)/(t) =2 # -2t = f(t7t2) € ((p*)/(t) =2t # 2t = f(t7 _t2)'

En consecuencia, a sucesion de iterantes orixinal non pode ser converxente, malia ter garantida a
existencia e unicidade de solucién. De feito, facendo célculos sinxelos, chegamos a que a solucién

do problema, representada xunto as iterantes na Grafica [3.1a] é

o(t)=—, 0<t<1.
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\ (b) Exemplo
s (t) = —t*

(a) Exemplo

Figura 3.1: Representacion gréafica das funcions referidas nos Exemplos e

Outra observaciéon importante é que a converxencia das iterantes de Picard a unha solucion

do problema non implica que esta sexa tinica, como se amosa a continuacion.
Exemplo 3.6. Consideremos a ecuacion
1
, 1
' =lz|2.
Para o punto inicial (tg,zo) = (0,0), todas as iterantes de Picard son a funcion identicamente
nula, é dicir

op(t) =0, Vt>0,keN.

A funcioén constante cero é solucion trivial do problema de valor inicial, mais tamén o é a funcion

3
"
et =(5)" wzo

polo que non hai unicidade de solucion (ver Grafica |3.1b)).

definida mediante
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3. As iterantes de Picard




Capitulo 4

Sucesion de Walter

Neste capitulo introdicese unha sucesiéon funcional formada por soluciéns de problemas per-
turbados, a sucesion de Walter. Traballaremos sempre cun problema escalar (A C R?), pois os
desenvolvementos desta secciéon non se poden extender a sistemas. Facendo tender as pertur-
bacions positivas introducidas no problema orixinal a cero (isto é, facendo tender os problemas
perturbados ao orixinal), e baixo hipotese de continuidade sobre a funcién f, probaremos que
a sucesion converxe a unha solucién especial de , denominada solucion mazximal, que é a

meirande de todas as solucions.

Cun procedemento totalmente anélogo, sen méis que mudar as perturbaciéns positivas polas
stias opostas, obteremos outra sucesiéon que converxe a “outra” solucién do problema, esta vez a
chamada solucion minimal, que é a menor de todas. Se o problema ten solucién tnica, entén as

solucions maximal e minimal son a mesma.

Un paso previo a introducir os conceptos de solucién maximal e minimal, é definir o que se

entende por sobresoluciéons e subsolucions.

Definiciéon 4.1. Diremos que unha funcion w : J C R — R definida nun intervalo J =
[to, to + ] (a > 0) ¢é sobresoluciéon do problema se ¢ diferenciable, w(tyg) > xo e para todo
t € J se cumpre

(1) (t,w(t)) e A

(i1) w'(t) > f(t,w(t)).

Analogamente, diremos que unha funcién v : J C R — R é subsolucién do problema se

¢ diferenciable, v(tp) < zp e para todo ¢t € J se cumpre

(i) (to(t) €A
() V') < f(t,0(t)).

25
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Observacion 4.2. Nun intervalo da forma J~ = [ty — «, to] as condicions (ii) de sobresolucion e

subsolucién invirtense. E dicir, mantendo a notacion,

(1) w'(t) < f(tw(t))
(id)" o'(t) > f(t,v(t))

para todo t en J~.

Os conceptos de sub e sobresolucion foron introducidos por primeira vez, nun contexto mais
xeral, por Perron (1890), que & stia vez estaba a adaptar unha idea previa de Peano (1886). A
idea é que unha sobresolucién “vai por enriba” dunha solucién verdadeira, e unha subsolucion
“val por debaixo”.

Para formalizar esta interpretacion, empregaremos os seguintes resultados.

Lema 4.3. Sexa Jy = (to,to + o] un intervalo e ¢, : Jy — R funcions diferenciables. Se existe
e > 0 tal que ¢(t) < ¥(t) para todo t en (tg,to+¢€), enton verificase unha das dias sequintes

afirmacions:

1. ¢ < en Jy, ou

2. Emiste t* € Jy tal que ¢(t) < (t) para t € (to,t*), ¢(t*) = P(t*) e ¢/ (t*) > ' (t*).

Demostracion. Suponamos que (1) non se verifica.
Entén, por continuidade das funcions, ten que existir un primeiro instante t* € Jy no que
P(t7) = ¥(t%).

Ademais, por hipotese, ¢(t) < 1¥(t) en (to,t*), polo que para h > 0 suficientemente pequeno se

verifica
SE) — o™ —h) _ $(t") — ("~ h)
h h '
Finalmente, tomando limites na desigualdade anterior chegamos a que ¢'(t*) > o' (t*). O

Definicién 4.4. Dada unha funcién ¢ : I C R — R, definese o defecto con respecto 4 ecuacion
x' = f(t,x) como a funcion

(De)(t) = ¢ (t) — f(t, o(1)).

O defecto dunha funcion indica como de cerca estd dita funcién de ser solucion da ecuacion.

Teorema 4.5 (de Comparacion). Sexa Jy = (to,to + a un intervalo e ¢, : Jyo — R funcions
diferenciables. Se Do < D en Jy e existe € > 0 tal que ¢(t) < ¥(t) para todo t en (to,to + €),
enton

¢ <Y en Jy.
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Demostracion. Como se verifican as hipoteses do Lema [4.3] basta probar que non se pode dar o
resultado (2) do mesmo.
En efecto, se existise t* € Jy con ¢(t*) = ¢(t*), enton

¢(t7) = (DP) () + f(t", (7)) < (DY)(£7) + f(£7, 0 (7)) = ¢'(t"),

polo que non se verifica ¢'(t*) > ¢'(t*). Logo, non pode darse (2) e, en consecuencia, ¢ < ¢ en
Jo.

O

Como corolario, temos o resultado correspondente no intervalo Jjj , cuxa proba ¢ inmediata

sen mais que considerar a transformaciéon

P(t) = ¢p(2to — 1) e flt,x) = —f(2tg — t,2),

que introduce un signo negativo no defecto

(D9)(t) = ¢'(t) — [(t,6(1) = —(D)(2t0 — t, ),

e reduce o problema ao caso anterior.

Corolario 4.6. Sexa J;, = [to — a,tg) un intervalo e ¢,v : J; — R funcions diferenciables.
Se D¢ > Dy en Jy e existe € > 0 tal que ¢(t) < (t) para todo t en (to — €,t0), enton

¢ <enldy.
Empregando estes resultados, xa podemos formalizar a interpretacién que dabamos de sub e

sobresoluciéon da forma que segue: se v, w, ¢ : I C R — R son, respectivamente, unha subsolu-

cion, sobresoluciéon e soluciéon do problema , entén

v(t) < p(t) < w(t), Vtel,t>tp.
Estas desigualdades despréndense directamente do Teorema[4.5] En efecto, vexamos que tomando
¢ =wv e Y = p, se verifican as hipoteses.

Por unha banda, é evidente que
Dv < 0= Dep.

Ademais, por continuidade das funcions, podemos garantir que existe € > 0 de forma que v(t) <

©(t) para t € (tg,to + €). Distinguimos dous casos

a) Se v(tg) < xg = @(to), € trivial.
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b) Sew(to) = zo, enton v/ (ty) < f(to,z0) = ¢'(to), & dicir, (v — @)’ (to) < 0. Asi, por definicion

de derivada, existe unha vecinanza cara a dereita de tg na que

v(t) = ¢(t)

<0,
t—to

e, en consecuencia, v < ¢ en dita vecinanza.

Desta maneira chegamos a que

v(t) < (t) Vtel,t>ty.

Cun razonamento totalmente analogo, tomando ¢ = ¢ e 1) = w, obtemos a desigualdade
o(t) < w(t) YVt eI, t>t.

E do mesmo xeito, empregando o Corolario [4.6] xustificamos as desigualdades para t < t.

Observacion 4.7. Un método moi comin para atopar sub e sobresolucions, e que de feito é
empregado na a propia construciéon da sucesion de Walter; é facer pequenas modificaciéns na

funcién f para obter funciéns f1 e fo que satisfagan

fl(tvx) < f(t7$) < fQ(tv x)v

e de xeito que os seguintes problemas de valor inicial

{ ' = fi(t, x) { ' = fo(t, x)

x (to) = o x (to) = xo.

poidan ser resoltos de forma explicita.

Exemplo 4.8. Consideremos a seguinte ecuacion de Bernoulli
LE/ — t2 + $2
z(0)=1.

Para tempo positivo tense que 22 < t? + 2. Asi, resolvendo o sistema con fi(¢,z) = 22

obtemos a subsolucién
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Da expresion de v vemos que esta definida para t en (0, 1). Neste intervalo temos 22+ 1 > 22 +#2.

Logo, resolvendo o sistema con fa(t,z) = 22 + 1
w =w?+1
w(0) =1,

w(t) = tan (t + Z),

obtemos a sobresoluciéon

cont e (0,7/4).
Podense obter sobresoluciéons moito mais aproximadas & soluciéon do problema, mais a tnica

intencién deste exemplo é ilustrar o procedemento para un caso sinxelo.

A continuacion, definimos o que se entende por solucions maximal e minimal do problema

(P)), e probamos a sta existencia construindo sucesions de funcions que converxen a elas.

Teorema 4.9. Se f ¢é continua en A, entén o problema ten dias solucions (posiblemente

idénticas) p* e @, definidas nun intervalo maximal e que verifican

P(t) < p(t) < p*(t)

para toda solucion ¢ de (P)) en todo t no que as tres funcions involucradas estean definidas.

A funcion ¢* denominase solucion mazimal, e a funcion @, solucion minimal.

Demostracion. Por ser A C R? aberto, existen constantes a,b > 0 tales que

R={(t,x): |t —to| < a,|r — x| <1} C A.

Por ser R compacto, f é uniformemente continua e limitada en R. Sexan

b
M = max |f(t,z)| e a:min{ }

a, ——
(t,x)ER M+1
Sexa ¢ unha solucién de en I = [typ — a,typ + ], cuxa existencia esta garantida polo
Teorema 2.6

Seguindo a Walter, construimos a sucesion {wy, },,cyy como segue. Para cada n € N, sexa w, unha

solucién do problema perturbado

(Pn)

{ wh = f(t,wy,) +1/n
Wn, (to) = X9+ l/n.

Notese que para todo n € N, f+1/n esta acotado por M + 1, e pola eleccion feita de « cada wy,

estard tamén definida, polo menos, en I.
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Agora, aplicando o Teorema (e o Corolario primeiro con ¢ = ¢, 1) = wp41 € despois

con ¢ = Wp41, Y = Wy, obtemos as desigualdades

o(t) < wpy1(t) < wp(t), Vtel, neN.

En consecuencia, a sucesion {wn}neN ¢ monotona decrecente e acotada inferiormente, polo que
existe o limite
©*(t) = lm wy(t) > p(t) vt e I

n—oo

Ademais,

]w;l(t)|:'f(t,wn(t))+1 <M+1, Vtel,neN,

n

o cal implica que {wy}, oy ¢ equicontinuo, polo que a converxencia a ¢* en I é uniforme.

Isto permite o paso ao limite baixo o signo integral na ecuacion integral equivalente a ([P,,))

obtendo

para toda ¢ solucién de .

Do mesmo xeito, construimos a sucesion {v, }, o onde para cada n € N, v, ¢ unha solucion

do problema
{ o = f(t,vq) = 1/n

v (to) = xo — 1/n.
Cun razonamento totalmente analogo ao anterior, chegamos a que existe a funcién limite

0«(t) = lm v, (t) tel,

n—oo

que e é soluciéon de e que verifica

para toda ¢ soluciéon de .
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A maximalidade do intervalo de definiciéon é consecuencia da continuidade de f e dos resul-

tados de extension de soluciéns conecidos para ecuacions diferencias ordinarias.

O

Facemos a continuacion diias observacions interesantes que se desprenden deste tltimo teo-
rema.
Observacion 4.10. Da propia definicion dediicese que, en caso de existir, a solucién maximal
(minimal) é tnica. En efecto, se ¢* e ¥* son solucions maximais (minimais) de (P)), deben

verificar

) <Pr(t) e () <@'(t)

para todo t no intervalo maximal de definicién da solucion, do que se deduce que ¢* = ¥*.

Observacion 4.11. Notese que a solucion do problema (P]) ¢ tnica se o sé as suas solucions

maximal e minimal coinciden.
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Capitulo 5

Series de Potencias en Matlab

Nesta tltima seccién retomamos a hipétese de analiticidade sobre a funciéon f para asegurar
o bo funcionamento do método das series de potencias, introducido no Capitulo 1 e adaptado

agora a dous programas numérico-simbolicos implementados en Matlab e SageMath.

5.1. Método sen subdivisions do intervalo

Recordemos que, como se comentaba ao principio do traballo, cando intentamos aplicar o
método das series de potencias para resolver o problema moitas veces non é posible obter
unha expresién que nos permita conecer todos os coeficientes de Maclaurin da soluciéon. Non
obstante, un programa sinxelo permite obter polinomios de Maclaurin de grao tan alto como se

desexe, o que permite acadar boas aproximacions da solucion exacta (ver codigo no Anexo I).

Ainda que existen métodos numéricos para obter polinomios de Taylor en diversas linguaxes
de programacion dende hai moitos anos, como o exposto en [2], o salientable do noso método é o
emprego que facemos do calculo simbdlico, que non s6 permite obter boas aproximaciéons numé-
ricas, senén que devolve unha funciéon (non unha nube de puntos) como solucién aproximada, e

dita funcién pode empregarse de novo para todo tipo de calculos simboélicos.

De feito, en cada etapa n constriiese o polinomio de Taylor de grao n+ 1 da solucién centrado en
t = 0 (facemos énfase en que se trata do polinomio exacto, non unha aproximaciéon do mesmo),
e detense o proceso cando o defecto dese polinomio con respecto & EDO (véxase Definicion [4.4)

é inferior a un valor prefixado.

A hora de calcular o polinomio de Taylor exacto en cada paso, a dificultade xorde cando nos

atopamos coa necesidade de avaliar f e as stas derivadas sucesivas sobre (¢, z(t)), sendo z(t) a

33
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solucién desconecida. E dicir, sabendo que

entén para cada n natural temos
d™f
(n+1) _ =+ J
x t) = t,x(t)).
non obstante, non podemos aplicar a regra da cadea para calcular o dltimo termo, pois non

cohecemos a expresion exacta da funcion z(t).

Para solventar ese problema, observemos que realmente o tnico que precisamos é o valor da

derivada no punto t = 0, e se temos duas funciéns que verifican
x(i>(0):y(i)(0), i=0,1,...,n,

enton anf any
o) = )

t=0 t=0

En consecuencia, en cada etapa n + 1 podemos reemplazar x(t) polo seu polinomio de Ma-
claurin de grao n, x,(t), e continuar co proceso substituindo f(t,z(t)) por f(t,x,(t)) para o

calculo da derivada n + 1 no punto ¢ = 0.

En cada etapa, o calculo da derivada

n

realizamolo de xeito simbolico, o que incrementa moito o tempo de calculo para valores altos de

n, e é aqui onde se atopa o prinicipal incoveniente dos nosos programas.

No Anexo I adxtntase o cédigo co que se pode implementar este método en Matlab, e que
empregamos para resolver os exemplos que aparecen a continuacién. Coémpre mencionar que
tamén se implementou en SageMath (incluimos os enlaces que dan acceso ao codigo utilizado en
cada exemplo), coa vantaxe de que esta é unha plataforma online e gratuita, e co inconvinte de

que en moitas ocasiéns é notablemente maéis lento.

Exemplo 5.1. Presentamos un exemplo con solucién conecida, que resolveremos co coédigo béasico
e que ilustra, a partir das graficas, que a solucién calculada co noso método aproxima con gran

precision 4 exacta.

Consideremos o problema de valor inicial

o =1+ x?
z(0) =0,



5.1. Método sen subdivisions do intervalo 35

Solucién exacta e aproximada

Solucién calculada /

0.8} Solucién exacta /

0.6 | / 1

0.4f / i

0.2 / 1

Figura 5.1: Soluciéns exacta (verde) e aproximada (rosa) da ecuaciéon =’ = 1 + z2.

cuxa solucion é a funcién tanxente.

Introducindo estes datos no programa de Matlab, obtemos converxencia (erro inferior a 107%) co
polinomio de grao 23 da solucién. Definimos o erro como o defecto do polinomio construido con
respecto a funciéon f nos extremos do intervalo. E dicir, neste caso concreto tomamos como erro

en cada etapa
sendo p, o polinomio de Maclaurin de grao n da solucién e [ = 0.75 a lonxitude do intervalo.

Na figura amosanse simultaneamente as graficas da solucién exacta e da aproximacién que
obtimos. Incluimos tamén un coédigo QR que da acceso ao codigo adaptado a SageMath que
resolve este problema, ao que tamén se pode acceder dende este enlace.
A continuacién, completamos o exemplo do Capitulo 3 co célculo da solucién do problema.
Exemplo 5.2. Retomemos a ecuacién de Bernoulli
xl — t2 + x2

z(0)=1.

Na seccién anterior, obtinamos como subsolucién a funcién


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJy1V81uGzcQvgfIOwxWB-3Ga0dyERSQvQZUWw0EOJYhJUXQoi6oFWUT2SU3JOUs8hq9tScffcihyC3XfbHOkPr3WkmBdA3La3I4v998QzX2V8-wNxqcvzntV39eQPdyOHjbf9U968JZD3png9Ga4NMnjf31By4HQxj1hv3eiKQvB697F6f97gg2pJ4-wXPQtapgGqDswG_7WZz9TkInMLzKwahslorqbwkTjqIkvfmUzdBGkMA0tHEZwRFYEBJCUhPVSIetCFA6FdJp8xKjWaGqf3iuDEyBSZZVn6xIGaRKguFacDQOr1iasZlG5bSsmVC0iu-3XJdcpoKBjoFDdqwPnj5BrV73YGy5dqpnEgqVCalyf3SlcMIWcX6WwEuWWgbvZ2hVTIVm-MfgQs4lKqFlVHTLMqXnFqr7wohMyZMWFJpPRckmCv3IlcD_q8-lyBVgLFyrg0XAK6csy6t7iSpvGASs0ArFmXMkAFRTGya5S1mJXa7ERyZRUs29SVVeKI1qubR4FE0IOmrwZcIMKqw-pdyA3K_uDZoyeIB-0e9U4BFulupX3gIuW3IDUcImri4Gc8KBS2CYCoHgITenPHU21_LsasVN4XaqO0KtV0rJ5KX1WcAjAm1rSit4M6RxPEszjN3Fx8meweKg5BTdw_SzZeqdq9sdsP6cdV9vdMt2DyB24yxGVMY8ZjHXOpY5K-MpLiAyeJncMh02vybVjLwftJocvoDGS80U5NWdw0DBdS6soPRgfIBhL9Nk5ng893gkkInc1UUaq2fVJ01quQ82aR206GlD4zVa1cyBwuvcqtQ8Lb2S5wVm1jJZUo1p0fdr0t4rrw7pf4wqadFLhvp_fEFv19jZCZ7BP-4ESRwBNLA_Zg53hmMNaLk9LxIupLMcu-CBJ1ghn8j2ETSEnFB7G-ows2x9NUNQEM88aMbdte1f9JHYzvu_dh1N7qhygcm1YTDkKwOLlkNUY9t44LtqFMq6bnPgRKFxxnMWRGtqymYSxD6NG8tIcbhBKEESDI7tceCoEAUon7i-Nw1btB89s9C4fISS0AMtci60gmtCUQ1HkU6WyHChLtqdp5_enJ73dmRnivELIm9E1DUP2w7cUYe2tlgcPlIkFDqFFNVJTEhigtm8ZVbc8pBOxDYWtcIUxATT9nyKYSktWBaKvXa9YpdE-thjz-yVk3soVONPseVQ4Rz6prPY6AkbmzBEJVm0Pw2zmF6iegcFjrAkaSE3T9xJfO3UKKXHd8QhdkTfdwQ1fnrDrxn1A7LldsUP6vXUr87x2H0426p7HMSWUDqv37crHWvO3m1v1SaBeGGeBsRRSGxJSWTRs8yXLTqeE1oHGjRiNM3JDQly1E3GVKHX2Id-7KIQRmRdT-CIxkkqPzKQbG2G-PsHzifruKj6kllHwau5xLJ0lvlJTdQs5yIH0JdpVn3hxnMYORWgkcATLL8VFkdT4EnN0ACcsswoHNZ8TNTua4h-OaShgxgHWJWTNu89XQTonMXkFPSOE1miIA04V3fMSMnBj9nl0H-k8o58d5c_xSBnjqk3rhc4ldFTLZydb7oY4Q4xURBTaY52Gu1pjCuICf8xBKuBHcTzkj-CuflxuX4dCAPHo_iDn1Gw--Q62NeovbrvfOXg7n54rM8dWk9ancZpdUd48heugG5tZvvaFtTb10nYfu4VRVf4umC-XUFu1BHrET96V-zgtq7RxjPDO9_PyETcCuMZxnVc67Fsb-V0bVyddkcDuBhcwOng4pfe8K37trIaTstsEzfQYMIsnczB5DjG081yWi3x4Pt6HcdqbAn1ZIulhI7tzphwumfiBpGWghr4IhAP4JWi7weu3bPr6ot0tUdiqO5ybjU1srvSoK8HQbTlV_WXJyRnYMlFnSCWoQtT8g_rkS4AsTXe4eWw-3P_tO5LHebLT5fksONPOuvtBO-BNixiT5CxvRHpO8mNSQ7jVCE9JU3NJ80449dcTv7I2JhnSXO0NUCac3fMjfoQFu1o02C7852MLfKytFcceo3XDzX-sNA4zmb8v_l_uFe0l_ldhdH638JYpO1fW1SQtg==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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e como sobresolucion
T
w(t) =tan (t+ — ).
4
Resolvendo esta ecuacién de novo co codigo basico, aciddase a converxencia (erro inferior a 1073
no intervalo [0, 7/4], definindo o erro coma no exemplo anterior) co polinomio de Taylor de grao

43 da solucién.

Graficas
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Figura 5.2: Solucién (azul), subsolucién (vermello) e sobresolucion (verde) de 2’ = t2 + z2.

Representando a solucion obtida xunto coas funcions v e w (ver Gréfica|5.2), podemos observar
como a partir de t = 0 a grafica de v vai por debaixo da solucién, e a de w por enriba, tal e como

se xustificou no capitulo anterior.

Incltiese de novo o cédigo QR do programa implementado en SageMath, ao que se pode acceder
dende este enlacel, mais neste caso xa se pon de manifesto o inconvinte do tempo de célculo que
se comentaba ao principio: a partir de grao 25, obsérvase claramente que o programa tarda cada
vez mais en completar unha iteracién do bucle, chegando a empregar méis de 10 segundos nas

ultimas.
Modificando lixeiramente o primeiro c6digo, obtemos un programa que permite resolver, co
mesmo método, sistemas de ecuaciéons diferenciais de calquera orde.

Exemplo 5.3. As ecuacidns depredador-presa foron propostas de xeito independente por Al-

fred Lotka en 1925 e Vito Volterra en 1926. Empréganse para describir dindmicas de sistemas


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJztWMtu20YU3QfIPwyohciYliWnRQHFNKDaaiDAsQwpKYIWdTGiRvYgfHU4Uoj8Rnftyksvsiiyy5Y_1nNnaL1MKVlkU6AM7IyGd859nzty43D1jPrj4cWbs0H55yXrXY2Gbweveuc9dt5n_fPheE3w6ZPG4frDroYjNu6PBv0xSV8NX_cvzwa9MduQevoE51hPpxlXjBVd9uth5Ee_kdApG13HLE-jeSjLvxM2FRAl6c2naLraYwGbudovPPaCaSYT5hKMVyPttj0G6VAmBs1KjOdZWv4j4jRnM8YTHpUftQw5C9OE5UJJAeXsFQ8jPlcAp23FZUq7WC-EKkQSSs6UzwSLTlTr6ROgWuzhRAtloOcJy9JIJmlsj64Ap_zBz08JEwUPNWd_zKFVzqTi-C_HRiwSgNA2gBY8SlWlobzPchmlyWmbZUrMZMGnKeyIU4nP5adCximDL0KlrQeHV0ZpHpf3CSBvOXN4plKIc2OIwwBT6yaZS1HxTazkB55AMq2sCdM4SxVgRaJxFCokHc2xmPIcgOXHUOQsOSzvc6jKcYB-YHcocUTkS_iVtQzbmsxAlfCpyUuOmAgmEsYRConiITNnIjQ61-JsciXyzLwp76hqLSgFUxTaRgFHJHQrCiuzaghxMg8j-G78E6QvR3IgOYN5CD9fht6Yut0B68957_VGt2z3AGrXj3xUpS987gul_CTmhT_DBipDFMGCK7f5JammZ-2g3eD7Nmu8VDxlcXlnaiATKpZaUnjgH4PbyzDlVT1e2HqkIpOxyUuSazUvPyqCFdbZoN1qtzus8RoqFTcVYQG30lTFpF-IOENYNU8KSjBt2mYN9PXxQXF9TDtwKujQIgoyefQdrRZo7KBz5HYOtfHrPX0GiqsPSMTsNW6Wm-YzQhG0XzDWQA_NTW3mAnmi7U6VSGyE8xid8shgZNEGGwgNmUyJAnLqwnxJD-kchUNc9Khh9-d_cDkA-V0MfukZKt1TCRkSoF1nJFYKHtoSlY_Wss1hMpal2nSkKWAITSIRc8dbgymagePbaG9sgwbxgioJROmc6BPH0CUEKJ7YP5i5bXrvPdOscbWDtmCBkrGQKmU3VGk1PEaYPEjcBzhvf5x-fHN20d8TnRn8l0TwKLwb4XZMA3hderXF9OwDeUKuk0tencSUJKaI5oJruRAunfC1L2uFyYkpwnY0g1upkjxy5UGnHtgEkX4d8Gf62sg9FqqxJ9syKDMGfdVZkEHAJ7nrAiTyDmdu5NPC847c5XqXuRJDLwjaYPOpwcGyW6OCHtsfx-iPge0PoorwVtxw6g7w63b-W_U49btVdfYeT8PyHqNbU81W2fx60IkS_N32q9ogEEtUYUBVucSvFFLuPYtsEr2TigK7rEFDSdFk3ZAgQ80sDVNYja60gxpC8EibDsFQx-xNPnCW8LWpY28smGjaMFP5OdKGtFeTjEfhPLKzncg8qURabJCEUflZ5JbRyCgHShzLymIhNYaZYykup5E541GeYryLCQ0Dm0PYZeoOBsIPptOY0Kz1dHWgcxrByWiNGZ5AkEaiyTsiUghmB_PymrAj8zNL9PvSH8LJueHtjQsJ5jgsVdLo-aqrFN4QLzk-pebFXqV9Bb8cn-rfZ85qxDt-lfIdNVcdT9YvEK5jWBX_8Ntz9p9cL_Y1oi_vu184uL8fdvW5qdbTdrdxVt5RPdkrmkP3vHz7oufU61eB2zmyQN41lg88uM_JjTwiH_7O22UXr1UNmohy0f12SqZyIXPLMKbj2ruivRXTteF11hsP2eXwkp0NL3_uj96a7zerUYVo72CR06qkDNNY0llOsGVV2O5er-Z0oqn2SSMPqUa2-2Mq6H6KF6Q0ZTVFjHJssVcpfa8wTR_dlJ8TUwGgh_IuFlpRO5trDoxvOd6WXeVflpaMgiUjdR1_h6tVULdGPns56v00OKv7Moio2RkTHHftSaO9E-AKqd3MxzWi3foBU_FWhu8SkefBsR-mYKmgOYnmoulH4kYk098jPhFR0BxvDZJmZVB2bAEXNYCdB0Alpo_w5pNlQpZYzy3W-31YN0qI5LF1GE6P8PLb9L2bPT_Ijg-yjrcZlE73mwXkIXv_yZjY0ljFpf1_XKpamdFfNlZdSG2MRvwXeP0qEw==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

5.1. Método sen subdivisions do intervalo 37

bioléxicos nos que interacttian diias especies, unha como presa e outra como depredador.

O seguinte sistema

forma un par de ecuacions Lotka-Volterra, onde z(t) representa o ntumero de depredadores e y(t)

o numero de presas en funcién do tempo.

Modelo depredador-presa
T T T

Primeira compofiente (depredador)
Segunda compoiiente (presa)

21

2.05

1.95

Figura 5.3: Gréfica da evolucion da poboacion de depredadores (rosa) e presas (azul) que se

obtén como solucién das ecuaciéons de Lotka-Volterra no Exemplo @

Neste tipo de sistemas, un equilibrio de poboacion ten lugar cando ambas as derivadas son nulas,
é dicir, cando non varia a poboaciéon de ningunha das especies. Neste exemplo en concreto, os
equilibrios atépanse no punto (0,0), que representa a extincion de ambas as especies, e no punto
(2,2), no que as especies manterian indefinidamente o seu ntumero de individuos distinto de
cero. Como a condicién inicial (2,1.9) é distinta dos dous puntos de equilibrio, a soluciéon que

obteremos é non constante.

Resolvendo o exemplo co codigo de Matlab para sistemas, obtemos converxencia (erro inferior a
1074, tomando o erro de xeito analogo aos dous exemplos anteriores, sen mais que substituir o

valor absoluto pola norma infinito) con polinomios de grao 36, e a gréafica da solucién aproximada
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que se amosa na figura Nela, obsérvase como a poboaciéon de presas dimintie a medida
que aumenta a de depredadores, ata chegar a un punto no que, a falta de alimento, empeza a
diminuir o ntiimero de depredadores, co conseguinte aumento de presas, e este movemento repitese
periodicamente no tempo. De feito, a 6rbita da solucion é periddica, como se pode observar na

representacion da orbita realizada con Matlab (ver grafica [5.4)).

Orbita da solucién
T

Figura 5.4: Orbita da solucion do sistema Lotka-Volterra do Exemplo (5.3).

Ao codigo en SageMath pode accederse dende este enlace ou escaneando o codigo QR da figura

5.3l

5.2. Meétodo con subdivisiéns do intervalo

E evidente que o método exposto na seccion precedente pode presentar problemas, entre
outros motivos, cando o raio de converxencia da expansién en serie da solucién non abarca todo
o intervalo no que traballamos. Para solventar esa dificultade, nesta seccién introducimos unha
modificacién do método das series de potencias na que empregamos subdivisiéns do intervalo de

partida, de xeito que a serie sexa converxente en cada unha delas.

En primeiro lugar, dividese o intervalo de partida en n subintervalos consecutivos de lonxitude
méxima un valor prefixado. Despois, calcilase en cada un deles o polinomio de Taylor da solucion,

de grao comprendido entre dous valores prefixados, tomando como condicién inicial o valor


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJy1WMtu20YU3RvwPwzkhUh7rIiTdNHADBAgQREgiYOm6DLBiBzZgwwfGQ5Vyb_RXXdZZpFF0V22-rGeuaQetCjZLlIBkcnh5X2cc1_Rya-qKkyd6OU_OZOlLeYjlipW6cqpTFb--uWLy4olRc4qZbWio7JwKk-0rI6Pjo9OSMVMZUXFCgYVE4NX2XwYT6PA8TlfhJwtcCfWd-fmwl0YPg_GYZzoHI_bKwF17-uyWP5N6j7Xik0jhi_BKnggc2mW35xO4Jli5sJyyFcqTwtmYdtKXXj34OxM2Tm5yFLZOO4fvJGJkbXVOV7z56vIR-xy4pQlm3WO8IzOi6xR1nkHuiVeTIqMfMydYtt6mJrLxEnyO9VTbb3oljqJF6wuLFSpnGUqh70UBmfSFJapstIGUZZWTfVcpsUIchvHnMyWX3P4dy0bpnQmG6tpAcFGBzy0_E4oNoF7Ao-PiBduOBiI_Jfgiks-4Xkm5xzCas6noAkhxTNpg-H95Yeh1-_P4ydjdvKLRVgsW36B8wBG2Uw7jZNSAirEuIaqaqF_TdAToNqDgHgqZ-vlN0uut5DF49F4PI7YyW-wbSUF26hkTlWOUha3qaSX4FoMX54nrpZG38hKMcn8YQR2fS7hIKkz0ND_PsB-OVdZaQoWjdj7plTY68J9kue_FwZ8Ee_Ihs-1NnoCxhnoDgQXIRSsqyKeny7OxekcR6vSiBfnOHyEMvDQxs1fEUejn4-PTCxG4qfjI8LXB_AqT1EJhE0Oa6mu1oXTk5SwzLzv1XXxRzDYKXskE14qkUI9Zc7STWEPwpWOQxXeU9rrsmdFnqqNmg0eA77RN-AML-HIA7GRFVuyoisrGmHhbw2uDaXeAhrJfnQG5eNNyoanjp286610it3qTGlbsCsrC49ne3Bn8QPnhWhtijM42bUJsoGxZrCCRL1SQURVEz4FPbc-N-Q6QUJRcNIb9giSPcLjsGBKGlMQPJNOz1RAJrjjuk9Y3BYW-4VlDN3j8NEUEBRWSxPosyhkJy_Q4xwV1VYb3uQV5VudfdRMBjp0HzRn8jOqm6HqJNW7NEltSIGvRYuuIUn1aNeHSQyXd3zYlWtSgr7P5Kn70Lq6PxcoBSDUSzfrMUDI0ffZZGWgB-DFbToa9lyv7G02FmKvLNo0UiqQkyrwNkx4jiQynC59bpgwDHnzVNBTcfsp4Lhsp9IA6gYs06nvhui1c0UdBwQtv7Dt4baAP7Q7KLuFEiDDAoEGxco6d-AwNj3U6SlbeSwb1yahHx9hHI97KsN_mjYoOm0wuVZXlDZwra__9XxQ1rkLBs93h_jyK7qY852moQV_29s91eU_E6vkp974_IBB10YqU6gIjjfhnpomQdqwV7fhRTvcnnou2tTvvOA9pG0gQYn5Ft0QBiGE4qhpwQq2h_xGslyi5UCLl2HBuUF7xFByNOOW342jebzmsi076PTPS5W3IiP2Kk_M8ruq1LoemwShcatm2kmkTDMsKz_1ptJUxQB5MdHUBDxN8IvyGA76qnJF5rU13ifK0rR0wKr013L5LYcg8k0RtU0K0hK2WW32kEtD_TDv2OeKmjaA7k5lMbzhJOwEmOco_3xKqxuTA94Swwd5sQuqH_w0fvgg7G5_3bay3UraHjPg_Y1iT55uzW2fq9FWst6pRF3V-a1F1usQhzO8r0zDZ_sqdGVtG1eEyAdp_376dMDzIHoU7Jr44I-pKMJ7u7W_czzYL4ZqnemqaQ5UM-NwsAfi5nN8VEYxFkSHls6bxODuWiefclVVseBJgVyPh1alQ27UFf4H89HIiTLx8N2da8aGdr9cl5FoDYmHGXrfkwKH7JSxr-pMOauTj2TRx7YQ4cPMLv-0E-1kx9Rwtd-VJa7AZtPbY7GHwJbG6PEWxOLUcPz7cTA3U2B4kOYyerIF_gNduJOA-3jQwBY9vo_Qkw640WFw26y66knfx6ugJqZW_xOwYmW_J6sP2v-BqIqzcl837oh5OdHBdl_n6dBxH8patQd3B__fB98an632hUbvutc3o3sbgmLi_GB7e_mWSfo9Y-cHBcz3uTw8-8IRe1P4Hzloopur5Xf_Q0TlF4HlF98m_KxmRc28f6NVu2y9Wv7VbBykfr1sYAD48HIfYIhZsBvj6nTSPe3R3d_J1rZkZ7f7Two62-C_IxzcCA==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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que resulta de avaliar no extremo esquerdo do subintervalo o polinomio calculado no intervalo

anterior.

Esta division é necesaria no caso de que o raio de converxencia da soluciéon non abarque todo o
intervalo, mais é preferible o uso do primeiro cédigo cando este sexa eficiente, pois, ao requerir

menos derivadas de funciéns simbdlicas, é moito mais rapido.

O exemplo seguinte pon de manifesto, tras unha breve introduciéon, a importancia de dividir o
intervalo de partida en subintervalos mais pequenos co obxectivo de que a serie que calculamos

sexa converxente en todo o intervalo & solucién do problema.

Exemplo 5.4. No desefio de estradas e vias férreas, para unir dous tramos con distintos raios de
curvatura (R; # Rg), empréganse curvas de transiciéon que permiten pasar de Ry a Rp de modo
“suave”. Este cambio suave na curvatura fai que diminia en gran medida o risco de accidente.
A curva de transicion maéis utilizada sempre foi, e sigue sendo a clotoide, tamén conecida como

espiral de Euler ou espiral de Cornu.

Os primeiros traballos sobre esta curva, con miltiples aplilcaciéns en distintas ramas da ciencia,
datan de finais do século XVII e estan enmarcados no estudo dun problema de elasticidade, intro-
ducido en 1694 polo matematico suizo Jakob Bernoulli (1654), e resolto con éxito, a mediados do
XVIII, por outro gran cientifico suizo da época, Leonhard Euler (1701). Anos maéis tarde, a curva
foi redescuberta por dous fisicos franceses ao estudar a difraccion da luz: primeiro foi Augustin-
Jean Fresnel (1788) quen parametrizou a curva en termos de integrais (as famosas integrais de
Fresnel) e mais tarde foi Marie Alfred Cornu (1841) quen conseguiu usar esa parametrizacion

para debuxar a curva de maneira precisa.

O seguinte sistema

x/
y' = sin(t?)
T

ten como solucién as integrais de Fresnel.

Introducimos os datos no programa que resolve os sistemas sen dividir o intervalo, empregando

tres lonxitudes distintas para o intervalo de definicién, e obtemos as gréificas que se amosan nas
figuras {3 B0 ¢ B

Se establecemos a lonxitude do intervalo en [ = 2.5, obtemos converxencia (erro inferior a 1073)
en todo o intervalo (ver grafica|5.5)).
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1=2.5

N

Primeira comporiente
Segunda comporiente | -
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Figura 5.5: Aproximacions das integrais de Fresnel e espirais de Cornu que parametrizan calcu-

ladas co codigo basico nun intervalo de lonxitude 2.5.

Para lonxitude 3.1, xa se observa como a solucién comeza a desviarse antes de chegar ao tempo

t =3 (ver gréfica [5.6).

Primeira comporiente
Segunda comporiente | -
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0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

03

03

0.1

Figura 5.6: Aproximacions das integrais de Fresnel e espirais de Cornu que parametrizan calcu-

ladas co c6digo basico nun intervalo de lonxitude 3.1.

Finalmente, para loxitude 3.3, o erro xa é moi elevado (superior a 94), como se observa na figura

oy

Tradicionalmente, e ainda hoxe en dia, nas Escolas de Enxenaria o calculo da clotoide lévase a

cabo empregando férmulas engorrosas que se obtefien truncando, e posteriormente integrando,
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1=3.3 1=3.3

T T T T T T 1 T T T T T T T
Primeira comporiente
Segunda compofiente
2 04 % 1

Figura 5.7: Aproximacions das integrais de Fresnel e espirais de Cornu que parametrizan calcu-

ladas co codigo basico nun intervalo de lonxitude 3.3.

as series de Maclaurin do seno e coseno (ver [1]). Esta técnica, en certa medida similar ao método
de series de potencias aplicado a este problema, coa salvedade de que neste caso non se trunca
(en teoria) a serie, presenta os mesmos problemas que se mencionaron 4 hora de motivar a

introducion das particions no codigo basico, tal e como se comenta en [6].

Non obstante, se introducimos agora os datos deste problema no programa que emprega particiéons
do intervalo, que se adxunta tamén no Anexo I, obtemos como saida unha aproximaciéon da
solucion en forma de polinomio de Taylor, de distinto grao en cada subintervalo e verificando o

test de parada (erro inferior a 1073) en todos eles para calquera lonxitude do intervalo inicial.

Na figura[5.8| represéntanse as duias componentes da soluciéon con respecto ao tempo no intervalo
[0,10], e na ﬁgura a espiral de Cornu que parametrizan, xunto co QR que da acceso ao codigo

implementado en SageMath, que se pode consultar directamente neste enlace.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJy1WE9vnEYUv1vydxjtHhay4MBI7SEtlbaJU63k2JbjXmo50SwMa2J2BsPgrlP1U_TWW46tlEOVW47ZL9b3BlhYFmzHSYhiYPY37-9v3rxheMIzGed-tPogCEtSuYwWLGDkxf7BwdHJ5NmEBJzsPzvKiC8FyXga8QyHTtlNLFPCBYmE4uk1i2VGstznWXQts92d3Z3h_pIvklg-IVNAzFMW6YnPU54JHiNCWUvrxrtmqTHSjyNzdyeMhOeQ4cRXOYtX79-yjBNGcNQlPhOBBBuIny-SlBNJFM8UCk1YCkbvabX2xvVscnr00m5diJsvQOZ3hJAhmCbJYvUOPJckADcSGUdCLiLZ9PQq5wQAGckzluJ0tvSo87DpxNDTXRKs3gkYw_n_KAnOYbDzmENglwm470dKQlBE7H1P8Bq-WL0XqCfLZ-u446RYimWkcniirwxqixhm8STznD3HccnwVIJMJvyI6VBtRQ4DEroGZMH0fJkZ6hXFXNBiJItEOQI5cyA9YIiC3ErIfQQyIZkq9FxnPQzpwsFh7Lk_wGBtXG2zwWJ4FEwBXSDBKgTpfiRcz9F3ilqGQLkAFEhRK4JgYOjCWMrUUOHjyl1zDG4erj4ueNrIBidi9QHSoN1WUcFyQzEIN5IZUgWQABLiS4QzBbZs2KUDCZ7MITimRxSDSJhkSNxPH3FOIlf_cfAJNdTLiC-ZrxgxQEEQZRqz0GSImYmy6KYs-nBZgONLXC9TDBTTLBMQLqVB23LQl60lYtvHJ_sv9w9PJ0-nq78OyfHRCTmewOvBwaSNrNdPdiF_NwY91SMBxte1IpGKI_fgRRIAzWK-YAOzkrEceQX3rBvTIjfwRtdvS8MBRkYCxssnahFgBa-nr-d6A6uWM7AIgGEISVVjaQNLN7G0ANM1-FA2-TqwlANIuIXWwBxoWiQpAIzBPlajOUt10DdXf1kc9KIdWFhzUFuzZOAoW1oDTnJxscHTAsBAzMBC0tuuNWiu-2yvsKIjobY9PZw-nU4Opr8VSe3OoYIIKYc0ryHTlTcqCi_WicY6J-r1H5e2-yeWfajGSNSGPeUCxj898lbvSLmk0b9KaAJJi4R5i1CqE_95QumtQoG1rneGpp6vhV5zXwFvdYFk8YL5XEBlgBqQz7imcS6ULIpJGi14BLC-ZasVUK2AfiMFPE29M-ecNK4eBSASwLgpC9hivDPVnNU_B8GZdiTXxa_mydD99G9hmdguWEaYC_1UlKectubSe87tZPXPvz492O_mcghOXEL6Cexzc04MV68Z88nuDqqNQgJ0-EmFBGBIe0-F5U946T0FmF2PzFLOLotXlPxmLdnARQxLcd6QXl2JDhSyahxqUhfV55GhbCRjC0xLMB2HtALTHrBui1pDYFZUm-Vab8Zu2yC83mqjdGXU9pkdEG2KLojaqg5IoKUEUNOvcW_khhZrKSvqAtM2mPaDmSeMoCgBj0OGZIT1a0TgDGyOpzyFjZnpV80V3FRaewojFR9bS6StaYaa6BdpovfTVBBB_x2zKqOvCtnD42qHaLSH1VYBiF6Hyj18r0Odjrf-O559W3VB0iZCUhDBbOPaHEhoFw5ZHDdZDB1XB4lxG_IW2IdGYgw9n2vHICvsoBM2th6sTYPNMkNbC1NNOywerGrANK0CQCsALQG0Augi1BaPhQQ0_AjNdYeZeK0LZvUw1hF6ZFxwdh1lUcDLBNkbA1pnv0RaSdRJ1rH8Monu2DurgnHei6KIoreiyibo-K4tq9kfinZrpfsiuGMGBuaTQW-pamh8yee5CL6awp7Ch5fukwDZ_avuesomphdBvbIj6UbgZguhBkBPlPUJuPsnoGRxDvDcHkriBS0AplwYpaX2vLj3pbWcQ4s5tJxD75zT2DhbRt62Ad8tYXMAxGFEej1uyFg3AHqC05rwsNValyFDxLZrFtWiLffz1-zdchtk2wRuwSrG3QbTxG5BtvxA2uhOeesXOi5b3M1fesl8O1M_h6H3ZWbR2LUar6J8HOrvWYTp0wGcIK55utQbPTGwXYZ6EcLmJbFBh2IfxRJPk_BkDbqqid0MYVFasMSY-rPZ9pmwOPW1O8LCsNXfscJzX1W-imLW2KarYuez2M_jnvLWZ1BPbb1LN_1aujvKbMeCb2-926eBX04mz6dPJ1vf9srjQAKrRKJLZwbS8ezNuYVUhrtZN_Rnzt5ecbI-P7d8CZ2RN0p5MLKy6C33qGMtWHrJYVDip8mEdomkXyQSTqFJLJWhq49lKAcjZVoxn3MRvI7ZjMfeqJ33nk1u1NSnhdNaOO0T3k7sPYXjv-3lfFW6M3-YL0XHuVY1i3M-stRF5F8KnmUeLXlzVfo1f5hT99SiPwJdueMrOoY0wX-4w634DFq73txQ9JRN8P9lH8V0&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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Solucién aproximada
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Figura 5.8: Integrais de Fresnel calculadas co cdédigo detallado no Anexo I.
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Figura 5.9: Espiral de Cornu parametrizada polas integrais de Fresnel obtidas como solucién do
problema do Exemplo @



Anexo 1

Codigo de Matlab

Neste anexo adxuntanse os codigos dos programas elaborados con Matlab.

O codigo que empregamos nos exemplos [5.1] e [5.2] é o seguinte

clc; clear all;

format long;

hh

nmax=25; %Grao maximo permitido para os polinomios de Maclaurin que
imos construir

eps=1.e-6; %Tolerancia para o test de parada

1=0.75; %lonxitude intervalo

cin=0; Y%condicion inicial

syms f(t,x) g(t) v(t) w(t) p(t) z(t) d(t) dp(t);
f(t,x) =1 + x°2; %f(t,x)

g(t)= tan(t); Y%solucion exacta (se disponemos dela)

fin=0; hactualizase a fin=1 cando se cumpre o test de parada.

solex=1; %indica se disponemos ou non de solucion exacta

't

43
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fprintf (1,"Resolucion aproximada por series de potencias do

problema \n")

fprintf(1,"x'=£f(t,x), x(0)= 'g' en 'g'<t<'g' onde \n",cin,-1,1);

fprintf (1,"f(t,x)= 's' \n",char(f(t,x)));

p(t)= cin+f(0,cin)*t; %Polinomio de Maclaurin de primeiro grao da

solucion exacta.

%%
St m e e e o BUCLE--------mmmm o -
for i = 1:nmax

z(t) = £(t,p(t));

d(t) = diff(z,t,i);

a =(d(0)/factorial(i+1)); % Coeficiente a_(i+1) da serie.
p(t)=p(t)+ axt~(i+1); % Polinomio de Maclaurin de grao (i
+1) da solucion exacta.

dp(t)=diff (p(t),t);

% tests parada
err=abs ((dp(l)-£f(1,p(1)))); % mide como de lonxe esta p
(t) de ser solucion da EDO no punto t=1.
if (a==0)&&(err==0)

solex=2; % Indica que chegamos a solucion

exacta.

fprintf (1,"A solucion exacta e x(t)= 's' \n",
char (p(t)));

break

elseif (fin==0)&&(max(err,abs(a)*1~(i+1))<eps) %0
termo abs(a)*1~(i+1) e unha cota do valor
absoluto da diferenza no intervalo (-1,1) entre
o ultimo polinomio calculado e o penultimo.

fin=1;
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fprintf (1,"Acadouse a aproximacion requerida co
polinomio de Maclaurin da solucion de grao:
"i'\n ",i+1);
fprintf (1,"Erro 'g' inferior a 'g''",err,eps);
fprintf (1," no intervalo ('g','g')\n",-1,1);
fprintf (1, "A solucion aproximada e \n x(t)= 's
'"\n",char(p(t)));

end

% Calculo dos "raios de converxencia"
if abs(a)>0
r=(1/abs(a)) ~(1/(i+1));
fprintf (1,"Aproximacion do raio de
converxencia: 'g'\n ",i,r);
else
fprintf (1,"Aproximacion 'i' do raio de
converxencia: division entre O\n",i);

end

if (fin==0)&&(max (err,abs(a)*1~(nmax+1))>eps)

fprintf (1,"A ultima solucion obtida NON acada a aproximacion

desexada (erro inferior a epsilon= 'g' .)\n",eps);
fprintf (1," Modifique algun dos parametros 1 ou nmax. \n");
fprintf (1,"Ultimo erro calculado: 'g' \n.",max(err,abs(a)*1"(

nmax+1))) ;

fprintf (1,"Ultima solucion aproximada calculada x(t)= 's' \n",
char (p(t)));

end

if solex==
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fplot(p,[-1,1],"magenta", 'Linewidth',2)
title('Solucion exacta')

xlabel('t');

ylabel('x');

elseif solex==

fplot(p,[-1,1],"magenta", 'Linewidth',2, 'DisplayName',"'Solucion
calculada')

hold on

fplot(g,[-1,1],"green", 'LineStyle','-."', 'Linewidth',1.5,"
DisplayName', 'Solucion exacta')

hold off

title('Solucion exacta e aproximada')

xlabel ('t ');

ylabel('x');

elseif solex==0

end

fplot(p,[-1,1],"magenta", 'Linewidth',2)
title('Solucion aproximada')

xlabel ('t');

ylabel ('x');

A continuacién incliese a modificaciéon do primeiro cédigo que permite resolver sistemas de

orde n e que se empregou na resolucion do exemplo [5.3

nmax=40; %Grao maximo permitido para os polinomios de MacLaurin que

eps=

n=2;

imos construir

1.e-4; %Tolerancia para o test de parada

%Dimension da variable x

1=2.25; %lonxitude intervalo

cin=

[2,1.9]; Ycondicion inicial

syms x f(t,x) p(t) z(t) g(t) d(t) dp(t) [1 n]l;
f(t,x) = [x(1)*xx(2) -2xx (1) ,x(2)-x(1)*x(2) /2] ; %f(t,x)

fin=

0; hactualizase a fin=1 cando se cumpre o test de parada.

solex=0;
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fprintf (1,"Resolucion aproximada por series de potencias do

problema \n")

fprintf (1,"x'=£f(t,x), x(0)= ('s') en 'g'<t<'g' onde \n",num2str(cin
),_1’1);

fprintf (1,"f(t,x)= 's' \n",char(f));

p(t)= cin + subs(f,[t ,x],[0 ,cinl])*t; %Polinomio de Maclaurin de

primeiro grao da solucion exacta.

z(t) = subs(f,x,p(t));
d(t) diff(z,t,i);
a =(d(0)/factorial(i+1)); %Vector dos coeficiente a_(i+1)

das series de (f1,...fn).
p(t)=p(t)+ axt~(i+1); %Polinomio de Maclaurin de grao (i+1)
da solucion exacta.

dp(t)=diff (p(t),t);

%tests parada
amax=norm(a, Inf) ;
err=norm(dp(l)-subs(f, [t x], [1 p(1)]),Inf); %mide como
de lonxe esta p(t) de ser solucion da EDO no punto
t=1.
if (amax==0)&&(err==0)

solex=2; %Indica que chegamos a solucion exacta

fprintf (1,"A solucion exacta e x(t)= 's' \n",
char (p));

break
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elseif (fin==0)&&(max(err,amax*1~(i+1))<eps) %0
termo abs(a)*1~(i+1) e unha cota do valor
absoluto da diferenza no intervalo (-1,1) entre
o ultimo polinomio calculado e o penultimo.

fin=1;

fprintf (1,"Acadouse a aproximacion requerida co
polinomio de Maclaurin da solucion de grao:
Yif\n ", i+1);

fprintf (1,"Erro 'g' inferior a 'g'",err,eps);

fprintf (1," no intervalo (-'g','g')\n",1,1);

fprintf (1, "A solucion aproximada e \n x(t)= 's
"\n",char(p));

end

%calculo dos "raios de converxencia'
if amax>0
r=(1/amax) ~(1/(i+1));
fprintf (1,"Aproximacion 'i' do raio de
converxencia: 'g'\n ",i,r);
else
fprintf (1,"Aproximacion 'i' do raio de
converxencia: division entre 0O\n",i);

end

if (fin==0) &&(max (err ,amax*1~(nmax+1))>eps)

fprintf (1,"A ultima solucion obtida NON acada a aproximacion

desexada (erro inferior a epsilon= 'g' .)\n",eps);
fprintf (1," Modifique algun dos parametros 1 ou nmax. \n");
fprintf (1,"Ultimo erro calculado: 'g' \n.",max(err,amax*1~(nmax
+1)));
fprintf (1,"Ultima solucion aproximada calculada x(t)= 's' \n",

char (p));
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if solex==
fplot(p,[-1,1],"magenta", 'Linewidth',2)
title('Solucion exacta')
xlabel('t');
ylabel('x');
elseif solex==
fplot(p,[-1,1],"magenta", 'Linewidth',2, 'DisplayName', " 'Solucion
calculada')
hold on
fplot(g,[-1,1],"green", 'LineStyle','-."', 'Linewidth',1.5,"
DisplayName', 'Solucion exacta')
hold off
title('Solucion exacta e aproximada')
xlabel ('t');
ylabel('x');
elseif solex==
fplot(p,[-1,1],"magenta", 'Linewidth',2)
title('Solucion aproximada')
xlabel ('t');
ylabel('x');

end

Por dltimo, incliese o coédigo que emprega divisiéons do intervalo de definicién da solucién,

que se emprega no exemplo [5.4]

gmin=5; Ygrao minimo dos polinomios de Taylor que imos usar

gmax=20; Y%grao maximo dos polinomios de Taylor que imos usar (gmax
=1 danos o metodo de Euler Explicito)

nl=6; Y%Minimo subintervalo de lonxitude 2~ (2-nl)

eps=1.e-3; Y%Tolerancia para o test de parada

n=2; %Dimension da variable x

t0=0; YJtempo inicial
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tf=10; Ytempo final
%1=1; %lonxitude intervalo (alternativo a tf)

x0=[0,0]; Y%condicion inicial

nmax=floor (tf/2~(2-nl))+1; YNumero maximo de nos da particion (

tamen se pode dar como dato alternativo a nl)

syms x f(t,x) g(t) p(t) z(t) d(t) dp(t) solu(t) [1 n];
f(t,x) = [cos(t~2),sin(t~2)] ; %f(t,x)

solex=0; hindica que non disponemos da solucion exacta

fprintf (1,"Resolucion aproximada por series de potencias do

problema \n")

fprintf (1,"x'=£(t,x), x('g')= ('s') en 'g'<t<'g' onde \n",to0,
num2str (x0) ,t0,tf);

fprintf (1,"f(t,x)= 's' \n",char(f));
if solex==
fprintf (1,"A solucion exacta e x(t)= 's' \n .",char(g(t)));

end

fprintf (1,"Empregaremos polinomios de grao minimo 'i' e maximo 'i',

e unha particion maxima de 'i' subintervalos.\n",gmin, gmax,nmax

-1);

Y fymm mmmm e e INICTIALIZACTION - - - - mmmmmmmemem e =

tin=t0; hactualizase ao tempo inicial t_{k-1} en cada
subintervalo

cin=x0; %hactualizase a condicion inicial p(tin) en

cada subintervalo
sol=[x0]; %vector para almacenar a nube de puntos da

solucion
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err=[0]; %vector para almacenar os erros
nodo=[t0]; %vector para almacenar os nodos
solu(t)=0; %solucion (funcion)

Yo mmmmmm e :107¢) )

for k = 1:nmax Y%bucle no intervalo [t_{k-1},t_{k}]
if tin>=tf

nmax=k-1;

break
else
for j = (gmin-1):gmax Yconstrucion da serie no intervalo [t_{k
-1}, t_{k}]
p(t)=cin+subs(f,[t x],[tin cin])*(t-tin);
fin=0;

for i =1:j+1
z(t)=subs(f,x,p(t));
d(t) = diff(z,t,i);
a=d(tin)/factorial (i+1); JDenotando a serie de potencias
por sum_i a(i)(t-tin)~i, aqui estamos calculando o
termo a(i+1).
p(t)=p(t)+a*(t-tin)~(i+1); %Polinomio de Taylor de grao
i+1 da solucion exacta.
end
dp(t)=diff (p(t),t);
for 1 = 1:nl
temp=min(tin+2~(1-1),tf);
test=norm(dp(temp)-subs(f, [t x], [temp p(temp)]),Inf);
if test<eps
solu(t)=solu(t)+p(t)*(heaviside(t-tin)-heaviside
(t-temp));
sol(k+1,1:n)=p(temp));
fprintf (1,"Solucion aproximada no intervalo('g!'
,'g'):\n",tin, temp) ;
fprintf (1,"x(t)= 's' \n",char(p(t)));
tin=temp;
cin=p(temp) ;
nodo (k+1)=temp;
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fin=1;
if solex==
err(k+1,1:n)=p(tin)-g(tin);
break
end
end
if tin>tf
break
if fin==
break
end

if fin==0 Y%caso de non converxencia no intervalo [t_{k-1},t_{k}]

solu(t)=solu(t)+p(t)*(heaviside(t-tin)-heaviside(t-(tin
+2°(1-(nl-1)))));
cin=p(tin+2-(1-(nl-1)));
tin=tin+2~(1-(nl-1));
sol(k+1,1:n)=cin;
nodo (k+1)=tin;
if solex==
err (k+1,1:n)=p(tin) -g(tin);
end
nmax=k;

fprintf (1,"Non se acada converxencia (erro inferior a '

g')no intervalo ('g','g') con polinomios de grao 'i
\n",eps,tin-2"(1-(nl-1)),tin, gmax);
fprintf (1,"Ultima aproximacion calculada no intervalo ('
g','g"):\n",tin-2"(1-(nl-1)),tin);
fprintf (1, char(p(t)));

break
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if solex==
fplot(solu,[t0,tf],"magenta",'Linewidth',2, 'Displayname’,"’

Solucion calculada')

hold on

fplot(g,[t0,tf],"green", 'Linestyle','-."','Linewidth',1.5,"
Displayname', 'Solucion exacta')

hold off

title('Solucion exacta e aproximada')
xlabel ('t');
ylabel('x');

elseif solex==
fplot(solu,[t0,tf],"magenta", ' 'Linewidth',2)
title('Solucion aproximada')
xlabel ('t');
ylabel('x');

end
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