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Resumen

El proposito de este trabajo es estudiar y entender las cadenas de Markov en tiempo
discreto.
Comenzaremos con las nociones bésicas de teoria de la probabilidad para llevar a cabo el
posterior estudio de las cadenas de Markov.
Empezaremos por la definicién de procesos estocasticos, asi como la clasificacion de estos
y seguiremos con el estudio de las cadenas de Markov, hablaremos de sus propiedades asi
como de sus usos y aplicaciones mas generales. Veremos, mediante ejemplos, la utilidad
que tienen estas cadenas de Markov en la vida real.
Haremos especial hincapié en las cadenas de Markov homogéneas en tiempo discreto, nos
centraremos en sus propiedades y daremos un resultado importante que nos indica cémo
se comportan a largo plazo.
Por ultimo, presentaremos algunos ejemplos de cadenas de Markov, utilizando la herramien-
ta informatica R, que nos permite hacer simulaciones, calcular caracteristicas y obtener

representaciones gréficas de las cadenas de Markov.

Abstract

The purpose of this work is to study and understand Markov’s chains in discrete time.
We will begin with the basic notions of probability theory to carry out the further study
of Markov chains.

We will start with the definition of stochastic processes, as well as the classification of
these and continue with the study of Markov chains. We will also refer to their properties
as well as their more general uses and applications. We will see, through examples, how
useful these Markov chains are in real life.

Special emphasis will be placed on homogeneous Markov chains in discrete time, focused

on their properties and an important result that tells us how they behave in the long term
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will be given.
Finally, some examples of Markov strings will be given, using the computer tool R, which
allows us to make simulations, calculate characteristics and obtain graphical representa-

tions of Markov strings.



Introduccion

La teoria de la probabilidad (ciencia matematica de la incertidumbre) juega un papel
cada vez méas importante en la forma que entendemos el mundo que nos rodea (clima,
propagacion de enfermedades, etc).

Por ejemplo, podriamos describir la evoluciéon de un sistema a lo largo del tiempo median-
te colecciones de variables aleatorias. De esta manera, se puede estudiar como evoluciona
una variable aleatoria a lo largo del tiempo. Si tenemos la variable aleatoria “ntimero de
personas que esperan el metro en un instante t”’, entonces hay una variable aleatoria X,
para cada instante t en el que observamos el niimero de personas que esperan.

Asi, la idea bésica es identificar un proceso estocéastico con una coleccion de variables alea-
torias.

Las cadenas de Markov son un tipo concreto de estos procesos y son una herramienta
esencial en el Ambito de la estadistica y la investigaciéon operativa. Nos permiten modelizar
muchas situaciones de la vida real y de este modo poder estudiar con detalle procesos que
ocurren a nuestro alrededor cada dia, como podria ser predecir el tiempo de manana, segiin
el tiempo que ha hecho hoy.

Estaremos interesados en situaciones en las que pueden ocurrir una serie de eventos y don-
de la probabilidad de que ocurra un evento en el futuro, solo depende de lo ocurrido en el

presente y es lo que distingue a las cadenas de Markov de otros procesos estocésticos.

Para hacernos una idea de todo esto podemos ilustrar con un ejemplo lo 1util que pue-
de llegar a ser una cadena de Markov en la vida cotidiana. En una empresa, se podria
estudiar la preferencia de los clientes por tres marcas distintas de un producto, obteniendo
mediante este estudio, los resultados de las preferencias en la actualidad. A partir de estos
datos podriamos conocer cuales seran las preferencias de los clientes por cada marca dentro
de dos meses usando una cadena de Markov y asi la empresa podra elegir de una forma

més tutil en que marca invertir mas y en cual menos.



2 INTRODUCCION

Precedentes

Andréi Andréyevich Markov (1856-1922) fue un matematico ruso conocido por sus tra-
bajos en la teoria de los nimeros, asi como en la teoria de probabilidades. Fue discipulo de
Pafnuti Lvovich Chebyshev en la Universidad de San Petersburgo , donde también impar-
ti6 clases.

Markov influyé en diversos campos de las matemaéticas pero su aportacién mas conocida
fue la investigacion en los procesos estocasticos que dieron lugar a las cadenas de Markov,
las cuales fueron ideadas por el matemético ruso al estudiar la alternancia de vocales y
consonantes en el poema Onegin de Pushkin.

Para ello desarroll6 un modelo de probabilidad en el que los resultados de los sucesivos
ensayos solo dependen de su predecesor inmediato y de ningtn otro (esto lo consiguié
extendiendo los resultados clasicos de sucesos independientes a cierto tipo de sucesos enca-
denados), de donde Markov obtuvo una descripcion excelente de la alternancia de vocales
y consonantes y le permitié calcular una estimaciéon muy precisa de la frecuencia con la
que ocurren las consonantes en el poema de Pushkin.

Un proceso de Markov permite modelizar la incertidumbre en muchos sistemas del mundo
real que evolucionan dindamicamente en el tiempo.

Asi, las cadenas de Markov han tenido gran utilidad en la economia, ingenieria, biologia,
etc.

También se han usado en las ciencias sociales, y particularmente en la lingiiistica y la
hermenéutica (técnica o método de interpretacion de textos) y son ttiles en los calculos

probabilisticos meteorolégicos y en muchas otras disciplinas.

Objetivos

El objetivo de este trabajo es hacer un analisis general de las cadenas de Markov, asi
como exponer sus utilidades en diversas ciencias y en la vida real.
Empezaremos con los fundamentos de probabilidad que seran necesarios en el estudio de las
cadenas de Markov. Daremos la definiciéon de proceso estocéastico para después centrarnos
en las cadenas de Markov caracterizadas por la propiedad markoviana, y seguiremos con
el estudio de las caracteristicas de las cadenas de Markov, ilustrandolo con ejemplos para

su mejor conocimiento.



Capitulo 1

Fundamentos de probabilidad

Antes de comenzar, vamos a introducir los conceptos basicos de probabilidad que uti-

lizaremos mas adelante.

Cuando de un experimento podemos conocer cuél va a ser su resultado antes de que se
realice, decimos que el experimento es determinista (por ejemplo las horas de salida del
sol). Por el contrario, existen otros experimentos que no son deterministas (como conocer
el nimero premiado de la loteria antes del sorteo).

Nosotros queremos estudiar experimentos que no son deterministas, pero no estamos in-
teresados en todos ellos. Por ejemplo, no podremos estudiar un experimento del que no
sabemos por anticipado los resultados que puede dar. Estudiaremos aquellos experimentos
que no son deterministas y verifiquen ciertas condiciones que nos permiten un estudio ri-
guroso de los mismos.

Llamaremos experimento aleatorio al que satisface los siguientes requisitos:
= Todos sus posibles resultados son conocidos de antemano.
= El resultado particular de cada realizaciéon del experimento es imprevisible.
= El experimento se puede repetir indefinidamente en condiciones idénticas.
= Se pueden asignar probabilidades a los resultados del experimento.

Cuando realizamos un experimento aleatorio, al conjunto de todos los posibles resultados
lo llamamos espacio muestral ().

Por ejemplo, si el experimento consiste en lanzar dos monedas, el espacio muestral es el
conjunto Q = {(cara, cara), (cara, cruz), (cruz, cara) y (cruz, cruz)}.

A cada uno de los elementos del espacio lo llamamos suceso elemental. Si conside-

ramos el experimento aleatorio "lanzar una moneda", tendriamos el espacio muestral
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4 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE PROBABILIDAD

Q = {cara, cruz}, donde un suceso elemental seria "que salga cara".

Y a cualquier subconjunto del espacio muestral lo llamaremos suceso (o evento).

A continuaciéon vamos a dar otras definiciones que usaremos maés adelante:

Un suceso seguro es el suceso que siempre ocurre al realizar el experimento. En el ejemplo
anterior, donde 2 = {1,2,3,4,5,6}, el suceso seguro seria "que salga cualquiera de los 6
resultados".

Un suceso imposible, al contrario que el anterior, y como indica su nombre, es aquel
suceso que nunca ocurre y que denotamos por el vacio: @. Usando otra vez el experimento
de lanzar un dado con espacio muestral Q = {1,2,3,4,5,6}, tendriamos que el suceso im-

posible seria por ejemplo "sacar un ntimero mayor que 8".

Lo que nos interesa es realizar operaciones con los sucesos y para ello necesitamos una
estructura sobre el espacio muestral, de manera que cualquier operacién que hagamos en
el conjunto esté en dicha estructura.

Para ello definimos una o-algebra sobre un conjunto X como una familia A no vacia de
subconjuntos de X, cerrada bajo complementos, uniones e intersecciones numerables.

Los elementos de una o-4lgebra son los subconjuntos del espacio muestral. Una o-algebra
es una estructura algebraica que se construye sobre 2. Formalmente decimos que:

Una familia de subconjuntos de X, representada por A, es una o-algebra sobre X cuando

se cumplen las siguientes propiedades:
1. El conjunto vacio esta en A : & € A.
2. Si E esta en A, también esta su complementario E° = X \ E.

3. Si Eq, Ey, E3, ... es una sucesion de elementos de A, entonces la unién (numerable)

de todos ellos también esta en A.

Y ahora ya estamos en condiciones de definir la probabilidad:

La probabilidad es una funciéon P que asigna a cada elemento en la o-dlgebra de un
espacio muestral, un namero en el intervalo [0,1]. Sea © un espacio muestral y A una
o-algebra sobre Q. Decimos que P : A — [0, 1] es una probabilidad en el espacio muestral

) si verifica los siguientes axiomas:
» La probabilidad del suceso seguro es 1, es decir, P(Q2) =1

= La probabilidad de la unién de sucesos es igual a la suma de las probabilidades de
cada uno de esos sucesos, siempre que se trate de sucesos mutuamente excluyentes,

es decir:



n n

P(|J E)) =) PIE] =P[E)] + P[Ey] + -+ + P[E,]
=1 =1

para cualquier E; € A, con ¢ =1,...,n tales que: E; N Ej = () para todo i # j .

Llamaremos espacio de probabilidad asociado a un experimento aleatorio a la terna
(Q, A, P), donde € es el espacio muestral, A es una o-algebra sobre € y por altimo, P es
una probabilidad definida sobre A.

Supongamos ahora que en el estudio de un experimento aleatorio nos interesa conocer
la probabilidad de que ocurra un cierto suceso A. Pero puede ser que dispongamos de
informacién previa sobre el experimento una vez que sabemos que ha ocurrido el suceso
B. Ahora la probabilidad de A puede que no sea la misma que cuando no sabiamos nada
sobre B, es lo que llamamos probabilidad condicionada.

Formalmente decimos que dado un espacio de probabilidad (€2, .4, P) y dos eventos (o su-
cesos) A, B € Acon P(B) > 0, la probabilidad condicionada de A dado B esta definida

COmao:

P(|B): A — [0,1]

A S P(A;B):W

Es decir, la probabilidad condicionada es la probabilidad de que ocurra un evento A, sa-
biendo que ha sucedido otro evento B.

Esta probabilidad es 1til ya que como hemos dicho al principio, conocer un suceso que ha
ocurrido nos fuerza a veces a ‘reajustar” la probabilidad de otro suceso como por ejemplo

si definimos los siguientes sucesos al lanzar un dado:

A: "que salga el 3"=> P(A) = ¢,

1

5-
Si sabemos que ha sucedido B y queremos calcular la probabilidad de que suceda A tene-
P(ANB) _ & _ 1

P(B) — 3 3

Asi, si lanzamos un dado, la probabilidad de que salga 1 es %, pero si disponemos de la

B: "que salga impar"=— P(B)

=2}

mos una probabilidad condicionada y asi P(A | B) =

oles

informacion adicional de que el resultado es impar reducimos los casos posibles de 6 a 3

(solo puede ser un 1, un 3 o un 5), con lo cual la probabilidad es .

Al realizar un experimento aleatorio podemos estar interesados en asignar valores nu-

méricos a los resultados. De manera informal, esta cantidad de interés se llama variable
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aleatoria (variable porque toma distintos valores y aleatoria porque el valor observado no
puede ser predicho antes de la realizacion del experimento).

Asi una variable aleatoria es una funcién que asigna valores reales a los resultados de un
experimento aleatorio.

Ademaéas una variable aleatoria puede ser discreta, si toma un ntmero finito o infinito

numerable de valores (z1,...,z;,...) o continua si toma valores en un intervalo.

Formalmente decimos que una variable aleatoria (v.a.) X es una funcion real

X: Q0 = R
w — Xw)==

definida en el espacio de probabilidad en el espacio muestral €2, asociado a un experimento
aleatorio y que toma valores en R.

Asi para cada resultado del experimento aleatorio, w € €2, obtenemos la medida numérica
X(w) eR.

Pero no solamente estamos interesados en conocer los posibles valores de cualquier varia-
ble aleatoria, sino que también queremos conocer sus probabilidades de aparicién mediante
una funcién que asigna, a cada suceso definido sobre la variable, la probabilidad de que
dicho suceso ocurra, es decir, nos interesan sus distribuciones de probabilidad. Pero
para poder conocer estas distribuciones de probabilidad es necesario distinguir los distintos
tipos de variables aleatorias.

Si tenemos una variable aleatoria discreta usaremos la funcién de masa o de proba-
bilidad de una variable aleatoria discreta, X, que definimos como la funcién que asigna a
cada valor su probabilidad, p; = P(X = z;).

Debemos tener en cuenta que si sumamos estas probabilidades sobre todos los posibles
valores de X, la suma debera ser 1: ). p; = 1.

Observemos que, conociendo la funcién de masa de una variable aleatoria discreta, se puede
determinar la probabilidad de cualquier suceso relativo a la variable.

Por ejemplo, la probabilidad de que salga alguna cara al lanzar dos monedas, se puede
identificar como la probabilidad de que la variable X =“ntumero de caras” valga 1 6 2.

Sumando las probabilidades correspondientes resulta:
P(“que salga alguna cara”) = P(X € {1,2}) =P(X =1)+P(X =2) =05+ 025=0"75

Mientras que en el caso de una variable aleatoria continua, lo que tenemos es la funciéon

de densidad que es una aplicacién f : R — R no negativa y tal que



P(X < 20) = /xo f)dr Vo eR

Y por ultimo, tanto para el caso discreto como para el caso continuo tenemos la funcién

de distribucion de una variable aleatoria, que definimos como:

F:R — [0,1]
g — F(x()):IP(XSQZ())

En este caso, lo tinico que cambia del caso discreto al caso continuo es su céalculo, asi:

Para el caso de una variable aleatoria discreta se tiene que

F(zo) =P(X <mo)= Y pi
z;<xo
y esto se reduce a sumar las probabilidades de los valores menores o iguales que xg.

Si la variable aleatoria es continua entonces la relacién que se tiene es la siguiente:

F(zo) =P(X < z9) = /_ﬁvo f(x)dx.

Para terminar esta primera parte presentamos una medida de las variables aleatorias que
utilizaremos muy a menudo y es lo que se conoce como la esperanza de una variable
aleatoria y que representaremos por E[X].

Es el concepto analogo a la media aritmética cuando tenemos un conjunto de resultados
de un experimento ya realizado. Para variables aleatorias se emplea el término esperanza,
dando idea de que tenemos una variable aleatoria y si hay que aventurar un valor “esperado”

de ella, ése seria el de la media (o esperanza). Formalmente decimos que:

» (Caso discreto: Para una variable aleatoria discreta X con funcién de probabilidad

P[X = ;] coni=1,2,...,n la esperanza se define como E[X] =>"" | 2;P[X = z;]

= Caso continuo: Para una variable aleatoria continua X con funcién de densidad f(x)

la esperanza se define como E[X] = [*_af(x)dx

Con esto terminamos esta primera parte donde hemos introducido los conceptos béasicos

que utilizaremos a partir de ahora.
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Capitulo 2

Procesos estocasticos

Como indicamos en la introduccién, de manera informal decimos que los procesos es-
tocésticos son modelos matemaéticos que nos permiten representar muchos fenémenos que
ocurren en la vida real.

Los procesos estocésticos tienen aplicaciones en multiples campos y pueden ser ttiles en
cualquier momento en que se reconozca el papel de la aleatoriedad, la imprevisibilidad de
eventos que pueden ocurrir en distintos momentos.

Veamos ahora la definicion formal:

Definicién 2.1. Un proceso estocastico es una coleccion de variables aleatorias { X/t €
T}, siendo

XtZQ — R

w — Xi(w)

Donde T es el conjunto de indices del proceso estocastico (que identificaremos en muchas
ocasiones con el tiempo).

Llamaremos estado a cada uno de los valores que pueden tomar las variables aleatorias.
Y denotaremos por E al espacio de estados que definimos como el conjunto de posibles

valores de las variables aleatorias X;.

Clasificaciéon de los procesos estocasticos:

Podemos tener un espacio de estados (E) discreto ¢ continuo. Por otro lado, el conjunto
de indices puede ser de tipo discreto o de tipo continuo.

Y hay que tener en cuenta que todas las variables del proceso son del mismo tipo, es decir,
todas las variables toman valores en el mismo espacio de estados (todas son discretas o
todas son continuas).

Por tanto, dependiendo de céomo sea el conjunto de indices T y del espacio de estados E,

9



10 CAPITULO 2. PROCESOS ESTOCASTICOS

se puede establecer la siguiente clasificacién de los procesos estocésticos:

= Si T es continuo, diremos que X; es un proceso estocastico en tiempo continuo.

= Si por el contrario T es discreto, diremos que nos encontramos frente a un proceso

estocastico en tiempo discreto.

= Si para cada instante ¢ la variable aleatoria X; es de tipo continuo, diremos que el

proceso estocastico tiene espacio de estados continuo.

= Si para cada instante ¢ la variable aleatoria X; es de tipo discreto, diremos que el

proceso estocéstico tiene espacio de estados discreto.

T Discreto T Continuo

. Proceso de estado discreto y | Proceso de estado discreto y
E Discreto ) . ) .
tiempo discreto. tiempo continuo.

. Proceso de estado continuo y | Proceso de estado continuo y
E Continuo

tiempo discreto. tiempo continuo.

A continuacién vamos a ilustrar con un ejemplo lo que podria ser un proceso estocastico:

Ejemplo 2.2. El juego del monopoli se puede modelizar como un proceso estocéstico
donde X}, es la posiciéon en el tablero del jugador después de k jugadas.

El espacio de estados es {1,2,...,40} y denota las 40 casillas del tablero. Mientras que el
conjunto de indices es {0,1,2,...} . Estos dos conjuntos son discretos.

Una vez que hemos modelizado el juego mediante una cadena de Markov (que veremos mas

adelante) podriamos, por ejemplo, ver en qué casilla es mas probable que caiga el jugador.

Ejemplo 2.3. Adaptaremos un ejemplo de Hillier para ilustrar diferentes conceptos y re-
sultados que veremos a lo largo del trabajo.

Podemos modelizar el tiempo meteorolégico de Ferrol mediante un proceso estocéstico.
Supongamos que hay mas posibilidades de que no llueva mafiana si hoy no llueve. En par-
ticular la probabilidad de que manana no llueva es de 0’8 si hoy no llueve y es de 0’6 si
hoy llueve, y estas probabilidades no cambian si se considera la informacion del tiempo en
los dias anteriores.

Entonces, podemos ver como va a evolucionar el tiempo en Ferrol mediante un proceso
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estocastico en tiempo discreto (dias) con espacio de estados discreto £ = {0, 1}.

Si comenzamos en un dia inicial (etiquetado como dia 0) y observamos el tiempo para
cada dia n, donde n =0,1,2,...

El estado del sistema en el dia n puede ser :

-Estado 0 = "no llueve".

-Estado 1 = "llueve".

Asi paran =0,1,2,... , la variable aleatoria X,, toma los valores:

{ 0 si el dia t es seco.
X, =

1 si el dia ¢ es lluvioso.

El proceso estocastico {X,, , n = 0,1,2,...} proporciona una representacion mateméa-

tica del tiempo meteorologico en Ferrol a lo largo de los dias.
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Capitulo 3

Definiciones basicas de las cadenas
de Markov

Antes de comenzar, vamos a ponernos en contexto con un ejemplo.

Ejemplo 3.1. Consideremos que en un locutorio telefénico con 5 lineas de teléfono, en un
instante de tiempo dado puede haber un nimero cualquiera de lineas ocupadas. Durante
un periodo de tiempo se observan las lineas telefénicas a intervalos de 2 minutos y se anota

el namero de lineas ocupadas en cada instante.

= Sea X; la variable aleatoria que representa el nimero de lineas ocupadas en el instante
t = 1 (minuto 1), sea X5 la variable aleatoria que representa el ntumero de lineas
ocupadas en el instante ¢t = 2 minutos y en general, paran = 1,2,..., X,, es una

variable aleatoria que representa el niimero de lineas ocupadas en el instante n-ésimo.

= El estado del proceso en cualquier instante de tiempo es el numero de lineas que

estan siendo utilizadas en ese instante.

= Un proceso estocastico como el que acabamos de describir es un proceso en tiempo

discreto, ya que las lineas se observan en puntos discretos a lo largo del tiempo.

Para tener una cadena de Markov es necesario que la probabilidad de cada posible nimero
de lineas ocupadas en el instante n + 1, dependa solamente del nimero de lineas ocupadas
en el instante n. Asi, podemos construir un modelo suponiendo que el nimero de lineas
ocupadas en el instante n+1, X,, 11, conocidos los valores de Xg, X1, ..., X,, solo depende
del niimero de lineas ocupadas en el instante n, X,, y no depende de céomo estuviesen de
ocupadas las lineas en los instantes anteriores al instante presente.

Tal supuesto define una cadena de Markov, que es un tipo de proceso estocéstico que

definiremos a continuacion formalmente:

13
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Definicién 3.2. Un proceso estocéastico en tiempo discreto {X,, , n = 0,1,...} con espacio

de estados discreto, E, es una cadena de Markov si
IP{Xn-l—l = .7|X0 = iOyXl - ila cee 7Xn—1 = in—len = 7/} - IP{Xn—l—l = ,7|Xn == Z} = Pij

para n = 0,1,2,... y para todo {i,7,40,%1,...,in—1} C E. Esta condicién es conocida
como la propiedad de Markov.

El valor p;; representa la probabilidad de que el proceso, cuando esté en el estado ¢, “haga
una transiciéon” al estado j.

Ademas, dado un proceso estocastico, si X, = i, decimos que el proceso esta en el estado
¢ en el momento n.

Todos los estudios que realizaremos a continuacién seran para cadenas de Markov en tiempo
discreto, pero las nociones de cadenas de Markov se puede extender a un tiempo continuo

aunque no vamos a estudiar este tipo de procesos.

Definiciéon 3.3. Una cadena de Markov con espacio de estados E = {0,1,2,...}, se dice

homogénea si, para todo m,n € {0,1,...} y para todo ¢,j € E se tiene que:
IP{Xm-i-n = J’Xn = Z} - P{Xm = j|X0 = Z}

A lo largo del trabajo consideraremos sélo cadenas de Markov con probabilidades de
transicion “homogéneas en el tiempo”, es decir, asumimos que P{X,,11 = j|X,, = i} =

pijs Vi,j € E independientemente del pardmetro m.

Definiciéon 3.4. Las probabilidades condicionadas P{X,+1 = j|X, = i} = P{X,, =
J|Xn—1 = i} = p;; de una cadena de Markov se llaman probabilidades de transicién

(de un solo paso).

Definicion 3.5. Cuando estas probabilidades de transicion son independientes del tiempo
n, Vn, decimos que la cadena de Markov tiene probabilidades de transicién estacio-

narias.

En esta situacion, toda cadena de Markov {X,, , n = 0,1,...} estd completamente
determinada por la distribucion de probabilidad del estado inicial Xy, P[Xy = i],i =

0,1,2,..., y las probabilidades de transicién de un solo paso p;;.

Definicién 3.6. Llamamos probabilidades de transicién en n pasos a:

P{Xptn = j|Xm =i} = P{X,, = j|Xo = i} para todon =0,1,2,...
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donde i,j € E={0,1,2,...} ym=0,1,2,....
Las probabilidades de transicién en n pasos son simplemente las probabilidades condicio-
nadas de que el sistema se encuentre en el estado j exactamente después de n pasos, dado

que comenzo en el estado ¢ en un instante m.
: 2 n . .
En este caso usaremos la notacion pgj) = P{X4n = j| X = i}. Como se puede observar,

(1)

se tiene que P = Pij-

(n)
ij
estado, tenemos entonces que, paran =0,1,...:

Dado que las p;.” son probabilidades y que el proceso debe hacer una transicién a algin

oo
P20 520 Y pV=1i=01,...
7=0

Definicion 3.7. Llamamos matriz de transiciéon en n pasos a la matriz donde cada

(n)

elemento (4, 7) es la probabilidad de transicion p;;  en n pasos del estado i al estadoj.

0 1 2
0 [oly w0 Py -
I P R

() pm) - pm)

Cuando n = 1 llamaremos P a la matriz de transicion.

Ejemplo 3.8. Volviendo al ejemplo del clima que se presenté en la seccién anterior, recor-
demos que la evolucion del tiempo dia tras dia en Ferrol se ha formulado como un proceso
estocéstico {X,, , n=0,1,2,...} donde:

0 sino llueve
X, =
1 sillueve

Con probabilidades dadas por:

P{X, 41 =0|X, =0} =08,
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P{X,+1 =0|X, =1} =06.

Ademas, como ya vimos, estas probabilidades no cambian si también se tiene en cuenta el

tiempo antes del dia de hoy (dia n). En base a esto, obtenemos las siguientes igualdades:

]P{Xn—i-l - O|X0 = jO)Xl - jla ... 7Xn—1 == jn—lan — 0} — IP{XTH-I == O‘XTL = 0}7

P{Xp+1 =0/Xo=Jjo, X1 =J1,..., Xn—1 = Jn—1,Xpn = 1} = P{X,, 11 =0|X,, = 1}.

paran=0,1,... v {jo,j1,---,Jn-1} C E.

Estas ecuaciones también deben cumplirse si cambiamos X,,+1 = 0 por X,+1 = 1 (la razon
es que los estados 0 y 1 son mutuamente excluyentes, son los tinicos estados posibles y
ademas, las probabilidades de los dos estados deben sumar 1). Por lo tanto, el proceso
estocastico tiene la propiedad de Markov, lo que lo convierte en una cadena de Markov.
Si usamos la notacion que se introdujo en esta seccion, las probabilidades de transicion (de

un paso) son

poo = P{X,,41 = 0|X,, =0} =08,
P1o = IP{Xn_H = O’Xn = 1} = 0/6.

para todan =1,2,..., por lo que éstas son las probabilidades de transicién estacionarias.

Ademas:

DPoo +po1 =1 = po1 = 1-08=072,
po+pii=1=p1=1-06=04.

Por lo tanto, la matriz de transicién viene dada por

0
DPoo  Pol 0’8 02

1
P10 P11 06 04

donde estas probabilidades se refieren a la transiciéon del estado ¢ de la fila al estado j
de la columna. Recordemos que el estado es 0 si no llueve y 1 si llueve, asi que estas
probabilidades de transicién proporcionan la probabilidad del estado del tiempo el dia

n + 1 dado el estado del tiempo el dia n.
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0’2

80 o8l

0’6

Figura 3.1: Grafo que modeliza el ejemplo.

El diagrama de transicién de estado de la figura 3.1 presenta de manera grafica la
misma informacién que proporciona la matriz de transiciéon. Los vértices representan los
dos estados posibles del clima, mientras que las aristas muestran las transiciones posibles
de un dia al siguiente (se incluye la opcion de regresar al mismo estado). Cada una de las

probabilidades de transicién se indican en la arista correspondiente.
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Capitulo 4
Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

La ecuacion de Chapman-Kolmogorov fue derivada de forma independiente tanto por el
matematico britanico Sydney Chapman como por el matematico ruso Andrey Kolmogorov.
En mateméticas, especificamente en teorfa de probabilidad, y en particular, en la teoria de
procesos estocasticos markovianos estas ecuaciones son muy ttiles.

(n)
ij
ecuaciones de Chapman-Kolmogoérov lo que nos proporcionan es un método para calcular

En la seccién anterior ya introducimos la probabilidad de transiciéon de n pasos p;.’, las

estas probabilidades de transicién de n pasos.

Teorema 4.1 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov). Dado el espacio de estados E =

{0,1,...}, se cumple que para todo n,m =0,1,....

P =5 e (4.1)
kEE
coni,j € E.

Demostracion. Una prueba formal es la siguiente. Al condicionar el estado de Markov

cadena en el tiempo t = n, encontramos

P{Xpim =j1Xo =1} = Y P{Xnpm =j|Xo=1,Xn = k}P{X, = k| X, =i}
keE

~
(n+m)
ij

= > P{ X = I Xn = K}P{X, = kX0 = i}
keE

= > P{X,, =j|Xo = k} P{X,, = k|X( =i} .
keE

py” iy

19
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que verifica la ecuacién 4.1. Tenemos que tener en cuenta que la segunda igualdad usa la
propiedad de Markov y la tltima igualdad utiliza el supuesto de que la cadena de Markov

es homogénea en el tiempo. O

El teorema establece que la probabilidad de ir de ¢ a j en (n + m) pasos se obtiene
sumando las probabilidades de los eventos mutuamente excluyentes de pasar primero del

estado i a algtin estado k en n pasos y luego pasar del estado k al estado j en m pasos.

NOTA: En particular, tenemos para cualquier n = 1,2, ...

(n+1) _ (n)
P;; = Z P Pkj
keE
(n)
ij
mente a partir de las probabilidades de transicion de un paso p;;.

Por tanto, las probabilidades de transiciéon de n pasos p;.’ se pueden calcular recursiva-

Si denotamos por P a la matriz de probabilidades de transicion de n pasos, enton-
ces la ecuacion 4.1 afirma que P(t™) = p®) . p(m),

En particular, P®) = PU+1) = P.P = P2 y por induccion P(® = p(n—1+1) — pr-1.p —
P

Entonces, los p

(n)
ij
(i,7) es la probabilidad de transicion de un paso p;;.

son los elementos de la matriz P™. Y P denota la matriz cuyo elemento

Ejemplo 4.2. Volviendo al ejemplo del tiempo en Ferrol, vamos a usar las férmulas que
acabamos de dar para obtener las matrices de transicién de n pasos a partir de la matriz

de transiciéon P de un paso que ya hemos calculado:

08 02| |08 02 076 (/24
PP =pP.P= =
06 04| |06 04 072 028

Y esto lo interpretamos como que si el tiempo estd en el estado 0 un dia concreto, la
probabilidad de que de que el tiempo esté en el estado 0 dos dias después es 0’76 y de que
esté en el estado 1 dos dias después es de 0°24.

Anélogamente si el tiempo esté en el estado 1, la probabilidad de que esté en el estado 0
dos dias después es 0’72 y de que esté en el estado 1 dos dias después es 0'28.

Las probabilidades del estado del clima a 3,4,5,... dias se pueden calcular de la misma
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forma a partir de las matrices de transicién de 3,4, 5, ... pasos:

0’8 02| |0'76 024 0’752 (0248
06 04| [0'72 028 0’744 0256

0'8 02| [0'752 0248 075 025
PO =pP'=P.P= =
06 04| [0'744 0256 0'749 0'251

0’8 02 0’75 025 0’75 0'25
0'6 04| [0'749 0251 0’75 025

08 02| [0'75 025 075 025
PO —pS—p.p°= =
06 04| |0'75 025 075 025

Como podemos observar a partir de P(®) la probabilidad “se estabiliza” y esto muestra que
la probabilidad de que el tiempo esté en un estado no va a depender del tiempo 5 dias
antes.

A esto lo vamos a denominar probabilidades del estado estable, las cuales definiremos y

estudiaremos maéas adelante.
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Capitulo 5
Tiempos de primera pasada

Muchas aplicaciones de las cadenas de Markov involucran cadenas en las que algunos
de los estados son “absorbentes” y los otros estados son “transitorios”.
Para definir estos conceptos de estados transitorios y estados recurrentes, introduciremos

los tiempos de primera pasada con sus probabilidades correspondientes.

Definicion 5.1. Llamamos tiempos de primera pasada, al nimero de transiciones

que hace el proceso al ir del estado ¢ al estado j por primera vez.

Definicién 5.2. En el caso ¢ = j, el tiempo de primera pasada es el namero de transiciones
hasta que el proceso regresa al estado inicial i. En este caso, el tiempo de primera pasada

se llama tiempo de recurrencia del estado i.

Ejemplo 5.3. A continuacion vamos a ilustrar un caso basico de tiempos de primera pa-
sada donde no hay distribuciones de probabilidad que intervengan en el calculo, y solo

dependen de los pasos necesarios para llegar de un estado al otro.

. Cuantos pasos se necesitan para pasar de 0 a 27 En este caso podemos ver que se necesitan

2 pasos. Asi el tiempo de primera pasada de ir del estado 0 al 2 es 2.

23
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Otro ejemplo seria el siguiente, donde se necesitan 1 6 2 pasos para ir del estado 0 al

2 y por tanto el tiempo de primera pasada de ir del estado 0 al 2 serd 1 6 2.

Definicién 5.4. Dada una cadena de Markov en tiempo discreto con espacio de estados
= {0,1,2,...} y probabilidades de transicion de un paso p;j, donde i,j € E. Para
n=1,2,..., se define probabilidad del tiempo de primera pasada, fi(]m, la definimos
como:
I =P{X,=j. X #k pral <k<n-1Xo=i} i,j€E
En otras palabras, fi(f) denota la probabilidad de que la primera transicién del proceso al

estado j sea en el tiempo n cuando el proceso empieza en el estado 1.

Llamaremos:
o ()
=2 f;
n=1

Observemos que f;; = P{X,, = j paraalgin n > 1|Xy = i}, es decir, f;; denota la
probabilidad de que el proceso, en algiin momento, haga la transicién al estado j cuando

el proceso empez6 en el estado <.

Proposicion 5.5. Se pueden obtener las siguientes relaciones recursivas:

f<2> _ p§]> 70

pw wa G
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Entonces, la probabilidad de un tiempo de primera pasada del estado i al estado j en n
pasos, se puede calcular de manera recursiva a partir de las probabilidades de transicion de

un paso.

Demostracion. Para empezar tenemos que

f(l) NCY

i ng = Pij Ya que €0 un paso siempre €S por primera VeZ.

Ademés pg) = fl(f) + fz-(jl)pjj por el teorema de las probabilidades totales ya que hay dos

formas de pasar de i a j en dos pasos:
= Primera forma: Estar en el estado ¢ en Xy, estar en un estado distinto de j en X7 y

estar en el estado j en Xy, cuya probabilidad es fz'(j2)~

= Segunda forma: Estar en el estado ¢ en Xy, y estar en el estado j en X7 y Xo, cuya

probabilidad es fp;;

Como estas probabilidades son mutuamente excluyentes y exhaustivas, podemos aplicar el
teorema de la probabilidad total obteniendo que p” f ) + fi(jl)pjj como acabamos de
decir.

De donde podemos despejar fz(] = pg) fl(jl)pj]

Anélogamente podemos hacer esto para n pasos, aplicando el teorema de probabilidad
total considerando los siguientes sucesos mutuamente excluyentes y exhaustivos:

“Que la primera transiciéon del proceso al estado j sea en el tiempo 1,2,..., n, cuando el

proceso empieza en el estado 7. Asi:
1 1 2) 1
e R N A L R )

Y de aqui podemos despejar

f(n) _fi(Jl) n— 1) f(JQ) (n 2) _fz(]n l)p]] _pw Zfzr) (n r)

NOTA: Dados t, j fijos, las fi(;l) son numeros reales no negativos tales que

i <1
n=1

Si la suma es estrictamente menor que uno entonces el proceso que se inicia en un estado

¢ puede que no alcance el estado j.
(n)

Si la suma es igual a uno, lo que tenemos es {f” ,f(f) RERY ST }, la distribucion de la

variable aleatoria “tiempo de primera pasada de ¢ a j”.
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Ejemplo 5.6. Supongamos un modelo de prediccién del tiempo, modelizado por una ca-
dena de Markov con los siguientes estados:

Estado 0: Dia soleado.

Estado 1 : Dia lluvioso

Estado 2 : Dia nublado.

El clima del dia siguiente depende tnicamente del clima del dia actual y no del clima
de los dias anteriores. Si el dia actual es soleado, el dia siguiente seré soleado, nublado o
lluvioso con probabilidades respectivas de 0’3, 0’2 y 0’5. Las probabilidades de transicién
son 0’6, 0’4 y 0 cuando el dia actual estd nublado y son 0’2, 0’7 y 0’1 cuando el dia actual

es lluvioso. Asi, la matriz P de probabilidades de transicion de un paso p;; es dada por:

(03 02 0'5]

P=1|06 04 0

02 07 01

Usando la proposiciéon anterior, vamos a ver como obtener los valores de la funcién de
probabilidad de los tiempos de primera pasada del estado 1 al 2 | para n=1,2,3.4.

Necesitamos las siguientes matrices de transiciéon:

(/31 049 02 (/427 0398 /175 (04019 /3671 0231 |

P?= 042 028 0'3|,P%= |0/354 0406 024 | ,P*= [0/3978 04012 0'201

0’5 039 011 0’406 0’333 0261 0’3738 (0'3971 0'2291

Tenemos que:

1(2) =p12=0

fg) = Pg) - p22f1(;) =03-0(01)=03

FO = p® _pA D s £ 2 = 024 — 0(0'11) — 0'3(0'1) = 0’21

£ =1y — o5 £5) = pS) 15 — paa fL3) = 0'201 — 0(0'261) — 0'3(0'11) — 0'21(0'1) = 0/147
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donde pyj y fl(;) se obtienen de la matriz de transicién de un paso.
2 (3 4

Los py}/, Py} > P1j se obtienen de las matrices de transicion de 2, 3 y 4 pasos.

Finalizamos este capitulo dando dos definiciones que estan relacionadas con algunos

conceptos que veremos mas adelante.

Definicién 5.7. Llamamos tiempo de absorcion de un estado j a 7 = min{n >
Xy =j}

Definicién 5.8. Llamamos tiempo esperado de primera pasada a p;; y lo definimos

como:
o

00 si Z fi(]ﬂ) <1,
n=1

ani(-n) si Z fi(f) =1.
n=1

n=1
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Capitulo 6

Clasificacion de los estados

Consideremos una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E = {0, 1,...}
y matriz de transicion P. Ya sabemos que p;; es la probabilidad de un solo paso de que
haya una transiciéon de i a j.
Antes de hablar de los tipos de estados en una cadena de Markov, vamos a introducir
algunas definiciones necesarias.

Definicion 6.1. Se dice que el estado j es accesible desde el estado ¢ si pl(?) >0
para alguna n > 0.
Entonces, que el estado j sea accesible desde el estado ¢ quiere decir que el proceso puede

llegar al estado j empezando en el estado i.

Ejemplo 6.2. En el ejemplo del clima del que hablamos en las secciones anteriores es facil

ver que dos estados cualquiera 4, j son accesibles ya que p;; > 0 para toda 1, j.

Definicién 6.3. Dados dos estados 7 y j, decimos que se comunican si el estado j es

accesible desde el estado ¢ y el estado ¢ es accesible desde el estado j.

Propiedades

Se tiene que:

» Cualquier estado se comunica consigo mismo (porque pl(-?) =P{Xo=1iXo=1i}=1).

= Si el estado i se comunica con el estado j, entonces el estado j se comunica con el

estado 1.

= Si el estado ¢ se comunica con el estado j y este con el estado k, entonces el estado @

se comunica con el estado k.

29
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Las propiedades 1 y 2 se deducen de la definicién de estados que se comunican, mientras

que la propiedad 3 se deriva de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

Definicion 6.4. Se dice que la cadena de Markov es irreducible si todos los estados se

comunican.

Ejemplo 6.5. Dada la cadena de Markov con estados 0,1 y 2 y con matriz de transiciéon

dada por:

O IR NI
QO W= D=
Wit = O

Es facil verificar que la cadena de Markov es irreducible. Por ejemplo, es posible pasar del
estado 0 al estado 2 ya que podemos empezar en el estado 0, ir al estado 1 (con probabilidad

%) y una vez estamos en el estado 1 pasamos al estado 2 (con probabilidad i)

Algo til en el estudio de las cadenas de Markov es saber si dado un proceso que
comienza en un estado, regresara alguna vez a él. Basandonos en esto, vamos a empezar

la clasificacién hablando de estados transitorios y recurrentes.

Estados transitorios y recurrentes

Definicién 6.6. Un estado se llama estado transitorio si f;; < 1.

Ejemplo 6.7. Supongamos una cadena de Markov con espacio de estados discreto y fi-
nito £ = {0,1,2,3} y con probabilidades de transicion dadas por la siguiente matriz de

transicion:

1 0 0 O
06 0 04 0
0 06 0 04

Podemos ver que los estado 1 y 2 son transitorios, ya que el proceso los acabara abando-
nando para entrar en el estado 0 o en el 3 y después permanecera ahi de manera indefinida.

Esto lo podemos ver claramente en el grafo de esta cadena de Markov:
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Definicién 6.8. Llamamos estado recurrente a aquel que cumple que f; = 1, es decir,

si el proceso comieza en un estado i, en algiin momento la cadena volvera al estado i.

Ejemplo 6.9. Dada la siguiente cadena de Markov :

Con matriz de transicion:

0 02 08 0
03 01 0 06

P =
05 0 0 05

0o o0 0 1

Es claro que el estado 3 es recurrente ya que pss = 1, por tanto tomando el estado inicial

3, Xo = 3, con probabilidad 1 se vuelve al estado 3.

A continuacion daremos unos resultados tutiles para saber si un estado es transitorio o

recurrente.



32 CAPITULO 6. CLASIFICACION DE LOS ESTADOS

Propiedades

= Para cualquier estado ¢, denotamos por f;; la probabilidad de que, comenzando en el
estado 7, el proceso regrese a él.
Como acabamos de ver si fi; < 1 el estado i sera transitorio y si f;; = 1 el estado ¢
sera recurrente.
Suponemos que el proceso comienza en un estado ¢ que es recurrente. Por tanto,
con probabilidad 1, el proceso en algiin momento volvera al estado ¢. Sin embargo,
segin la definicién de cadena de Markov, se deduce que el proceso comenzara de
nuevo cuando vuelva a entrar en el estado 7, y por lo tanto, el estado ¢ sera visitado
nuevamente en algiin momento.
Repitiendo continuamente este argumento llegamos a que si el estado ¢ es recurrente,
entonces comenzando en este estado i, el proceso volvera a entrar en el estado ¢ una
y otra vez.
Por otro lado si suponemos que el estado i es transitorio, cada vez que el proceso
entra en el estado ¢ habré una probabilidad positiva, 1 — f;;, de que no vuelva a entrar
a ese estado.
Por lo tanto, comenzando en el estado ¢, la probabilidad de que el proceso vuelva al
estado 7 al cabo de exactamente n pasos es igual a 371(1 — fii) , n>1.
En otras palabras, si ¢ es transitorio, entonces, comenzando en el estado %, el nimero
de periodos de tiempo hasta que el proceso vuelve al estado ¢ tiene una distribuciéon
geométrica con media finita l%fu
A partir de esta ideas ideas, se sigue que el estado ¢ es recurrente si y solo si, comen-
zando en el estado 7, el ntimero esperado de periodos de tiempo en que el proceso
estd en el estado ¢ es infinito. Pero tomando

I 1si X, =1,
" 0 en otro caso.

tenemos que »_ I, representa el namero de periodos en los que el proceso esta en
el estado i.

Ademas
EN LiXo=0)=Y El|Xo=i)=Y P{X,=ilXo=i}=> p}".
n=0 n=0 n=0 n=0

Con todo esto podemos afirmar que:
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Un estado es transitorio si y solo siy - 1p£l) < 00.

(n) _

Un estado i es recurrente si y solo si Yy o p;; = 00.

= Ademés estos argumentos también nos muestran que un estado transitorio solo sera
visitado un nimero finito de veces. Esto lleva a la conclusiéon de que en una cadena
de Markov de estados finitos no todos los estados pueden ser transitorios.
Para ver esto, suponemos que los estados 0,1,..., N son transitorios. Asi, después
de una cantidad de tiempo finita (sea después de un tiempo tp), el estado 0 nunca
serd visitado, y después de un tiempo, t1, el estado 1 nunca seré visitado, etc.
Entonces, después de un tiempo finito ¢ = max{tg,t1,...,tx} no se visitara ningin
estado.
Pero como el proceso debe estar en un estado después de un tiempo t, llegamos a

una contradiccion, lo que nos muestra que al menos un estado debe ser recurrente.

Lema 6.10. Suponemos que j es transitorio. Entonces para cualquier estado i € F se

tiene que

Demostracion. Tomando ahora un estado inicial ¢ tal que ¢ # j. Dada la siguiente relacion

obtenida en la proposiciéon 5.5 :

k)
pw ZpJ;L fl] n=12,.

(1)

Ahora, sumando n, y usando que P = = 1, obtenemos:

;pg) _ szlk) (n k)

n=1k=1

_ Zf (” k)
ij

n=~k
O
n=0
= S+ >0l
n=1

(n)

Como ya vimos si j transitorio, entonces Zn 1D < ooy como fi; <1y se obtiene

Dot Pz(j) < ooy asf limy, 00 pgj) = 0. -
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Corolario 6.11. Si i y j son dos estados que se comunican entre si y j es recurrente,

entonces 1 también es recurrente.

Demostracion. Para probar esto primero tenemos que tener en cuenta que como el estado
1 se comunica con el estado j, entonces existen enteros k y m tales que pfj >0y p;’l? > 0.

Ahora para cualquier entero n se tiene que:

m+n—+k m, n_ k
Pj; 2 PjiPiili

Esto se sigue ya que pﬁ+”+k
pasos, mientras que pﬂp%pfj es la probabilidad de ir del estado j al estado j en m+n+k

es la probabilidad de ir del estado j al estado j en m+n+k

pasos a través de una ruta que va de j a ¢ en m pasos, luego de 7 a i en n pasos adicionales,
y por tdltimo de ¢ a j en k pasos adicionales.

De lo anterior obtenemos, sumando sobre n, que

oo oo

m+n-+k m, k no__
D = plily Y vl = oo
n=1

n=1

ya que p}’}pfj >0y 220:1 pi; es infinito si 7 es recurrente. Por tanto, por la proposicién

anterior se sigue que j también es recurrente. O

Estados absorbentes

En esta seccién vamos a hablar de un caso especial de un estado recurrente que recibe

el nombre de estado absorbente y que definimos a continuacion:

Definicién 6.12. Un estado se llama estado absorbente si, después de haber entrado
ahi, el proceso nunca saldra de él. En consecuencia, el estado i es un estado absorbente si

ysblosip; =1.

Como ya dijimos, todos los estados absorbentes son recurrentes ya que si ¢ es un estado
( (1) (n)

absorbente pn'l ) = pii = 1y como fi(il) = p,;;  entonces fi(il) = 1, mientras que p;;” = 0 para
n=23....
Por otro lado, fi(in) = pl(?) — 251—11) fi(ir)pl(»?_” y usando las probabilidades que acabamos

de dar llegamos a que fi(in) =0paran=23,....
Por dltimo usando que fi; = Y o fi(ik) y todo lo anterior llegamos a la conclusiéon de que

fii = 1 por lo que 7 es recurrente.

Ejemplo 6.13. Como ya vimos en el ejemplo 6.9, en la cadena de Markov dada por:
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tenemos que el estado 3 era recurrente. Y podemos ver que este mismo estado es absorbente
(caso particular de un estado recurrente) ya que una vez que se llega a este estado no se

sale de él.

Hay veces que existen dos o mas estados absorbentes en una cadena de Markov, entonces
el proceso seré absorbido en alguno de esos estados. Por tanto nos sera de utilidad calcular

las probabilidades de absorciéon que definimos a continuacién:

Definiciéon 6.14. Si k es un estado absorbente y el proceso comienza en el estado i, la
probabilidad de llegar en algtin momento a k se llama probabilidad de absorcién al

estado k, dado que el sistema comenzo6 en el estado 7. Observemos que esta probabilidad

es fik.

Estados periddicos y aperiodicos

Otra propiedad tutil de las cadenas de Markov es la periodicidad, y por eso vamos a
introducir las siguientes definiciones y hacer una clasificacién de los estados en base a estas.
(n)
2

d y d es el mayor entero con esa propiedad, es decir, d es el méximo comun divisor del

Definicién 6.15. El estado ¢ tiene periodo d si p;;” = 0 cuando n no es divisible por

conjunto {n >0: p(-n) > 0}.

1

Definicién 6.16. Decimos que un estado es periddico si, partiendo de ese estado, s6lo
es posible volver a él en un niimero de etapas que sea multiplo de un cierto nimero entero
mayor que uno.

Mientras que decimos que un estado es aperiodico si tiene periodo 1.

Ejemplo 6.17. Dada la siguiente cadena de Markov, vamos a calcular su periodo.
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con matriz de transiciéon dada por:

0 1 2
0 - -
0 0'1 0’9
1
P= 0’2 0 0’8
2
0’3 0 0’7

Tenemos el siguientes conjunto:
{n>1:py >0} ={2,34,...},

que se obtiene al calcular las siguientes matrices de transicién

020 0 o71] (0213 00029 0'758)
P?= (024 002 074|,P®= 0226 0024 075
021 003 0'76] 0234 0021 0'745]

(02332 000213 0'7455)

PY=|0/2298 000226 (/7476

02277 00234 /7489
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asi, vemos que el estado 1 tienen periodo 1 ya que el periodo es el méaximo comun divisor

del conjunto {n >1 : pgq) > 0} y por definicién es aperiddico.

Proposicion 6.18. Sea un estado i que tiene periodo t y dado j un estado que se comunica

con 1, entonces j tiene periodo t.

Demostracion. Asumimos que el estado ¢ tiene un periodo ¢;, y que el estado j se comunica

coni,sean € {m>1:pl >0} Como iy jsecomunican, existen k,l # 1 tal que pfj >0

y pé.i y usando que P(X,, = k| Xy = i) > 0 se tiene que pffl > 0 siendo k + [ multiplo de ¢;.
Similarmente por P(X,, = k|Xo = i) > 0 también se tiene que pfi™** siendo n + k + I
multiplo de ¢; lo que implica que d; > d;.

Intercambiando los roles de i y j obtenemos que d; > d;. O

Ejemplo 6.19. Consideramos la siguiente cadena de Markov:

Vamos a calcular los periodos de cada estado de esta cadena de Markov. Y la matriz de

transiciéon de esta cadena esta dada por:

0 - -
0 0’5 0 0’5
1
0 0 1 0
P:
2
0 0 0 1
3
E 0 0 0 |
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Y las matrices de transicion de n pasos paran =1,2,3,4,5,6,... son
(o5 0 05 0] [0 025 0 075
0 0 0 1 1 0 0 0
P2 — PS —
1 0 0 0 0 0’5 0 0’5
0 0’5 0 0’5 05 0 0’5 0 |
[0/75 0 0'25 0 ] [0 0'375 0 0625 |
0 0’5 0 0’5 0’5 0 0’5 0
P4 _ P5 _
0’5 0 0’5 0 0 0'25 0 0’75
| 0 0’25 0 0’75, 075 0 0'25 0 |
0o 1 2 3
0 _ -
0625 0 0’375 0
1
0 0’25 0 0’75
Pb =
2
0’75 0 0’25 0
3
|0 0’375 0 0625 |

Y como consecuencia tenemos los siguientes conjuntos:

(n>1:p>0}=1{24,68,10,...}
(n>1:p" >0} ={4,68,10,...},
(n>1:p8) >0} ={4,6,8,10,...},
(n>1:p) >0} ={2,4,6,810,...},
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asi, vemos que todos los estados tienen periodo 2 (por ser el periodo el maximo comun
divisor de estos conjuntos).
Ademas, que los estados 0 y 3 tengan el mismo periodo se debe a la proposiciéon que

acabamos de ver ya que se comunican.
Por ultimo, vamos a dar una definicién que caracteriza un tipo de cadenas muy comunes:

Definicién 6.20. En una cadena de Markov de estado finito, los estados recurrentes ape-
riédicos se llaman ergddicos.

Se dice que una cadena de Markov es ergddica si todos sus estados son ergodicos.

Y con esto finalizamos la clasificacion de los estados. Y por tltimo tenemos los estados

periddicos y aperiédicos.
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CAPITULO 6. CLASIFICACION DE LOS ESTADOS



Capitulo 7

Propiedades a largo plazo de las

cadenas de Markov

Cuando hablamos de una cadena de Markov, nos interesa conocer no solo su compor-
tamiento a “corto plazo” (es decir, después de un nimero finito de pasos) sino que también
nos sera de utilidad conocer su comportamiento a “largo plazo”.

Debido a la extension y complejidad de los comportamientos a “largo plazo”, solo vamos
a presentar el resultado més importante para cadenas de Markov irreducibles y ergédicas,

que tiene que ver con las probabilidades a largo plazo en el tiempo.

Teorema 7.1. Dada una cadena de Markov {X,, , n=0,1,2,...} irreducible y ergddica

(n)

con probabilidades de transicion en un solo paso p;;, entonces existe el limy, . Py es

independiente del estado inicial 1.

(n)

- - 7. n
Ademds, si llamamos m; = lim, Dyj

[e.e]
T = E TiDij
i=0

se verifica que

o
Zﬂ'j =1
j=0

La demostracion la podemos encontrar en [8].

Definicion 7.2. Llamamos probabilidades del estado estable a los valores

7w = (m,m2,...,mj,...) definidos como 7; = lim, pgl) > 0.

Las probabilidades 7; también son conocidas como probabilidades a largo plazo o proba-
bilidades estacionarias, y m = (mg, 71, ...) se conoce como la distribuciéon de probabilidad

estacionaria de la cadena de Markov.

41
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NOTA: Como im0 p!) = limy oo P{X, = jlXo = i} =15 > 0] = 0,1,2,...
esto significa que a “largo plazo” (cuando n — o0) la probabilidad de que la cadena de
Markov se encuentre en el estado j es aproximadamente 7; sin importar cual era el estado

inicial de la cadena (en ¢t = 0).

NOTA: El sistema de ecuaciones anterior también lo podemos expresar en forma ma-
tricial de la siguiente manera:

m™=mP
donde 7w = (mg, 71, ... ).

Ejemplo 7.3. Volviendo al ejemplo del tiempo en Ferrol que comentamos en secciones an-
teriores, veamos cuales son sus ecuaciones del estado estable, que podemos obtener usando

el teorema anterior.

mo = ToPoo + T1P10,
T = Topo1 + T1P11,
1=mg+m.

y substituyendo las probabilidades, nos quedaria que:
N = 0’87‘(‘0 + 0/671'1 — 0,271'0 = 0,671'1,

T = 0’27‘(‘0 + 0/471'1 — 0/671'1 = 0,271'0,
1 =my+ m.

Podemos observar que las dos primeras ecuaciones son redundantes, asi que bastaria resol-
ver el sistema formado por la primera y tercera ecuacion (o por la segunda y la tercera) y
el resultado es el siguiente:

=075y m =025

que son las probabilidades del estado estable.
Si comparamos este resultado con los valores de la matriz P®) observamos que son los

mismos.

Consideremos de nuevo una cadena de Markov {X,, , n = 0,1,...} homogénea con
espacio de estados discreto. Recordemos que p;; son los tiempos esperados de primera, los

cuales definimos anteriormente.
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Definiciéon 7.4. En el caso ¢ = j, llamamos tiempo esperado de recurrencia del
estado 7 a p;;. Observemos que p;; es el nimero esperado de transiciones hasta que el

proceso regresa al estado inicial .

Proposicion 7.5. Bajo las condiciones del teorema 7.1. Dada la distribucion de probabi-

lidad estacionaria m = (mwo, 71,...), se verifica que

1
Wiz =— parat=0,1,....
-

)

Demostracion. Supongamos que la cadena de Markov comienza en el estado 4, y sea t1 el
nimero de transiciones hasta que la cadena entra en el estado ¢; luego sea to el niimero
adicional de transiciones desde el tiempo t; hasta que la cadena de Markov entra a con-
tinuacion en el estado 7; luego sea t3 el nimero adicional de transiciones desde el tiempo
t1 + t2 hasta que la cadena de Markov entra a continuacién en el estado ¢, y asi sucesiva-
mente.

Tenemos que tener en cuenta que t; es finito porque como ya vimos, si i es recurrente e i se
comunica con j entonces f;; = 1 y esto nos dice que con probabilidad 1, en algiin momento
ocurrird una transicion a 4.

Ademaés, para n > 2, debido a que t,, es el ntimero de transiciones entre la (n — 1)-ésima
y la n-ésima transicion al estado ¢, de la propiedad de Markov se sigue que t9,t3,... son
independientes e idénticamente distribuidas con media p;;.

Debido a que la n-ésima transiciéon al estado j ocurre en el tiempo t1 + - - - + t,, obtenemos

que ; es
I "
™ = im 7
n—ro0 Zj:l tj
i 1
= im
1 n
n—00 = Zj:l t]
i 71
= e men
n n
1
= T
Mg

donde la dltima igualdad es debida a que lim,, o % = 0y por la ley de los grandes ntimeros

tottty n—1
n—1 n

= iz- Entonces Hiz = i. ]

k2

Ejemplo 7.6. Acabamos de calcular en el ejemplo del tiempo 7y y 71 y entonces podemos
calcular los tiempos esperados de recurrencia del estado 0 y del estado 1 utilizando la

proposicién anterior:
1

Hoo = — = 4,
0



44CAPITULO 7. PROPIEDADES A LARGO PLAZO DE LAS CADENAS DE MARKOV

1
11 = — = 1/333.
B!

Para acabar, vamos a ver un ejemplo de la ley de Hardy-Weingberg, que es muy im-
portante en biologia y que representa la utilidad que pueden tener las cadenas de Markov

en la vida real.

Ejemplo 7.7. Podemos encontrar una aplicacién interesante de las ecuaciones del estado
estable en la ley de Hardy-Weingberg, donde se aplican las cadenas de Markov a la gené-
tica.

Si consideramos una poblaciéon de individuos, cada uno con un par de genes que deno-
tamos por AA, aa 6 Aa y tienen probabilidades pg,qo y 1o respectivamente, tales que
Po+qo+ro=1.

Si dos individuos se aparean, cada uno aporta uno de sus genes, elegido al azar, a la des-
cendencia. Suponemos que cada individuo tiene la misma probabilidad de aparearse con
cualquier otro individuo y lo que nos interesa es determinar con qué proporciéon van a apa-
recer los genes AA aa y Aa en la siguiente generacion, vamos a llamar a estas proporciones
Py

Para empezar, vamos a tener en cuenta que elegir un progenitor al azar y luego elegir
uno de sus genes es equivalente a elegir al azar un gen de la poblaciéon total. Entonces
obtenemos que un gen seréd de tipo A con probabilidad:

P(A) = P(A|AA)py + P(Alaa)qo + P(A]Aa)ro = po + %0

Y analogamente , un gen sera de tipo a con probabilidad:

"
P(a) = qo + 50-

Por lo tanto, bajo apareamiento aleatorio, un miembro elegido al azar de la préoxima gene-

racion sera tipo AA con probabilidad p, donde:

p=P(AP(A) = (po+ )"

de forma similar se obtiene que :
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Dado que cada miembro de la préoxima generacion sera independiente de cada uno de los
tres tipos de genes con probabilidades p, g, r, se deduce que los porcentajes de los miembros
de la préxima generacion que son del tipo AA, aa o Aa son respectivamente p,q y 7.

Si consideramos el acervo genético (grupo completo de alelos tinicos presentes en el material
genético de la totalidad de los individuos y un alelo es cada una de las formas alternativas
que puede tener un mismo gen) de esta proxima generacion entonces la fraccion de genes
que son A (p 4 %) no cambia con respecto a la generacion anterior y esto se puede ver

usando lo siguiente:

To To To
p+f:(m+5ﬂﬂm+?%+5)

7o To 7o
= o+ )P+ 5 +a0+ 3]

= po—l—%odesdequepo—i—qo—i—ro:l
= P(4), (7.1)

o argumentando que el acervo genético total no ha cambiado de generacién en generacion.
Por tanto, las fracciones del acervo genético que son A y a son las mismas que en la genera-
ciéon inicial. De esto se deduce que, bajo apareamiento aleatorio, en todas las generaciones
sucesivas después de la inicial, los porcentajes de la poblacién que tiene pares de genes
AA, aa y Aa permaneceran fijos en los valores p,q y r. Esto se conoce como la ley de
Hardy-Weinberg.

Supongamos ahora que la poblaciéon de pares de genes se ha estabilizado en los porcentajes
p,q,r y sigamos la historia genética de un solo individuo y sus descendientes (suponemos
que cada individuo tiene una tnica descendencia, por simplicidad). Entonces, para un in-
dividuo dado, sea X,, el estado genético de su descendiente en la enésima generacién, se

tiene la siguiente matriz de transicion:

AA aa Aa

AA b
p+§ 0 (]+§
aaq
P = 0 q+5 p+3
Aa
p+i oati 55+

Es bastante intuitivo que las probabilidades limite de esta cadena deberian ser p,qy r. Y

para demostrarlo tenemos que ver que verifican las ecuaciones del estado estable, como ya
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vimos que una ecuacién es redundante, es suficiente comprobar que :

_ r p T _ 2
p—p(p+2)+7“(2+4) (p+2)7
_ r a.," _ 2
Q—Q(Q+2)+7’(2+4) (q+2)7
p+qg+r=1

pero esto se sigue de la ecuacion 7.1 por lo que el resultado queda probado.



Capitulo 8

Simulacion de cadenas de Markov en

R

Ahora que conocemos las cadenas de Markov de forma general, vamos a ver sus utili-
dades mediante ejemplos que podemos implementar en R.
Para empezar presentaremos un algoritmo general para simular una cadena de Markov
discreta asumiendo que tenemos E estados posibles. Dada la matriz de transiciéon P, los

pasos a seguir serian:
1. Establecemos el tiempo inicial ¢t = 0.
2. Elegimos un estado inicial X; = i.
3. Parat=1,...,T:

= Obtenemos la fila de P correspondiente a X;

= Generamos X;;1 usando una distribuciéon multinomial con vector de probabili-

dades igual a la fila que obtuvimos arriba.

Ahora implementamos esto con la siguiente funcioén, inicializando en el estado X; = 1.

run.mc.sim <- function( P, num.iters = 50 ) {

47
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#Nimero de posibles estados:

num.states <- nrow(P)

#Almacena los estados Xt a lo largo del tiempo

states <- numeric(num.iters)

states[1] <- 1

#Inicializa variable para el primer estado

for(t in 2:num.iters) {

#Vector de probabilidad para simular el siguiente estado Xt+1
p <- Plstates[t-1], ]

#Determinar el estado

states[t] <- which(rmultinom(l, 1, p) == 1)
}
return(states)

}

Ejemplo 8.1. Esta funcién que acabamos de construir la podemos aplicar a un problema
en el que conocemos la matriz de transicion, usando el ejemplo del clima en Ferrol tenemos
lo siguiente:
0’8 02
P—
06 04

#Matriz de transicidn:

P <- t(matrix(c( 0.8, 0.2, 0.6, 0.4 ), nrow=2, ncol=2))

#Datos para este ejemplo:

num.chains <- 5

num.iterations <- 50

#Cada columna almacena la secuencia de estados:

chain.states <- matrix(NA, ncol=num.chains, nrow=num.iterations)
#Simulacion de la cadena:

for (¢ in seq_len(num.chains)) {

chain.states[,c] <- run.mc.sim(P)

Nuestra funciéon devuelve un vector que contiene los estados de nuestra cadena simulada a

través del tiempo.

A continuacién, visualizamos como evolucionan estas cadenas a lo largo del tiempo:
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#Representacidn grafica de los estados a lo largo del tiempo:

matplot(chain.states, type=’1’, 1lty=1, col=5, ylim=c(0,3), ylab=’estado’
xlab=’tiempo’, main="Evolucidén del estado del clima a lo largo
del tiempo’”)

#Afladimos lineas en el 1 y en el 2:

abline(h=1, 1ty=3)

abline(h=2,1ty=3)

Evolucion del estado del clima a lo largo del tiempo

3.0

25

estado
1.5

1.0

0.5
|

0.0
|

0 10 20 30 40 50

tiempo

Usando R también es facil calcular las probabilidades del estado estable de la siguiente
manera, resolviendo un sistema Az = b, veamoslo:

Como vimos en el ejemplo 7.3, las ecuaciones del estado estable son

7o = 70’8 + 106 = 027y — 0’67, = 0

7 =m0'2+ 104 = 061 — 021 =0

1=my+m.
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de donde podemos sacar el sistema:

(02 —0/6] 0]
0

02 06 = |o
1

1 1| 1

A b

Ahora usamos estos datos en R para calcular las ecuaciones del estado estable.

library(Matrix)
A <- matrix(c(0.2, -0.2, 1, -0.6, 0.6, 1), ncol=2,nrow=3)
b <- ¢(0,0,1)
#Resolvemos el sistema Ax=b:
pi <-gr.solve(A,b)
names(pi) <- c(’state.l’, ’state.2’)
#Los resultados son los siguientes:
pi
state.l state.2
0.75 0.25

Como vemos obtenemos los mismos resultados que en el ejemplo 7.3 manualmente.

Ejemplo 8.2. Consideramos ahora el ejemplo 8.1 pero anadiendo un estado més, es decir,
podemos tener un dia soleado (estado 0), un dia lluvioso (estado 1) o un dia nublado

(estado 2) y su matriz de transicion es la siguiente:

(03 02 0'5]

P= 1|06 04 0

02 07 01
Veamos la representacion grafica de este modelo, en comparacion con el modelo anterior

que solo tenia dos estados.

#Simulamos la cadena igual que en el ejemplo anterior:
P <- t(matrix(c(0.3, 0.2,0.5, 0.6, 0.4,0 , 0.2, 0.7, 0.1), nrow=3, ncol=3))

num.chains <- 5
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num.iterations <- 50
chain.states <- matrix(NA, ncol=num.chains, nrow=num.iterations)
for ( ¢ in seq_len(num.chains)) {

chain.states[,c] <- run.mc.sim(P)

}

Con esto simulamos la cadena, igual que en el ejemplo anterior y ahora vamos a ver la

representacion grafica.

matplot(chain.states, type=’1l’, 1lty=1, col=5, ylim=c(0,3), ylab=’estado’
xlab="tiempo’, main="Evolucién del estado del clima a lo largo
del tiempo’’)

abline(h=1, 1ty=3)

abline (h=3,1ty=3)

Evolucion del estado del clima a lo largo del tiempo

il

0 10 20 30 40 50

estado
2

tiempo

Modelo SIR

Para finalizar vamos a hablar de los modelos SIR (utilizando la informacion de [10]),
que se pueden modelizar con R mediante una cadena de Markov en tiempo discreto y con
la ayuda del paquete "markovchain".

Estos modelos los formulé Kermack-McKendrick (1927). Sirven para estudiar epidemias

de enfermedades donde la S significa susceptible de contraer la enfermedad (atin no han
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contraido una enfermedad, pero no son inmunes), la I infectado(tienen la enfermedad en
este momento) y la R recuperado (han tenido la enfermedad, pero ya no lo tienen y no
pueden contraerlo porque se han vuelto inmunes) y son muy utiles en la vida real.

Vamos a describir como funciona el modelo, si una persona contrae la enfermedad, cambia
de estado de susceptible a infectado. Si se mejoran, cambian de estado de infectado a recu-
perado. Mientras que es imposible cambiar de estados entre susceptible y recuperado sin
pasar primero por infectado. Por otra parte es totalmente posible permanecer en el estado
susceptible entre sucesivos controles de la poblacién.

Trabajaremos con tiempo discreto ya que no tendria sentido estar controlando continua-

mente el estado de las personas en el sistema.

Para crear la cadena de Markov en R necesitamos lo siguiente:
= Las probabilidades de transicién.
= El estado inicial.
= El paquete "markovchain".

Vamos a suponer que hay una tasa de infeccion del 15% y una tasa de recuperacion del
25 %. Eso implica que el 85 % de las personas susceptibles permaneceran en el estado sus-
ceptible, y el 75 % de las infectadas pasaran a recuperadas, entre pasos de tiempo sucesivos.
El 100 % de los recuperados permaneceran recuperados. Ninguna de las personas recupe-
radas se volvera susceptible.

Digamos que comienza con una poblacién de 100 personas, donde 2 personas estan infec-
tadas. Eso significa que su .®tado inicial.®s que 98 son susceptibles, 2 estan infectados y 0
estan recuperados.

Asi es como vamos a configurar la cadena de Markov:

#Cargamos el paquete que simula una cadena de Markov:
library(markovchain)
#Construyo la funcidén que simula la cadena de Markov proporcionando los datos necesarios:
mcSIR <- new("markovchain", states=c("S","I","R"),
transitionMatrix=matrix(data=c(0.85,0.15,0,0,0.75,0.25,0,0,1),
byrow=TRUE, nrow=3), name="SIR")
#Doy un vector con el estado inicial

initialState <- ¢(98,0,2)

Ahora estamos en condiciones de pedir a R que nos de la matriz de transicion.
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#Datos de nuestro modelo
show (mcSIR)
SIR
A 3 - dimensional discrete Markov Chain defined by the following states:
S, I, R
The transition matrix (by rows) is defined as follows:
S I R
S5 0.85 0.15 0.00
I 0.000.75 0.25
R 0.00 0.00 1.00

También podemos ver un grafo con las probabilidades de transicién usando el comando.

#Grafo del modelo

plot (mcSIR, main="Grafo que representa la cadena de Markov")

Grafo que representa la cadena de Markov

@ 0385

0.15

@ o

025

Hasta ahora solo modelizamos la cadena de Markov, pero a continuacién vamos a reali-
zar una simulacién que nos mostraria cuantas personas hay en cada uno de los tres estados
a medida que pasa de un paso de tiempo discreto a muchos otros.

Crearemos una tabla de datos donde etiquetaremos cada paso de tiempo y un recuento de
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cuéntas personas hay en cada estado en cada paso de tiempo. Después llenamos esta tabla

con los resultados obtenidos en cada paso de tiempo 1.

timesteps <- 100

#Almaceno los datos en forma de hoja de datos:

sir.df <- data.frame( "timestep" = numeric(),

"S" = pumeric(), "I" = numeric(),

"R" = numeric(), stringsAsFactors=FALSE)

for (i in O:timesteps) {

newrow <- as.list(c(i,round(as.numeric(initialState * mcSIR ~ i),0)))

sir.df [nrow(sir.df) + 1, ] <- newrow

}
Ahora le pedimos a R que nos muestre los resultados calculados en la tabla

#Datos que obtuvimos al simular la cadena

sir.df
timestep S I R
1 098 0 2
2 18315 2
3 27124 6
4 3 60 28 12
5 4 51 30 19
6 5 43 30 26
7 6 37 29 34
8 7 31 28 41
9 8 27 25 48
10 9 23 23 54
11 10 19 21 60
16 18 65

Co
N
[y
—

Y también lo vamos a graficar para ver los resultados:

#Damos las graficas del modelo donde vemos la evolucién de cada
estado a lo largo del tiempo:

plot(sir.df$timestep,sir.df$S, pch=20, cex=0.7, main= "Modelo SIR",
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ylab=’estado’, xlab=’tiempo’)
legend (x="topright", legend= c("S","I","R"), fill=c("black",
"red","green"), title="Numero de personas en el estado:")
points(sir.df$timestep,sir.df$I, col="red", pch=20, cex=0.7)
points(sir.df$timestep,sir.df$R, col="green",pch=20, cex=0.7)
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Ademas el paquete "markovchain"se puede utilizar para identificar elementos de su sistema

a medida que evoluciona con el tiempo que pueden ser interesantes en el modelo.

absorbingStates(mcSIR) #Estados absorbentes
[1] |lRll

transientStates(mcSIR) #Estados transitorios
[1] llSll qu
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steadyStates (mcSIR) #Estados recurrentes
SIR
[1,] 001

Y estas son algunas aplicaciones en R de nuestras cadenas de Markov que podemos
utilizar en la vida cotidiana entre muchas otras.
Con esto concluimos el trabajo de introduccion a las cadenas de Markov donde hemos
visto un estudio de las definiciones y propiedades mas generales y las aplicaciones de estas

cadenas en diversas areas de estudio.
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