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PARADOJAS QLASICAS EN EL CONTEXTO
DE LA LOGICA NO MONOTONA

Andreas Beck
Departamento de Léxica e Filosofia da Ciencia
Universidade de Santiago de Compostela

«When I came home, I expected a surprise and
there was no surprise for me, so, of course, I was
surprised».

L. Wittgenstein

«Decir ‘método matematico’ carece de sentido;
deberia decirse ‘método natural’, porque es éste
altimo sélo el que se aplica a la Matematica».

G. C. Lichtenberg

Introduccion

La cita anterior se encuentra en los Sudelbiicher del fisico y fil6sofo Georg
Christoph Lichtenberg (1742-1799). No pocos cientificos compartieron a lo largo
de la historia esta apreciacién relativa a la 16gica matematica, lo cual condujo
a la exigencia de aplicarla también a demostraciones fuera de las Matematicas.
Sin embargo, los intentos concretos de llevar a cabo esta exigencia revelaron
la imposibilidad de la empresa. Prevalecié la concepcién de que, aunque la
demostracién matematica sea el medio ideal, se trata de un método demostra-
tivo tan rigido que fuera de las Mateméticas sélo permite inferir conclusiones
triviales, mientras que las afirmaciones interesantes no son demostrables.

Este reconocimiento es resultado de una reflexion tedrica, porque pare-
ciendo las conclusiones triviales menos interesantes, no han dado lugar a una
investigacién mas profunda. Cuando se obtienen conclusiones no tan triviales,
y se constata que es posible demostrar matematicamente lo contrario (es
decir, algo evidentemente falso), se habla de «paradoja» y suscita asombro.

Con el desarrollo de programas para el razonamiento automdtico en in-
teligencia artificial se modificé este punto de vista. Se probé que fuera de
las Matematicas la teoria de demostracién matemadtica sélo conduce a re-
sultados con sentido en casos excepcionales, lo que tiene su razén de ser
especialmente en su propiedad de monotonia;y se desarrollaron como alter-
nativas a la 16gica matemaética cléasica légicas no moné6tonas, que resultaron
ser teorias de demostracién adecuadas, particularmente en bases de conoci-
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miento. Desde esta perspectiva, mucho de lo que desde el punto de vista de
la l16gica matematica clédsica es considerado una paradoja, pierde ese caracter.
La llamada «paradoja del verdugo» ofrece un bonito ejemplo de ello.

La paradoja del verdugo

K se sienta como acusado en la sala de juicios. En una sesién que dura
todo el dia Xo, K es declarado culpable, y el Juez hace recaer sobre él la
siguiente sentencia:

K serd ahorcado exactamente al mediodia de uno de los cien dias venideros
X1,..., X100, y ello serd para él una sorpresa, esto es, él no podra saber la tarde
anterior a su ejecucién que serd ahorcado al mediodia siguiente.

Esa misma tarde K reflexiona sobre su destino en la celda de su prisién.
Comienza preguntandose si puede ser ahorcado el dltimo dia posible para la
gjecucién X100, y se da cuenta de que eso es imposible: la tarde del dia Xog
él sabria que hasta entonces no habia sido ahorcado, y que por lo tanto tendria
que serlo el dia X100, lo cual ya no seria una sorpresa, y por lo tanto no es
posible segiin la sentencia. En consecuencia, s6lo son posibles para la gjecucion
los dias Xi,..., X99. Ahora bien: si el dia Xgg es el dltimo dia posible de ejecucién,
la tarde del dia X9g K puede inferir con idéntica argumentacién que tampoco
va a ser ahorcado ese dia, ya que en la tarde anterior al mismo ya lo sabria.
Por lo tanto, restan como dias posibles para la ejecucion sélo los dias Xi,..., X9s.
De esta manera puede K eliminar sucesivamente el tltimo dia restante, y
demostrar que la sentencia es contradictoria y no puede ser cumplida.

El resultado de la argumentacién de K es evidentemente falso, de modo
que hay que preguntarse dénde ha cometido un fallo. Hasta ahora se ha
tratado ese problema filos6ficamente. Quine, por ejemplo, argumenté que es
imposible inferir analiticamente sobre el futuro, mientras que Shaw objet6
por su parte que no era razonable suponer que K supiera que iba a ser
ahorcado, y al mismo tiempo intentara demostrar que no iba a ser ahorcado.
En este articulo no se va a discutir si estas objeciones son correctas o no,
sino que se va a intentar poner de manifiesto que lo que a primera vista
parece paraddjico, en una reflexién méas exacta no es mas que un ejemplo
tipico que pone de manifiesto que en los sistemas basados en conocimiento
hay que inferir con légica no monétona.

Para facilitar el anélisis vamos a simplificar la paradoja del verdugo y
traducirla a un lenguaje formal. Vamos a partir de que la sentencia fue
pronunciada un domingo por la tarde, y nos contentamos con el lunes, el
martes y el miércoles como dias posibles para la ejecucién. La sentencia dice
por lo tanto’:

1 Véase: «Recuperacién de una paradoja», en R. Montague, Ensayos de filosofia formal,
Madrid, 1977.
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O (Al condenado K se le ahorca el lunes al mediodia pero no el martes ni
el miércoles y K no sabe el domingo por la tarde que es verdadera la siguiente
sentencia: «A K se le ahorca el lunes al mediodia»), o

(Al condenado K se le ahorca el martes al mediodia pero no el lunes ni el
miércoles y K no sabe el lunes por la tarde que es verdadera la siguiente
sentencia: <A K se le ahorca el martes al mediodia») o

(Al condenado K se le ahorca el miéreoles al mediodia pero no el lunes ni
el martes y K no sabe el martes por la tarde que es verdadera la siguiente
sentencia: <A K se le ahorca el miérceoles al mediodia»).

Sean L, M y X respectivamente las sentencias «A K se le ahorca el lunes
al mediodia», <A K se le ahorca el martes al mediodia» y «A K se le ahorca
el miércoles al mediodia». Sean d, 1 y m respectivamente las tardes de los
dias domingo, lunes y martes. Para cada tarde p € {d, 1, m} sea Kp(Q) la
sentencia «K sabe Q en el tiempo p». Si el conocimiento Q es independiente
del dia, escribimos brevemente K(Q).

Después de estas introducciones podemos formular el mandato y el hecho
que K conoce ese mandato:

(A)) (L A-MA-XAr=KgL) v (=L AMA =X A-=Ki(M)
VvV (=L A =M A X A =Kn(X))
(A1) Ka(Ao)

En general tiene el operador K las siguientes propiedades:

K no puede saber algo que no es el caso. O sea, si K sabe Q entonces es el

caso Q:

(A2) KQ=Q

Si K sabe Q y sabe que R se sigue de Q entonces sabe también R:

(A3) (K(Q = R)AK@Q) = KR)

Si K sabe Q entonces sabe que sabe Q:

(A4) K@) = KEK(@Q)

Si K puede saber algo independiente del dia entonces lo sabe el domingo

por la tarde:

(As)  KQ = Ka(Q)

Si K sabe algo un dia, también lo sabe al dia siguiente:

(As)  Ka(Q) = Ki(Q) = Kn(Q)

La argumentacién de K seria en nuestro formalismo la siguiente:

(Bo) Supongamos X:
Entonces se sigue de (Ag): =L A =M A =Km(X).
Si K no ha sido ahorcado ni el lunes ni el martes al mediodia, sabe
el martes por la tarde que no ha sido ahorcado ni el lunes ni el martes
al mediodia. O sea:

Ademas vale obviamente”:

2 Para evitar el controvertido Axioma de la Necesidad epistemoldégica que proporcione la
posibilidad de inferir |-K(Q) de |-Q (o sea K puede saber todo lo que es demostrable), vamos a
considerar cada inferencia de ese tipo que K usa en su argumentacién como axioma.

147 AGORA (1996), Vol. 15, n° 2: 145-152



Andreas Beck Paradojas cldsicas en el contexto de la légica

(Ag) KAg) = KL vMvX)

Y por tanto:

(Ag) KL vVvMvZX)AKn-=LA-M = KnX)

lo que significa una contradiccién y se sigue que X no es posible.
Pero no sélo podemos concluir —X. El punto clave es que también podemos
concluir que K sabe —X porque K puede concluir —X, como acabamos de
hacer independiente del dia. Es decir:

(A10) K(Ao) A K(Bo) = K(—X)
Ese resultado hace posible demostrar que tampoco se puede ahorcar a K el
martes:
(B1)  Supongamos M:

Entonces se sigue de (Ag): =L A =X A =Ki(M)

Si K no ha sido ahorcado el lunes al mediodia, K sabe el lunes por

la tarde que no ha sido ahorcado el lunes al mediodia. Es decir:

(A11) —L = Ki(=L)

Obviamente vale:

(A12) KL v M v X) A K=X) A Ki(=L) = Ki(M)

donde las premisas valen por (As), (A10) y (A11), y por tanto tenemos

de nuevo una contradiccién y se sigue que M no es posible.
De modo analogo podemos decir que el razonamiento (B1) puede ser hecho
por K independiente del dia. Es decir:

(A13) K(Ao) A K(B1) = K(=M)
En total ya sabemos —X, =M, K(—X) y K(—=M), con lo que se sigue directa-
mente —L porque:
(B3) Supongamos L:

Entonces se sigue de (A0): =M A =X A =Ka(L)

Vale:

(A1) K(LvMvX) AK=X)AK=M = K(©L)

y por siguiente K4(L) lo que es una contradiccién.
Hemos demostrado que —L, =M y —X se sigue l6gicamente del mandato (Agp)
y del hecho de que K sabe (Ag) y es capaz de juzgar razonablemente. Como
eso es contradictorio se sigue que el mandato no puede ser ejecutado.

.El ferrocarril es paraddjico?

Supongamos que K consigue huir de la prisién. En la misma tarde del
domingo llega sin ser reconocido, por bajos y altos fondos, a la estacién de
Santiago de Compostela. Le han aconsejado ocultarse en Oporto. Saca un
horario del bolsillo y lee a través de las gafas de sol que se ha puesto para
camuflarse:

(H1) Horario de trenes con salida de Santiago de Compostela.

(Z1) 9.00 Santiago de Compostela—Vigo
(Z2) 12.00 Santiago de Compostela—Orense
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(Z3) 16.00 Santiago de Compostela—La Corufia
(Z4) 20.00 Santiago de Compostela—Vigo
(Z5) 23.00 Santiago de Compostela—La Coruna
K empieza a ponerse nervioso. ({No habia a las diez un tren directo a
Oporto? jHabra caido en una trampa? Mira a su alrededor. Su mirada recae
sobre un tablén de anuncios colgado del techo con el siguiente texto:

(H2) Horario de trenes con salida de Santiago de Compostela.
(Z1) 9.00 Santiago de Compostela—Vigo
(Z2) 12.00 Santiago de Compostela—Orense
(Z3) 16.00 Santiago de Compostela—La Corufia
(Z4) 20.00 Santiago de Compostela—Vigo
(Z6) 22.00 Santiago de Compostela—Oporto
(Z5) 23.00 Santiago de Compostela—La Corufa
Evidentemente su horario estd anticuado. La direccién de los ferrocarriles
ha podido comprar otra maquina y ha afiadido al horario un tren adicional
para Oporto. K se dirige a la via 3, donde ya esta esperando el tren. Vagén
de fumadores, segunda clase. Se dispone a subir. Sin embargo, vacila. Algo
no marcha bien.

Légica monétona y légica no monétona

Una de las propiedades caracteristicas de la teoria de demostracién ma-
tematica consiste en que todo lo que se puede inferir de un conjunto de
axiomas A también se puede inferir de cada supraconjunto ¥ al que perte-
nece A. Esta propiedad, denominada monotonia, se expresa formalmente del
siguiente modo:

(M1) Ao, AcY—>1|-0

donde A, ¥ designan conjuntos de axiomas y ¢ designa un enunciado.
Para poder admitir inferencias para las que no vale (M1) es necesario un
nuevo concepto, no monétono, de demostracién: /~. Generalmente vale para
| ~:

(NM1) Al~o,AcY A Y¥I|~-0

Como regla de inferencia de |~ es conveniente aplicar reglas por defecto, es
decir, reglas cuya forma es:

(A) o:B/y

donde «, B, y designan enunciados. A través de (A) se sigue y de un conjunto
A, cuando o sigue de A y A U {B} es consistente.

En el caso del ferrocarril es evidente que K no ha concluido mondétona-
mente de su horario que a las diez no hay ningin tren directo a Oporto,
puesto que aplicé la regla por defecto conforme a la cual todos los trenes que
no aparecen en su horario no salen de Santiago. Formalmente eso se expre-
saria como sigue:

Sea Ai= (H1) y ¢ := (Z6 22.00 Santiago de Compostela-Oporto) entonces vale:
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A= =@

donde la regla: —¢ / —¢ es aplicada’.
Con A c ¥: = (H2) vale

¥ A -0

porque ¥ U {—9} es inconsistente y por lo tanto la regla: —¢ / —¢ no es
aplicable.

(M1) es equivalente* a la propiedad que todo lo que es inferible de un
conjunto de axiomas se puede afiadir a este conjunto sin que el conjunto de
los enunciados inferibles crezca. Formalmente esto se dice:

(M2) Al —>Aufel [—| A

Esta propiedad tan préctica en las Matematicas, conforme a la cual es posible
afiadir un enunciado inferido al conjunto de axiomas, no es valida en siste-
mas de demostracion no monétonos.

Las inferencias utilizadas en la argumentacién de K muchas veces no
cumplen (M1). En (Bo) se infieren las conclusiones verdaderas —-X, K(=X)
pero K aplica estos resultados como axiomas, lo que conduce al resultado
=M, que en realidad no es inferible a partir de los axiomas anteriormente
dados A%, sino sélo a partir de A U {-=X} U {K(=X)}. De modo anilogo K
concluye en (B2) con la ayuda de K(-M) y K(=X) a K(L), y deduce a partir
de ello la contradiccién de la sentencia A. Esto es falso: en realidad lo tnico
que K demuestra es que el conjunto establecido de axiomas A unido a los
resultados por él mismo elaborados K(-M), K(=X) y K(L) es contradictorio.
Al no haber concluido monétonamente, esto no equivale a la contradiccién
de la sentencia como conjunto de axiomas establecidos.

Particularmente (A10), (A13) y (A14) no cumplen la propiedad de monoto-
nia y deben ser entendidos como |~ — inferencias. Ellas aplican las reglas
por defecto

(A10) (K(Ao) A K(Bo)): K(—=X) / K(—=X)
(A13) (K(Ao) A K(B1): K(=M) / K(—=M)
(A1) (KL v M v X)aKH=X) A K=M)): KL) / K1)

Si se corrige la formalizaciéon de K en el sentido expresado no obtenemos
la contradiccién. Més bien resulta que K(L) no es consistente con la sentencia
unida a K(=X) y K(=M). Por lo tanto, las premisas de la regla (A14’) no son
satisfechas, y en consecuencia no es posible concluir K(L).

3. =@ /~@ debe leerse: Si ¢ es consistente con A, entonces vale =¢. En nuestro ejemplo esto
se corresponde con la siguiente conclusién: Si ¢ es un trayecto desde Santiago de Compostela,
que no pertenece al horario, entonces vale -.

4 Véase, Apéndice.

5 A sea el conjunto de axiomas que representa: la sentencia, el hecho que K conoce esa
sentencia y es capaz de inferir l6gicamente.

150 AGORA (1996), Vol. 15, n° 2: 145-152



Andreas Beck Paradojas cldsicas en el contexto de la ldgica

K muere y nos vamos a Oporto

Resumidamente, se mantiene que K puede excluir licitamente el miérco-
les como uno de los posibles dias para su ejecucion. Pero como esta inferencia
amplia el conjunto de enunciados demostrables a través de la sentencia, la
inferencia no satisface (M1), y debe ser interpretada como no monétona. Por
eso A U {=X]} no es equivalente a A.

Si K aplicara correctamente la regla por defecto, no podria inferir el
domingo por la tarde que puede ser ahorcado el mediodia del lunes, porque
AU (=X} U {K(=X)} U (=M} U {R(=M)} & —L°
Por lo tanto, K debe contar con que es posible que sea ahorcado el lunes. Si
transcurre el mediodia del lunes y K no fue ejecutado, entonces debe, a causa de
A U {=X) U (KX U =LY U (R(L) # —M
estar preparado para la posible ejecuciéon el martes. Si no fue tampoco
ahorcado el martes, entonces puede afirmar que la sentencia es contradic-
toria, a causa de la inconsistencia de
A v (=L} u {K(=L)} u {=-M} u {=KOD)}.

Si K opone esta objecién a su argumentacién, reclamara la aplicaciéon de
reglas de demostracién monétonas en légica, en las cuales no se cumpla la
propiedad de monotonia. Esto es, é]l no puede utilizar el tren a Oporto en su
huida, porque a partir de su argumentacién ese tren no deberia existir.

Apéndice

Teorema: A -9, AcY > ¥ |- Al-o>AU{p} |—]| A)

Demostracion:

SUTA A AcAU{el AU {0l -A
PAAA-Q—=A-AU {0

‘Ao, AcP, Au{e)l | —| AP -0
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