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Introduccion

Los problemas de optimizacién aparecen en areas de las matemaéticas, ingenieria,
economia, medicina y estadistica, de ahi el gran desarrollo que han experimentado
en las ultimas décadas. Son especialmente tutiles en el estudio de las caracteristicas
de modelos matematicos utilizados para explicar complejos fendmenos del mundo
real.

Se entiende por soluciéon de un problema de optimizacion un conjunto de valores
permitidos de las variables para los cuales se alcanza el valor 6ptimo de una determi-
nada funcién. Gran cantidad de algoritmos han sido propuestos e implementados con
éxito, de ahi que el nimero de cientificos en diversas disciplinas que usan técnicas de
este tipo para resolver problemas haya aumentado considerablemente. Algunas de
sus aplicaciones incluyen la economia en escala, finanzas, optimizaciéon estructural,
problemas de redes y transporte, problemas de diseno de circuitos integrados, disenio
nuclear y mecanico, diseno y control de ingenieria quimica, y biologia molecular.

Los problemas de optimizacién que aparecen en la practica suelen ser computa-
cionalmente muy costosos. No sblo por su tamano sino también por factores adicio-
nales como la existencia de relaciones no lineales o la no convexidad. En los compu-
tadores secuenciales, los algoritmos para resolver estos problemas suelen necesitar
tiempos de computacion excesivos llegando a ser en muchas ocasiones imposibles de
resolver. El desarrollo de algoritmos paralelos para la resolucién de problemas de
optimizacion sobre multiprocesadores o arquitecturas cluster permite encontrar la
soluciéon 6ptima a estos problemas con mayor rapidez, y resolver ademas aquellos
problemas que requieren muchos recursos de memoria y cuya ejecucién resultaba
imposible en un computador secuencial convencional.

En este trabajo hemos tratado de disminuir los tiempos de computaciéon, median-
te la ejecucion paralela en sistemas de memoria distribuida, de uno de los algoritmos
més utilizados en optimizacion no lineal, el método cuasi-Newton. El mayor coste
computacional de este algoritmo reside en las operaciones algebraicas y en la evalua-
cion de la funcién a optimizar y de su gradiente. En esta memoria hemos abordado
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dos estrategias para mejorar los tiempos de computacién de este método: por un
lado, se han propuesto algoritmos paralelos para realizar las computaciones alge-
braicas y las evaluaciones de la funciéon objetivo y su gradiente en paralelo. De este
modo, se reduce el tiempo de computacion de cada iteracion del método de resolu-
cion. Por otro lado, hemos propuesto un paralelismo de grano grueso en el que se
trata de reducir el nimero de iteraciones, proponiendo distintas técnicas multipaso,
cada una de las cuales avanza hacia la solucion del problema siguiendo un camino
distinto. Todas las modificaciones propuestas se han realizado sobre el algoritmo
cuasi-Newton utilizado por la herramienta de optimizacion MINOS. Asimismo, este
software es utilizado para evaluar el rendimiento de los algoritmos paralelos propues-
tos. MINOS! es una herramienta de optimizacién desarrollada en la universidad de
Stanford que desde 1980 ha sido instalada y utilizada por un gran ntimero de insti-
tuciones académicas y de investigacion en todo el mundo. Su principal caracteristica
es que permite encontrar la soluciéon de pequenos y grandes problemas en cuatro de
las grandes 4reas de la optimizacién continua: programacién lineal, optimizacion sin
restricciones, optimizacién con restricciones lineales y optimizacién con restricciones
no lineales.

En el primer capitulo se define formalmente que se entiende por problema de
optimizacion general. Se realiza una clasificacion de los distintos problemas de opti-
mizacion, analizando las caracteristicas de cada uno y los distintos métodos que se
utilizan en su resolucion. Ademaés, se introduce el software de optimizacion MINOS
con el que se compara nuestro trabajo.

En el segundo capitulo se describen brevemente algunas de las caracteristicas de
la computacién paralela, y se realiza una introducciéon a los sistemas multiprocesa-
dor y a las arquitecturas en cluster. También se describen los sistemas que se han
empleado para la evaluacion de los algoritmos que se mencionan en esta memoria.

En el tercer capitulo, el método cuasi-Newton se estudia con mayor detenimien-
to. Se muestra un estudio del coste computacional de las distintas subrutinas que lo
forman, encontrandose entre las subrutinas mas costosas las resoluciones triangula-
res, utilizadas en el calculo de la direcciéon de bisqueda, y las rotaciones globales,
que sirven para actualizar la aproximacion de la Hesiana, matriz en la que se basa
este método. También se muestra en este capitulo un anéalisis de las dependencias de
datos de estas subrutinas, lo que permitirda posteriormente paralelizarlas de forma
eficiente.

En el cuarto capitulo se describen los algoritmos paralelos propuestos para las
subrutinas algebraicas més costosas. Estos algoritmos tratan de reducir el tiempo

Thttp:/ /www.sbsi-sol-optimize.com /Minos.htm
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de ejecucion de cada iteracion. Para comprobar si se han alcanzado los objetivos
buscados se realiza un estudio de su rendimiento en sistemas multiprocesador de
memoria distribuida como el AP3000 de Fujitsu y en arquitecturas cluster con red
de interconexiéon Myrinet como el sistema beowulf del CESGA.

En el quinto capitulo se presenta un estudio del balanceo de la carga para la
distribucién de datos inicialmente propuesta. A medida que el algoritmo evoluciona
en la bisqueda de la soluciéon 6ptima se puede llegar a producir un cierto desbalanceo.
Se proponen y describen distintas heuristicas de redistribucién para corregir este
desequilibrio, y se comparan con otras ya existentes, como la heuristica Mejor ajuste
y la heuristica Peor ajuste. Asimismo, se evalia el coste computacional debido al
desbalanceo y a la redistribucién, para justificar en qué casos compensa redistribuir
la carga.

En el sexto capitulo se aborda una paralelizacién de grano grueso de un método
cuasi-Newton. En este caso, se busca reducir el tiempo de computacién del algoritmo
mediante la disminucién del nimero total de iteraciones requerido para alcanzar la
solucion del problema. Distintas estrategias multipaso son propuestas, resaltando su
eficiencia en términos de reduccion en el nimero de iteraciones y de evaluaciones de
la funciéon objetivo.

Por 1ltimo, se indican las principales conclusiones de este trabajo, y se mencionan
las lineas de investigacion abiertas por el mismo.
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Capitulo 1

Introducciéon a los métodos de
optimizacién no lineal

En las ultimas décadas la aplicacion de métodos de optimizacién ha ido adqui-
riendo cada vez més importancia en diversas areas de la ciencia y la ingenieria,
debido al gran niimero de problemas que pueden resolver. Basicamente, el objeti-
vo de todo problema de optimizacion es encontrar el valor maximo o minimo que
alcanza una funcién en un determinado espacio de busqueda. Un problema puede
poseer més de un minimo, de ahi que distingamos entre optimizacién global y opti-
mizacién local. Entendemos por éptimo global la mejor solucién a un determinado
problema, y por 6ptimo local la mejor solucién a un problema dentro de un entorno
determinado.

Existen muchos algoritmos capaces de resolver problemas de optimizacién local.
Estos métodos suelen recibir el nombre de métodos deterministicos. Su principal
caracteristica es que garantizan la convergencia a una solucion, siempre y cuando
se cumplan los criterios de convergencia del algoritmo. Son métodos iterativos que
utilizan tanto técnicas de programacion lineal como no lineal, dependiendo del tipo
de problema. Computacionalmente se caracterizan por el uso de rutinas de &lgebra
numérica y evaluaciones de la funcién objetivo, del gradiente, y en algunos casos de
la Hesiana de la funcién. Por lo tanto, requieren el conocimiento de la estructura ma-
temética del problema a resolver. Segtn el tipo de problema, serd mas eficiente usar
un determinado método de resolucion. Asi, si el problema no presenta restricciones,
puede resolverse empleando un método de Newton, cuasi-Newton, un Newton discre-
to o métodos del gradiente conjugado, etc [34]. Si el problema presenta restricciones
lineales y la funcion objetivo es lineal, el método simplez [35] es uno de los méas utili-
zados por su baja complejidad computacional. Por el contrario, si la funcién objetivo
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es no lineal, resultan eficientes los métodos basados en un conjunto activo de restric-
ciones o métodos como el gradiente reducido, computando la direccién de bisqueda
mediante algoritmos similares a los empleados en problemas sin restricciones. Cuan-
do las no linealidades también aparecen en las restricciones [82], métodos como el
gradiente reducido generalizado, el gradiente proyectado, la Lagrangiana proyectada
o la Lagrangiana aumentada, abordan el problema aproximando las restricciones a
un modelo lineal.

Un amplio espectro de métodos también puede ser utilizado en problemas de
optimizacion global. Sin embargo, puesto que presentan el inconveniente de que
su coste computacional crece exponencialmente con la dimensién de la parte no
convexa del problema a optimizar, y que una gran parte de los problemas reales no
estan bien estructurados mateméaticamente, para este tipo de optimizacién se suelen
utilizar los llamados métodos estocasticos. La mayoria de los métodos estocésticos
se basan en la evaluaciéon de la funcion objetivo en una serie de puntos elegidos de
forma aleatoria entre el conjunto de puntos factible, y posteriores manipulaciones de
dicho conjunto. Estos métodos no pueden garantizar absolutamente la convergencia
al 6ptimo global, pero pueden alcanzar una aproximacién suficientemente buena.
Entre los métodos estocasticos destacamos los métodos de biisqueda aleatoria, como
los algoritmos de Enfriamiento Simulado [21, 49|, Basqueda Tabu [37, 38| y los
algoritmos genéticos [39], que se basan en distintas técnicas de emulaciéon de los
procesos naturales de evolucién.

Todas las técnicas descritas en este trabajo corresponden a problemas de opti-
mizacioén local, y por lo tanto, se engloban dentro de los llamados métodos determi-
nisticos. En este capitulo de introducciéon definiremos, en primer lugar, el problema
de la optimizacién local, y las condiciones que se deben verificar para que un deter-
minado punto pueda ser considerado minimo local. Diferenciaremos entre distintas
clases de problemas de optimizacién, centrando posteriormente nuestro estudio en
los problemas no lineales con restricciones lineales. Por tltimo, se describen algunos
métodos eficientes para resolver esta clase de problemas, en concreto, los utilizados
en el codigo de optimizacion MINOS [66].

1.1. Definicién de un problema de optimizacion

Un problema de optimizacion se puede definir de forma general partiendo de un
conjunto de variables independientes, una serie de restricciones que definen valores
aceptables de las variables y una funcién de estas variables que se denomina fun-
cién objetivo. Se entiende por solucién de un problema de optimizacién cualquier
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conjunto aceptable de valores de las variables para el cual la funcion objetivo al-
canza un valor 6ptimo. Formalmente, el proceso de optimizacién implica maximizar
o minimizar la funcién objetivo dentro de un conjunto de valores factibles de las
variables.

La mayor parte de los problemas de optimizacién se pueden expresar matemati-
camente mediante la forma general:

minimizar F(z), x € IR"
sujeto a  ¢(x) =0, i=1,2,...m (1.1)
ci(x) >0, i=m'+1,...m

donde F' es la funcién objetivo y las funciones c¢; las restricciones sobre las variables.
En la definicién 1.1, la optimizacion de una determinada funcién objetivo se entien-
de como minimizacién. Sin embargo, si el problema de optimizacién consistiese en
maximizar la funcién F, su definicién podria ajustarse a la dada en 1.1 sin méas que
sustituir F'(z) por —F(x). Asimismo, la funcién ¢(z) engloba la existencia de cual-
quier tipo de restricciones: desigualdades e igualdades, linealidades y no linealidades,
y limites superior e inferior.

Sin embargo, la existencia de una formulacién estandar no implica que las di-
ferencias entre los problemas deban ser ignoradas. Para resolver un problema de
forma eficiente serd importante determinar sus caracteristicas, de ahi que resulte
interesante clasificar los problemas para poder proponer los métodos de resolucion
més adecuados.

1.2. Clasificacion de los problemas de optimizacion

La clasificacion de los problemas de optimizacién se suele basar en un compromiso
entre las mejoras en la eficiencia obtenidas al considerar ciertas propiedades de los
problemas frente a la complejidad de tener que elegir un método de resolucion dentro
de una gran libreria de métodos. La forma mas obvia de caracterizar los problemas
se basa en las propiedades mateméticas de la funcion objetivo y de las funciones
de restricciones. Asi, por ejemplo, podremos hablar de problemas sin restricciones,
problemas con una funcién objetivo lineal con las variables ligadas a una frontera
superior y otra inferior, etc.

En la tabla 1.1 se muestra un esquema de las propiedades que tipicamente ca-
racterizan la naturaleza de las funciones que definen el problema.

Se pueden utilizar otros criterios para clasificar los problemas de optimizacion,
por ejemplo, el tamano del problema. La dimension del problema va a afectar a la
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capacidad de almacenamiento y al esfuerzo computacional requerido para obtener
una solucién, de modo que técnicas muy efectivas para problemas con pocas variables
pueden no ser adecuadas si el problema tiene cientos de miles de variables. Sin
embargo, el concepto de “tamano” es relativo, y dependerd mucho del entorno de
trabajo.

Otra caracteristica que distingue a los problemas de optimizacion es la canti-
dad de informacion disponible durante el proceso de resolucién. Algunos problemas
permiten computar de forma analitica la primera y segunda derivada de la funcién
objetivo, mientras que otros s6lo proporcionan los valores de la funcion.

Finalmente, algunas aplicaciones de optimizacién pueden incluir requisitos espe-
ciales que reflejan la fuente del problema y el marco dentro del cual se resuelve. Por
ejemplo, algunos problemas pueden necesitar que ciertas restricciones se satisfagan
exactamente en cada iteracion.

1.3. Definiciéon de minimo local

Un problema de optimizacién implica la minimizacion de la funcion objetivo veri-
ficAndose las restricciones impuestas a las variables. Cualquier punto z* que verifique
las restricciones del problema se dird que es un punto factible. De la definicion de
problema de optimizacion se deduce que Gnicamente los puntos factibles pueden ser
solucion del problema.

Sea z* un punto factible para el caso general de un problema de optimizacion
como el enunciado en la ecuacion 1.1, y N(z*,J) un conjunto de puntos factibles
que distan de z* a lo sumo una distancia J. Diremos que el punto z* es un minimo
local fuerte si existe 6 > 0 tal que:

1. F(x) esta definida en N(z*,0);y
2. F(z*) < F(y), Yy € N(2*,9), y # z*.
Diremos que el punto x* es un minimo local débil si existe 6 > 0 tal que:
1. F(x) esta definida en N(z*,0);
2. F(z") < F(y),Vy € N(z",0); y
3. 2" no es un minimo local fuerte.

La definiciéon de minimo local sirve para verificar si un punto dado es o no 6ptimo,
y para tratar de seleccionar algoritmos de resoluciéon del problema de optimizacion
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Propiedades de F(x) Propiedades de {c¢;(x)}
Funcién de una sola variable Sin restricciones
Funcién lineal Fronteras simples
Suma, de cuadrados de funciones lineales Funciones lineales
Funcién cuadréatica Funciones lineales dispersas
Suma de cuadrados de funciones no lineales Funciones no lineales suaves
Funcién no lineal suave Funciones no lineales dispersas
Funcion no lineal dispersa Funciones no lineales no suaves
Funcién no lineal no suave

Tabla 1.1: Propiedades para la clasificacion de los problemas de optimizacion.

basados en la definicion de minimo. Si basamos estos algoritmos en las definiciones
anteriores seria necesaria la evaluacion de la funcion objetivo F' en la d-vecindad de
cualquier punto z* que se esté evaluando, lo que implicard generalmente un gran
coste computacional. Pero afortunadamente, las propiedades de la funcién objetivo
y de las funciones de restricciones, suelen permitir definir los minimos locales de una
forma mas practica. De modo que en funcién del tipo de problema habra distintos
métodos de resoluciéon que se adectian méas a las condiciones que debe cumplir un
punto 6ptimo para esa clase de problemas.

1.4. Problemas con funcién objetivo no lineal y res-
tricciones lineales

Este tipo de problemas se pueden expresar de forma general como:

minimizar F(z), x € IR"
sujeto a Az =0, (1.2)
[<z<u

donde F’ es dos veces continuamente diferenciable, [ y u son limites inferior y superior
de z, y A es una matriz m x n (m < n), donde la fila i-ésima de A contiene los
coeficientes correspondientes a la i-ésima restriccion. Notese que la definicién 1.2
también incluye el caso de problemas con restricciones de desigualdad como Az > b,
ya que esta expresion se puede sustituir por una restriccién de igualdad anadiendo
variables residuales, con el fin de obtener la restricciéon equivalente Ax —y = b.

El algoritmo que va a ser utilizado para resolver este tipo de problemas es una
extension del método simplex combinado con un método cuasi-Newton para tratar
las no linealidades. El método cuasi-Newton es también ampliamente utilizado en
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la resolucién de problemas de optimizacion sin restricciones, de ahi que las mejoras
propuestas en esta memoria se puedan asimismo aplicar a este tipo de problemas.
Sin embargo, antes de describir los algoritmos empleados para resolver problemas de
optimizacion no lineal, resulta interesante enunciar, para esta clase de problemas, las
condiciones que debe verificar un punto x* € IR" para ser un minimo local; es decir,
qué condiciones debe chequear el método de optimizacion utilizado para decidir si
se ha alcanzado o no la soluciéon 6ptima.

1.4.1. Condiciones de 6ptimo

Como se ha visto en la seccién 1.3, un punto z* es un minimo local sélo si
F(2*) < F(x) para todo x perteneciente a la vecindad de z*. En los problemas
de la forma 1.2, las restricciones constituyen un sistema lineal, y utilizando las
propiedades de los subespacios lineales, podemos caracterizar la direccién p que
permite el movimiento de un punto factible a otro. El vector p que define esta
direccion debe ser perpendicular al espacio definido por las filas de la matriz A, es
decir,

Ap =0. (1.3)

Supongamos una matriz Z cuyas columnas forman una base del subespacio de
vectores que verifica la ecuacion 1.3, por lo tanto, AZ = 0, entonces toda direccién
factible p se puede definir como una combinacién lineal de las columnas de Z, de
la forma p = Zp,. Podemos aproximar el valor de F' en un punto factible de la
vecindad de x* como:

1
F(x* +eZp.) = F(a*) + epL ZT g(z*) + §€2pZTZTG(x* + efp) Zp., (1.4)

donde 0 < # < 1, y € es un numero positivo. Cualquier vector p = Zp, tal que
pL ZT g(x*) sea negativo se dice que es una direccion descendente. Dada una direcciéon
descendente Zp., siempre existird un escalar positivo € tal que para todo entero
positivo €, con € < €, se verifica que ep? Z7g(x*) + 1*pl ZT G (a* + efp) Zp. < 0. De
la ecuacion 1.4 se deduce que F'(z* 4+ €Zp,) < F(z*) para estos €, y por tanto z* no
seria un minimo local. Con lo que, para que x* sea un minimo se tendra que verificar
que:
ZTg(z*) = 0. (1.5)
O lo que es lo mismo, el gradiente g(z*) debe ser una combinacion lineal de las
filas de la matriz de restricciones A,

g(@) = > a0t = Ao, (1.6)
=1
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donde o™ se denomina vector de los multiplicadores de Lagrange.

De la ecuacion 1.4, y siguiendo el mismo razonamiento que para el término de
primer orden, se deduce una condicion de segundo orden necesaria para que z* sea un
minimo local: la matriz Z7G(x*)Z debe ser semidefinida positiva. Resumiendo, las
condiciones suficientes para que un punto z* sea un minimo local para un problema
no lineal con restricciones de igualdad lineales son:

1. Ax* =1
2. ZTg(z*) =006 g(z*) = ATo*; y
3. ZTG(z*)Z sea definida positiva.

Si el problema tiene restricciones lineales de desigualdad, las condiciones sufi-
cientes para que el punto x* sea un minimo local son ligeramente diferentes. En este
caso, se distinguen dos tipos de restricciones en un punto factible x*: las restricciones
activas si al z* = b;, y las restricciones inactivas si al z* > b;.

Las restricciones activas limitan las posibles perturbaciones vélidas en torno a
un punto factible, de ahi la necesidad de identificarlas para determinar si un punto
x* es 6ptimo. Si la restriccion ¢ es activa en z* existen dos posibles direcciones
factibles verificando a! p = 0 (perturbacién vinculante) 6 al p > 0 (perturbaciéon no
vinculante).

Supongamos la matriz A cuyas t filas contienen los coeficientes de las restricciones
activas; adoptando una nomenclatura similar para el vector l;, tendremos Az* = b.
Si definimos Z como una matriz cuyas columnas forman una base del conjunto de
vectores ortogonales al espacio definido por las filas de fl, todo vector que verifique
Ap = 0 se puede expresar como una combinacién lineal de vectores de Z.

Para una direccién p vinculante, siguiendo los mismos razonamientos aplicados
para el caso de restricciones de igualdad llegamos a unas condiciones necesarias
equivalentes que se deben verificar en un punto factible * para que sea minimo.
Sin embargo, en el caso de restricciones activas, las perturbaciones no vinculantes
también son validas, y para que x* sea un minimo local, una direccién p no vinculante
deber4 verificar que g(z*)Tp > 0. Si 2* es 6ptimo entonces g(z*) es una combinacién
lineal de las filas de fl, con lo que serd necesario que:

g(x*)'p=otaip+---+oja; p >0, (1.7)

/\T .
donde a; p>0,i=1,--- .
Para que el punto z* sea un minimo local se tendra que verificar la condicién 1.7,
y esta condicién serd cierta siy sélosiof > 0,1 =1,---,t.
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Resumiendo, el que los multiplicadores de Lagrange sean mayores que cero, se-
ra condicion suficiente para que el punto z* sea un minimo local. Con lo que las
condiciones suficientes son:

1. Az* > b, con Az* = b;
2. ZTg(z*) = 0; o, equivalentemente, g(z*) = ATU*;
3. O—;k>0”1/:1’7t;y

4. ZTG(x*)Z es definida positiva.

1.4.2. Meétodos basados en un conjunto activo de restriccio-
nes

Si el problema de optimizacion posee restricciones de desigualdad, sélo las res-
tricciones activas en el punto z* son significativas para evaluar si este punto verifica
las condiciones de 6ptimo expuestas en la seccion 1.4.1. Si este conjunto de restric-
ciones activas fuese conocido y sus coeficientes fuesen los elementos de las filas de
/1, la solucién del problema de optimizacion

minimizar F(z), z € IR"
. (1.8)
sujeto a Az > b,
también seria solucién del problema con restricciones de igualdad
minimizar ]*j(x), ~ relR" (1.9)

sujeto a Az =0,

Por lo tanto, si el conjunto de restricciones activas en un punto x* fuese conoci-
do, bastaria con resolver el problema con restricciones lineales de igualdad 1.9. Sin
embargo, este conjunto es desconocido a priori. Los métodos basados en un conjunto
de restricciones activas predicen una serie de restricciones que seran activas en el
punto 6ptimo. El conjunto formado por estas restricciones se denomina conjunto de
trabajo. Asimismo, este tipo de métodos necesitan incluir una serie de procedimien-
tos para testear si el conjunto de trabajo actual es correcto, y de no ser asi, permitir
modificarlo, anadiendo o eliminando alguna restriccion.

En cada iteracion k de este tipo de algoritmos, se determina una direccién de
bisqueda p, y un tamano de paso Ay para calcular la nueva estimacion de la solucién
Tri1 = T+ \ipg- La direccidon de bisqueda debera pertenecer al subespacio definido
por el conjunto de trabajo, verificando flkpk = 0. Ademas, el algoritmo tendra que
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garantizar que la longitud de paso seleccionada no viola ninguna de las restricciones
que no pertenecen al conjunto de trabajo. La longitud de paso a la restriccién més
proxima a lo largo de la direccion py se convierte en un limite superior para Ag. Si
denotamos por A, al mayor paso no negativo factible que se puede tomar desde py,
en la iteracion k, la longitud A\, debera verificar que \;, < \q,- Si existe A\x < Mgz,
el conjunto de trabajo permanecerd inalterado, pero si Ay = \,,.:, entonces una
nueva variable se ha hecho activa en el punto solucién, y debera ser anadida al
conjunto de trabajo actual.

En cada iteracion, se testea si el conjunto de trabajo es el adecuado. Este conjunto
no estard bien definido, y el problema 1.9 estard mal planteado si alguno de los
multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones de la matriz Ay es negativo.
Esta situacion significaria que existe otro punto diferente de z; para el cual la
funcién F tiene un valor menor. La restriccion asociada al multiplicador de Lagrange
negativo debera ser eliminada del conjunto de trabajo.

Los cambios en este conjunto se traducen en modificaciones de la matriz A
Anadir una restriccion implica anadir una nueva fila a la matriz, y eliminar una
restriccion es equivalente a borrar una fila. Si la matriz Ay, varia también lo hara
la matriz Zy, y el resto de matrices utilizadas, como la proyecciéon de la Hesiana
ZTGZ. Recalcular estas matrices resulta computacionalmente muy costoso, asi que
se suelen utilizar técnicas que permitan realizar las actualizaciones de un modo mas
eficiente.

1.4.3. Problemas de optimizacién de gran tamano con res-
tricciones lineales

La formulacién estdndar para este tipo de problemas es la especificada en la
ecuacion 1.2, asumiendo un gran ntimero de variables y que la matriz de restricciones
A es una matriz dispersa. Las técnicas empleadas para resolver problemas pequenos
suelen resultar ineficientes, en cuanto a tiempos de computacién y a capacidad de
almacenamiento, para problemas de gran tamano. En este tipo de problemas el
trabajo asociado a las operaciones algebraicas o a las operaciones de manejo de datos
adquiere incluso méas importancia que el coste de las evaluaciones de la funcién F.
Sera, por lo tanto, recomendable utilizar algoritmos que, aunque aumenten el ntimero
de evaluaciones necesarias de la funciéon objetivo, consigan disminuir el coste de las
operaciones algebraicas.

Si utilizamos un método basado en un conjunto activo de restricciones, en una
determinada iteracion, la matriz A contiene todas las filas de A més un conjunto
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adicional de filas de la matriz identidad que se corresponden con variables fijas al
valor de una de sus fronteras.

Aplicando un método similar al método simplex, podemos suponer una division
de las variables en béasicas y no béasicas. De modo que para encontrar la solucién
6ptima a un problema no sera necesario estudiar todas las soluciones factibles sino
que bastara con analizar inicamente las soluciones asociadas a las variables bésicas,
reduciendo de este modo la dimensionalidad del problema.

Si la matriz A tiene m columnas linealmente independientes, podemos subdivi-
dirla en una matriz que denominamos béasica B formada por estas m columnas, y
una matriz no basica N formada por las n — m columnas restantes. Una posible
solucion al problema, que se denomina solucién bésica, sera aquella cuyas m prime-
ras componentes son iguales a zpz = B~'b y las demés tendran valor cero. Por otro
lado, si la funcién objetivo presenta no linealidades, la solucion en el punto 6ptimo
probablemente no serd bésica; sin embargo, si hay pocas variables no lineales cabe
esperar que la solucién sea “casi” basica. Entonces, generalizando, introducimos una
nueva clase de variables que denominamos superbésicas, de modo que la matriz de
restricciones A se divide en:

m S n—m-—s

donde B es una matriz cuadrada y no singular m xm, y sus columnas se corresponden
con las variables basicas. S es una matriz m x s, con 0 < s <n —m, y la matriz N
estd formada por las restantes columnas de A, asociadas a las variables no bésicas
(variables fijas a sus fronteras). Las variables bésicas y superbésicas se caracterizan
porque pueden variar libremente entre sus fronteras. Las superbésicas lo podran
hacer en cualquier direccién, pero las variaciones de las variables basicas siempre
tienen que garantizar la verificacion de las restricciones Az = b.

En una determinada iteraciéon del método, las restricciones que forman el con-
junto de trabajo vienen dadas por:

B

A B S N b

am (SN [) () 110
TN

donde los componentes de by se toman de los limites [ 6 u© dependiendo de si la que
se verifica es una frontera inferior o superior.
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La direcciéon de busqueda p, en una iteraciéon dada, sera igual a Zp,, siendo Z
una matriz cuyas columnas son ortogonales a las filas de A. Una matriz que cumple
estos requisitos sera,

-B~18
Z = 1 . (1.11)
0

Si ademés consideramos que con p., = pg la direccién de busqueda p es una
direccion descendente factible tendremos que,

PB —B_lSpS
p=1\| ps | =Zps= Ps : (1.12)
PN 0

De la ecuacion 1.12, deducimos que py =0, y
Bpp = —Sps. (1.13)

Por lo tanto, bastara con calcular la direccién de biisqueda para las variables
superbasicas ps mediante, por ejemplo, un método cuasi-Newton, y pg se obtendra
a partir de la ecuacion 1.13.

A lo largo de las distintas iteraciones del método se producirdn cambios en el
conjunto de trabajo, bien porque una variable basica o superbésica ha alcanzado
alguna de sus fronteras, y por tanto, se convierte en no bésica, o bien porque una
variable no bésica se convierte en superbésica con el objetivo de mejorar el conjunto
de trabajo actual y aproximarse mas a la soluciéon 6ptima. Todos los cambios en el
conjunto de trabajo implican costosas actualizaciones de las matrices. Normalmente,
en la practica, la matriz Z nunca se computa, y se suele trabajar inicamente con la
matriz S y con una factorizaciéon de la matriz B.

1.5. Métodos cuasi-Newton

Estos métodos se basan, al igual que los métodos de Newton, en el desarrollo de
un modelo local cuadratico de la funcién objetivo F' a partir de la informacién sobre
la curvatura de dicha funcién. Sin embargo, frente a los métodos de Newton, que
extraen esta informacion de la Hesiana de la funcion, los métodos cuasi-Newton la
elaboran a partir del comportamiento de la funcion F' y su gradiente g a lo largo de
distintas iteraciones del método descendente.
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Sea sy, el paso aplicado al punto solucion de la iteracion k-ésima, xy, el gradiente
en el siguiente punto usando series de Taylor sera:

9(xr +sk) = g + Grsp + - - - (1.14)

La curvatura de la funcién F viene dada por s} G}.s la cual se puede aproximar
usando informacién de primer orden:

SszSk ~ (g(zg + si) — gk)TSk- (1.15)

Al comienzo de la iteracion k-ésima, el método cuasi-Newton proporciona una
aproximacion de la Hesiana, By, que refleja la informacion sobre la curvatura acumu-
lada. Si Bj, representa la matriz Hesiana, la direccién de busqueda py es la solucién
del sistema lineal:

Como valor inicial de la aproximacion de la Hesiana By se puede considerar la
matriz identidad. Después de que el punto z;; haya sido calculado, se debe obtener
la nueva aproximacién de la Hesiana Bj ., actualizando B, para recoger la nueva
informaciéon adquirida sobre la curvatura. De modo que:

Bk+1 = Bk—f-Uk, (117)

donde U es una matriz de actualizacién. La aproximacion By, debe verificar la
condicién cuasi-Newton, que deriva de la ecuacion 1.15,

B115r = Y, (1-18)

donde sy = w11 — Tk € Y = grr1 — gr. NOtese que sp = A\ppi.

Durante una iteracion, se obtiene informacién nueva sobre el comportamiento de
segundo orden de F' a lo largo de una direccién, por lo tanto, By diferird de By en
una matriz de bajo rango. Estas modificaciones pueden ser de rango uno o de rango
dos, pero deben elegirse de forma que la matriz By, sea simétrica y definida positiva.
Dependiendo de las actualizaciones empleadas obtendremos distintas expresiones
para By.1, como son, por ejemplo:

» Actualizacién simétrica de rango uno

(yx — Brsk)T sk
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» Actualizacién Powell-Symmetric-Broyden (PSB)
(yr. — Brsi)" sk

1 T T T
Bii1 = By + sf—sk((yk - BkSk)Sk + Skz(yk - Bksk) ) - (sfsk)2 Sk Sk -
(1.20)
» Actualizacién Davidon-Fletcher-Powell (DFP)
1 1
Bk+1 = Bk B Bk’sksk Bk + T yk:y]? + (s;kask)wkw,::, (121)
kSk Yi. Sk
donde
! L g (1.22)
wy = — Sk )
k y,{sk Yk szksk kSk
» Actualizacion Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)
1 1
Bjy1 = By + ———DBy5,5. B I 1.23
k1 kTt T Byon kSkS) Dk + y,{skykyk (1.23)
Partiendo de la ecuaciéon 1.16, Bysy = —Argr, por lo tanto, la actualizacion
BFGS se reduce a:
1
Byy1 = Br + T—gkgk ~——YkVi - (1.24)

Gy Dk NeYi pr

Los métodos cuasi-Newton son muy utilizados en la resolucién de problemas sin
restricciones. Sin embargo, también se utilizan en combinacién con otros métodos
en problemas con restricciones lineales para hallar la direccién de bisqueda en cada
iteracion. Dentro de las actualizaciones descritas, la mas utilizada y la més potente
es la BFGS.

Para computar la direcciéon de biisqueda en los problemas no lineales con restric-
ciones lineales se han utilizado dos actualizaciones cuasi-Newton: la actualizacion
BFGS y una actualizaciéon de rango uno, en la que:

1
Byi1 = By + ———w!, 1.25
k+1 k )\kw;{pkwk ( )

donde w; = yr + A\pGg-

La formula BFGS se utiliza tanto si la longitud de paso A\ = \,,,. como si
A > ez, pPudiéndose usar la alternativa de la actualizaciéon de rango uno cuando
A = Az, Siempre y cuando el resultado sea una matriz definida positiva.

Por 1ultimo, el algoritmo 1 muestra una descripcién de alto nivel del método
BFGS para la iteracion k-ésima. Esta descripciéon resalta las principales etapas del
algoritmo, lo que nos serd muy tutil en proximas secciones cuando estudiemos el coste
de cada una de ellas y abordemos su paralelizacion.
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Algoritmo 1 Algoritmo BFGS
1. Calculo de la direccién de busqueda

Resolver Byp, = —gx
2. Busqueda lineal: Célculo del tamano de paso
Repetir
Seleccionar el tamano de paso Ay
Evaluar f(zy + Axpx) (y posiblemente g(xy + \epr))
Hasta encontrar un )\ satisfactorio
Th1 = T + ApDk
Calcular gi11 = Vf(x41) si no se ha hecho durante la biisqueda lineal
3. Chequear criterio de convergencia. Si se verifica STOP sino ir al paso 4.
4. Actualizar la aproximacion de la Hesiana
Sk = Tk4+1 — Thky Y = Gk+1 — Gk

Byspst By, YryE
Bip1 = By, — ZeesiBe | v
k+1 k sT Bysy yF sy,

1.6. El codigo de optimizacion MINOS

MINOS es un programa disefiado por el Laboratorio de Optimizacién de Siste-
mas (SOL) de la Universidad de Stanford para resolver problemas de optimizacion.
En este trabajo hemos usado la version 5.4 [66], revisada en 1995. MINOS est4 espe-
cialmente disenado para trabajar con problemas de gran tamano, pudiendo procesar
un elevado ntimero de restricciones no lineales. Estd implementado en Fortran77 y
se puede instalar en cualquier sistema computacional que disponga de una cantidad
de memoria razonable y un compilador Fortran.

MINOS se caracteriza por su aplicacién en los campos de la ingenieria, economia
y finanzas. Resolviendo problemas de control 6ptimo, redes no lineales, modelos de
comercio, andlisis del portafolio y equilibrio espacial.

Comprende una serie de algoritmos que permiten resolver problemas de las cuatro
principales areas de la optimizacién suave:

= El método simplex para resolver problemas de programacién lineal, es decir,
funcién objetivo y restricciones lineales.

s Un método cuasi-Newton para abordar problemas sin restricciones.

» El método de gradiente reducido junto con un algoritmo cuasi-Newton para
resolver problemas de optimizacion con restricciones lineales (funcion objetivo
no lineal y restricciones lineales) [64].



1.6. El codigo de optimizacion MINOS 19

» El método de la Lagrangiana proyectada para resolver problemas de optimiza-
cion con restricciones no lineales. Se trata de un método iterativo que considera
subproblemas con las restricciones linealizadas y una Lagrangiana aumentada
como funcién objetivo [65].

MINOS es especialmente eficiente resolviendo problemas lineales, y problemas
con una funciéon objetivo no lineal y restricciones dispersas y lineales, como por
ejemplo, los problemas cuadraticos. Entre las principales caracteristicas de MINOS
destaca el uso de derivadas primeras exclusivamente, y la estabilidad numérica de
sus algoritmos. Otra caracteristica resenable es que utiliza como entrada de datos
el formato MPS [63]. Este formato, introducido por IBM, se ha convertido en un
estandar de la industria, adoptado por la mayoria de los cdédigos comerciales para
definir los problemas de optimizacion. MINOS también es accesible a través de otros
tipos de lenguajes o entornos, como son: AMPL [25], GAMS [10], MATLAB y la
libreria de problemas CUTE [8].

En este trabajo nos hemos centrado en problemas no lineales de gran tamano
sin restricciones o con restricciones lineales, para los que MINOS es especialmente
eficiente. Los algoritmos utilizados por MINOS en la resolucion de este tipo de pro-
blemas han sido descritos en las secciones anteriores. Hemos utilizado este codigo
para analizar estos algoritmos y determinar cuales son las subrutinas computacio-
nalmente més costosas para posteriormente paralelizarlas. El rendimiento obtenido

en nuestras implementaciones paralelas se compara con los algoritmos secuenciales
utilizados en MINOS.

1.6.1. Meétodo del gradiente reducido

El método del gradiente reducido es una de las principales técnicas propues-
tas para la optimizacion de problemas no lineales sujetos a restricciones lineales.
Inicialmente, fue propuesto por Wolfe [90], y posteriormente fue generalizado para
solucionar también problemas con restricciones no lineales [1].

Este tipo de métodos posee la caracteristica de reducir el problema original a un
problema con restricciones de frontera (I < x < u) en un espacio de menor dimen-
sion. Suponiendo que las m filas de la matriz A del problema 1.2 son linealmente
independientes, el método del gradiente reducido divide el espacio n-dimensional en
dos subespacios: un subespacio m-dimensional definido por las filas de A, y el sub-
espacio complementario, formado por vectores ortogonales a las filas de A. De este
modo, distinguimos dos clases de variables, las llamadas variables basicas asociadas
al espacio m-dimensional, y las variables no béasicas asociadas al subespacio com-
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plementario. Si ademas el problema presenta no linealidades en su funcién objetivo,
las variables no béasicas se dividen en dos categorias: las variables que permanecen
fijas al valor de sus fronteras, que conservan el nombre de no bésicas, y las variables
superbésicas, que son libres de moverse entre sus fronteras en cada iteracion.

Siguiendo con la nomenclatura de las secciones anteriores pero desprendiéndonos
de los subindices que indican la iteracion, definimos s como el paso que aplicamos
al punto x para obtener una nueva aproximacion de la solucion. Si la funcion F(z)
es cuadratica para que el punto x + s sea un punto estacionario, el paso s deberé de
verificar dos propiedades:

= Deberd permanecer en la superficie determinada por la interseccion de las
restricciones activas. Lo que equivale a decir que,

SB

B S N

s =0, 1.26

(00| (1.26)
SN

donde sp, sg vy sy representan el paso seleccionado para las variables bésicas,

superbésicas y no basicas respectivamente.

= Debera ser tal que el gradiente en el nuevo punto x + s sea ortogonal a la
superficie determinada por las restricciones activas,

9B SB BT 0
gs +G Sg = ST 0 ( Z ) . (1.27)
gn SN NT I

Si la funcién F' no es cuadratica, el paso s asi definido no conducira directamente
a un punto estacionario, pero si garantizara una direccién factible descendente. De
la ecuacion 1.26, deducimos que: sy = 0y sg = B~'Ssg. Por lo tanto,

—BTS
s = I Ss, (1.28)
0

o lo que es lo mismo, s = Zsg.
Si denotamos por W el producto B~1S, multiplicando la ecuaciéon 1.27 por la
matriz

I 00
-wT 10 ],
0 01
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obtenemos las expresiones para las estimaciones de los multiplicadores de Lagrange

4
BTu=gs+ (I 0 0)G| I |ss (1.29)
0
y
-W
o=gv—N'u+(0 0 I)G| I |ss, (1.30)
0

Si el punto z es un punto estacionario, entonces ||ss|| = 0, y las ecuaciones 1.29
y 1.30 se reducen a
B = gz, (1.31)

oc=gn—N"p, (1.32)

respectivamente. De estas expresiones, deducimos que p es anélogo al vector de
precios y o al vector de costes reducidos del método simplez [15]. Finalmente, de
las modificaciones efectuadas sobre la ecuacion 1.27, también se deduce la expresion
que debe verificar el paso seleccionado para que sea apropiado:

-W
(-wT 1 0) I |sg=—nh, (1.33)
0

siendo h = (-WT I 0)g=gs—Whlgg =gs— STp.

La expresion 1.33 define el paso de Newton para las variables independientes (sg).
Por lo tanto, h = Z% g equivale al gradiente de la funcién, y se denomina gradiente
reducido. Asimismo, la funcién de la Hesiana la realiza el producto Z7 G Z, que recibe
el nombre de Hesiana reducida.

Si distinguimos en el calculo del paso s el computo de la direccién de paso p y
del tamano de paso A tendremos que, en cada iteracion del método del gradiente
reducido, los principales pasos son:

1. Computar el gradiente reducido h = Z7g.
2. Obtener una aproximacion de la Hesiana reducida Z7GZ.

3. Obtener la direccion de busqueda para las variables superbasicas resolviendo
el sistema de ecuaciones Z'GZpg = —h.
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4. Computar la direccion de buisqueda para las variables basicas pg = —Wpg, v
por lo tanto, determinar la direccion de busqueda:

PB
p=1 ps |- (1.34)

5. Hacer una busqueda lineal para obtener una aproximacion del tamano de paso
A" tal que,

F(x 4+ Xp)=min F(zx+6p), 0<60 <X\ (1.35)

En cada iteraciéon se comprobaré si el método converge en el subespacio de tra-
bajo actual, y de no ser asi se proporcionaran los mecanismos necesarios para mo-
dificarlo. A lo largo del método se producen cambios en los conjuntos de variables
bésicas, superbésicas y no bésicas. Esos cambios se tendran que reflejar en la ma-
triz basica B y en la aproximacién de la Hesiana. Para que estas modificaciones se
realicen de forma eficiente, se suelen utilizar factorizaciones y métodos numéricos
estables basados en transformaciones ortogonales.



Capitulo 2

Sistemas paralelos y su programacion

La evolucion de los computadores ha estado siempre fuertemente ligada a la
evolucion de la tecnologia y a las necesidades de las aplicaciones computacionales.
El area de las ciencias de la computaciéon y la ingenieria demandan cada vez més
recursos de memoria y mayores velocidades de operacion. Estas necesidades de me-
jora han originado el desarrollo de arquitecturas con mejores prestaciones. En esta
evolucion de los computadores, las arquitecturas paralelas son un paso inevitable en
la consecuciéon de mayores velocidades de procesamiento.

El procesamiento paralelo [52| se basa en la idea de dividir un problema en un
conjunto de partes resolubles de forma concurrente, de manera que el tiempo total
de resolucion del problema queda dividido por el nimero de procesadores utiliza-
dos. El grado de consecucién de este objetivo depende basicamente de dos factores:
de la sobrecarga computacional generada por la paralelizacién del problema y del
equilibrio de carga conseguido entre el conjunto de procesadores.

Una de las principales ventajas de los computadores masivamente paralelos es
que la potencia global del sistema no se fundamenta en la potencia individual de
cada procesador sino en la del conjunto. De este modo, este tipo de sistemas se
pueden configurar a partir de elementos modestos, obteniendo un alto rendimiento
a bajo coste.

Sin embargo, existe un obsticulo fundamental para el avance de la computacién
paralela, y éste es el problema de su programacién, ya que los compiladores que
detectan paralelismo automaticamente presentan todavia limites a su aplicabilidad.
La programacién paralela de una arquitectura multiprocesador se realiza mediante
lenguajes que permitan expresar el paralelismo e intercambiar informacién entre los
procesadores. En este sentido la meta principal ha sido encontrar un mecanismo
para la programaciéon paralela independiente de la maquina.

23
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En este capitulo se describen brevemente las caracteristicas mas importantes de
los sistemas paralelos. Asi como las arquitecturas del multiprocesador AP3000 de
Fujitsu y de un cluster beowulf, que se han utilizado para evaluar el rendimiento de
los codigos paralelos que han sido desarrollados en este trabajo.

2.1. Arquitecturas paralelas

La definicién de procesamiento paralelo dada en la seccién anterior implica que
las distintas partes en las que se subdivide un problema deberan cooperar y comuni-
carse entre si. De esta afirmacion se deduce que las arquitecturas paralelas anaden al
concepto de arquitectura del computador el de arquitectura de las comunicaciones.
En funcién de como se realicen estas comunicaciones se distinguen varios modelos de
programacién paralela. Desde una perspectiva tradicional, cada modelo de progra-
macion estd asociado a una determinada maquina paralela. Asi, se puede diferenciar
entre multiprocesadores de memoria compartida y multiprocesadores de memoria
distribuida [19]. En la actualidad, esta distincién no es muy precisa debido a las
muchas similitudes existentes entre diferentes méaquinas paralelas y a que muchas
maquinas soportan diversos modelos de programacion.

Los multiprocesadores de memoria compartida se caracterizan principalmente
porque la comunicacién entre procesos consiste en lecturas y escrituras de variables
compartidas, y ocurren implicitamente como resultado de instrucciones convencio-
nales de acceso a memoria. La arquitectura de estas maquinas consiste en un espacio
fisico de memoria que puede ser accedido por todos los procesadores y un disposi-
tivo de interconexién que permite el acceso a memoria a los distintos procesadores
y dispositivos de entrada/salida. Este dispositivo de interconexiéon ha evolucionado
desde un crossbar switch hasta un bus, pasando por una red de interconexion de
miultiples etapas. Con el mecanismo de acceso a través de bus todas las direcciones
de memoria son equidistantes para todos los procesadores, de ahi que se denominen
maquinas de acceso uniforme a memoria.

La desventaja de este tipo de multiprocesadores estd en que el bus no permite
una alta escalabilidad, debido a que posee un ancho de banda fijo. Una solucién a
este problema son las maquinas NUMA (Non Uniform Memory Access) donde cada
procesador posee su propia memoria local, y se permite el acceso de un procesador a
los datos situados en la memoria de otro procesador a través de una red de interco-
nexion escalable. Entre los ejemplos de este estilo de disefio nos encontramos con el
Cray T3E [84] que presenta coherencia cache parcial; y con el SGI Origin 2000 [53]
con coherencia cache.
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Otra clase de maquinas paralelas son los multiprocesadores de memoria distribui-
da. Estos sistemas tienen una arquitectura similar a la de una maquina NUMA, un
conjunto de procesadores, con su memoria y dispositivos de entrada/salida, unidos
mediante una red de interconexién escalable. La diferencia estriba en que en este tipo
de maquinas las comunicaciones consisten en operaciones de entrada/salida mientras
que en una maquina NUMA consisten en simples instrucciones de acceso a memoria.
El estilo de diseno de los multiprocesadores de memoria distribuida es similar al de
una red de estaciones de trabajo o un cluster, pero con una red de mayor capacidad.
Puesto que la programacién en este tipo de méquinas se basa en comunicaciones
punto a punto, los procesadores y la red deberan estar fuertemente interconectados.
En los primeros multiprocesadores de memoria distribuida la topologia de la red era
un factor importante porque sélo se podian realizar comunicaciones con los proce-
sadores vecinos. Ejemplos, de distintos tipos de topologia son los hipercubos y las
mallas de dos y tres dimensiones. En la actualidad, con la introducciéon de redes de
proposito general se ha conseguido reducir la importancia de la topologia de la red.
Los costes de comunicacion entre los distintos procesadores se han uniformado, y el
coste de un mensaje estd dominado por la latencia de la red. Todas estas mejoras en
la red de interconexién han simplificado considerablemente la programacion de este
tipo de maquinas. Algunos multiprocesadores de memoria distribuida son el IBM SP
Power3, el Intel Paragon XP MP, y el Fujitsu AP3000. En [81] podemos encontrar
informacion sobre estos sistemas asi como una relaciéon de los supercomputadores
actuales mas potentes.

La evolucién a nivel hardware y software ha difuminado los limites entre los
multiprocesadores de memoria compartida y los multiprocesadores de memoria dis-
tribuida. A nivel de programacion, las maquinas de memoria compartida soportan
comunicaciones punto a punto a través de buffers compartidos; y las méaquinas de
memoria distribuida pueden realizar la comunicacion entre dos procesos mediante el
acceso a variables compartidas a través de coédigo creado por el sistema operativo. A
nivel de arquitectura de la maquina la convergencia se ve claramente en los sistemas
NUMA. En los tdltimos anos, ademas de esta convergencia, y debido a la introduc-
cion de redes locales basadas en switches, como la Fast Ethernet y la Myrinet, han
surgido los clusters, que son conjuntos de méaquinas que pueden funcionar como
sistemas paralelos para tratar de resolver un problema concreto, o como maquinas

individuales soportando multiprogramacién. Ejemplos de esta clase de sistemas son
el Compaq HPC320 [22] y el HP AlphaServer GS1280 [88|.
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2.2. Arquitecturas Beowulf

El precio, mantenimiento y desarrollo de los supercomputadores fuertemente aco-
plados suele estar muy por encima del coste requerido para justificar la inversiéon de
las diversas areas industriales que potencialmente se beneficiarian de la computacién
de alto rendimiento. Esta descompensaciéon entre la necesidad de computacion de
alto rendimiento y la disponibilidad de los recursos requeridos para desarrollarla,
ha sido subsanada por una nueva tendencia en arquitectura paralela, cluster com-
puting, que de una forma innovadora conjuga conceptos clasicos en computacion
paralela, como el modelo de paso de mensajes, con nuevas tecnologias de bajo coste
provenientes del mercado de la informéatica de consumo [3].

La experiencia acumulada durante décadas en el area del procesamiento para-
lelo y la arquitectura de computadores paralela establece una serie de factores que
caracterizan el comportamiento de los sistemas multiprocesador como son [24]:

= La dependencia critica del rendimiento con la latencia y ancho de banda de la
red de interconexion.

» La necesidad de software de control ligero.

En general, las arquitecturas en cluster no presentan un buen comportamiento en
ninguno de estos puntos. La latencia y ancho de banda tipico de las redes de inter-
conexion empleadas en los clusters pueden llegar a diferir en dos o més ordenes de
magnitud respecto a las empleadas en los supercomputadores fuertemente acopla-
dos. Ademés, habitualmente, en los nodos computacionales de los clusters se instalan
sistemas operativos completos que ocupan méas memoria y responden de forma maés
lenta que el software especifico que usan los nodos de los sistemas multiprocesador
convencionales.

Los inconvenientes citados anteriormente impiden alcanzar un rendimiento satis-
factorio para un determinado tipo de cargas de trabajo, sin embargo, en un amplio
rango de aplicaciones es posible emplear eficientemente las arquitecturas en cluster.

La principal ventaja de los clusters es la relaciéon coste-rendimiento que presen-
tan en comparacion con los sistemas multiprocesador convencionales. Ademas, en
relacion con estos supercomputadores, los clusters ofrecen una mayor flexibilidad ya
que permiten especificar todos los componentes del sistema (el nimero de nodos,
la cantidad memoria y nimero de procesadores por nodo, la red de interconexiéon
y su topologia, ...) en funciéon de las necesidades particulares del usuario final, sin
anadir ningin coste adicional derivado de esta configuraciéon a medida. Esta gran
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flexibilidad de las arquitecturas en cluster permite una rapida respuesta de estos
sistemas a los avances tecnologicos, ya que resulta facil instalar nuevos dispositivos.

En los ultimos anos, dentro de las arquitecturas en cluster se ha extendido el
empleo de configuraciones duales de los nodos computacionales hasta convertirse
gradualmente en un estdndar. El ahorro en el coste y en el consumo de potencia,
la reduccion del espacio y complejidad de cableado, y la posibilidad de emplear el
paradigma de memoria compartida, entre otras, han sido las principales razones
que han llevado a este hecho. A modo de ejemplo!, el coste de un cluster de 16
procesadores equipado con nodos Compaq Proliant DL320 G5 (Dual Core Intel Xeon
3070 a 2.66 GHz) empleando un switch Myrinet de 16 puertos resulta un 23 % maés
caro que el correspondiente sistema de 8 nodos Compaq Proliant DL360 G5 duales
(Dual Core Intel Xeon 5150 a 2.66 GHz), interconectados con un switch Myrinet de
8 puertos. Ademas, esta diferencia en precio crece significativamente al aumentar el
nimero de nodos, ya que el coste de la red de interconexién no crece linealmente
con el tamano del sistema; por ejemplo, el coste de un sistema de 128 nodos es un
27 % mayor que el de su sistema homologo de 64 nodos.

Una de las principales ventajas del uso de nodos duales es la potencial reduccion
en el tiempo de comunicaciones intranodo (entre dos procesos ejecutandose en el
mismo nodo), ya que pueden realizarse mediante memoria compartida. Sin embargo,
para determinadas aplicaciones las configuraciones duales pueden resultar altamente
ineficientes debido a la competicion de los procesadores de un mismo nodo por los
recursos compartidos, memoria principal e interfaz de red.

2.2.1. Redes de Interconexién

En el diseno de un cluster es posible elegir entre una amplio abanico de redes de
interconexioén que van, desde redes LAN estandar de bajo coste, hasta redes espe-
cialmente disenadas para la computacion en cluster de precio elevado. La eleccion de
la tecnologia de la red de interconexién caracteriza en gran medida tanto el precio,
como el rendimiento final del sistema y ha de realizarse en base a multiples factores
que incluyen el coste, el rendimiento de la red en términos de su latencia y ancho
de banda, la compatibilidad con el hardware y software de otros componentes del
cluster y el patron especifico de comunicaciones de las aplicaciones que se ejecutaran
en el sistema.

Dentro de las distintas redes de interconexion, podemos distinguir; la red TCP /IP
sobre Fast Ethernet que emplea en las transmisiones realizadas el protocolo de co-

!Estimacién basada en los precios oficiales de Compaq y Myricom, Enero de 2007.
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municaciones TCP/IP, y la red Myrinet basada en switches. Tipicamente, el envio
de mensajes usando el protocolo TCP/IP implica la realizacién de copias entre buf-
fers de sistema y el espacio de memoria de usuario del proceso. Estas copias, y las
interrupciones que llevan asociadas, representan una parte significativa del tiempo
total de envio del mensaje, lo que supone una gran sobrecarga en las comunicaciones
que se hace mas ostensible segiin aumenta el ancho de banda de la red.

En los ultimos anos se ha trabajado mucho para mejorar el rendimiento de las
comunicaciones en este tipo de sistemas. En este contexto, se han propuesto dos
técnicas: el protocolo de red a nivel de usuario y el protocolo de copia cero [32].

El protocolo de red a nivel de usuario elimina la sobrecarga producida por el
procesamiento del sistema operativo habilitando el acceso directo del proceso a la
red, de forma que una vez reservada la memoria de los buffers de envio y recepcion,
no es necesario realizar ninguna llamada al sistema para enviar o recibir un mensaje.
El diseno y desarrollo de este protocolo ha conducido a la consolidacién del estdndar
VIA (Virtual Architecture Interface) [18].

La otra técnica utilizada, el protocolo de copia cero, se basa en la idea de que los
datos se pueden enviar/recibir directamente desde/en las aplicaciones sin necesidad
de hacer copias de los mismos en buffers intermedios. Un ejemplo de implementacion
experimental de esta técnica se puede encontrar en Trapeze [2| basado en Myrinet.

Una red que combina ambas técnicas es la red Myrinet. Desarrollada por la
compania Myricom, surge de dos proyectos de investigacion, el California Institute
of Technology Mosaic y el University of Southern California Information Sciences
Institute Atomic LAN. La red Myrinet [7] deriva de la tecnologia de comunicaciéon
de los procesadores masivamente paralelos, tratandose, por lo tanto, de una red de
baja latencia. Consiste en una serie de conexiones full-duplex punto a punto entre
los procesadores y los switches. Los switches Myrinet pueden proporcionar hasta
16 puertos, pudiéndose conectar formando topologias regulares o irregulares dando
lugar a una gran red. Otra caracteristica destacada de la tecnologia Myrinet es la
utilizacion de adaptadores de red programables, consistentes en: un procesador RISC
de 32 bits denominado LANai9, una memoria SRAM desde 2 Mbytes a 8 Mbytes,
un puente PCI y un controlador de DMA. Esta arquitectura hace de la red Myrinet
una red de alto rendimiento y alta disponibilidad que proporciona una interconexiéon
idénea en clusters.
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2.3. Modelos de programacion

Las aplicaciones paralelas deben ser escritas siguiendo un modelo de programa-
ci6on concreto. El caso méas simple de ejecucion paralela consiste en el modelo de
multiprogramacion, en el cual varios programas secuenciales son ejecutados simulta-
neamente sobre diferentes procesadores sin ninguna interaccion entre ellos. Pero el
caso mas interesante lo constituyen los programas paralelos propiamente dichos. Ba-
sicamente se puede decir que existen cuatro alternativas para construir un programa
paralelo: la paralelizaciéon manual usando pase de mensajes, la paralelizacién manual
de sistemas de memoria compartida, la paralelizacién semi-automaética basada en el
paradigma de paralelismo de datos, y la paralelizacién automatica. A continuaciéon
vamos a realizar una breve introduccién a cada una de ellas.

» Modelo de programaciéon de pase de mensajes: en este modelo se define
un conjunto de procesos con su propio espacio de memoria, pero que pueden
comunicarse con otros procesos mediante el envio y la recepcion de mensajes
a través de la red de interconexién. La implementaciéon de esta metodologia
se suele realizar anadiendo librerias especificas a los lenguajes de programa-
cion estandar, fundamentalmente C y Fortran. Actualmente, existen también
librerias estandar ampliamente difundidas como PVM (Parallel Virtual Ma-
chine) [30, 31] y MPI (Message Passing Interface) [41, 59]. Se utiliza principal-
mente en multiprocesadores de memoria distribuida y en redes de estaciones
de trabajo, lo cual permite usar este modelo en redes heterogéneas compuestas
por diferentes sistemas con distintas arquitecturas.

= Modelo de programacion de sistemas de memoria compartida: los
programas paralelos ejecutados en sistemas de memoria compartida se des-
componen en varios procesos que comparten los datos asociados a una porcion
de su espacio de direcciones. La coordinacién y cooperacién entre los procesos
se realizan a través de la lectura y escritura de variables compartidas y a través
de variables de sincronizacion. Cada proceso puede llevar a cabo la ejecucién
de un subconjunto de iteraciones de un lazo comiin, o bien, de forma mas
general, cada proceso puede obtener sus tareas de una cola compartida. La
programaciéon més eficiente, aunque dificil, se establece a través de construc-
ciones de bajo nivel tales como barreras de sincronizaciéon, regiones criticas,
locks, seméforos, etc.

= Modelo de programaciéon de paralelismo de datos: se utiliza principal-
mente para simplificar la programacion de los sistemas de memoria distribuida.
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En esta aproximacion, a un programa secuencial se le anaden directivas o se
le insertan anotaciones para guiar al compilador en su tarea de distribuir los
datos y las computaciones. Los lenguajes de paralelismo de datos mas ex-
tendidos son CM-Fortran (Connection Machine Fortran) [86], Fortran D [26],
Craft [77], Vienna Fortran [91] y, més recientemente, el High Performance
Fortran (HPF) [45].

» Paralelizaciéon automaéatica: el compilador asume todas las estrategias y de-
cisiones, y genera automaticamente la versién paralela equivalente al codigo
secuencial escrito en un lenguaje de programacion convencional. En general
los paralelizadores automaéticos actuales ofrecen buenos resultados cuando los
codigos a paralelizar tienen patrones de acceso regulares a los datos. Sin embar-
go, la paralelizaciéon automatica de codigos irregulares, y entre ellos los codigos
dispersos, es una tarea mucho mas complicada y que no ha encontrado todavia
una solucién eficiente.

2.4. Grado de paralelismo

Otra caracteristica de los sistemas paralelos es lo que se denomina granulari-
dad. La granularidad es una forma de medir el grado de paralelismo que explota el
sistema [27], indicando la cantidad de computaciones que pueden realizar los proce-
sadores sin interaccionar entre ellos. Asi, en un modelo de granularidad gruesa, el
programa se divide en varias partes que precisan poca comunicacion entre si. Los sis-
temas paralelos formados por procesadores potentes y débilmente interconectados,
parecen més adecuados para aplicaciones de granularidad gruesa. Por el contrario,
en los modelos de granularidad fina, la comunicacién entre los procesadores es mas
intensa y se ejecutan relativamente pocas instrucciones sin necesidad de comuni-
caciones. Para las aplicaciones de granularidad fina, los sistemas con procesadores
sencillos y fuertemente interconectados entre si resultan mas eficientes.

Para la realizacion de esta memoria se han disenado programas paralelos que se
ejecutan sobre sistemas multiprocesador de memoria distribuida y sobre sistemas
cluster. Por un lado, hemos explotado el paralelismo a nivel de lazo (granulari-
dad media) y se ha utilizado un modelo SPMD (Simple Programa, Multiple flujo
de Datos) en el que todos los procesadores ejecutan el mismo programa de forma
independiente sobre distintos datos. Por otro lado, hemos propuesto también un
paralelismo de grano grueso, de modo que las mismas iteraciones del algoritmo se
computan a la vez en todos los procesadores pero con distintos pardmetros iniciales.
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Cada cierto tiempo, los distintos procesadores se comunican entre si para ver qué
procesador converge mejor hacia la solucion; y todos contintian con las iteraciones
partiendo de los datos recogidos, aportando cada uno ligeras modificaciones.

2.5. Sistemas paralelos sobre los que se ha desarro-
llado la programaciéon

La programacion paralela de un sistema multiprocesador se realiza mediante
lenguajes que permitan expresar el paralelismo e intercambiar informacion de los
procesadores entre si [89].

A lo largo de esta memoria utilizaremos el sistema paralelo AP3000 de Fujitsu y
un cluster beowulf para validar nuestras propuestas paralelas. Los cddigos han sido
paralelizados siguiendo el modelo de programaciéon de pase de mensajes utilizando
MPI (Message Passing Interface). Para disefiar nuestros programas hemos utilizado
los lenguajes de programacion C y Fortran junto con las rutinas de comunicacién de
pase de mensajes. El modelo basico que usaremos sera el SPMD, de tal forma que
todos los procesadores ejecutan el mismo c6digo sobre diferentes conjuntos de datos.
Los procesadores trabajan de forma independiente, sincronizandose, si es necesario,
en las etapas de comunicacién.

2.5.1. Multiprocesador de memoria distribuida AP3000 de
Fujitsu

El AP3000 de Fujitsu [46] es un sistema que puede considerarse como un com-
putador paralelo de memoria distribuida o como un grupo (cluster) de estaciones
de trabajo unidas por una red de alta velocidad. Este sistema utiliza procesadores
UltraSPARC de 64-bits. En estos procesadores la cache de primer nivel se encuentra
particionada para instrucciones y datos, con 16 Kbytes de capacidad para cada una
de las partes. La cache de segundo nivel se comparte entre instrucciones y datos y
tiene una capacidad de 2 Mbytes.

Entre las caracteristicas més importantes del AP3000 se encuentran las siguien-
tes:

» Implementaciéon de alto rendimiento utilizando procesamiento paralelo multi-
nodo: habitualmente en el procesamiento paralelo, las comunicaciones entre los
nodos afectan en gran modo al rendimiento general del sistema. Para poder al-
canzar un alto rendimiento en procesamiento paralelo, es necesario un sistema
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Figura 2.1: AP-Net del Fujitsu AP3000.

de comunicaciones entre nodos que presente una baja latencia y un alto ancho
de banda. Para conseguir aumentar la velocidad de transmision, el AP3000
utiliza una red de comunicacién de alta velocidad denominada AP—Net. Ade-
maés, el AP3000 consigue un nivel de latencia reducido y un elevado ancho de
banda en las comunicaciones entre nodos. Para que el nivel de latencia sea
bajo, es importante no s6lo aumentar la velocidad de transmisién de datos en
la red, sino también reducir de forma significativa el tiempo necesario para
establecer y configurar el envio de los mensajes. Por ello, el AP3000 soporta
un sistema de comunicaciones a nivel de usuario de forma que la comunicacién
de mensajes puede ser activada directamente sin ningtn tipo de ayuda por
parte del sistema operativo.

Soporte para el aumento del nimero de nodos y de canales de entrada/salida:
el AP3000 tiene la capacidad de aumentar de un modo sencillo, el grupo de
estaciones de trabajo que lo forman, asi como la ampliaciéon de su red de co-
municacion de alta velocidad. Para la red AP—Net se utiliza una red toroidal
bidimensional con alto nivel de expansion, y su escalabilidad le permite sopor-
tar desde 4 hasta 1024 nodos, pudiendo llegar a obtener un pico de rendimiento
de la maquina en su configuracién méxima de 614 Gflops/s.

La red de interconexion AP-Net estd basada en una topologia toroidal bidi-

mensional y consiste en un conjunto de controladores de encaminamiento (RTCs)
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Nimero de PEs 4 a 1024
Ciclo de reloj 3.3 ns

Rendimiento teoérico por procesador | 600 Mflops
Rendimiento tedrico maximo 614 Gflops

Procesador SPARC

Memoria méixima por nodo 2 Gbytes
Memoria maxima 2 Thbytes

Velocidad de la red de interconexion | 200 Mbytes/s

Estructura de la red toro 2-D

Tabla 2.1: Caracteristicas del AP3000.

encargados de dirigir los mensajes. En la figura 2.1 se representa un esquema de la
AP-Net. La tarjeta MSC (Message controller) se encuentra conectada a cada no-
do a través de un SBus (bus de entrada/salida) para su conexion con la AP—Net.
La tarjeta MSC esta formada por un chip controlador de mensajes (MSC) y una
memoria buffer. E1 MSC incluye controladores DMA para la transferencia de datos
con la AP-Net. La velocidad maxima de transferencia es de 200 Mbytes/s. Otras
caracteristicas de este sistema se muestran en la tabla 2.1.

2.5.2. Cluster beowulf del CESGA

Existen varios sistemas que pueden encuadrarse dentro de las arquitecturas en
cluster, en particular inicamente consideraremos sistemas tipo beowulf. Un cluster
beowulf es un sistema de célculo local compuesto por un conjunto independiente de
computadores o nodos y una red que los conecta. El término local hace referencia
al hecho de que todos los componentes y subsistemas del beowulf se supervisan y
administran atendiendo a criterios comunes, de forma que el conjunto de nodos se
trata como un tnico sistema. Los nodos computacionales que constituyen el beowulf
son PCs o multiprocesadores simétricos (Symmetric Multiprocessors, SMP) de PCs
integrados mediante una red de area local (Local Area Network, LAN) o una red de
area de sistema (System Area Network, SAN). El sistema operativo que se instala en
los nodos es alguna variedad de Unix, tipicamente Linux o Solaris, aunque también
es posible encontrar plataformas basadas en Windows NT.

El sistema beowulf evaluado en este trabajo, instalado en el Centro de Supercom-
putacion de Galicia [14] es una plataforma homogénea que consta de 16 servidores
Compaq DL320 que forman un total de 16 CPUs Pentium III a 1GHz, con un rendi-
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Componente Tipo

CPU Intel Pentium III 1GHz

Memoria 512 Mbytes

Disco ATA 40 Gbytes

Sistema Operativo | Rocks 4.0

Compilador Portland Group version 3.3-2

Libreria MPI MPIT Software Technology MPICH-GM 1.2.1..7b

Tabla 2.2: Configuracion hardware y software de los nodos del cluster beowulf
del CESGA.

miento pico de 16 Gflops. Cada nodo tiene 512 Mbytes de memoria y un disco local
ATA de 40 Gbytes (ver la tabla 2.2). Los nodos estén interconectados mediante una
red Myrinet 2000 [67] de baja latencia (para mensajes MPI <8us) y alto ancho
de banda (200 Mbytes/s). Ademas, todos los nodos estédn conectados mediante un
switch Fast Ethernet a un servidor Compaq DL380 (ver figura 2.2) que actiia como
servidor de almacenamiento y como front-end para la conexion de los usuarios y las
tareas iterativas (compilacion, edicion de archivos, etc, ...). Este servidor cuenta con
4 discos Ultrad SCSI de 36 Gbytes en configuracion RAID 5.

Front—end Switch

—

=] Fast — PO
Ethernet * Myrinet
2000
—1P15 J

Switch |- Nodos

2'/ Out of Pentium III 1GHz

— 7| Band Ethernet

Servidor de
almacenamiento RAID

Figura 2.2: Esquema del sistema beowulf instalado en el CESGA.



Capitulo 3

Perfil computacional del cédigo de
optimizaciéon MINOS

En este trabajo se aborda la paralelizaciéon de un algoritmo de optimizacion
cuasi-Newton sobre multiprocesadores de memoria distribuida y clusters de PCs. El
c6digo del que partimos como base es el propuesto en el software de optimizacién
MINOS [66].

Abordaremos, en primer lugar, una paralelizaciéon de las rutinas algebraicas com-
putacionalmente més costosas. En este campo contamos con una gran experiencia
en la paralelizacion de factorizaciones de matrices dispersas tanto en sistemas de
memoria distribuida como en sistemas de memoria compartida [57, 58, 71].

Como fases previas a la paralelizacion, se deben realizar dos pasos de gran im-
portancia. El primero consiste en analizar el perfil computacional del algoritmo que
se va a implementar. Este paso es imprescindible para determinar las rutinas del co-
digo que necesitan un mayor tiempo de computacion, y establecer qué rutinas son lo
suficientemente costosas para que la reduccion en el coste computacional compense
los gastos inherentes a la implementacién paralela de acuerdo con la ley de Amdahl.
Este anéalisis simplificara nuestro trabajo, de tal modo que realizaremos tinicamente
una implementacién paralela de estas tiltimas rutinas, descartando la paralelizacién
de aquéllas poco costosas que apenas influyen en el rendimiento del algoritmo.

En segundo lugar, habra que realizar un anélisis de las dependencias para cada
una de las subrutinas candidatas a ser paralelizadas. De modo que nuestras pro-
puestas paralelas traten de adaptarse a estas dependencias para obtener el méximo
rendimiento posible.

En este capitulo, se aborda el estudio del perfil computacional del algoritmo
empleado por el codigo MINOS para resolver problemas de optimizaciéon no lineal

35
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en los términos indicados anteriormente. Ademas, se presenta una descripcion de
la funcién que realizan las subrutinas méas costosas, y de los algoritmos que las
implementan. Por ultimo, se analizan las dependencias de cada una de las rutinas
que hemos decidido paralelizar, con el fin de distribuir los datos y las computaciones
paralelas adaptandonos a estas dependencias, minimizando el niimero de mensajes
entre procesadores, y explotando al méximo el grado de paralelismo.

3.1. Estudio computacional de un cédigo de optimi-
zacion basado en un algoritmo cuasi-Newton

En este trabajo tratamos de resolver problemas de optimizacién con funcion
objetivo no lineal y restricciones, si existen, lineales. Nuestro objetivo es que el
método se pueda aplicar eficazmente a problemas de gran tamano. Por lo tanto,
vamos a utilizar el algoritmo del gradiente reducido, basado en un conjunto activo
de restricciones, que utiliza un método cuasi-Newton para tratar las no linealidades
de la funcién objetivo.

Para decidir qué rutinas se deben paralelizar se ha realizado un anélisis compu-
tacional del codigo de optimizacion sobre tres de los problemas que se han utilizado
como banco de pruebas. Los resultados, especificando los porcentajes de tiempo
requeridos por los tres estados de un método cuasi-Newton, se muestran en la ta-
bla 3.1. Se puede observar que el método cuasi-Newton consume la mayor parte del
tiempo del codigo de optimizacién, de ahi que resulte tan interesante su paraleliza-
cion. Dentro del algoritmo cuasi-Newton, es la actualizacion de la Hesiana la que
requiere un mayor coste computacional. Por lo tanto, un algoritmo paralelo eficiente
tratard de obtener el maximo rendimiento de este estado, aunque ello implique un
pequeno coste en la paralelizacién de los otros dos. Para ello resulta fundamental
adaptarse a las dependencias de datos existentes en la aplicacion de la actualizacion
de la Hesiana, y realizar la distribuciéon de la matriz aproximacion de la Hesiana
de forma que cada procesador pueda realizar la mayor cantidad de computaciones
posibles antes de que sea necesaria una comunicaciéon con otros procesadores del
sistema. Con este objetivo, en las secciones que vienen a continuacion se describen
las subrutinas que se pretenden paralelizar y se analizan sus dependencias de datos.

En el método de optimizacién existen otras subrutinas en las que se modifica la
aproximacion de la Hesiana. Estas subrutinas no tienen préacticamente coste com-
putacional pero se deben tener en cuenta a la hora de distribuir esta matriz si no
se desean realizar envios de datos entre procesadores cada vez que se deba ejecutar
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Nombre del problema HUES-MOD | AUG2D | DTOC1L
Nuamero de variables 1430 1600 1998
Porcentaje Actualizacién cuasi-Newton 82.6 % 89.6 % 81.4%
de tiempo Resolucién triangular 9.5% 4.1% 6.9%
consumido en Busqueda del tamafio de paso 1.7% 3.4% 5.4%
los distintos estados Otros 6.2 % 2.9% 6.5%

Tabla 3.1: Porcentaje del tiempo computacional consumido en cada estado
de un método cuasi-Newton.

una nueva subrutina. Basicamente lo que hacen estas subrutinas es anadir o elimi-
nar variables del conjunto de trabajo, lo que implica anadir o borrar columnas de la
aproximacion de la Hesiana. Cada vez que se realiza alguna de estas modificaciones
esta matriz pierde su forma triangular, lo que implica una nueva actualizacion. Este
es uno de los motivos por los que la actualizacion de la Hesiana consume la mayor
parte del tiempo de ejecucion de nuestro cddigo de optimizacion. La descripcion de
la paralelizacion de estas subrutinas se va a obviar dada su trivialidad y su escasa
influencia en el coste computacional del algoritmo.

3.2. Actualizacion de la Hesiana

En un método cuasi-Newton, como ya se ha indicado previamente, no se utiliza la
matriz Hesiana sino una aproximacion de la misma. Si la matriz Hesiana es simétrica
y definida positiva se puede utilizar el método BFGS, que descompone la matriz
segin la factorizacion de Cholesky By = Ul'Uy, siendo U, una matriz triangular
superior [64]. Ademés, para encontrar la direccion de biisqueda se debe resolver el
sistema Bypy = —gi. Dado que B, = Ul Uy, la resolucion de este sistema implica
la resolucién de dos sistemas triangulares. Sin embargo, a lo largo del proceso de
optimizacion, en cada iteracion, la matriz Uy, sufre modificaciones de rango uno [34],

Uk =U,+ UUT,

donde u y v son vectores de tamano n.

Para poder seguir resolviendo estos sistemas modificados como si fuesen trian-
gulares, lo que implica un menor nimero de operaciones, tendremos que realizar
de nuevo la factorizacion de Cholesky de la matriz modificada. Con el fin de evitar
el calculo de una nueva factorizaciéon de Cholesky en cada iteracién, que tendria
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un coste O(n?), se trata de obtener dicha descomposicion a partir de la actualiza-
cion de los factores de la matriz Uy, [33] en O(n?). Esta actualizacién consiste en la
aplicacion de un conjunto de rotaciones planas que le devuelven a la matriz U, su
forma triangular. Dichas rotaciones se describen a continuacién. En primer lugar,
definimos formalmente el concepto de matriz de rotaciéon y cuél es el efecto de su
aplicaciéon sobre un vector o una matriz. Se generaliza la idea de rotacién plana,
consiguiendo lo que se denomina rotaciéon global plana, encadenando la aplicaciéon
de varias matrices de rotaciéon. Por ultimo, explicamos como se realiza, utilizando las
rotaciones globales planas, la factorizaciéon QR de una matriz tras haber sufrido una
modificacién de rango uno. En nuestro algoritmo cuasi-Newton se produce, en cada
iteracion, una situacién similar, siendo necesaria la aplicacion de las dos rotaciones
globales planas que se describen en esta seccion.

3.2.1. Rotaciones planas

En este trabajo se utilizan rotaciones planas para actualizar la factorizacion de
una determinada matriz. La importancia de las factorizaciones es la generacién de
ceros en posiciones estratégicas de la matriz. Si estos ceros se pierden tras sufrir
la factorizacion una serie de modificaciones, habra que volver a obtener el patron
triangular original, y las rotaciones planas se aplican con esta finalidad.

Dado un vector v, podemos anular el elemento de v localizado en la posicion j,
sin mas que aplicar a dicho vector una rotacién plana. Esta rotaciéon lleva asociada
una matriz ortogonal W;; que se define, asumiendo que v; # 0 y v; # 0, del siguiente

modo [40]:
r—_,/vi2+v]2-, c=2 Yy 5= ﬁ, (3.1)
r r

donde ¢ y s se corresponden respectivamente con el coseno y el seno del 4ngulo de
rotacion. De modo que la matriz V;; serd una matriz que solo difiere de la identidad
en las filas ¢ y j donde los elementos toman los valores:

Vi =c, V=35, Yy=-5 Yy Y;=c (3.2)

Cuando se aplica esta matriz de rotacion sobre el vector v (¥;;v) s6lo se modifican
las componentes ¢ y j de v permaneciendo las demés componentes inalteradas.

Nuestro algoritmo cuasi-Newton no usa exactamente rotaciones planas sino ro-
taciones seguidas de una reflexion sobre un eje [33|, denominadas transformaciones
de Givens. Las reflexiones tienen las mismas propiedades numéricas que las matrices
asociadas a rotaciones planas, pero ademaés tienen la caracteristica de ser simétricas.
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Para la matriz ¥;; usada, los elementos de las filas ¢ y j tomaran los siguientes
valores:

Vi =c, Yy=8 Y=5 Yy Yj=—c (3.3)

3.2.2. Rotaciones globales planas

Una rotacion global plana es un conjunto de rotaciones planas aplicadas siguien-
do un determinado orden. Formalmente, se define como la matriz ortogonal que
resulta de multiplicar las matrices asociadas a las distintas rotaciones que forman la
secuencia [35].

Estas rotaciones permiten obtener un patréon especifico de ceros, anulando ele-
mentos en posiciones y en un orden preestablecidos. Por ejemplo, si se quiere trans-
formar un vector v de dimensiéon n a un miltiplo de ey, tendremos que anular las
componentes de v; a v,_1. Una forma de conseguirlo, aunque no la tinica, es realizar
una rotacion global plana en el orden (n —2,n —1),(n —3,n —2),---,(0,1). Si
denominamos a esta rotacion S, su representacion formal seria la matriz,

Sl - \110,1 e \Iln—3,n—2\lln—2,n—1-

Este proceso se ilustra en la figura 3.1 para un vector de dimensiéon 4. Cada
flecha indica la aplicacion de una rotacion y los elementos primados son los que han
sufrido algiin cambio en su valor una vez hecha la rotacion.

Vo Vo Vo Y
Vi 1 23) |vy| 12 |vy| O | 0o
VN % Tlo|l o
Vg 0 0 0

Figura 3.1: Efecto de la rotacion global plana (2, 3), (1,2), (0, 1) sobre un vector v.

3.2.3. Factorizacion QR
Supongamos el caso general de una factorizacion QR [40] de una matriz A:

A=QR o Q"A=R,
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donde () es una matriz ortogonal y R una matriz triangular superior. Sea A una
modificacién de rango uno de la matriz A, es decir,

A=A+wuwT,

donde u # 0y v # 0. Existe un método, denominado actualizacion QR, para obtener
los factores QR de A directamente modificando los de A, sin tener que volver a
calcular la factorizacion [35].

El primer paso del proceso de actualizaciéon implica aplicar una parte de la fac-
torizacién antigua a la nueva matriz. Multiplicando A por Q, obtenemos:

QTA=Q"(A+w’) = R+wv', donde w=Q"u. (3.4)

El producto QT A es una modificacién de rango uno de R provocada por los
vectores w y v.

Para actualizar los factores, tendremos que considerar una matriz ortogonal @T
que transforme la matriz R + wv” en una matriz triangular superior R:

Q" (R + wv") = R. (3.5)

Por lo tanto, @T y R son los factores de R + wv”. Dada una matriz @T satisfa-
ciendo 3.5, la ecuacion 3.4 implica que:

R = QT(R +wv’) = QTQTA.

Como las matrices ) y @ son ortogonales, su producto Q = Q@ también lo
sera. El proceso de actualizacion se reduce a encontrar una matriz ortogonal @T que
transforme una modificacién de rango uno de una matriz triangular superior R en
una matriz triangular superior R. Esta matriz ortogonal se puede obtener aplicando
dos rotaciones globales planas. A continuacién, describimos una de las posibilidades
para determinar estas rotaciones.

La primera rotacion, que denotamos por Sp, transforma la matriz de rango uno
wv? a una estructura que cause la menor influencia posible sobre la estructura de la
matriz triangular R. Por lo tanto, se elige S; para reducir el vector w a un miltiplo
de e,_1, es decir, un vector que tiene todas sus componentes, excepto la tltima,
iguales a cero. De este modo,

Siw =ve,_1, donde |y|=|w], (3.6)

donde |- | es el modulo de un escalar y || - ||2 la norma 2 de una matriz, que se define
como el mayor valor singular de la matriz.
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Se sigue que:

0 - 0
T : :
En_ 1V =7 , 3.7
Y€n—1 0 N 0 (3.7)
Vo V1 - Up—2 Up_1

y, por tanto, todas las filas de S;wv” son cero excepto la tltima.

La rotacion Sp, llamada rotacion global hacia atras, se define a partir de n — 1
rotaciones planas siguiendo el orden (n — 1,n —2), (n — 1,n —3), ---, (n — 1,0).
Formalmente, S; se representa como el producto de matrices:

Sl - \I/n—l,O T \I/n—l,n—3\1jn—1,n—2' (38)

01234 01234 01234
OX |0O[X X X X X 0X | 0X X X X X o/X | 0[X X X X X
UX | 1] X X X X UX | 1] X X X X 14X | 1] X X X X
2/X | 2 X X X X X X 2 2l —=X X X
3X |3 X X X X 310 '3 mm
4X | 4 X X 404 ~fm

(4,2)

01234 01234
OX | O[X X X X X o000l ommmmm
1 1 X X X X 110 1] X X X X
20 2/ mmm 20| 2 X X X
310 13 X X 30| 3 X X
4 4 f fm am|alf fffm

4

(4,1)

Figura 3.2: Evolucién del algoritmo de la rotaciéon global hacia atras.

El orden utilizado en las rotaciones planas produce el siguiente efecto sobre la
matriz triangular superior R: cuando se aplica S; a R, la estructura de las primeras
n — 1 filas permanece inalterada, pero la tltima fila de S;R se hace densa. Sin
embargo, a pesar de que la forma triangular superior de las n — 1 primeras filas
permanece inalterada, los valores numéricos de estas filas se ven modificados.
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El efecto de la rotaciéon S, sobre la matriz R puede apreciarse en la figura 3.2 para
el caso de una matriz de orden cinco. Cada paso representa una rotacién plana. Los
elementos de R se representan simbolicamente después de cada rotacion del siguiente
modo: “x” denota un elemento no nulo de la matriz que no ha sido alterado; “m”
representa un elemento modificado; “f” denota un previo cero que se ha convertido
en un elemento no nulo.

Después de la primera rotacion global, S R es una matriz triangular superior con
la Gltima fila densa. Dada la estructura que tienen S; R y Siwv’, la suma de estas
matrices resulta:

R = SiR+ Sywv” = S)(R +wv™), (3.9)

que es también una matriz triangular superior con la tltima fila densa.

Para que la matriz R’ recupere la forma triangular es necesario eliminar los n— 1
primeros elementos de su ultima fila, para ello se aplica una segunda rotacién S,
(denominada rotacion global hacia adelante) a través de rotaciones planas en el
orden (0,n—1), (1,n—1),---, (n—2,n —1).

Para determinar S, se utiliza la primera columna de R’ para definir la rotacion
V(.1 que crea un elemento nulo en la entrada (n —1,0) de R, y altera todas las
entradas de la primera fila de R’. A continuacion, a partir de la segunda columna de
W4, It definimos la rotacién W), ; que produce un cero en la posicién (n —1,1).
En este punto, el orden de las rotaciones es crucial, ya que como los elementos
(1,0) y (n —1,0) son cero, la aplicacion de ¥/, ; no modifica el cero introducido
anteriormente en (n — 1,0).

Las siguientes rotaciones aplicadas tienen la propiedad de anular los demés ele-
mentos de la ultima fila conservando los ceros creados por las rotaciones previas,
como se ilustra en el ejemplo de la figura 3.3.

Finalmente, la rotacién global hacia adelante sera:

Sy =W W W (3.10)

n—2n—1"

Después de aplicar completamente esta rotacion, los primeros n — 1 elementos
de la tltima fila de R’ vuelven a ser cero por lo que la matriz resultante R = S, R’
serd una matriz triangular superior. Por otro lado, la matriz ortogonal @ buscada,
se define como:

@T =551 y Q = Q@ = Q5251, (3-11)

de donde se sigue que,
A=QSTSIR=QR, (3.12)
y Q y R son los factores de QR de A. En el caso concreto de un algoritmo cuasi-
Newton, la matriz A = U, seria una matriz triangular superior, de modo que sus
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01234 012 3 4 012 3 4
o)X X X XX 0 X X X X ommmmm
1 X X X X 17§>XXXX 1 X X X
2 X X X 2 X X X 2 X X X
3 X X 3%9 X X 3 X X
4 X X X X X UXXXX 4 mmm

(0.4) (14)

01234 01234 012 34
OX X X X X o)X X X X X o)X X X X X
11 mmmm 1 X X X X 1 X X X X
2 X X 2 mmm 2 X X X
3 X X 3 3 mm
Yo Ommm 400 omm 4000 0m

2.4) 3.4)

Figura 3.3: Evolucién del algoritmo de la rotaciéon global hacia adelante.

factores serian () = [ y R = Uj. Sustituyendo en la ecuaciéon 3.4, la ecuaciéon 3.5

queda:

Q"U, = R. (3.13)

Por lo tanto, aplicando las dos rotaciones globales planas descritas se obtiene de

nuevo una matriz triangular.

3.3. Calculo de la direcciéon de busqueda

En cada iteracion de un método cuasi-Newton es necesario calcular la direccion
de busqueda p, hacia la cual se debe mover la soluciéon desde el punto actual x.
Para ello es necesario resolver el sistema lineal,

Bipr = —gu (3.14)

Si sustituimos la aproximacién de la Hesiana By, por su factorizacion Ul Uy, la

ecuacion 3.14 se convierte en:

Uy, Ukpk = — Gk (3.15)



44 Capitulo 3. Perfil computacional del cédigo de optimizacion MINOS

La resolucion del sistema lineal de la ecuacién 3.15 implica la resoluciéon de
dos sistemas triangulares: primero, un sistema triangular inferior Ul'q = —g;, y
posteriormente un sistema triangular superior Uyp, = q.

3.3.1. Resolucién de sistemas triangulares

Supongamos el sistema triangular inferior,

Lz = b,
donde L es una matriz triangular inferior no singular. En forma matricial, el sistema
seria:
loo Lo bo
l1,o l1,1 x1 by
= . . (3.16)
ln—l,o ln—l,l T ln—l,n—l Tn—1 b—1

En la primera ecuacion,
lo,oxo = by,
existe s6lo una incognita, la variable xy, que puede obtenerse inmediatamente de la
division,
bo
To = —.
loo
La segunda ecuacion,
Lioxo 4+ Lz = by,
implica dos variables, z¢ y 1. Como z ya la hemos calculado, x; viene dada por,
by — l1,0331
= —.
l11

Siguiendo con este proceso, para k > 1, x; se puede definir en términos de x,
e, Xp_1, COMO:

b — 1 —1 — =l g 1T
T = ( k k,0L0 k121 kk—1Tk 1)‘ (3_17)
Uik
Para k =0,---,n —1, el valor de z;, esta bien definido porque [ s es distinto de

cero.
Este proceso eminentemente secuencial también se puede aplicar a la resolucion
de un sistema triangular superior pero comenzando por la obtencién de x, ;. El
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proceso de resolucion de un sistema triangular inferior se denomina sustitucién hacia
adelante, mientras que el de la resolucién triangular superior recibe el nombre de
sustitucion hacia atréas.

3.4. Dependencias de datos: actualizacion de la He-
siana y direccién de biisqueda

En esta seccion se analizan las dependencias existentes en dos de las subrutinas
méas costosas de un método cuasi-Newton [70, 73]. El objetivo de este estudio es
proponer un algoritmo paralelo que se adapte a estas dependencias de datos, y que
a su vez, sea lo mas eficiente posible.

El proceso de actualizacién de la matriz aproximacién de la Hesiana consiste en
la aplicacién de dos rotaciones globales planas que introducen en esta matriz una
modificaciéon de rango uno, pero sin que esto suponga la pérdida de su estructu-
ra triangular. Para ilustrar el proceso, supongamos que se dispone de una matriz
triangular R de orden 3. Tras la aplicaciéon de una rotacion global hacia atras (S;)
la matriz R se convierte en R/, una matriz triangular con la dltima fila densa. Es-
ta ultima fila de la matriz se almacena en un vector v. Para recuperar la forma
triangular original, la matriz R’ sufre una nueva rotacién, S,, convirtiéndose en la
matriz triangular R. Este proceso, asi como los grafos de dependencias asociados a
la aplicacién de estas dos rotaciones, se ilustra en la figura 3.4.

Analizando los grafos se observan muchas similitudes en las dependencias de
datos existentes en las dos rotaciones. De hecho, en las operaciones del lazo inter-
no, que abarcan el computo de los elementos de la nueva matriz resultante y las
actualizaciones de la tltima fila, observamos el mismo tipo de dependencias. Sin
embargo, dentro del lazo externo, éstas son mas restrictivas en la rotaciéon global
hacia adelante (S2). Mientras que en la rotaciéon global hacia atras, el calculo de
los angulos de rotacion se hace de forma independiente y se podria implementar de
forma totalmente paralela, en la rotaciéon global hacia adelante, el calculo de cada
angulo depende de datos que han sido modificados en la iteracion anterior. Por lo
tanto, debido a que las dependencias més fuertes aparecen en la rotaciéon global
hacia adelante, nos centramos en su estudio.

En la figura 3.4 se puede observar que cada rotacion (j,n — 1) de Sy modifica los
elementos no nulos de la tdltima fila de la matriz asi como los elementos de la fila
j- A su vez para calcular el angulo asociado a la rotacion (j + 1,n — 1) se necesita
conocer el valor del elemento v;;; que ha sido modificado en la anterior iteracién
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ry Iy Iy Computar I3, g
'3 Is _

% Computar I{,r5,I4 ‘
Computar a 5

r i r 2\ r 4\ Computar Vy

| Computar V3,V

rdor Lazo interno
3'5 o
vV, \, Vo - =
1 2 '3 Computar I’l.rz,r4‘ %
;
S2 V=0, Actudlizar Vg -
1= 3.2 —L‘
T \, =0, Computar V-
T kalaad

o T —
375 Computar I3, Iy
V3

Figura 3.4: Grafos de dependencias asociados a la rotaciones globales planas.

del lazo externo.

El tinico paralelismo que podemos extraer esta asociado a las operaciones de lazo
interno, que son independientes entre si. Pero, en cada iteracién del lazo externo
es necesario conocer las modificaciones realizadas en la ultima fila de la matriz
durante la iteracién anterior, lo que implica que el procesador que actualice los
elementos de la dltima fila tendra que transmitir esta informacion a los procesadores
que la necesiten para computar los siguientes angulos de rotacion. El proceso es
esencialmente secuencial, y su aplicacién implica un gran nimero de mensajes.

De lo dicho anteriormente se deduce que el flujo de datos de la rotacién global
hacia adelante sigue una estructura triangular, de ahi que se puedan extraer de
manera inmediata similitudes entre este algoritmo y el de la resoluciéon triangular
inferior.

El grafo de dependencias de la resolucion triangular inferior (figura 3.5) es més
relajado que el grafo asociado a la rotaciéon global hacia adelante. Las dependencias
en sentido horizontal son las mismas, pero en sentido vertical son mas débiles. Mien-
tras en la rotacion hacia adelante cada modificacién de un elemento de la tltima
fila depende de las modificaciones anteriores, el célculo de los productos r?}qj son
independientes entre si, y s6lo van a influir en el computo del elemento del vector
solucion inmediatamente posterior.
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Actudizar 15

Iy | Computar q
ry, rc rk L o (T
4 '5'6 Actualizar I'y

Computar q2 = Actualizar r% L

Computar q 3

Figura 3.5: Grafo de dependencias asociado a la resoluciéon triangular inferior.

En el siguiente capitulo describiremos nuestra propuesta paralela que se basa
en un particionamiento de la matriz triangular R en ciertos bloques, a cada uno
de los cuales se le asigna un patron determinado de computaciones. Esta propuesta
minimiza el niimero de comunicaciones necesarias. La asignacion del trabajo dentro
de cada bloque asi como las comunicaciones necesarias entre bloques, se planifican
tratando de evitar las dependencias de datos descritas anteriormente.

3.5. CaAlculo del tamano de paso

El objetivo de esta fase del método de optimizacion es determinar la longitud de
paso A a lo largo de la direccion de busqueda py desde el punto soluciéon actual xy.
Se distinguen dos etapas:

1. Obtencién de \, mediante la resoluciéon del siguiente problema unidimensional
de optimizacion:

flzk + Mepr) = min f(xg +0pr), con 0<0 < Ao (3.18)

2. Sustitucién de x; por el nuevo punto soluciéon xy 1 = xp + A\gpk, lo que implica
el calculo del valor de la funcién y del gradiente en el nuevo punto solucion.

Existen distintos métodos para resolver el problema de optimizaciéon del paso 1,
como son el método de la biseccion, el método de Newton, el método de Fibonacci
o los métodos de interpolacion polinomial, entre otros [34]. Estos tltimos son los
més eficientes cuando la funcién a minimizar es continua. Los métodos polinomia-
les aproximan la funcién a un polinomio, usando informacién sobre el valor de la
funcién o del gradiente en algunos puntos. Si ademés, consideramos interpolacién
polinomial, lo que estamos afirmando es que el minimo del polinomio aproximacién
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de la funcién esta dentro del drea que delimitan los puntos usados para crear dicho
polinomio. MINOS utiliza interpolacién ctibica o cuadratica, segiin se disponga o no
del gradiente de la funcién en forma analitica. La interpolacion cibica es més preci-
sa que la cuadrética, sin embargo cuando no se dispone del gradiente de la funciéon
también ser4d mucho mas costosa.

Cuando no existe un procedimiento para calcular el gradiente de forma analitica,
se puede usar una aproximacién del gradiente mediante diferencias finitas:

h 7
donde h es una cantidad infinitesimal. Si m representa el ntiimero de variables no

Vf(k)i = (gr)i = (3.19)

lineales, la aproximaciéon para calcular el gradiente requiere m evaluaciones de f
ademas de f(xy).

El coste computacional del algoritmo de bisqueda de paso se debe fundamental-
mente a las evaluaciones de la funcién objetivo. Si tenemos que aplicar diferencias
finitas para computar el gradiente necesitaremos, como se ha dicho anteriormente,
m + 1 evaluaciones de la funcién f, lo que harda que el algoritmo sea computa-
cionalmente muy costoso. Sin embargo, no existen dependencias entre las distintas
evaluaciones de f, por lo tanto, se pueden realizar completamente en paralelo. El
rendimiento del algoritmo paralelo sera 6ptimo, ya que sélo es necesaria una comu-
nicacion entre los distintos procesadores del sistema una vez hayan sido evaluados
el gradiente y la funcién objetivo en el nuevo punto solucién. Si el primer tamano
de paso elegido verifica las condiciones de Wolfe habra una tinica comunicacién por
iteracion. Si por el contrario, no se verifican las condiciones de Wolfe serd necesario
repetir todo el proceso para buscar un nuevo tamano de paso. Normalmente, esta
bisqueda no suele repetirse mas de una vez, y de hacerlo, el proceso se repite pocas
veces hasta obtener el tamano de paso adecuado, lo que implica la necesidad de muy
pocas comunicaciones, incluso en el peor de los casos. Por lo tanto, se puede afirmar
que el rendimiento de este algoritmo paralelo estara limitado practicamente por el
nimero de variables no lineales.

Por lo tanto, si utilizamos un algoritmo paralelo para realizar todas las evalua-
ciones de la funcién necesarias para computar el gradiente, podremos aplicar un
método de interpolaciéon cubica para determinar el tamano de paso sin que el coste
sea excesivo. Ademés, una vez que se haya determinado el valor de A, este algoritmo
paralelo también se utilizard para computar el valor de la funcién y del gradiente en
el nuevo punto solucion.

El algoritmo de paralelizacién anteriormente descrito es analizado en el capitulo
4. El posible paralelismo que se puede extraer dentro del propio método de interpo-
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lacién cubica o cuadratica para acelerar el proceso de biisqueda de tamano de paso
es objeto de estudio en el capitulo 6.
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Capitulo 4

Paralelizacion sobre sistemas de
memoria distribuida

En este capitulo se propone una implementacién paralela de un codigo de op-
timizacion en el que la direccién de biisqueda se computa mediante un algoritmo
cuasi-Newton. En la aplicacién de este método existen dos partes principales en
cuanto a coste computacional, ambas susceptibles de paralelizacién. Por un lado, los
calculos algebraicos asociados a los distintos algoritmos que conforman el método;
y por otro, las evaluaciones de la funcién objetivo y su gradiente para cada posible
punto soluciéon. Las implementaciones paralelas de métodos cuasi-Newton que se
han propuesto en los tltimos anos se han centrado en alguno de estos aspectos.

Para problemas en los que la evaluaciéon de la funcién objetivo es computacio-
nalmente costosa, Schnabel [83] introduce una técnica denominada evaluacién espe-
culativa del gradiente. La idea consiste en que, mientras parte de los procesadores
del sistema computan las correspondientes componentes de la funcién objetivo en
un posible punto solucién, el resto calculan el gradiente de la funcién en ese punto
mediante la aproximacién de diferencias finitas. De modo que, si finalmente el punto
evaluado no es elegido como soluciéon para la siguiente iteracion, no se ha perdido
tiempo, pues en otro caso, esos procesadores estarian inactivos. Sin embargo, si el
punto es seleccionado se ha conseguido adelantar trabajo. Basdndose en esta idea,
Byrd, Schnabel y Shultz [11, 12] proponen un algoritmo paralelo de un método de
Newton [62] que realiza ademés evaluaciones especulativas de la Hesiana. Descri-
ben distintas formas de utilizar la informacién parcial de la Hesiana, y analizan las
propiedades computacionales y de convergencia de cada propuesta.

Si nos centramos en las operaciones algebraicas de un método cuasi-Newton, la
més costosa es la actualizacién de la aproximacién de la Hesiana. Trabajos propues-
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tos en este campo son el de Kontoghiorghes [50], donde se proponen estrategias de
Givens para resolver la actualizaciéon de rango k£ de una factorizacion QR para un
modelo computacional EREW PRAM (FEzclusive-read Exclusive-write Parallel Ran-
dom Access Machine); y el de Pinilla [78] donde el algoritmo paralelo propuesto ha
sido validado sobre el multiprocesador de memoria compartida PowerChallenge de
Silicon y sobre un cluster de PCs. En el primer trabajo, se analiza el rendimiento
del algoritmo propuesto en unidades de tiempo. Si el niimero de procesadores dis-
ponible es ilimitado, el codigo paralelo requiere 3/8 unidades de tiempo menos que
el algoritmo secuencial; sin embargo, si el nimero de procesadores esta limitado, el
algoritmo secuencial es mas eficiente en el caso de que todos los procesadores se usen
para ejecutar simultineamente las rotaciones de Givens. En [78], los datos se distri-
buyen bidimensionalmente de forma ciclica, de modo que cuando haya que aplicar
una rotacién utilizando dos filas, y éstas hayan sido asignadas a procesadores dife-
rentes, serd necesaria una comunicacion entre ellos para intercambiar dichas filas.
Por lo tanto, el nimero de mensajes necesario para computar todas las rotaciones
sera elevado.

Todas las implementaciones mencionadas hasta el momento se centran en la
paralelizacion de cada iteracion del método cuasi-Newton. Su objetivo es disminuir
el coste computacional del algoritmo en cada iteracién. Otros autores, como Van
Laarhoven [87] y Phua [79, 80] abordan el problema de forma diferente, en vez de
disminuir el coste por iteracion, su objetivo es reducir el nimero de iteraciones. Este
tipo de algoritmos serd estudiado con méas detenimiento en el capitulo 6.

En este capitulo se introducen propuestas eficientes de implementacion paralela
de las distintas etapas de un método cuasi-Newton. Nos centraremos en la parale-
lizacién de las computaciones algebraicas y de las evaluaciones tanto de la funciéon
objetivo como del gradiente en cada iteracion. Compararemos los algoritmos para-
lelos propuestos con otros algoritmos existentes. Presentaremos resultados experi-
mentales de las implementaciones propuestas sobre el multiprocesador de memoria
distribuida AP3000 de Fujitsu y sobre un cluster beowulf de Pentium III.

4.1. Algoritmos paralelos para la resolucion trian-
gular
Las eficiencias de los distintos algoritmos paralelos que han sido propuestos en

los ultimos anos para la resolucion de sistemas triangulares poseen una cota supe-
rior determinada por las caracteristicas de latencia y ancho de banda del sistema
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multiprocesador utilizado y por las dependencias del propio algoritmo. La resolucién
triangular es un proceso con fuertes dependencias de datos y cuya paralelizacion re-
quiere un esquema de grano fino, lo que va a implicar un gran nimero de mensajes
de pequenio tamano entre los distintos procesadores. Ademas, las pocas computacio-
nes necesarias para resolver un sistema triangular dificilmente compensan el gasto
debido a las comunicaciones. Ejemplos clasicos de este tipo de algoritmos son: los al-
goritmos de fan-out, fan-iny de frente de ondas [44]. A continuacién, comentaremos
brevemente algunas de sus caracteristicas, haciendo hincapié en las dependencias
de datos y el nimero de comunicaciones. Este estudio se introduce con la intencion
de resaltar las ventajas de nuestra propuesta paralela frente a estos bien conocidos
codigos, y asi poder utilizarlos como referencia para las validaciones de eficiencia.
Nos centraremos en la descripcién de la resoluciéon triangular inferior, ya que la
resolucion triangular superior es analoga.

4.1.1. Algoritmos fan-out y fan-in

Estos algoritmos constituyen la implementacion paralela méas inmediata de la re-
solucién triangular. Deben su nombre al tipo de comunicacion utilizado en cada uno
de ellos, la informacion es difundida desde un procesador a todos los demés (fan-
out) o recopilada en un procesador procedente de los demas (fan-in). A continuacion,
mostramos sus respectivos pseudocodigos (algoritmos 2 y 3), donde se emplea una
nomenclatura segin la cual el procesador P(j) tiene asignada la columna o fila j,
segin corresponda (identificadas con los conjuntos mis__ filasy mis_columnas, res-
pectivamente). Asumimos que, previamente, en el algoritmo fan-out se ha realizado
una distribucion ciclica de la matriz por filas, y en el fan-in por columnas.

Algoritmo 2 Algoritmo fan-out
for j=0ton—1do

if j € mus_ filas then
zj = bj/li;

end if

broadcast(x;, P(j))

for : € mis_ filas, v > j do
by =b; — x;l;

end for

end for
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La principal desventaja de estos algoritmos son los tiempos de espera y el gran
nimero de comunicaciones que se requieren entre procesadores. Hemos realizado las
comparaciones con la versién mas simple de los dos algoritmos, la cual tiene asociados
mayores tiempos de espera. Asi por ejemplo, en el algoritmo fan-out [51], 1a iteracion
del lazo externo j + 1 no comienza hasta que se han realizado las correspondientes
operaciones sobre los distintos elementos de b en la iteraciéon anterior j. Cuando
estas operaciones concluyen, todos los procesadores chequean cuéal es el que tiene
que calcular el elemento x;,;, operacién que se podria haber realizado una vez
que el procesador P(j + 1) ha actualizado b;;;. Una situaciéon similar sucede en el
algoritmo fan-in, el procesador P(i) sera el ultimo en computar su contribucion al
componente de la soluciéon x;,;. Para evitar que este procesador sea el cuello de
botella en la iteracion i 4+ 1, Cleary [16] propone que P(i) adelante su aportacion
a x;11 computando todos los productos z;l;;, con j < ¢y j € mis_columnas,
aprovechando asi los tiempos de espera por las contribuciones a x; del resto de
procesadores.

Algoritmo 3 Algoritmo fan-in
fori=0ton—1do
t=20
for 7 € mis_columnas, 7 < i do
t=1t+xl;;
end for
s = reduce (suma ¢, P(i))

if © € mis_columnas then
z; =(b; — )/l
end if
end for

4.1.2. Algoritmo de frente de ondas

Otra aproximacion clasica a la paralelizacién de la resolucién triangular la cons-
tituyen los algoritmos de frente de ondas. La fuente de paralelismo de este tipo de
algoritmos es el solapamiento de las computaciones |23, 54]. Como se ha comentado,
el algoritmo es inherentemente secuencial ya que después de que P(i) computa x;,
las actualizaciones del vector independiente b s6lo las podré realizar este procesador.
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Algoritmo 4 Algoritmo frente de ondas
for j € mis_columnas do
for £ =1 to #segmentos do

recibir segmento
if £ =1 then
zj = (b — %)/l
segmento = segmento — {z; }
end if
for z; € segmento,1 > j do
2= 2+l
end for
if |segmento| > 0 then
enviar segmento al procesador P(j + 1)
end if
end for
end for

La idea del algoritmo de frente de ondas consiste en dividir el vector de actualiza-
ciones z en varios segmentos de tamano fijo x y solapar las computaciones de estos
segmentos sobre los P procesadores del sistema.

En el algoritmo 4 se muestra el pseudocodigo de esta estrategia de paraleliza-
cion de forma abreviada, omitiendo la fase de inicializacién. El procedimiento es el
siguiente: el procesador P(0) computa el primer elemento de la solucion, xg. A con-
tinuacién, comienza a calcular los productos z; = z¢l; ¢ del vector de actualizaciones
z. Después de computar los primeros x elementos de este vector, P(0) envia un
mensaje al procesador P(1), de modo que éste puede computar x; y continuar con
las actualizaciones de z. Mientras P(1) realiza estas computaciones, el procesador
P(0) prosigue con las siguientes x actualizaciones de z que tiene asignadas. El pro-
ceso continda iterativamente de modo que tan pronto como un procesador completa
su actualizaciéon sobre un bloque de x elementos del vector z, envia ese segmento
al siguiente procesador. El procedimiento finaliza cuando el dltimo elemento de la
soluciéon ha sido computado.

El tamano del segmento, x, es un parametro ajustable que controla la granulari-
dad del algoritmo. Cuanto més pequeno es x, mayor serd el niimero de computaciones
concurrentes pero también implicard un mayor ntimero de comunicaciones. Por lo
tanto, el parametro x debe garantizar un buen equilibrio entre computacién paralela
y coste de las comunicaciones. En la figura 4.1 se muestran los tiempos de ejecucién
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del algoritmo de frente de ondas utilizando distintos tamanos de segmento para una
matriz de orden n = 1998 en el multiprocesador AP3000. Podemos observar que
para tamanos de segmento pequenos, el algoritmo presenta una mayor escalabili-
dad, pero los tiempos de computacion son elevados. A medida que el tamaifio de
aumenta, los tiempos de computacién disminuyen pero se degrada la escalabilidad.

Una importante desventaja de este algoritmo es que mientras no se hayan com-
putado los P primeros elementos del vector solucién, no estaran ocupados todos los
procesadores. Ademés, como el tamano y el niimero de segmentos en que se ha dividi-
do el vector z disminuye a medida que avanza el procedimiento, habra procesadores
que terminen sus computaciones antes que otros. Si el coste de las comunicaciones es
muy elevado, apenas se producird solapamiento entre computaciones, y el algoritmo
sera altamente ineficiente.

10 T T T T T
P=2 —«+
8 P=4 -x- ]
P=6 -x-
R P=8 -&
L 6 P=10 -= .
S P=12 -o-
5
2 4
2
0

Tamafio de segmento

Figura 4.1: Tiempos de ejecuciéon del algoritmo de frente de ondas para la
resoluciéon de una matriz triangular de orden n = 1998 utilizando distintos
tamanos de segmento.
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4.1.3. Algoritmo paralelo por bloques (PB)

Esta propuesta divide la matriz triangular en bloques triangulares L; ; de tamario
hi % h;, y bloques cuadrados L;; (i > j) de dimensiones h; X h; [85]. Asimismo, el
vector independiente y el vector solucion se dividen en bloques de tamano h;. De
modo que el sistema triangular a resolver quedaria del siguiente modo:

L070 XO BO
L.l,O L.1,1 | )?1 _ ?1 (4.1)
Lt,o Lt,l ce Lt,t Xy B,

La particion siempre es tal que n = EEZO h;, siendo n el orden de la matriz
triangular L. La matriz L estd particionada en t 4+ 1 bloques de columnas, L, ; =
0 -+ 0 Li; --- L), de la matriz original. Para distribuir la matriz L
entre los P procesadores de nuestro sistema optamos por una distribucién ciclica
por bloques de columnas. Un ejemplo de como quedaria distribuida la matriz en
este algoritmo para 3 procesadores se muestra en la figura 4.2(a).

Po
Poa2
P
0 Pl PO
P P A
P
0 1 P2 R 012
P P
0 0
P0 Pl Pz PO Pl Pl
P. P. P0,1,2
PP P P |p 2 2
S LA ! R R R
P P P
=) P 1 1 1
Po 1 Pz 0 F)1 P2 P, P, P, Po12
(a) (b)

Figura 4.2: Distribucion de una matriz triangular en un sistema de 3 proce-
sadores, Py, P, y P, para: (a) Algoritmo PB. (b) Algoritmo SPB.
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Tanto el bloque de columnas L, ; como la porciéon B; del vector b son asignados
al procesador Py, siendo k = i %P. El algoritmo 5 muestra el pseudocodigo de esta
estrategia de resolucion triangular, donde mis_bloques representa el conjunto de
bloques asignados a un determinado procesador. Los productos parciales asociados
al bloque L; ; se suman en el vector V. Una vez que todos los productos L; ; (j < 1)
han sido computados se realiza una operacion de reduccion que almacena en el vector
W del procesador Py la suma de los productos parciales acumulada. Finalmente, el
procesador P, computa los elementos del vector solucién ligados al bloque triangular
L,.

Algoritmo 5 Algoritmo paralelo por bloques
for : =0 to t do

V=0

for 7 € mis_bloques, j <1 do
V=V+X,L;

end for

W = reduce (suma V', Fy), siendo k =i %P
if © € mis_bloques then
X; =(B; —W)/L;;
end if
end for

Una importante decision es la seleccion del tamano de bloque h;. El criterio de
seleccion es puramente empirico, seleccionando aquel valor con el que se obtienen los
menores tiempos de ejecucion. Para ilustrar el algoritmo, consideramos una matriz
de orden n = 1998 sobre un sistema de 12 procesadores del multiprocesador AP3000
de Fujitsu, los resultados se muestran en la figura 4.3. Inicialmente, puede observarse
que para cualquier valor de P, el tiempo de ejecuciéon decrece rapidamente a medida
que se incrementa el tamano de bloque, hasta llegar a un cierto valor a partir del
cual el tiempo permanece practicamente constante. Una de las caracteristicas méas
destacables de este algoritmo es la escalabilidad que se observa a medida que se
aumenta el ntimero de procesadores y el tamano de bloque. Por ejemplo, para un
sistema de 12 procesadores y un tamano de bloque de 52 el algoritmo se ejecuta 9.5
veces mas rapido que con 2 procesadores y un tamano de bloque de 4.
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Figura 4.3: Tiempos de ejecucion del algoritmo PB para una matriz de orden
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n = 1998 utilizando distintos tamanos de bloque.

4.1.4. Algoritmo secuencial-paralelo por bloques (SPB)

En los sistemas multiprocesadores de memoria distribuida actuales, la relacion
Tc/Tg es muy pequena, siendo T¢ el tiempo necesario para ejecutar una operacion
en punto flotante, y T el tiempo que transcurre desde que un mensaje de 1 byte es
enviado hasta que llega a su destino. Por lo tanto, un programa paralelo con gran
nimero de comunicaciones entre procesadores sera posiblemente poco eficiente. Tan-
to el algoritmo de sustituciéon hacia adelante, para la resolucion triangular inferior,
como el de sustitucion hacia atras, para la resolucién triangular superior, poseen
fuertes dependencias de datos como se ha visto en la secciéon 3.4. Los algoritmos
paralelos de fan-out y fan-in tratan de explotar todo el paralelismo existente en
cada iteracion del lazo interno del algoritmo secuencial. Sin embargo, debido a las
dependencias existentes entre las iteraciones del lazo externo, seré necesario el envio
de un mensaje para computar cada elemento del vector soluciéon. En el algoritmo de
frente de ondas, estas dependencias tampoco se evitan, pero se trata de minimizar
su efecto aprovechando el solapamiento de las computaciones. Por lo tanto, para
obtener buenas eficiencias es necesario reducir el nimero de comunicaciones y los
tiempos de espera.
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La estrategia paralela que proponemos divide el flujo de datos del algoritmo en
bloques triangulares blogtg;(L; ;) de ancho s = aP (a € IN), y bloques rectangulares
blogrt; ;(L; ;), de modo similar al algoritmo P B, como se muestra en la figura 4.2(b).

Algoritmo 6 Algoritmo secuencial-paralelo por bloques
fori=0ton, —1do

Computacién secuencial redundante
for j € filas_blogtg; do
zj = (b —w;) /1,
for £k =1is to j do
bjy1 = bjy1 — Trljrax
end for
end for
Computacién paralela
for 5 € filas_blogrt; do
if 7 € mis_ filas then
for k=0to (i+1)s—1do
Zj = Zj + ZL’klij
end for
end if
end for
[w((i+1)s),w((i +2)s — 1)] = allreduce (suma [z((i + 1)s, z((i + 2)s — 1)])
end for

Dentro de los bloques triangulares se computan elementos del vector solucion z y
productos z;l; ;. Todas estas operaciones seran ejecutadas por todos los procesadores
del sistema de forma secuencial y redundante. Una vez realizadas las computaciones
asociadas a un bloque triangular se pueden calcular los productos de los elementos
de la matriz que estan por debajo de ese bloque. Estos elementos estan distribuidos
de forma ciclica por filas entre los P procesadores del sistema. Més formalmente,
tras la computacion del bloque triangular ¢, en la que se han obtenido los elementos
del vector solucion [z, £E(z'+1)s_1], los P procesadores calculan de forma concurrente
los productos xyl;, (con k € [0,(i+1)s—1],y (1 +1)s < j < (i+2)s — 1) corres-
pondientes a las filas que tienen asignadas dentro de los bloques rectangulares que
estén situados inmediatamente debajo del tridngulo i. Antes de ejecutar el siguiente
bloque triangular, el i + 1, es necesario conocer los elementos [(7 + 1)s, (i +2)s — 1]
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del vector de actualizaciones z para obtener los elementos del vector solucién co-
rrespondientes a ese bloque. Como los calculos asociados al bloque triangular van a
ser realizados por todos los procesadores, serd necesaria una comunicaciéon colectiva
para que los P procesadores tengan el valor actualizado de z antes de empezar a
computar el siguiente bloque triangular. El proceso contintia hasta que se recorren
todos los bloques triangulares.

120t ]
100 | x- g
z - Fan-in - |
2 080 Frente ondas (k=400) -x-
g- 0.60 1 SPB & |
'3 . PB (size=40) -=-
0.40 ¢ |
7\:*—)(— ---------- " B s Ptias
0.20 ¢ i |
i~ P T
0.00 ‘ ) : .
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P

Figura 4.4: Comparacién del tiempo de ejecucion de los algoritmos de reso-
lucién triangular.

La primera implicaciéon de nuestra propuesta es un fuerte decremento en el ni-
mero de comunicaciones. Al considerar bloques triangulares de ancho aP, se tie-
nen n/aP bloques triangulares de ancho s = aP, y un bloque adicional de ancho
sy = n%(aP). En este algoritmo s6lo es necesario realizar comunicaciones antes
de comenzar los calculos de cada bloque triangular para recoger los elementos de
z que han sido modificados previamente en cada procesador de forma paralela. De
este modo, el nimero de comunicaciones se reduce a n, — 1, siendo n, = [n/aP]
el nimero de bloques triangulares en que ha sido dividida la estructura original. El
algoritmo 6 muestra el pseudocodigo de esta estrategia paralela.
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4.2. Estudio comparativo

Para validar la eficiencia del algoritmo paralelo propuesto para la resolucion
triangular, en esta seccion se realiza una comparativa de todos los algoritmos des-
critos en la seccion anterior. En la figura 4.4 se muestran los tiempos de ejecucion
en el multiprocesador de memoria distribuida AP3000 de Fujitsu para una matriz
triangular de tamano n = 1998. Para ilustrar la eficiencia del algoritmo propuesto,
hemos utilizado esta matriz porque su tamano es el adecuado para que la correcta
explotacion del paralelismo no se vea afectada por problemas de falta de memoria
en el AP3000. El coste del algoritmo secuencial de sustituciéon hacia adelante basado
en el producto escalar se ha utilizado como tiempo de ejecucion para P = 1 en todos
los casos.

Algoritmo Numero de mensajes | Tipo de comunicacién
Fan-out n—1 broadcast
Fan-in n—1 reduce

=121+ :
Frente de ondas | k——"55——— — (K — Ky, send-receive
PB (=] —1 reduce
SPB [55] -1 allreduce

Tabla 4.1: Nimero de comunicaciones necesarias en los distintos algoritmos
de resolucién triangular.

En general, el algoritmo SPB que hemos propuesto consigue menores tiempos de
ejecucion y una mejor escalabilidad que los algoritmos clasicos de fan-in, fan-out y
frente de ondas. La explicacién de esta disminucion de los tiempos de ejecucion se
encuentra en la reducciéon del nimero de mensajes totales. En la tabla 4.1 presen-
tamos el niimero de comunicaciones requeridas por cada algoritmo para una matriz
de orden n y un sistema de P procesadores. x es el tamano de los segmentos en que
se divide cada columna del algoritmo de frente de ondas, ~,, es el tamafio del dltimo
segmento y size es el tamano de bloque del algoritmo PB. Ademas de una reducciéon
en el nimero de comunicaciones, en esta tabla se observa que tinicamente para el
algoritmo SPB este ntimero es inversamente proporcional al niimero de procesado-
res del sistema, lo que da lugar a una mejor escalabilidad. Esta mejora se observa
a pesar del mayor coste que implica una comunicacién tipo allreduce frente a una



4.2. Estudio comparativo 63

comunicacién broadcast o reduce porque el incremento en el coste se compensa con
un numero total de mensajes inferior. En la tabla 4.2 se compara el ntimero total
de comunicaciones allreduce del algoritmo SPB para a = 4 con el maximo niimero
de este tipo de mensajes que se tendrian que realizar para igualar el coste de las
comunicaciones de este algoritmo con el coste asociado al algoritmo fan-in y fan-out.
Estos datos resaltan lo beneficioso que es el algoritmo SPB en cuanto a ahorro en el
coste de las comunicaciones.

P | SPB | Fan-out | Fan-in

2 | 249 813 941
4 | 124 271 398
6 83 284 288
8 62 242 345
10 | 49 256 222
12 | 41 236 249

Tabla 4.2: Numero de allreduces del algoritmo SPB frente al mdximo nimero
de allreduces necesario para igualar el coste de las comunicaciones de los
algoritmos fan-in y fan-out.

Los tiempos de ejecucion del algoritmo PB con size = 40 (tamaiio de bloque que
presenta el mejor comportamiento) y del algoritmo SPB son muy similares, aunque
ligeramente mejores para el primero (ver figura 4.5). La principal diferencia entre
ambos métodos esta en la forma de distribuir los elementos de la matriz entre los dis-
tintos procesadores (figura 4.2). Mientras en el algoritmo PB los bloques triangulares
son asignados a un tnico procesador, en el SPB los elementos de estos bloques estan
replicados en todos los procesadores. Del mismo modo, los bloques rectangulares en
el algoritmo SPB tienen su carga repartida por igual entre todos los procesadores,
y en el PB cada bloque se asigna a un sélo procesador. Dado que el paralelismo
en el algoritmo SPB se encuentra a nivel de bloque, el valor de la carga paralela
depende del ancho del mismo y del nimero de bloques existentes. Cada procesador
tiene asignados en cada bloque a?P elementos de la matriz. A medida que avanza la
ejecucion del método, y tras ¢ bloques triangulares computados, el sistema ejecutara
en paralelo los ¢ bloques rectangulares, de modo que cada procesador trabaja sobre
io> P elementos de la matriz.
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Figura 4.5: Comparacion del tiempo de ejecucion de los algoritmos PB y SPB.

Por otro lado, en el algoritmo PB el paralelismo se introduce mediante un cierto
grado de segmentacién. Cada bloque rectangular L, ; est4 asignado a un procesador,
de modo que cuantos méas bloques triangulares hayan sido computados, més bloques
cuadrados sera posible computar en la siguiente etapa. Los procesadores computan
los bloques que tienen asignados, y cuando terminan con todos los bloques asociados
a una etapa realizan una operacion de reducciéon. Al comienzo del algoritmo habré
procesadores ociosos hasta que hayan sido computados P — 1 tridngulos. Entonces,
hasta ese momento resulta mas eficiente la propuesta SPB, en la que no hay ningiin
procesador desocupado. En la etapa de computacion del tridngulo (P-1)-ésimo, y
para triangulos posteriores, en el algoritmo PB ya no habria ningin procesador
ocioso, resultando ambos algoritmos de similar eficiencia.

Se puede determinar que la reduccién en el nimero de comunicaciones es la prin-
cipal causa de la mejor eficiencia del algoritmo SPB frente a los algoritmos de fan-in,
fan-out y frente de ondas. Para precisar este hecho, se ha realizado una estimacion
analitica del rendimiento de estos algoritmos paralelos sobre el AP3000 de Fujitsu.
El estudio se ha dividido en dos partes: el analisis del coste de las computaciones
(operaciones en punto flotante) y el analisis del coste de las comunicaciones (ope-
raciones de comunicacion colectiva). La estimacion del coste de aplicacion de estos
métodos se ha realizado sobre la matriz ejemplo utilizada para obtener las medidas
empiricas de la figura 4.4.

La estimacion del coste de las computaciones consiste en determinar el tiempo
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de una operacién en punto flotante en el AP3000, asi como el nimero de operaciones
en punto flotante que realiza el procesador que tiene méas carga asignada.

| Operacion | Tamano mensaje (bytes) | w (us) | T (us/byte) | v (us/byte) |

=96 [17,33] | [0.060,0.140] 0
broadcast 96-32K [35,67] | [0.011,0.027] 0
~39K [0,500] | [0.010,0.014] 0
<96 [17,37] | [0.043,0.266] 0.19
reduce 96-32K [34,75] | [0.017,0.036] 0.19
32K [6,112] | [0.017,0.031] |  0.029
=96 [22,36] 0.034 0.19
allreduce 96-32K [54,86] 0.0052 0.19
>32K [-75,225] 0.0094 0.029

Tabla 4.3: Valores de los parametros p, 7y -y para las operaciones de broad-
cast, reduce y allreduce en el AP3000.

La estimacién del coste de las comunicaciones es algo mas compleja. En primer
lugar, se tiene que conocer como estan implementadas las funciones de comunicaciéon
colectiva en el AP3000. Un estudio previo [6] ha demostrado que estas funciones en
la arquitectura de esta maquina siguen una aproximacion tipica de algoritmos de
potencia de dos (arboles binarios e hipercubos). Mitra et al 61| realizan la caracte-
rizacién de las operaciones colectivas del siguiente modo:

» Difusién (broadcast). La implementacion tipica se basa en un modelo de &r-
bol (MST: Minimum Spanning Tree). Para P procesadores el coste de esta
operacion se puede expresar como:

Tcomu = IVZOQQP-I (:u + Tl), (42)

donde [ es el tamano del mensaje en bytes, y p y 7 son parametros que carac-
terizan este tipo de operacién colectiva en el AP3000.

» Reduccion (Combine-to-One). Utiliza una implementacion equivalente a la
operacién de difusién, pero en orden inverso, realizando en cada paso la opera-
cion de combinacién que en nuestro caso es un sumatorio. El coste viene dado
por:

Teomu = [loga P (p + 7L + ~1), (4.3)



66 Capitulo 4. Paralelizaciéon sobre sistemas de memoria distribuida

donde 1 y 7 son pardmetros que caracterizan las comunicaciones, y 7y caracte-
riza el coste de computacion de la operaciéon de combinacion.

= Allreduce. El modelo de coste de esta operacién se basa en una implemen-
tacién de una operaciéon de reduccién, que en nuestro caso es un sumatorio,
seguida de una operacion de difusiéon. Es decir:

P-1
Teomu = 2[logs Pl + (—5— + [logs P])7l + [logs P (4.4)

Estas expresiones han sido estimadas suponiendo ausencia de conflictos en la
red. Esta hipotesis es realista en nuestro caso, ya que el sistema dispone de una red
dedicada de alto rendimiento. Los parametros p, 7 y v utilizados han sido determi-
nados para cada operacion colectiva en el AP3000 [6]. El valor del parametro v es
constante para todos los procesadores, sin embargo para los pardmetros 1y 7 se ob-
tienen distintos valores para diferentes valores de P. En la tabla 4.3 se muestran los
valores empiricos obtenidos en el AP3000 para estos parametros distinguiendo tres
tamanos de mensaje. En el caso de que los parametros no sean constantes, tomaran
distintos valores en funcién de P, pero siempre dentro de los intervalos indicados en
la tabla.

Los resultados de la estimacién tedrica del coste de los algoritmos se muestran
en la figura 4.6. De esta figura se han eliminado los resultados del algoritmo de
frente de ondas ya que su implementaciéon en el AP3000 es poco eficiente. En este
método las comunicaciones son punto a punto. La estimacion de su coste es lineal:
Teomu = i + 7l. Para una matriz dada, el niimero de comunicaciones s6lo depen-
de del tamano de segmento elegido, y por tanto, serd independiente del nimero de
procesadores. Para el ejemplo que estamos estudiando, la estimacion del coste total
debido a las comunicaciones es T, = 0.8 s, un valor muy elevado en comparacién
con los resultados obtenidos por los otros algoritmos. A esta predicciéon se le deben
anadir las estimaciones del coste de las computaciones para obtener el coste tedrico
total del algoritmo. Este coste es similar al de los algoritmos fan-in y fan-out, ya
que este método aplica una distribucién ciclica por columnas. Si existiese un cierto
grado de solapamiento entre comunicaciones y computaciones, el coste experimental
del algoritmo deberia ser menor que el estimado, ya que, en este caso, el coste de
algunos mensajes seria enmascarado por el coste de algunas operaciones en punto
flotante. Sin embargo, si se comparan los resultados estimados con los obtenidos
experimentalmente, se observa que estos tltimos son ligeramente més costosos (fi-
guras 4.4 y 4.6). Por lo tanto, deducimos que el solapamiento entre comunicaciones
y computaciones que busca el algoritmo presenta un efecto minimo. La causa se
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Figura 4.6: Estimacion teorica del coste de los algoritmos paralelos para la
resolucién triangular.

encuentra de nuevo en el mayor coste de una operaciéon de comunicacién frente a
una operaciéon de punto flotante.

En la figura 4.6 se puede observar que a medida que P aumenta, las operaciones
colectivas se hacen méas costosas. En ese caso, sblo el tiempo de comunicaciéon del
algoritmo SPB disminuye, ya que el niimero de mensajes en este método es inver-
samente proporcional al nimero de procesadores. En esta figura también podemos
observar que en el algoritmo PB las comunicaciones son menos costosas que en el
SPB, debido por un lado a que en nuestro caso hasta P = 10 el nimero de mensajes
generado por el algoritmo PB es menor, y por otro, a que el coste de una operaciéon
de reduccion es siempre menor que el coste de una reduccion a todos (allreduce).

El tiempo total estimado y el medido experimentalmente sobre el AP3000 pa-
ra cada uno de los algoritmos paralelos de resolucién triangular se muestra en la
figura 4.7. Aunque en algin caso sus valores difieren significativamente, el compor-
tamiento global que predicen nuestras estimaciones coincide con el medido. Este
hecho es claramente constatable para el algoritmo fan-in en el que los picos existen-
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tes en el tiempo de computacion son debidos a las variaciones que el parametro p
(el cual caracteriza una operacion de reducciéon de pequenio tamafo) sufre al variar
el nimero de procesadores.
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Figura 4.7: Medidas teéricas y experimentales del coste de los algoritmos
paralelos para la resolucién triangular.

Por ultimo, hemos realizado un estudio de la escalabilidad. Utilizamos un modelo
de escalabilidad critico en tiempo [55]. La escalabilidad del algoritmo se establece
en funcion de métricas como la eficiencia, la aceleracion o el tiempo de ejecucion en
funcion del niimero de procesadores [24].

Si definimos la eficiencia relativa como:

T,
B =222 4.5
rel PTpal ( )
donde T,,,, es el tiempo de ejecucion del algoritmo en un solo procesador y T}, es

el tiempo de ejecucion paralelo con P procesadores. Si consideramos que el tiempo
de ejecucién con P procesadores es la suma del tiempo de computacion (Zeompar)
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més el tiempo de comunicaciones (Ttomu) ¥ que Teomp = PTLrompar; la ecuacion 4.5

puede expresarse como,
1

1 + Teomu *

Tcomp

E’rel = (46)

El rendimiento de un algoritmo paralelo se incrementa conforme el valor de la
eficiencia se aproxime a la unidad, o lo que es lo mismo, cuanto menor sea el cociente
Teomu/Teomp- En la figura 4.8 se muestra un estudio de la escalabilidad del coste de
las computaciones y las comunicaciones para los distintos algoritmos paralelos. Se
utiliza como métrica el tiempo de ejecucion en funciéon del ntimero de procesadores.

En las gréficas se puede observar que el algoritmo SPB es el que presenta peores
resultados de escalabilidad en cuanto a coste de computaciones. Esto se debe a la
dependencia del tamano de los bloques triangulares con el ntimero de procesadores.
A medida que aumenta éste, aumenta el nimero de computaciones secuenciales y
disminuye la carga paralela del algoritmo, aproximéndose cada vez més a un algo-
ritmo secuencial. Sin embargo, este algoritmo es el que presenta mejor escalabilidad
en cuanto a coste de comunicaciones, ya que su niumero disminuye al aumentar P,
decreciendo asi el tiempo total de comunicacién. Para los otros algoritmos, el ni-
mero de comunicaciones se mantiene constante con P, pero se incrementa su coste.
El comportamiento global de los algoritmos, teniendo en cuenta coste de computa-
ciones y comunicaciones, se muestra en la tercera grafica de la figura 4.8, donde se
representa el valor del cociente Tiomu/Tromp en funcién del nimero de procesadores.
Se observa que a pesar de que el algoritmo PB es el mas eficiente para valores de
P pequenos, a medida que el niimero de procesadores aumenta el algoritmo SPB se
convierte en el méas eficiente. Concluimos, por tanto, que los algoritmos PB y SPB
ofrecen un buen rendimiento para la resolucién triangular y que ambos muestran
una buena escalabilidad, mejorando considerablemente los resultados ofrecidos por
los algoritmos clésicos de fan-in, fan-out y frente de ondas.

4.2.1. Ventajas del algoritmo SPB en el método de optimi-
zacion

De la comparativa realizada en la secciéon anterior podemos deducir que para
calcular la direccion de bisqueda en cada iteracion del método de optimizacion,
los algoritmos PB y SPB se pueden utilizar indistintamente en la resolucién de los
dos sistemas triangulares implicados. Sin embargo, se debe tener en cuenta que la
distribucién de datos que lleva asociada cada una de las soluciones sea adecuada
para la computacién del resto de rutinas del método de optimizaciéon, y no sea
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Figura 4.8: Estudio de la escalabilidad de los distintos algoritmos paralelos
para la resolucién triangular.

necesario realizar comunicaciones intermedias de redistribuciéon. De este modo, el
algoritmo que se elija para la resolucién triangular tendra que adaptarse al algoritmo
de las rotaciones planas, que es la rutina del c6digo que requiere el mayor coste
computacional.

En la seccion 3.4 se han descrito las dependencias de datos de la rotaciéon global
hacia adelante. El algoritmo SPB ha sido desarrollado para explotar el maximo para-
lelismo teniendo en cuenta estas dependencias. Ahora, analizamos como se comporta
el método PB bajo las mismas. Al comienzo de la rotaciéon global hacia adelante, y
de acuerdo con lo visto en la seccién 4.1.3, la matriz R/, que es una matriz triangular
superior con la ultima fila densa, se distribuye entre los P procesadores del sistema
como se muestra en la figura 4.9(a).

Si aplicamos una nomenclatura analoga a la utilizada en la seccién 4.1.3, una ma-
triz triangular superior U se divide en bloques triangulares superiores U, ; de tamano
h; x h; y bloques cuadrados U; ; (i < j) de tamafio h; x h;. El flujo del algoritmo
PB aplicado a la rotaciéon global hacia adelante seria como sigue: el procesador F,



4.2. Estudio comparativo 71

=)
ol R P P Pl R Po12

RIARIBARIBIARE

Pl P]_ Pl Pl Pl

PO,l,Z
AN AR DL
Po Po I:’0 P012

21 PP
0| 1| 2

Pl Pl
P PO,1,2

2

‘ Py ‘ P ‘ P, ‘ Po ‘ Py ‘Pz [ Poi2 [Po[P1[P2]Po][Pi]P2]Pd P1]P2

(a) (b)

Figura 4.9: Distribucién de la matriz R’ antes de la aplicacion de la rotacion
global hacia adelante para un sistema de 3 procesadores: (a) Algoritmo PB.
(b) Algoritmo SPB.

a partir de los elementos diagonales del bloque triangular Uy y de los elementos de
la dltima fila de R, situados debajo de ese tridngulo (U;y), calcula los s primeros
angulos de rotacion. Estos dngulos son enviados mediante una difusion al resto de
procesadores para que puedan calcular las modificaciones que estas rotaciones pro-
ducen en sus elementos de la iltima fila. Sin embargo, cada procesador necesita el
valor no actualizado de los bloques Uy ; para poder calcular las primeras actualiza-
ciones de sus bloques U, ;. Por lo tanto, los procesadores P, I, - - -, Pp_;, necesitan
los datos de los rectangulos Up ; para poder calcular las actualizaciones sobre sus
segmentos de la dltima fila U, ;. Adicionalmente, el procesador F, necesita las su-
cesivas modificaciones de los elementos de U, ; para actualizar los rectangulos Uy ;.
Con la distribuciéon de datos de la figura 4.9(a) seria necesaria una comunicaciéon
de dispersion para distribuir los bloques Uy ; entre los distintos procesadores con el
objetivo de poder realizar las correspondientes actualizaciones de los segmentos U, ;.
Una vez modificados estos segmentos todos los procesadores envian sus modificacio-
nes a Fy con una operaciéon de recoleccion, y este procesador puede computar las
actualizaciones de los bloques Uy ;. Por lo tanto, son necesarias (t —1) operaciones de
dispersion y (¢ — 1) operaciones de recoleccion, lo que implica un minimo de 2(t — 1)
comunicaciones mas que las realizadas en el algoritmo SPB. El algoritmo PB se basa
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en una estructura segmentada eficiente para la resoluciéon triangular; sin embargo,
mantener la misma distribucién de R’ para el caso de los algoritmos de rotaciones
planas implica un gran nimero de mensajes e importantes tiempos de espera, y por
lo tanto, una descompensacién y un funcionamiento ineficiente de la segmentacion.

Otra posible solucién que mantiene mas equilibrada la segmentacion consiste
en que el procesador que computa los angulos de rotaciéon asociados a un bloque
U, , realice las actualizaciones de la tltima fila de la matriz correspondientes a esos
angulos. Posteriormente, radiard a los demés procesadores los angulos de rotaciéon
computados en esa iteraciéon del algoritmo asi como la parte de la tultima fila de la
matriz necesaria en el calculo de los 4ngulos de rotacion que todavia no han sido
computados. En este caso, el nimero total de mensajes se reduce a (t—1) radiaciones,
pero los mensajes serian de mayor tamano que en el caso del algoritmo SPB, y por
tanto, mas costosos.

En el algoritmo SPB, si un procesador tiene asignada la columna u,; también
tiene asignado el elemento u,; (ver figura 4.9(b)), de modo que es este mismo pro-
cesador el que realiza todas las modificaciones de u,;, y por lo tanto, tiene todos los
valores de este elemento necesarios para actualizar la columna u, ; sin necesidad de
realizar ninguna comunicacion.

Por lo tanto, concluimos que el método SPB es la mejor alternativa para imple-
mentar nuestro algoritmo cuasi-Newton paralelo.

4.3. Algoritmo paralelo para la resoluciéon de rota-
ciones globales planas

En cada iteracion del método cuasi-Newton la matriz aproximaciéon de la He-
siana sufre dos rotaciones globales planas. El algoritmo paralelo para computarlas
debe ser lo més eficiente posible porque se va a ejecutar tantas veces como itera-
ciones necesita el algoritmo cuasi-Newton para encontrar la solucién al problema
de optimizaciéon. Un algoritmo paralelo eficiente en un multiprocesador de memoria
distribuida implica la minimizacién de las comunicaciones entre procesadores y de
los tiempos de espera. Como hemos visto en la seccion 3.4, dentro del algoritmo
secuencial de rotaciones globales planas, es la rotaciéon global hacia adelante la que
presenta mayores dependencias. Por lo tanto, el algoritmo paralelo propuesto se tra-
ta de adaptar al flujo de datos de esta rotacién en detrimento de la rotacion global
hacia atrés.

En la seccién anterior, se ha comparado el rendimiento de nuestro algoritmo
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paralelo SPB frente a otros algoritmos paralelos para la resolucién triangular. Se
ha visto que nuestro algoritmo presenta un rendimiento adecuado, dadas las fuertes
dependencias de datos de la resolucion triangular. Asimismo, se ha comprobado que
otro de los algoritmos paralelos analizados (el algoritmo PB) alcanza un rendimiento
similar. El motivo por el que nos decantamos por el algoritmo SPB para aplicarlo a
un método cuasi-Newton, es su mejor adaptacion a las dependencias de datos de la
rotacion global hacia adelante como se describe en la seccién 4.2.1.

La clave para que un programa paralelo sobre un sistema multiprocesador de
memoria distribuida sea eficiente es conseguir que todos los procesadores estén tra-
bajando a la vez la mayor cantidad de tiempo posible. Nuestra estrategia SPB
consigue exactamente eso cuando su distribuciéon de datos se aplica a la rotaciéon
global hacia adelante [72].

Dada una rotacion (j,n — 1), para que P procesadores puedan calcular en pa-
ralelo las modificaciones de la fila j (j > P) y la fila n — 1 de la matriz R’ (ver
seccion 3.2.2), es necesario que se hayan calculado previamente al menos P éngulos
de rotacion. Si la matriz R’ se distribuye de forma ciclica por columnas, el pro-
cesador que tiene asociada la columna j no puede empezar a computar el angulo
asociado a la rotacion (j,n — 1) hasta que no ha recibido los angulos asociados a
todas las rotaciones previas. De igual modo, si optamos por una distribucion ciclica
por bloques de columnas, disminuye el nimero de mensajes, pero se incrementa el
tiempo de espera de los procesadores, de modo que éstos no pueden empezar hasta
que reciban el primer mensaje. Por lo tanto, se deduce que resulta mas eficiente que
P angulos de rotacion sean computados por todos los procesadores de forma redun-
dante, con el fin de disminuir el niimero de mensajes. El algoritmo SPB que divide
a la matriz R’ en bloques triangulares blogtg; (U;;) de ancho s = aP (o € IN) y
bloques rectangulares blogrt; ; (U; ;) se adapta a esta estructura de dependencias de
la rotacion global hacia adelante. Por lo tanto, proponemos que los elementos de la
matriz asociados a los bloques triangulares se repliquen en todos los procesadores.
Mientras que dentro de cada bloque rectangular, las columnas se distribuyen de for-
ma ciclica entre todos los procesadores del sistema, la tltima fila de R’, almacenada
en un vector v, inicialmente se copia en todos los procesadores. De esta manera, las
computaciones asociadas a los bloques triangulares, es decir, la computacién de los
angulos de rotacion y las actualizaciones de los elementos de la matriz pertenecientes
al bloque triangular, son ejecutadas por todos los procesadores. Las actualizaciones
de los elementos de la ultima fila se computan a veces de forma redundante por
todos los procesadores del sistema, y a veces de forma concurrente.

Una vez realizadas las operaciones asociadas al bloque triangular i, se dispone
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Algoritmo 7 Algoritmo SPB para la rotaciéon global hacia adelante
fori=0ton,—1do

Computacién secuencial redundante
for j € columnas_blogtg; do
Calculo del 4ngulo asociado a la rotacion v,
Actualizaciones de los elementos [is, (i + 1)s — 1] de v.
Actualizaciéon de los elementos de R’ asociados a blogtg;
end for
Computacién paralela
for j € columnas_blogrty 11,k < i do
if 7 € mis_columnas then
Actualizacién de la columna j de R'.
Actualizacion del elemento v,
end if
end for
allgather [v((i + 1)s),v((i +2)s — 1)]
end for

de s nuevos angulos de rotacion ([t)isn—1, ¥ (i+1)s—1,n-1))- A continuacién, se pueden
computar las actualizaciones, asociadas a las rotaciones 1o ,—1, ... , V(i+1)s—1,n—1;
de los elementos de los bloques rectangulares situados encima del bloque triangular
i+ 1, y del segmento de ultima fila v[(i 4 1)s, (i + 2)s — 1] situado bajo el tridngulo
v+ 1.

Las actualizaciones de los elementos de v debidas a las tltimas s rotaciones se
computan, primero, de forma secuencial en todos los procesadores después de haberse
calculado los tltimos s 4ngulos de rotacion. Sin embargo, en los demés elementos de
v (Yvj,7 > (i+ 1)s) las (i + 1)s primeras rotaciones se aplican en paralelo, con los
elementos distribuidos de forma ciclica entre los P procesadores del sistema. Para
computar los 4ngulos de rotacion asociados al bloque triangular 7 + 1 se necesita el
valor actualizado de los elementos [(i+1)s, (i+2)s—1] de v después de haber sufrido
la aplicacion de las primeras (i + 1)s rotaciones planas. Como el valor més reciente
de estos elementos esta distribuido entre los distintos procesadores, es necesaria una
operacion de recoleccidén de datos para que los P procesadores del sistema tengan
el valor correcto de este segmento del vector v y puedan calcular los siguientes s
angulos de rotacion. El proceso continia de este modo hasta que se han recorrido
todos los bloques triangulares y se han aplicado las n rotaciones planas.

El pseudocddigo asociado al algoritmo SPB aplicado a las rotacién global hacia
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adelante se muestra en el algoritmo 7. Podemos observar que, de forma similar a lo
que ocurre con la resoluciéon triangular, el ntimero de comunicaciones se ha reducido
an, — 1 (siendo n, = [n/aP]).

Algoritmo 8 Algoritmo SPB para la rotacién global hacia atras
Computacién secuencial redundante

for i =n, —1to0do
for j € columnas_bloqtg; do
Calculo del angulo asociado a la rotacién v,,_ ;
Actualizaciones de los elementos de R asociados a blogtg;.
Primeras s actualizaciones de v[is, (i + 1)s — 1].
end for
end for
Computacién paralela
fori=n,—1to1ldo
for j € columnas_blogrty;, k < i do
if j € mis_columnas then
Actualizacion de la columna j de R.
Actualizacion del elemento v,
end if
end for
end for
allgather v[s,n — 1]

En la rotaciéon global hacia atras no hay dependencias de datos en el calculo de
los angulos de rotacién. Sin embargo, proponemos mantener la distribuciéon de los
datos en bloques triangulares y rectangulares para evitar comunicaciones entre la
ejecucion de las dos rotaciones. Por lo tanto, aplicamos la misma distribucion de da-
tos del algoritmo SPB a la rotacién global hacia atras. Primero, se calculan todos los
angulos de rotacion de forma redundante en todos los procesadores. A continuacion,
todos los procesadores actualizan los elementos de los bloques triangulares y de la
parte de la tltima fila (v) situada debajo de cada bloque tras la aplicacion de las
rotaciones planas asociadas a dicho bloque. Posteriormente, y de forma concurren-
te, cada procesador actualiza los elementos de las columnas de R, pertenecientes a
bloques rectangulares, y los elementos de v que tiene asignados. Finalmente, y para
poder aplicar la rotacién global hacia adelante, el valor de esta ultima fila, ahora
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densa, se debe copiar en todos los procesadores, siendo necesaria una comunicaciéon
para recoger los datos. El algoritmo 8 muestra el pseudocodigo del codigo paralelo
de la rotacion global hacia atras.

Si comparamos los algoritmos 7 y 8 podemos observar como este tltimo no
presenta las dependencias de datos entre computaciones secuenciales y paralelas
del primero, reduciéndose el nimero de mensajes de n, — 1 a uno. Otra diferencia
existente entre los dos algoritmos reside en el flujo de datos, mientras el algoritmo 7
empieza a aplicar las rotaciones por las primeras filas de la matriz, el algoritmo 8
comienza por las ultimas. En la figura 4.10 se muestra mediante flechas el sentido
que sigue el flujo de datos de las operaciones redundantes y de las concurrentes
en ambos algoritmos. La flecha denominada secuencial-paralelo hace referencia a
computaciones que son realizadas de forma secuencial por todos los procesadores
cuando estos actualizan los bloques triangulares, y que ademas, se ejecutan de forma
concurrente cuando cada procesador actualiza las columnas que tiene asignadas
dentro de cada bloque rectangular.

AN A/,?‘ A = £
i \ ,
\Vii

Secuencial = Secuencial _=.

1

1

1

1

1

1

1

1
Secuencial N, - Secuencial - = "
—paralelo \ — paralelo \

Paralelo _ —.

Paralelo -
(a) (b)

Figura 4.10: (a) Flujo de datos del algoritmo SPB para la rotacion global
hacia atras. (b) Flujo de datos del algoritmo SPB para la rotacién global
hacia adelante.
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4.4. Resultados experimentales del algoritmo para-
lelo SPB

Los métodos de optimizaciéon basados en un conjunto activo de restricciones par-
ten de un conjunto de trabajo que aumenta en cada iteracién, aumentando también
el tamano de la aproximacién de la Hesiana. Por lo tanto, se debe decidir a partir
de qué tamano de matriz resulta eficiente aplicar nuestro algoritmo paralelo a las
etapas de calculo de la direccion de busqueda y actualizacion de la aproximaciéon
cuasi-Newton. Las figuras 4.11 y 4.12 muestran los tiempos de ejecucion del algo-
ritmo paralelo SPB aplicado a estas dos etapas sobre el AP3000 de Fujitsu para
distintos tamanos de matriz. En estas figuras se observa que en el caso del algoritmo
de las rotaciones planas, empleado en la actualizaciéon cuasi-Newton, la aplicacion
del algoritmo paralelo SPB compensa a partir de un tamafno de matriz de aproxi-
madamente n = 600 para todos los valores de « utilizados (1 < o < 10). En el caso
de los métodos de resoluciéon triangular, y debido a que poseen un menor niimero
de operaciones en punto flotante, el algoritmo paralelo sera eficiente para tamanos
de matriz mayores, con los valores de o utilizados. Sin embargo, observamos que si
el orden de la matriz es aproximadamente n = 600, y el parametro o > 4, entonces
el algoritmo paralelo es escalable. Por lo tanto, se puede concluir que es eficiente
ejecutar los dos algoritmos de forma paralela para matrices de orden mayor o igual
a 600, siempre que se elija un pardmetro o > 4.

Similares conclusiones se pueden extraer de la aplicacién de este algoritmo so-
bre el cluster beowulf del CESGA. Las figuras 4.13 y 4.14 muestran los tiempos de
ejecucion en este sistema del algoritmo paralelo SPB aplicado al calculo de la direc-
cion de busqueda y a la actualizacion de la Hesiana respectivamente, para matrices
de prueba del mismo tamano que las utilizadas en el AP3000 de Fujitsu. Se puede
observar que en el caso de la actualizacién de la Hesiana, el tiempo del algoritmo
paralelo empieza a ser inferior al del secuencial para una matriz de orden n = 600
aproximadamente. En la resolucion triangular, debido al menor niimero de operacio-
nes en punto flotante y a que, ahora, la relacion Tiom. /T omp €s mayor, el algoritmo
paralelo no compensa hasta que el algoritmo iterativo trabaje con una matriz de
orden mayor o igual a 600, siempre que se elija un pardmetro o > 6. Al incrementar
este parametro, en nuestro algoritmo paralelo aumenta el niimero de computaciones
que se realizan en forma secuencial, y disminuye el nimero de comunicaciones entre
los distintos procesadores del sistema.

Este limite de n = 600 se tiene que tener en cuenta a la hora de seleccionar
distintos problemas de prueba para validar la eficiencia del algoritmo paralelo SPB.
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Figura 4.11: Tiempos de ejecucion del algoritmo de resoluciéon triangular
Fujitsu.
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Figura 4.14: Tiempos de ejecuciéon del algoritmo paralelo de rotaciones pla-
nas en el cluster beowulf del CESGA.
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A continuacién, se muestran los resultados de aplicaciéon del algoritmo SPB sobre
las dos subrutinas analizadas en el multiprocesador de memoria distribuida AP3000
de Fujitsu y en el cluster beowulf del CESGA. Los codigos paralelos han sido im-
plementados utilizando la libreria de paso de mensajes MPI [41]. Hemos utilizado
matrices de prueba de distintos tamanos y asociadas a distintos problemas de op-
timizacion de la libreria CUTE [9]. La tabla 4.4 resume sus caracteristicas. En ella
se describe el tipo de restricciones y el tipo de funcién objetivo de los problemas de
optimizacion utilizados, y el tamano de la matriz aproximacion de la Hesiana.

| Problema | Matriz | Restricciones | Funcién objetivo |
AUG2D 1600 Lineales Cuadratica
DTOCIL 1998 Lineales No lineal, no cuadréatica
HUES-MOD 1430 Lineales Cuadratica
OBSTACLE 2200 Bordes Cuadratica
WOODS 3500 | Sin restricciones Suma de cuadrados

Tabla 4.4: Problemas de prueba.

En los resultados experimentales que se muestran en todas las figuras de este
capitulo, la medida de los tiempos de ejecuciéon para P = 1 se corresponde con
el tiempo que tarda la subrutina secuencial empleada por MINOS en realizar la
actualizacion de la aproximacion cuasi-Newton y en resolver los sistemas triangulares
para obtener la direccion de biisqueda.

4.4.1. Implementaciéon sobre el AP3000 del algoritmo SPB
para la aplicacién de rotaciones planas

A modo de ejemplo ilustrativo, los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo
paralelo SPB a las rotaciones planas sobre el AP3000 de Fujitsu se muestran en las
figuras 4.15, 4.17, 4.19 para dos de los problemas de la libreria CUTE. La matriz
triangular generada por el problema AUG2D es de orden 1600, y la generada por
el problema OBSTACLE es de orden 2200. Se muestran resultados de la acelera-
ci6on obtenida para la aplicaciéon de las rotaciones por separado y también para su
aplicacién conjunta.

En particular, la figura 4.15 muestra la aceleraciéon del algoritmo paralelo SPB
aplicado a la rotacién global hacia atras. Se observa que la aceleracién empeora
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a medida que aumenta el tamano de los bloques triangulares, es decir, a medida
que aumenta el nimero de computaciones que se realizan de forma secuencial. En
la rotacion global hacia atras no existen dependencias de datos en el calculo de
los angulos de rotacién, por lo tanto, el algoritmo paralelo que hemos propuesto
no necesita ningin mensaje para computar estos angulos. Debido a esta ausencia
de dependencias, la realizacion de computaciones de forma secuencial tampoco seria
necesaria en este caso. Sin embargo, se incluyen debido a que como ya hemos visto, es
la que mejor se adapta a la estructura de la rotaciéon global hacia adelante. Asi pues,
el comportamiento observado en la figura 4.15 se debe a que cuanto mayor es el valor
de o mayor es el tamano de los bloques secuenciales, disminuyendo la cantidad de
tareas ejecutadas de forma concurrente. Esta disminucién en el paralelismo supone
un deterioro de la eficiencia del algoritmo paralelo que no se ve compensada con una
disminucion en el coste de las comunicaciones, ya que esta rotacién implica un tGnico
mensaje.
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Figura 4.15: Aceleracion de la rotacion global hacia atras en el AP3000 de Fujitsu.

Se ha realizado un estudio teérico de la relacion entre operaciones en punto
flotante realizadas en paralelo por cada procesador (FLOPS,,..) y la relacién de
operaciones en punto flotante a realizar de forma secuencial dentro de los bloques
triangulares por todos los procesadores (F.LOPSg,) en el algoritmo paralelo SPB.
En la figura 4.16(a) se muestran los resultados de R = FLOPS,cct/ FLOPSy, para
el problema AUG2D. Se observa que a medida que aumenta el niimero de procesa-
dores esta relacién es més pequena para un mismo valor de tamano de los bloques.
Esta disminucion se debe a que como el ancho de bloque s es miltiplo del nimero
de procesadores, aunque el nimero de operaciones en punto flotante a realizar en
secuencial sea el mismo, el niimero de tareas a realizar por cada procesador de for-
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ma paralela (dentro de los bloques rectangulares) es inversamente proporcional al
nimero de procesadores.

En la figura 4.16(b) se ilustra la relacion tedrica de la aceleracion en funcion de
R basada en la ley de Amdahl. No hemos considerado para este estudio el tiem-
po de comunicacién, por ser, en este caso, su coste muy inferior al coste de las
computaciones. De esta manera, se verifica que:

Ty. _ FLOPSy,+ FLOPS, P 1+ RP
Ty~ FLOPSu,+ FLOPS,c  1+R°

Aceleracion =

(4.7)

Los resultados de la figura 4.16(b) coinciden practicamente con los medidos de
forma experimental en el AP3000 de Fujitsu.
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Figura 4.16: (a) Relacion entre los FLOPS ejecutados en paralelo y los
FLOPS computados secuencialmente en el algoritmo SPB frente al tama-
nio de bloque. (b) Aceleracion teorica basada en la ley de Amdahl para el
algoritmo de las rotacién global hacia atrés.

Sin embargo, para el caso de la rotacion global hacia adelante, en la figura 4.17 se
observa un comportamiento diferente, la escalabilidad se incrementa con el tamano
de los bloques triangulares hasta llegar a bloques de un determinado ancho s = aP
en los que el comportamiento empeora. La rotaciéon global hacia adelante implica
fuertes dependencias de datos en el calculo de los angulos de rotaciéon. En este caso,
antes de calcular estos d&ngulos es necesario realizar una comunicacién colectiva para



4.4. Resultados experimentales del algoritmo paralelo SPB 85

que todos los procesadores dispongan de los valores de los elementos de la tltima
fila, que han sido modificados previamente de forma paralela. Cuando el tamafio
de los bloques triangulares aumenta, disminuye el tiempo de calculo paralelo, pero
también el nimero de mensajes, compensandose la pérdida de paralelismo con la
disminucion en el coste de las comunicaciones hasta un determinado valor de aP.
La mayor eficiencia se obtiene para bloques triangulares de ancho s = 4P o0 s = 6P,
siendo los resultados de aceleraciéon para los dos casos practicamente iguales.
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Figura 4.17: Aceleracion de la rotaciéon global hacia adelante en el AP3000
de Fujitsu.

En la figura 4.18 se muestra el nimero de mensajes del algoritmo SPB aplicado
a la rotacion global hacia adelante frente al nimero de operaciones en punto flotante
asociado a los bloques triangulares para el problema AUG2D y para diferentes valo-
res de s. Se observa que a medida que aumenta el ancho de estos bloques, el nimero
de mensajes decrece exponencialmente mientras que el nimero de FLOPS secuen-
ciales crece de forma cuadratica. Para este caso a partir de un tamano de bloque
s = 64 se observa que el coste de las comunicaciones no disminuye apreciablemente.
Sin embargo, el coste de los FLOPS secuenciales se incrementa en detrimento de las
computaciones paralelas, produciéndose un deterioro de la aceleracién como muestra
la figura 4.17.

Finalmente, en la figura 4.19 se muestra la aceleraciéon obtenida por el algoritmo
SPB tras la aplicacion de las dos rotaciones planas. La aceleracion estd determinada
fundamentalmente por el algoritmo de rotaciéon global hacia adelante, que es el que
implica mayor nimero de dependencias. Globalmente la escalabilidad de la propuesta
decrece, y los mejores resultados se obtienen para bloques de ancho s = 4P.
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Figura 4.18: Numero de mensajes frente al nimero de operaciones en punto
flotante ejecutadas de forma secuencial en la rotaciéon global hacia adelante.
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Figura 4.19: Aceleracion de las dos rotaciones globales planas en el AP3000
de Fujitsu.

4.4.2. Implementacion sobre el AP3000 del algoritmo SPB
para el calculo de la direccién de bisqueda

A modo ilustrativo, los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo paralelo SPB
al calculo de la direccion de bisqueda sobre el AP3000 de Fujitsu se muestran en la
figura 4.20 para dos nuevos problemas de la libreria CUTE. El algoritmo de célculo
de la direccién de biisqueda implica la resolucién de dos sistemas triangulares: una
resoluciéon triangular inferior, y posteriormente una resolucién triangular superior.
La matriz triangular generada por el problema HUESMOD es de orden 1430 y la
generada por el problema DTOCIL es de orden 1998.
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En estos resultados se observa que aunque el algoritmo paralelo SPB es escalable,
cuando se aplica a la resoluciéon triangular, su eficiencia es menor que cuando se
aplica al algoritmo de las rotaciones planas. El motivo radica en el mayor niimero
de operaciones en punto flotante que se deben computar al realizar una rotacion.
Por ejemplo, mientras que en la resolucién triangular inferior sélo se realizan n?
operaciones en punto flotante (siendo n el orden de la matriz triangular), en la
rotacion global hacia adelante se tienen que ejecutar 6n + 3n(n — 1) operaciones en
punto flotante.
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Figura 4.20: Aceleracion del algoritmo paralelo para el célculo de la direccion
de busqueda en el AP3000 de Fujitsu.

Debido al reducido ntimero de operaciones en punto flotante que implica una re-
solucion triangular, observamos, por ejemplo, que cuando o = 1 (bloques de ancho
s = P) en el problema HUESMOD, se produce un ligero aumento del tiempo de
computacion cuando se pasa de uno a dos procesadores (figura 4.20). Esto se debe
a que el ahorro computacional derivado de la ejecucion del algoritmo paralelo no
es suficiente para superar la sobrecarga introducida por las comunicaciones. Para
el problema DTOCI1L esto no sucede de manera tan apreciable porque en este ca-
so la matriz triangular es de mayor tamano, lo que implica un mayor nimero de
operaciones en punto flotante.

El efecto del reducido ntimero de operaciones en punto flotante de la resolucion
triangular también se aprecia en la diferencia de las curvas de aceleracién para dis-
tintos tamanos de bloque. En las rotaciones planas los resultados de aceleracién son
buenos para pequenos tamanos de bloque, produciéndose un pequeno decremento
de la aceleracion al aumentar el ancho del bloque (figura 4.19). Sin embargo, en
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las resoluciones triangulares para un ancho s = P, los resultados son inferiores; no
obstante, a medida que aumenta ese ancho, las aceleraciones mejoran notablemente
hasta llegar a un tamafo de los bloques secuenciales que reduce tanto la cantidad
de carga concurrente que se pierde el beneficio del paralelismo.

4.4.3. Implementacion sobre el cluster beowulf del CESGA
del algoritmo SPB

Para ilustrar el rendimiento de nuestro codigo paralelo sobre el cluster beowulf del
CESGA se han utilizado dos problemas de la libreria CUTE, el problema DTOCI1L
y el problema WOODS con matrices triangulares del orden de 1998 y 3500, respec-
tivamente. Los resultados de aceleraciéon obtenidos al aplicar el algoritmo SPB a la
actualizacion cuasi-Newton se muestran en la figura 4.21. Lo primero que se puede
destacar de estas graficas es que debido al incremento de la relacion T.omay /T vomp con
relacion al AP3000 de Fujitsu, la aceleraciéon de nuestro algoritmo en este sistema
paralelo es menor. Asi, se observa que en el cluster beowulf del CESGA el problema
WOODS con una matriz de orden 3500 alcanza la misma aceleraciéon que el pro-
blema OBSTACLE con una matriz de orden 2200 en el AP3000. Este efecto se ve
todavia mas acentuado en la figura 4.22 donde se muestran los resultados de aplicar
el algoritmo SPB al calculo de la direccién de busqueda.

DTOCIL WOO0DS
8 : 10 : :
7t o=l - 0=1 — %
a=2 -x- 8 f =2 - ]
61 =4 a=4 -x
S 5| a6 - S | 0% e
I g a=8 =
3 47 3
2 L
2 L
l L
0 0
2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12
P P

Figura 4.21: Aceleracion de las dos rotaciones globales planas en el cluster
beowulf del CESGA.

En estas dos figuras también se puede observar que si el niimero de operaciones
en punto flotante es pequeno (algoritmo de célculo de la direccion de busqueda),
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al aumentar el tamano del pardmetro o aumenta la aceleracién para un mismo ni-
mero de procesadores. Esto es debido a que las comunicaciones son mas costosas y
compensa reducir su niumero a pesar de disminuir el nimero de computaciones rea-
lizadas concurrentemente. A medida que el algoritmo implica un mayor nimero de
computaciones en punto flotante la situacion cambia (figura 4.21). Para el problema
DTOCIL se observa que la aceleracion practicamente no depende del valor de .
Aumentar el tamano de bloque implica una reduccién en el niimero de mensajes y
un incremento de las operaciones realizadas de forma secuencial. Ambos costes se
compensan anulando el efecto de aumentar los tamanos de bloque. Sin embargo,
si el nimero de operaciones en punto flotante es mayor (problema WOODS), llega
un momento que aumentar el tamano de bloque supone que el coste de las opera-
ciones secuenciales sea superior al coste de las comunicaciones, produciéndose un
decremento de la aceleracion.

DTOCI1L WOODS
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Figura 4.22: Aceleracion del algoritmo paralelo para el célculo de la direccion
de busqueda en el cluster beowulf del CESGA.

Finalmente, en ambas figuras, pero sobre todo en la figura 4.22, se aprecia como
existe un mayor incremento en la aceleracion al pasar de 6 a 8 procesadores que
al pasar de 4 a 6. Esto es debido a que en la red de interconexiéon del beowulf, las
comunicaciones colectivas de allreduce y allgather son mas costosas para 6 que para
8 procesadores.
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4.5. Algoritmo paralelo de biisqueda de tamano de

paso

Este algoritmo est4 compuesto por la computacion secuencial del tamano de
paso (todos los procesadores realizan esta operacion), la evaluacion de la funcion
objetivo y de su gradiente en cada nuevo punto solucién, y la posterior verificacion
de las condiciones de Wolfe para determinar si el nuevo punto solucién es valido o
si por el contrario serd necesario calcular un nuevo tamano de paso. La secuencia
de realizacion de estos pasos en la iteraciéon k-ésima se muestra en el algoritmo 9.
Hemos usado como nomenclatura el subindice k para hacer referencia al valor del
gradiente y de la direccion en el nuevo punto solucion z; + A\gpx.

Algoritmo 9 Algoritmo paralelo para el calculo del tamafno de paso
Calculo del tamano de paso A\

Evaluacion de la funcién objetivo en el nuevo punto solucion f(xy1)
Calculo del gradiente mediante diferencias finitas

V=0

for j =1 tom do

if j € mis_elementos then
f@pp1the;)—f(@ri1)

(gk+1>j = h
V=V + (gk+1)] (pr);
end if
end for

g,:fﬂpk: Allreduce (SUMA (V))

if Si se verifican las condiciones de Wolfe then
STOP

else

Volver al principio
end if

En este algoritmo se supone que el gradiente de la funcién no esté disponible
analiticamente, y por lo tanto, es necesario calcularlo en cada nuevo punto solucion.
Este calculo, necesario como minimo una vez en cada iteracion, es lo que encarece
el coste computacional de esta rutina. Para el calculo del gradiente se utiliza el
método de diferencias finitas, lo que supone la realizaciéon de m + 1 evaluaciones de
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la funcién, siendo m el niimero de variables no lineales. Estas evaluaciones no tienen
dependencias de datos y se pueden ejecutar completamente en paralelo. El algoritmo
propuesto, distribuye estas computaciones de forma ciclica entre los P procesadores
del sistema, que las ejecutan sin necesidad de comunicaciones. Una vez que cada
procesador ha computado los elementos del gradiente que tiene asignados, tiene que
calcular la parte del producto escalar V' = g, 1pr que le corresponde. Finalmente,
es necesaria una operacion colectiva (allreduce) para que todos los procesadores
conozcan el valor de V, y puedan comprobar si se cumplen las condiciones de Wolfe.

10  HUESMOD —+
DTOCIL - o

Aceleracion

Figura 4.23: Aceleracion del algoritmo paralelo de calculo del tamano de
paso en el AP3000 de Fujitsu.

En la figura 4.23 se muestran los resultados de aceleracion del algoritmo paralelo
de célculo del tamafio de paso en el AP3000 de Fujitsu. La practica ausencia de
comunicaciones y la ejecucion totalmente concurrente de las evaluaciones, implica
que la eficiencia del algoritmo propuesto es practicamente 6ptima. En este caso,
la dnica limitacién en el rendimiento del algoritmo paralelo estd impuesta por el
nimero de variables no lineales y por minimos desbalanceos de la carga. Para un
nimero de procesadores superior a 10, la eficiencia del algoritmo paralelo disminuye
debido al peso que adquiere la operacién colectiva de allreduce (ver ecuacion 4.4).
Sin embargo, un incremento del niimero de variables no lineales, compensa el coste
de la operacién colectiva y mejora el rendimiento del algoritmo.

Los resultados para el cluster beowulf del CESGA se muestran en la figura 4.24.
Hay que destacar que en este caso los resultados son muy inferiores a los obtenidos en
el AP3000. La razon esté en el elevado coste de la comunicacién colectiva allreduce en
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Figura 4.24: Aceleracion del algoritmo paralelo de calculo del tamano de
paso en el cluster beowulf del CESGA.

el beowulf, siendo ésta mas costosa a medida que aumenta el nimero de procesadores.
En la grafica se observa que con dos procesadores la eficiencia del algoritmo es
practicamente 6ptima, y se degrada al aumentar el nimero de procesadores.



Capitulo 5

Balanceo de la carga y estrategias de
redistribucion dinamica

El balanceo de la carga es uno de los aspectos que més se debe cuidar para
alcanzar un alto rendimiento en cualquier implementacién paralela. Su objetivo es
distribuir el trabajo equitativamente entre los distintos procesadores del sistema
evitando los tiempos de espera y minimizando el coste de las comunicaciones. Una
solucion adaptativa del problema consiste en que, tras una distribucion inicial esta-
tica, si la carga computacional de los procesadores cambia durante la ejecucion del
codigo, se realicen redistribuciones dindmicas de la misma.

El estudio del balanceo de la carga ha sido uno de los temas relevantes de la
computacion paralela. En la literatura sobre el tema se han propuesto distintos al-
goritmos [47] que se pueden clasificar de diferentes formas. En primer lugar, se puede
distinguir entre algoritmos centralizados o descentralizados, segin tengan o no un
proceso especial que funcione como coordinador Gnico o maestro y que se encargue
de recoger la informacion sobre la carga y de distribuir la misma procesando dicha
informacién. También podemos hablar de algoritmos trasladables, si tienen la capa-
cidad de monitorizar la carga de los distintos nodos y hacer migrar computaciones
desde los nodos mas sobrecargados a los menos, siempre que el desbalanceo supere
un cierto umbral predefinido. Finalmente, los algoritmos se pueden clasificar aten-
diendo a su caracter estiatico o dindmico. Los algoritmos estaticos usan solamente
informacién inicial para distribuir la carga en el sistema, mientras que los dindmicos
utilizan el estado de los nodos durante la ejecuciéon del algoritmo.

En este capitulo, se aborda el problema del balanceo de la carga en la distribu-
cion inicial propuesta en nuestro algoritmo paralelo. Se estudian posibles situaciones
de desbalanceo debido a la eliminacién de variables dentro del conjunto de trabajo,

93
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lo que implica que algunos procesadores pueden ver reducida su carga computacio-
nal a medida que se ejecuta el programa. Eventualmente, para recuperar el buen
rendimiento de la implementacion paralela, serd necesario aplicar estrategias de re-
distribucion de la carga eficientes. Proponemos tres posibles heuristicas de redistri-
bucién, que atendiendo a los modos de clasificacién dados anteriormente, se pueden
considerar como descentralizadas, trasladables y dindmicas. Estas heuristicas son
comparadas, tanto entre ellas como con otras propuestas existentes en la literatu-
ra del tema, en cuanto a coste y eficacia para determinar cuél se adapta mejor a
nuestro algoritmo paralelo. Ademés, se establece cual es el umbral de desbalanceo
que implica una redistribuciéon de la carga eficiente. Este umbral se determina en
funcién del coste de las computaciones y de las comunicaciones del sistema paralelo
utilizado.

5.1. Balanceo de la carga

Hemos utilizado para caracterizar cuantitativamente el balanceo de la carga com-
putacional (en FLOPs) la siguiente métrica:

FLOP,y  FLOPjy — FLOPy,

B = P.-FLOP,.  P-FLOP,.

(5.1)

donde FLOP,,, es el nimero de operaciones en punto flotante necesarias para
ejecutar el algoritmo secuencial. Dentro del codigo paralelo, FLOF,, es el nimero
de operaciones en punto flotante que se ejecutan de modo concurrente, y F'LOP,,.
es el nimero de operaciones en punto flotante que realizaran todos los procesadores
de forma secuencial. FLOP,,,, = max{FLOP;} (1 < i < P), es el valor de la
carga computacional maxima asignada a los procesadores en el c6digo paralelo. Por
ultimo, P es el nimero de procesadores del sistema.

El valor de B es tal que 0 < B < 1. En el caso de carga completamente ba-
lanceada, el resultado es la unidad, ya que FLOP,,,, = FLOP,,/P. Cuanto peor
balanceada se encuentre la carga, B se aproximara més a 1/P. El balanceo de la
carga computacional constituye un limite superior en la eficiencia F del programa
paralelo. Teniendo en cuenta que en nuestro algoritmo paralelo F'LOP;.. es mu-
cho menor que FLOF,,, y considerando el coste de las comunicaciones T¢op,,, la
eficiencia del cédigo paralelo seré:

Tyee FLOP,..+ FLOP,y FLOP,, V< B. (52)

E = ~
P. Tpal “ P. (FLOPmam + Tcomu) P. (FLOPmax + Tcomu o
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En nuestro algoritmo paralelo, se concretiza el estudio del balanceo al caso de
una matriz triangular superior R de orden n. Supongamos, ademaés, una distribucion
de la matriz en bloques triangulares y rectangulares de ancho s = aP, y que dentro
de cada bloque rectangular se realiza una distribucién ciclica por columnas entre los
P procesadores del sistema (ver seccion 4.3).

Por lo tanto, asumiendo que n > P, el nimero de bloques triangulares en que
queda dividida la matriz serd [n/aP], donde |n/aP] bloques tendran ancho s,
mientras que el ltimo serd de ancho r = n %s. Cada bloque triangular i (i > 0) ir&
precedido de i bloques rectangulares. De modo que si hay |n/aP| bloques triangu-
lares de ancho s, tendremos %/ J(Lg/ @PI=1 ploques cuadrados de s? elementos, y

|n/aP] bloques rectangulares de 7 - s elementos.

Como tanto para el algoritmo de las rotaciones planas como para la resolucion
triangular, el niimero de operaciones en punto flotante es proporcional al nimero de
elementos de la matriz, el balanceo de la carga se puede caracterizar en términos del
ntimero de elementos de la matriz. Teniendo en cuenta esto, la carga paralela total
FLOP,, sera proporcional a:

lapl(lap) — 1) n
FLOP,y o< =2 2P -5t 4 L@J 7S, (5.3)
Simplificando, la ecuacién 5.3 es equivalente a:
n? aP
FLOPpalO((@—TL)'T—Fn'T. (54)

En los bloques cuadrados de ancho s, la carga estd perfectamente balanceada
entre los P procesadores del sistema. El desbalanceo sera debido a la carga del
ultimo bloque de ancho n %aP, en caso de que exista. El procesador con carga
méxima tendrd siempre asignada una columna maéas que el resto debido a que el
algoritmo usa una distribucion ciclica por columnas. Asi,

apl(GEl =1 -, n | (7

FLOPmax X op - ST+ L@J . ’VF_I - S. (55)

De nuevo simplificando, y sustituyendo s por su valor,
n? Q
FLOPmaroc(ﬁ—n)g—l—n(—} (56)

Sustituyendo el valor de FLOP,q, y FLOP,,,, en la ecuacién 5.1,

(25 —n)- L +n-r

(G - mF+n-P 5]

(5.7)
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De esta formula del balanceo se deduce que si r = 0 6 miultiplo de P ([r/P] =
r/P), entonces B = 1, y la carga computacional de nuestro algoritmo estd per-
fectamente balanceada. En cualquier otro caso, se producird un cierto desbalanceo
(B < 1). En este caso, el valor de B dependera del orden de la matriz n y del nimero
de procesadores del sistema.

Si el orden de la matriz es grande (n — 00), los términos de segundo orden en n
se hacen dominantes en la ecuaciéon 5.7, de modo que,

2

ns . 9P 4 O(n)

lim B = =1. (5.8)
Nn—00 % . % + O(n>

Por lo tanto, el balanceo del algoritmo mejora al aumentar el tamano del proble-
ma, tendiendo al 6ptimo para problemas de gran tamano, como muestra la figura 5.1.
Para valores de n pequenos, n — 0, nos encontraremos con el peor caso. Concreta-

mente,
1) g pP-2
i p— ap Vg tr  aP-2r (5.9)
0 (Gp - D+ [E] aP = 2[5

Por lo tanto, cuando n — 0, el valor del balanceo dependera del niimero de
procesadores del sistema. Al aumentar P, disminuye [r/P], incrementéandose el
valor del divisor en la ecuacion 5.9, y por tanto, reduciéndose el valor del balanceo.
Este efecto se observa en la figura 5.1. Cuando P aumenta se aprecia como para
valores de n pequenos el balanceo es peor, y ademés el valor de n necesario para
alcanzar el balanceo 6ptimo es mayor.

5.2. Pérdida de la situacion de equilibrio inicial

El algoritmo del gradiente reducido que se utiliza junto con un método cuasi-
Newton para la resolucion de problemas no lineales con restricciones lineales (seccion
1.6.1) clasifica las variables en tres grupos: basicas, superbéasicas y no bésicas [60].
Las variables no bésicas se fijan al valor de una de sus fronteras, mientras las basicas y
las superbésicas pueden variar dentro de ciertos limites. Esto da lugar a un continuo
cambio de las variables que forman cada uno de estos grupos. Especificamente, si
partiendo de una determinada definicion de variables béasicas, superbésicas y no
béasicas no se consigue ninguna mejora en la obtencién de la solucién 6ptima, alguna
de las variables no béasicas pasa a ser superbasica, incrementandose el orden de la
matriz Hesiana y, por tanto, también de su aproximacion, la matriz R. Esta variacion
del nimero de columnas de R no afecta al balanceo de la carga de nuestro algoritmo
ya que las columnas que se anaden se asignan a los distintos procesadores siguiendo
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Figura 5.1: Balanceo de la carga en funcién del orden de la matriz.
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una distribucioén ciclica. Sin embargo, cuando una variable superbésica alcanza una
de sus fronteras debe ser eliminada, reduciéndose en ese caso el nimero de columnas
de R. Esta situacion lleva a la aparicion de desbalanceos de la carga, siendo mayor
cuantas mas columnas hayan sido eliminadas de la matriz R.

De esta forma, cuando el desbalanceo en uno o mas bloques rectangulares sea
tan importante que provoque un efecto negativo suficientemente significativo en los
tiempos de computacion del algoritmo, seré necesario realizar una redistribucién de
las columnas asociadas a dicho bloque rectangular entre los procesadores del sistema.
La tarea, ahora, consistira en determinar el coste, en tiempo, de este desbalanceo, y
decidir cuando compensa la sobrecarga de comunicaciones necesarias para volver a
una situacion de equilibrio. Por otro lado, el uso de una heuristica de redistribuciéon
optima sera fundamental. A continuacién, se describen y evaliian las tres heuristicas
de redistribucién propuestas.

5.3. Estrategias de redistribucion de la carga

El problema de la redistribucién 6ptima de la carga computacional se puede
definir formalmente del siguiente modo: sea un conjunto D = {1,---,n4} de pro-
cesadores a los que denominaremos donadores, cada procesador ¢ con un exceso de
carga w; (i € D), medido en nimero de columnas, deben distribuir ese exceso de
carga entre un conjunto R = {1,---,n,} de procesadores receptores que poseen de-
fecto de carga, y que tienen una capacidad de recepcion de c¢; columnas, j € R. El
valor de la sobrecarga de un procesador donador puede ser repartido entre distintos
procesadores receptores, al contrario de lo que sucede en los tipicos problemas de
empaquetamiento de objetos (Multiple Knapsack problems [56]) donde puede quedar
carga sin asignar debido a que su peso es fijo, y no puede ser asignado a ninguno de
los receptores existentes. El problema puede formularse del siguiente modo:

minimizar max{max}_ ,_px;; Vj€ R, max) .z Vi€ D}
sujeto a ZiED U)Z(j)flfzj = Cy, VJ c R,

ZjGR U)Z(j)flfzj = w;, Vi € D,

Lij S {0, 1}, 1€ D, j S R,

(5.10)

donde z;; es 1 si existe un envio entre el donador i y el receptor j, y por lo tanto,

> icp Tij es el nimero de mensajes recibidos por el procesador j, > .. es el

JER
namero de mensajes enviados por el procesador i y w;(j) es el nimero de columnas
del procesador i que ha sido asignado al procesador j.
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El objetivo del problema es equilibrar el reparto de la carga entre los P procesa-
dores del sistema. En la literatura, aparecen problemas de redistribucién similares,
las soluciones propuestas tratan de minimizar el ntimero total de mensajes exis-
tentes en el sistema [42]. Sin embargo, nuestras heuristicas pretenden balancear el
sistema minimizando el maximo nimero de mensajes recibidos y el maximo niimero
de envios por procesador, de este modo se minimizan los tiempos de espera de los
procesadores y el tiempo de ejecuciéon total del algoritmo, ya que el procesador que
envie o reciba el mayor niimero de mensajes marcara el tiempo critico del algoritmo.
Este valor esta directamente relacionado con el tiempo necesario para restablecer el
balanceo 6ptimo de la carga en el caso de que la red de interconexion permite el
envio de mensajes simultaneos. Adicionalmente, reducir el nimero total de mensajes
que circulan por la red evita la contencién de la misma, lo que desembocaria en una
degradacion del rendimiento del algoritmo paralelo. Notese que se prima la mini-
mizacion del nimero de mensajes, no su tamafio, ya que la influencia del tamano
de los mensajes es menos relevante en los sistemas multiprocesador con suficiente
ancho de banda en su red de interconexién.

Se trata de un problema N P-completo [13, 28, 36|, por lo tanto, es imposible
encontrar un algoritmo que nos garantice la obtenciéon de la soluciéon 6ptima en to-
dos los casos y en un tiempo razonable. De ahi que distintas heuristicas como las de
Primer ajuste, Ultimo ajuste, Peor ajuste, Mejor ajuste, ..., hayan sido propuestas
para resolver este tipo de problemas. En este trabajo se proponen tres estrategias
que se adaptan mejor a las caracteristicas del problema de optimizacién planteado
en nuestro caso. A continuacion, describiremos las estrategias propuestas y, para va-
lidarlas, las compararemos con las heuristicas clasicas de Peor ajuste y Mejor ajuste.
También compararemos nuestros resultados con los de una heuristica propuesta re-
cientemente para resolver un problema de redistribucion de la carga genérico en un
sistema de computacién paralelo. La heuristica se conoce con el nombre de Pares
dentro de un lazo (PDL) [42]. Puesto que el problema que aborda esta heuristica es
similar al que nosotros tratamos de resolver, la comparaciéon de sus resultados con
los obtenidos por nuestras propuestas resalta de manera precisa las caracteristicas
de las mismas.

5.3.1. Estrategia basada en donadores

Utilizando una terminologia similar a la de los problemas de empaquetamiento
de objetos, supongamos que las columnas en exceso de los procesadores donado-
res representan objetos a empaquetar. Consideremos que este nimero de columnas
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representa el peso del objeto. Inicialmente estos pesos se encuentran ordenados de
mayor a menor y almacenados en un vector W (vector de pesos). Los procesadores
receptores representan contenedores que hay que llenar con los objetos, cuya capa-
cidad, ordenada también en orden decreciente, se almacena en un vector C' (vector
de capacidades). Notese que al ordenar los vectores W y C| el peso w; no tiene por
que corresponder al procesador 1.

Para resolver este problema de optimizacién proponemos tres estrategias. La pri-
mera de ellas, denominada Estrategia basada en donadores (EBD), trata de minimi-
zar el madximo nimero de mensajes enviados por procesador, intentando al mismo
tiempo que no se incremente significativamente el maximo nimero de mensajes reci-
bidos. En una primera fase, el algoritmo recorre los dos vectores identificando pesos
y capacidades iguales. Un peso w; del mismo valor que una capacidad c;, se traduce
en un Gnico mensaje del donador & (con peso w;) al receptor ¢ (con capacidad c;).

El siguiente paso consiste en realizar los emparejamientos entre los procesadores
que ain tengan carga desbalanceada. La heuristica recorre, para cada elemento del
vector de pesos, el vector de capacidades buscando receptores a los que enviar la
carga sobrante. Para ilustrar la heuristica, consideremos el ejemplo de aplicacion de
este método de la figura 5.2 para un vector de pesos W = {34,9,7,7} y un vector
de capacidades C' = {26,22,8,1}. La flecha que se encuentra en la parte superior
del vector W indica que el algoritmo realiza los emparejamientos recorriendo este
vector en primer lugar. Las otras flechas representan el establecimiento de mensajes
entre dos procesadores.

Para cada elemento del vector de pesos, se distinguen dos casos:

1. El peso w; del procesador méas cargado (i) es mayor que la capacidad de cual-
quier procesador receptor (w; > ¢;, Vj € R). En este caso (paso (a) de la
figura 5.2), el donador i envia ¢; de sus columnas al receptor j siendo este pro-
cesador el de mayor capacidad receptora. La carga sobrante, w; — ¢; columnas,
se almacena de nuevo en el vector de pesos, siendo necesaria la correcta ubi-
cacion de la misma para mantener el orden decreciente del vector. Con esta
estrategia, se trata de minimizar el niimero de envios por procesador, ya que
al eliminar la mayor carga sobrante posible en un sélo envio, previsiblemente
el procesador donador necesitara enviar, a continuaciéon, menos mensajes para
librarse de la sobrecarga que todavia le queda.

2. El peso w; del procesador mas cargado es menor que la mayor capacidad
receptora (w; < ¢;). En este caso, la estrategia consiste en buscar algtin pro-
cesador ¢ con capacidad receptora c; = w;. Si esta capacidad existe, se realiza
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el emparejamiento, y sera a este procesador al que se envie la carga en exceso
(paso (c) de la figura 5.2). De no existir ningiun procesador que cumpla este
requisito (pasos (b), (d) y (e) de la figura 5.2), la seleccion se hara entre todos
aquellos procesadores cuya capacidad sobrante, después de realizarse la comu-
nicacion, verifique ¢; — wy; > mingep{wy}. De este modo, se trata de evitar
que un remanente de capacidad receptora tenga un tamafo tan pequeno que
sea insuficiente para que el procesador donador que posteriormente anule esa
capacidad pueda eliminar toda su sobrecarga con un tinico envio. Tratando asi
de minimizar el niimero de envios por procesador.

Dentro del grupo de procesadores que cumplen esta condicion, se elegird como
receptor del mensaje a aquel que hasta el momento haya recibido el menor
numero de mensajes, con el fin de que el maximo nimero de recepciones por
procesador no se incremente. En la figura 5.2, el niimero de recepciones y envios
en cada procesador se indica entre paréntesis. En caso de que la condicién ¢; —
wy > mingep{wy} no se cumpla, el mensaje se establecera con el procesador
receptor de mayor capacidad como se muestra en la figura 5.2 (d).

L@ @
7| 7] 6w

max(e)=2, max(r)=3, total=6

Figura 5.2: Ejemplo de aplicacién de la heuristica EBD para balancear un
sistema de 8 procesadores.

5.3.2. Estrategia basada en receptores

Esta estrategia, denominada EBR, es similar a la descrita en el apartado ante-
rior, la tinica diferencia es que ahora el objetivo es minimizar el méximo nimero de
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recepciones por procesador, y tratar de mantener controlado, evitando que se incre-
mente excesivamente, el méximo nimero de envios. Para conseguirlo, proponemos
aplicar la misma técnica pero, ahora, recorriendo primero el vector de capacidades
en lugar del vector de pesos, tratando de encontrar para cada procesador receptor
la carga adecuada que lo lleve a la situacion de equilibrio. La descripcion de este
método, del que podemos ver un ejemplo en la figura 5.3, es la siguiente:

En una primera fase, el algoritmo recorre los dos vectores en busca de pesos y
capacidades iguales. De encontrarse un peso w; del mismo valor que una capacidad
¢;, el procesador k (con peso w;) enviard un mensaje con sus w; columnas sobrantes
al procesador ¢ (con capacidad c;).

De nuevo, el siguiente paso consiste en realizar los emparejamientos entre los
procesadores del sistema que todavia no han sido balanceados, recorriendo, en pri-
mer lugar, el vector de capacidades y buscando para cada procesador receptor, un
procesador donador que le proporcione la carga necesaria. En cada iteraciéon del
método, tendremos que distinguir dos casos:

1. La capacidad receptora c¢; del procesador méas desbalanceado (i) es mayor
que el peso asociado a cualquier procesador donador (¢; > wj, Vj € D). En
este caso (pasos (b), (c) y (d) de la figura 5.3), el procesador j, con mayor
peso, envia sus w; columnas al receptor :. La capacidad sobrante, ¢; — w;
columnas, se almacena de nuevo en el vector de capacidades, siendo necesaria la
reordenacion del mismo. Con esta estrategia, se pretende minimizar el niimero

de recepciones por procesador al igual que el niimero de envios en la estrategia
EBD.

2. La capacidad receptora c; es menor que el nimero de columnas sobrantes del
procesador con mayor peso (¢; < w;). Primero, el algoritmo busca si existe
algin procesador ¢ con peso w; = c; para que sea éste el que realice el envio.
De no existir ningtin procesador que cumpla este requisito (pasos (a) y (e) de la
figura 5.3), la seleccion se hara entre todos aquellos procesadores que, después
de establecerse la comunicacion, verifiquen la condicién w; —c¢; > mingep{cy}-

Dentro del grupo de procesadores que cumplen la condicion 2, se elegird como
receptor del mensaje a aquel que hasta el momento haya realizado el menor
namero de envios. Analogamente a lo que sucedia en la estrategia EBD, si
no existe ningin procesador donador que verifique la condicion 2, sera el de
mayor peso el que realice el envio.
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max(e)=3, max(r)=3, total=7

Figura 5.3: Ejemplo de aplicacion de la heuristica EBR para balancear un
sistema de 8 procesadores.

5.3.3. Estrategia hibrida

La idea bésica de la tercera estrategia propuesta (EH) consiste en combinar
las caracteristicas de las heuristicas EBD y EBR, sacando partido de las ventajas
de cada una de ellas. Por lo tanto, esta heuristica trata de minimizar por igual el
maximo nimero de mensajes enviados y recibidos por procesador.

Partimos, como en los dos métodos anteriores, de un vector de pesos y un vector
de capacidades ordenados decrecientemente. La primera etapa del algoritmo, con-
sistird de nuevo en la bisqueda de pesos y capacidades iguales, estableciéndose un
uinico mensaje entre cada par de procesadores donador y receptor que verifiquen esta
condicion.

En la segunda etapa, se recorren los dos vectores (pesos y capacidades) simulté-
neamente, distinguiéndose para cada elemento dos casos:

1. Si el mayor peso w; es menor o igual que la méxima capacidad receptora cy,
entonces se aplica el método EBD (pasos (b), (¢) y (d) de la figura 5.4). Se
busca alguna capacidad ¢, igual al peso w; (paso (c) de la figura 5.4). Si esta
capacidad existe, el donador ¢ (con peso w;) enviard un mensaje al receptor
j (con capacidad c¢), consiguiendo ambos procesadores balancear su carga.
De no encontrarse esta capacidad, se elige, de entre todos los procesadores
receptores que verifiquen que ¢ — w; > minyep{w,}, el que haya recibido
hasta el momento el menor nimero de mensajes. En este caso, se prima la
minimizacién del maximo ntimero de envios por procesador.

2. Siel mayor peso w; es mayor que la maxima capacidad receptora c;, entonces
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se aplica el método EBR (pasos (a) y (e) de la figura 5.4). Se intenta encontrar
algin donador k con peso w; igual a la capacidad c;. De existir ese procesador
serd necesario un unico mensaje entre esos dos procesadores para balancearlos.
Si no existe, se elige al procesador donador j (con peso w;), que verificando
w; — ¢1 > minyer{c, }, haya realizado el minimo nimero de envios. En esta
situacion, se da mayor importancia a la minimizacién del maximo nimero de
recepciones por procesador.

| (d) (e |
7]
N1

max(e)=2, max(r)=3, total=6

Figura 5.4: Ejemplo de aplicacion de la heuristica EH para balancear un
sistema de 8 procesadores.

5.3.4. Estrategia Peor ajuste

La heuristica Peor ajuste WF (Worst Fit) [17] es uno de los métodos mas in-
tuitivos de los utilizados en la optimizaciéon de problemas de empaquetamiento de
objetos. En el planteamiento de este tipo de problemas se dispone de una lista de
N objetos de diferentes pesos w; que se deben empaquetar en M contenedores de
igual capacidad c. La heuristica consiste simplemente en tomar el primer elemento
no asignado de la lista de objetos y colocarlo en el recipiente que disponga de la
mayor cantidad de espacio vacio una vez que el objeto haya sido depositado en él.

Nuestro problema es ligeramente diferente, ya que en algunos casos, el peso
asociado a un procesador donador es mayor que la capacidad de cualquier procesador
receptor, y ademas los contenedores no tienen necesariamente la misma capacidad.
Ante estas situaciones no podemos aplicar la técnica del método Peor ajuste pura, y
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Figura 5.5: Ejemplo de aplicacién de la heuristica Peor ajuste para balancear
un sistema de 8 procesadores.

optamos por adaptarla. Podemos ver un ejemplo de este método en la figura 5.5, en
la que se observa que en este caso no es necesario el reordenamiento de los vectores de
pesos y capacidades. Por lo tanto, es valida la nomenclatura en la que al procesador
¢ le corresponde una carga en exceso w;. Para los procesadores receptores se puede
usar una notacion analoga.

Por lo tanto, para el problema de optimizacién que nos ocupa, la implementacién
del algoritmo Peor ajuste se adaptaria de la siguiente forma:

= Si el peso w; del procesador donador i es mayor que cualquier capacidad re-
ceptora (w; > ¢, Vj € R), entonces el procesador ¢ envia c¢; de sus columnas
sobrantes al receptor j de mayor capacidad (pasos (c), (d) y (f) de la figu-
ra 5.5).

= En caso contrario, se aplica la heuristica Peor ajuste, y el donador ¢ enviar&
sus w; columnas al receptor j en el que quede mas hueco una vez se haya
recibido el mensaje (¢; — w; = max{c;, —w;}, Yk € R) (pasos (a), (b) y (e) de
la figura 5.5).

Claramente esta heuristica no garantiza la minimizacién del méximo nimero de
recepciones por procesador.

5.3.5. Estrategia Mejor ajuste

Esta heuristica, al igual que ocurria con la de Peor ajuste, s6lo podra ser aplicada
a nuestro problema de optimizacién cuando el peso a asignar w; sea menor que alguna
capacidad receptora. Por lo tanto, el algoritmo Mejor ajuste BF (Best Fit) [4§]
adaptado quedaria formulado del siguiente modo:
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max(€)=3, max(r)=3, total=7

Figura 5.6: Ejemplo de aplicacion de la heuristica Mejor ajuste para balan-
cear un sistema de 8 procesadores.

= Si el peso w; del procesador donador 7 es mayor que cualquier capacidad re-
ceptora (w; > ¢;, ¥j € R), entonces el procesador i envia ¢; de sus columnas
sobrantes al receptor j de mayor capacidad (pasos (c), (e) y (f) de la figura 5.6).

= En caso contrario, se aplica la heuristica Mejor ajuste, y el donador i enviara
sus w; columnas al procesador j en el que la capacidad sobrante sea menor
después de establecerse la comunicacion (¢; — w; = min{c, — w;}, Vk € R)
(pasos (a), (b) y (e) de la figura 5.6).

Notese que al realizar los envios primando remanentes de capacidades pequenas,
en la mayor parte de los casos se garantiza un minimo nimero de recepciones. Sin
embargo, con frecuencia algin procesador donador para liberarse de su exceso de
carga, y debido a las pequenas capacidades receptoras existentes en un determinado
momento, se ve forzado a realizar muchos envios.

5.3.6. Estrategia Pares dentro de un Lazo

Esta estrategia, que denominamos PDL [42], tiene como objetivo minimizar el
nimero total de mensajes necesarios para redistribuir la carga computacional. Se
trata de un algoritmo avaro que recorre los vectores de pesos (W) y capacidades
(C), ordenados en orden decreciente. La primera etapa del algoritmo es analoga
a nuestras propuestas, se recorren ambos vectores buscando pesos y capacidades
iguales. En la segunda etapa se establece un lazo que se ejecuta mientras existan
procesadores con exceso de carga. En cada iteracion de este lazo, se distinguen dos
Casos:
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1. El peso w; del procesador més cargado k es mayor que la mayor capacidad
receptora, c;, entonces el procesador £ envia w; — ¢; columnas al procesador ¢
(con capacidad c¢;).

2. El desbalanceo w; del procesador k con mayor carga en exceso es menor que el
que presenta el procesador ¢ con menor carga asignada, de capacidad c;. En
este caso, el procesador k£ enviard w; columnas al procesador q.

Al final de cada iteracion, el algoritmo busca si el remanente de carga o capacidad
resultante de este envio se puede emparejar con la ya existente en algtin procesador,
estableciéndose el equilibrio entre ambos procesadores como consecuencia de un
linico mensaje entre ellos.

Como se puede observar, el algoritmo es muy similar a nuestra propuesta EBD
cuando w; > ¢;. En otro caso, se establece una comunicacion entre los dos procesa-
dores méas desbalanceados sin considerar el nimero de mensajes que ya ha recibido
el receptor. A pesar de que esta heuristica no trata de minimizar el maximo niimero
de recepciones, al haber sido propuesta para resolver un problema ligeramente di-
ferente al nuestro, consigue resultados méas préoximos a nuestras propuestas que las
heuristicas de Mejor ajuste y Peor ajuste como concluiremos en la siguiente seccion.

5.4. Analisis del rendimiento de las estrategias de
balanceo de la carga

Las heuristicas EBD, EBR y EH han sido disenadas con caricter general para
poder adaptarlas a problemas de desbalanceo en la ejecucion de cualquier aplicacion
sobre un sistema paralelo homogéneo donde el tiempo critico esté determinado por el
coste de las comunicaciones. Sin embargo, probaremos su eficiencia para redistribuir
la carga computacional cuando se produzca una situacion de desbalanceo en nuestro
algoritmo paralelo. Se ha realizado un estudio comparativo entre todas las heuristicas
descritas en la secciéon anterior. El objetivo es resaltar la eficiencia de las estrategias
propuestas asi como decidir qué heuristica se va a utilizar finalmente en nuestra
implementacion paralela.

El estudio se ha realizado sobre un sistema genérico de P procesadores, y con-
siderando la matriz R dividida en bloques rectangulares y triangulares de distintos
tamafios. Debido a que en el algoritmo paralelo existe una sincronizacion después
de la computacion de cada bloque rectangular, el tiempo total de ejecucién del al-
goritmo esté fuertemente ligado a las computaciones de los bloques rectangulares.
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Ademaés, como la computacion paralela se reduce a estos bloques, el desbalanceo de
la carga computacional de un bloque rectangular determina el tiempo de compu-
tacion asociado a ese bloque. Por lo tanto, centraremos el estudio sobre un tnico
bloque rectangular de entre todos en los que quedaria dividida la matriz, pero las
conclusiones que se extraigan se podran aplicar a todos los deméas bloques de manera
inmediata.

Consideremos sistemas con distinto nimero de procesadores P = {4, 8, 16, 32, 64,
128}, y diferentes tamanos de bloque, desde 4 hasta 3000 columnas por procesador.
Seleccionamos el nimero de columnas que pueden ser eliminadas en cada procesador,
de modo que controlemos el desbalanceo de la carga computacional. Cuanto mayor
sea la cantidad de columnas eliminadas, mayor podra ser el desbalanceo existente.
Este control sobre el desbalanceo se ejerce permitiendo la eliminaciéon como maximo
de un porcentaje del nimero total de columnas asignadas a un procesador (en un
rango del 10 % al 90 %). Asi, por ejemplo, en un sistema con P = 64 procesadores y
n = 2000 columnas por procesador, si establecemos un desbalanceo del 20 %, para
cada procesador el nimero de columnas eliminadas estd comprendido dentro del
intervalo [0, 400].

Definido este intervalo, el nimero de columnas eliminadas se genera aleatoria-
mente para cada procesador. Una vez establecida la carga por procesador en la
situacion de balanceo y la que realmente tiene cada procesador, se conoce el niimero
de columnas que tiene asignadas en exceso o las que le faltan para estar balanceado.
De este modo, hemos generado 1740 ejemplos sobre los que se han aplicado las seis
heuristicas de redistribucién descritas en la seccién 5.3.

Para visualizar los resultados hemos representado para cada valor de P y del
desbalanceo permitido, graficas que representan el nimero maximo de envios por
procesador, el nimero méximo de recepciones y el nimero total de mensajes frente
al niimero de columnas asignadas inicialmente a cada procesador. Estos resultados
pueden verse en las figuras 5.7 a 5.12 para todos los posibles valores de P y para
desbalanceos del 10 % y 90 %. Los resultados de la heuristica PDL no se muestran
en ellas debido a que su similitud con los obtenidos mediante nuestras propuestas
dificulta la visualizacion de estas graficas. Posteriormente, mostraremos como, sien-
do los resultados entre nuestras heuristicas y la heuristica PDL muy similares, las
primeras alcanzan mejores valores de la funciéon objetivo.

En los resultados se observa que para un sistema de 4 procesadores, las tres
medidas analizadas toman valores idénticos para todas las heuristicas. Esto es debido
a que con un nimero de procesadores tan pequeno, se pueden dar so6lo tres situaciones
de desbalanceo, y para cada una de ellas existe una tinica alternativa para redistribuir
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la carga computacional y llevar de nuevo el sistema al equilibrio. De ahi que todas
las heuristicas presenten soluciones idénticas. Las tres situaciones posibles son:

» Maximo nimero de recepciones o envios por procesador igual a 1. Esto ocurre
si en el sistema existe un tinico procesador con exceso de carga y un tnico
procesador con capacidad receptora; o bien, dos procesadores donadores y dos
receptores, siendo el peso de cada donador igual a una de las capacidades
receptoras.

» Maximo nimero de recepciones o envios por procesador igual a 2. Si existen
dos procesadores donadores y un procesador receptor, o un donador y dos
receptores.

= Maximo ntiimero de recepciones o envios por procesador igual a 3. Se distingue
un procesador donador y tres procesadores receptores, o la situacién inversa,
tres donadores y un receptor.

Como cabia esperar, a medida que aumenta el nimero de procesadores del sis-
tema, se observan comportamientos diferentes entre las distintas heuristicas, sobre
todo, en las graficas del nimero méaximo de envios por procesador (figuras 5.7 y 5.10)
y del nimero total de mensajes(figuras 5.9 y 5.12). Estas diferencias son especial-
mente relevantes cuando el sistema tiene el mayor nimero de procesadores, P = 64
6 P = 128. En estos casos, se observan claramente los aspectos comentados en la
seccion 5.3. Globalmente, los peores resultados en el niimero méximo de envios por
procesador se obtienen con la heuristica Mejor ajuste, ya que se caracteriza por
realizar los envios a aquellos procesadores de menor capacidad de recepcién, lo que
conduce a que el procesador que se libere de su carga en exceso en ultimo lugar, debe
repartir esa carga entre un nimero alto de procesadores receptores, lo que implica
un gran numero de envios.

En las figuras 5.7 y 5.10 se observa la eficiencia de las heuristicas propuestas que
reducen el nimero maximo de envios respecto a las estrategias Peor ajuste y Mejor
ajuste de forma significativa a medida que aumenta el niimero de procesadores.
En la figuras 5.8 y 5.11 puede verse que las cinco heuristicas consiguen mantener
valores reducidos en el niimero maximo de recepciones por procesador. En este caso,
la heuristica Mejor ajuste presenta los mejores resultados, aunque difiere muy poco
de los obtenidos por nuestras propuestas EBR y EH. No6tese que EBR se comporta
correctamente en niimero de recepciones, y EBD en envios, mientras que EH presenta
buenos comportamientos en ambos casos.

Las resultados del nimero total de mensajes se muestran en las figuras 5.9y 5.12.
En ellas puede observarse un comportamiento similar. Todas las heuristicas obtienen
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Figura 5.7: Numero maximo de envios por procesador necesarios tras la

aplicacién de los distintos algoritmos de redistribucién para un desbalanceo
del 90 %.
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Figura 5.8: Niimero méaximo de recepciones por procesador que genera la

aplicacion de los distintos algoritmos de redistribucién para un desbalanceo
del 90 %.
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Figura 5.9: Numero total de mensajes generados en el sistema tras la apli-

cacion de los distintos algoritmos de redistribuciéon para un desbalanceo del

90 %.
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B EH O EBR OEBD EMejor ajuste W Peor ajuste
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Figura 5.10: Nimero maximo de envios por procesador necesarios tras la
aplicacion de los distintos algoritmos de redistribucién para un desbalanceo
del 10 %.
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Figura 5.11: Nimero maximo de recepciones por procesador generado tras la

aplicacion de los distintos algoritmos de redistribucién para un desbalanceo

del 10 %.
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Figura 5.12: Numero total de mensajes generados en el sistema tras la apli-
cacién de los distintos algoritmos de redistribucién para un desbalanceo del
10 %.
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resultados muy proximos para sistemas con un ntumero de procesadores pequeno,
diferencidndose mas conforme el ntimero de procesadores aumenta. En este caso,
aunque los mejores resultados se obtienen con la heuristica EH, las diferencias con
los otros métodos propuestos son minimas. Los peores resultados se obtienen ahora
con la heuristica Peor ajuste, sobre todo, para P = 128 procesadores.

BF WF
P EBD EBR EH PDL | P EBD EBR EH PDL
4 0.00 0.00 0.00 0.00 4 166 166 1.66 1.66
8§ 1261 1261 1285 1273 | 8 11.00 11.00 11.25 11.12
16 3592 35.12 35.77 3541 | 16 29.71 28.83 29.55 29.15
32 6223 60.38 61.08 61.12 | 32 50.94 4853 49.44 49.49
64 7730 7423 76.15 7571 | 64 6636 61.81 64.66 64.01
128 86.61 83.20 85.28 84.96 | 128 76.33 70.30 73.98 73.41

Tabla 5.1: Tasa de mejora (en %) del nimero maximo de envios de las
heuristicas descritas frente a los casos clasicos de Mejor ajuste y Peor ajuste.

En estas graficas se observa que es en el maximo nimero de envios y en el nimero
total de mensajes donde se producen las mayores diferencias entre nuestras propues-
tas y las heuristicas clasicas. La comparacion con la heuristica PDL no presenta
conclusiones resenables, sin embargo, se observan resultados ligeramente superiores
para nuestras propuestas. En la tabla 5.1 se muestra la tasa de decrecimiento del
niumero méaximo de envios en nuestros métodos y en la heuristica PDL frente al
generado por los métodos Mejor ajuste y Peor ajuste. Para calcular este porcentaje
de mejora se ha trabajado con el maximo niimero de envios medio que resulta de
aplicar cada estrategia de redistribucién a todos lo tamanos de bloque y todos los
desbalanceos de nuestra bateria de pruebas sobre un sistema de P procesadores.

Para completar el estudio del comportamiento de nuestras propuestas frente a las
otras alternativas descritas, en la tabla 5.2 se muestra el nimero de veces que cada
heuristica obtiene la mejor solucién para el problema de optimizacion 5.10 sobre el
conjunto de pruebas utilizado. En muchos casos, la soluciéon 6ptima es alcanzada por
més de una heuristica al mismo tiempo. Sin embargo, en algunas ocasiones, s6lo una
de las estrategias obtiene el mejor resultado. El niimero de veces que esto ocurre se
muestra entre paréntesis. A medida que el nimero de procesadores aumenta, nuestras
estrategias presentan las mejores eficiencias en un mayor nimero de ocasiones. La
heuristica que méas veces alcanza el valor minimo de la funcién objetivo aparece
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P EBD EBR EH PDL BF WF
290 290 290 290 290 281
8 230  226(6) 232 231 193(10) 181(15)

16 239(5) 247(14) 242 238 84(6)  81(9)
32 230(19) 234(31) 227 226 27(2)  26(3)
64 202(27) 214(32) 211(4) 190(1) 28(4) 16

( (3)

DO
© —

3
128 179(40) 179(32) 202(10) 173(5) 24(3) 15

Tabla 5.2: Numero de veces, sobre un conjunto de 1740 ejemplos, que cada
heuristica de redistribucién obtiene el mejor resultado.

resaltada en negrita.

Todo este anilisis de la eficiencia de las distintas heuristicas se ha realizado
a partir de los resultados obtenidos para desbalanceos del 10% al 90 %. Hemos
comprobado que para todos los desbalanceos las conclusiones son idénticas, y so6lo
mostramos los resultados de dos casos extremos. Sin embargo, cabe destacar el com-
portamiento observado en las graficas del nimero méximo de envios por procesador.
Mientras que para nuestras propuestas se observa un nimero de envios muy peque-
no y casi constante, independientemente del desbalanceo, a medida que aumenta el
nimero de procesadores, para el Mejor ajuste y el Peor ajuste, el niimero méximo
de envios crece considerablemente a medida que lo hace el desbalanceo y el niimero
de procesadores del sistema. Este comportamiento puede apreciarse en la figura 5.13
para un sistema de P = 128 procesadores.

Una vez constatada la eficiencia de nuestras heuristicas, tendremos que seleccio-
nar una de ellas como la méas adecuada para redistribuir la carga computacional en
nuestro codigo de optimizacién paralelo.

En un sistema formado por P procesadores, el desbalanceo es funciéon de la carga
computacional por procesador y del niimero de procesadores, caracterizados como
donadores D o receptores R. La diferencia D — R toma un amplio rango de valores a
medida que se incrementa P. Si D — R > 0, habra un gran ntimero de procesadores
donadores que tienen que redistribuir su exceso de carga entre los procesadores
receptores. En este caso, el maximo nimero de recepciones por procesador es el
factor dominante. Por lo tanto, la estrategia EBR, en este caso, proporciona la
mejor solucion. Esta situacién se puede observar en el lado derecho de la figura 5.14
para un sistema de 128 procesadores. En el lado izquierdo de esta misma figura se
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Figura 5.13: Numero maximo de envios por procesador tras la aplicacion de
las distintas heuristicas para distintos grados de desbalanceo y P=128.

observa la situacion opuesta, el nimero de donadores es muy pequeno, y el méximo
nimero de envios por procesador se hace critico. En este caso, la solucién 6ptima es
la aplicacion de la heuristica EBD. Sin embargo, para valores |D — R| proximos a
cero, las tres estrategias presentan un comportamiento similar, como se ha visto en
las figuras 5.7 a 5.12. En esta region, la heuristica EH, que combina las caracteristicas
de las estrategias EBD y EBR, parece la mejor opcién. En muchos problemas reales,
el desbalanceo tipico de un c6digo de optimizacién basado en un conjunto activo de
restricciones no es alto, y la diferencia entre el nimero de donadores y receptores no
puede ser excesiva, por lo que el maximo niimero de envios y el méximo nimero de
recepciones tiende a ser similar. Como consecuencia, la heuristica EH es la que hemos
seleccionado como el método a utilizar para redistribuir la carga computacional del
sistema, y en ella centraremos el estudio del resto del capitulo. En cualquier caso,
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la aplicacién de cualquiera de las otras dos heuristicas nos llevaria a resultados y
conclusiones analogas.

120 T w w w T
100

80
w60
40

20

Figura 5.14: Funciéon objetivo del problema de redistribucion de la carga
aplicando las tres heuristicas propuestas (EBD, EBR y EH) para desbalan-
ceos con diferente relacion entre el nimero de donadores y receptores.

5.5. Estimacion del coste de la heuristica EH

Un sistema que no se encuentra completamente balanceado implica un mayor
coste computacional. Es necesario decidir si este incremento en el tiempo de com-
putacion es lo suficientemente importante como para que compense realizar una
redistribucion de la carga.

En primer lugar, habra que determinar cuanto se aparta el sistema de la situa-
cion de equilibrio [74]. El procesador con mayor carga, en nuestro caso con el mayor
nimero de columnas excediendo el equilibrio, es el que marca el tiempo de compu-
tacion. El coste del desbalanceo se puede definir como el tiempo que este procesador
necesita para realizar todas las computaciones existentes sobre los elementos de esas
columnas en exceso. En cada iteracién del método cuasi-Newton se ejecuta una serie
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de procesos sobre la matriz R. Algunos se aplican bajo determinadas condiciones
pero hay cuatro que se ejecutan siempre y que ademds suponen la mayor parte
del coste computacional: la resolucion triangular inferior, la resolucién triangular
superior, la rotaciéon global hacia adelante y la rotaciéon global hacia atras. Por lo
tanto, para evaluar el posible coste del desbalanceo existente vamos a calcular cual
es el tiempo computacional necesario para ejecutar las cuatro computaciones men-
cionadas sobre una porciéon de columna de tamano aP perteneciente a uno de los
bloques rectangulares, U;;, en que se divide la matriz. Estos bloques se muestran en
la figura 5.15.

Uoy Ugz Ugs Ugs | Uos aP

Figura 5.15: Particionamiento en bloques de la matriz R.

Hemos estudiado el coste computacional para P = 1 y distintos valores de a de
las cuatro computaciones. A continuacion, realizamos un ajuste lineal de los valores
de tiempo de ejecuciéon obtenidos para cada computaciéon. Este proceso hay que
realizarlo sobre cada sistema en el que se quiera estimar el coste de la heuristica de
redistribucion EH. A modo ilustrativo, en la siguiente seccién se presentan resultados
experimentales obtenidos sobre el sistema multiprocesador AP3000 de Fujitsu y el
cluster beowulf del CESGA.

Formalmente, sustituyendo el coste computacional de cada una de las cuatro ru-
tinas mencionadas por la correspondiente ecuacién de ajuste, el coste computacional
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asociado al desbalanceo para una tinica columna en exceso de tamano aP se puede
ajustar linealmente de un modo suficientemente preciso,

coste(aP) = agespa + baesba - P (5.11)

Cada columna puede pertenecer a uno o mas bloques, de modo que cuanto mayor
sea el indice de la columna, mayor es el nimero de bloques a los que pertenece. Por lo
tanto, el desbalanceo del sistema serd mayor si se eliminan columnas pertenecientes
a los ultimos bloques (por ejemplo, la columna v de la figura 5.15) que si desaparecen
columnas del principio, como la columna & de la misma figura. Podemos hablar, por
tanto, de varios niveles dentro de la matriz, asi el nivel {2 = 1 estard compuesto por
las columnas que pertenecen a un s6lo bloque rectangular, el nivel {2 = 2 por las
que pertenecen a dos bloques y asi sucesivamente.

Una vez que se conoce el coste computacional de las cuatro rutinas mencionadas
sobre una porcion de columna de tamano «P, para medir el desbalanceo dentro de
un conjunto de bloques U;;, @ < j, perteneciente a un determinado nivel {2, basta con
multiplicar el coste dado por la ecuacién 5.11 por el niimero de columnas en exceso
que posee el procesador con mas carga asignada dentro de ese nivel. Ese resultado,
ademas, habra que multiplicarlo por el nivel considerado.

Si denotamos por C),,, el maximo nimero de columnas que exceden el equilibrio
dentro de un bloque rectangular de altura aP, podemos definir el coste computa-
cional debido al desbalanceo de ese bloque como:

coste(bloque) = C)az - coste(aP) = Chaz + (gespa + bdesba + @ P). (5.12)

El desbalanceo existente no sbélo afectaré a ese bloque sino a todos los que estéan
alineados con él, por lo tanto, el coste total asociado a este desbalanceo sera,

coste(desba) = Q - Chqp - coste(aP) = w - Q- Cruaw - (Qgesba + bdesva - @P).  (5.13)

El siguiente paso consiste en calcular el coste de la estrategia de redistribucion,
para decidir si compensa recomponer la carga computacional. Para caracterizar el
coste computacional de la redistribucién debemos distinguir dos componentes:

s 71, es el tiempo de computacion de la heuristica en si. Notese que todos los
procesadores aplican el método de redistribucion para determinar de quién van
a recibir o a quién van a enviar su carga.

» T2, es el tiempo de comunicacién necesario para redistribuir toda la carga
computacional. Este tiempo seré el de las comunicaciones del procesador que
més envios realice 0 mas mensajes reciba.
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Obtendremos estimaciones de T'1 y T2 para decidir si es rentable la redistribucion
de la carga.

El coste computacional de la heuristica depende del nimero de veces que se deba
recorrer el vector de pesos y el vector de capacidades para establecer mensajes entre
los distintos procesadores. El ntimero total de mensajes no se puede conocer hasta
que se haya aplicado la heuristica de redistribucion, pero en el peor caso su valor
sera P — 1.

Este maximo se alcanzara cuando se dé alguna de las dos situaciones extremas:

» Un procesador ha perdido toda su carga, y los P — 1 procesadores restantes no
han perdido ninguna columna. Para volver a balancear el sistema, estos proce-
sadores tendrian que enviar un mensaje al que ha perdido su carga, recibiendo
este ultimo P — 1 mensajes.

= Todas las columnas de un bloque asignadas a P — 1 procesadores son elimina-
das. El procesador cuya carga no ha sido alterada debe enviar un mensaje a
cada uno de estos P — 1 procesadores. El niimero méximo de envios sera, por
lo tanto, P — 1 y el de recepciones seré 1.

De este modo, disponemos de un limite por exceso del coste de la heuristica de
redistribucion si conocemos el coste computacional de cada iteracion:

coste(heuristica) < coste(iter) - (P — 1). (5.14)

Por otro lado, y para poder evaluar el coste total de la redistribucién, es necesa-
rio estimar el tiempo requerido para el envio y la recepcion de todos los mensajes.
El procesador que mas mensajes envie o reciba es el que mas tardara en finalizar
la redistribucién, y sera el que determine el tiempo de comunicacion de esta etapa.
Hemos utilizado los 1740 ejemplos de la bateria de pruebas sobre la que se han vali-
dado las heuristicas propuestas. Se han realizado dos histogramas, uno del niimero
méximo de envios y otro del niimero méximo de recepciones. Ambos histogramas
se muestran en la figura 5.16, y en ellos se observa un comportamiento gaussiano
con su valor maximo centrado en 3. Por lo tanto, consideraremos que el tiempo de
comunicacion viene dado por el coste de 3 mensajes, que supone un valor medio con
suficiente fiabilidad.

Asi, el coste del tiempo de comunicacién del algoritmo de redistribucion sera,

coste(comunica) = x - coste(mensaje), (5.15)
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Figura 5.16: Histogramas del nimero méaximo de envios y recepciones que
genera la heuristica de redistribucion EH.

siendo y un parametro que representa la relacién entre el coste de un tinico y de tres
mensajes punto a punto consecutivos, y cuyo valor depende del comportamiento de
los mecanismos de gestion de los mensajes del sistema considerado.

Ahora, establecemos el coste de un mensaje punto a punto, que depende del
tamano del mismo y de las propiedades del sistema multiprocesador, en especial,
de la red de interconexion. Asi que, por un lado se estimara un tamano por defecto
para cada mensaje, y por otro, el coste computacional del mensaje en el sistema.

Para medir el coste de un mensaje punto a punto de tamano [ en un determinado
sistema, se han ejecutado programas de prueba tipo ping-pong de distintos tama-
nos, medimos su coste, y ajustamos los valores obtenidos por tramos lineales. Los
resultados experimentales obtenidos se muestran en la siguiente seccion.

Si suponemos que el procesador con carga C,., es el que va a realizar mas envios,
y de acuerdo con los histogramas realizados estimamos este nimero en 3, cada
mensaje contendrd en media [C,q,/3] segmentos de columnas. Como el tamano
de estos segmentos es aP y cada elemento esté representado en doble precision (8
bytes), el tamano del mensaje sera:

Cma:c
| = (columnas/bloque) - (elementos/columna) - (bytes/elemento) = | 3 |-aP-8.
(5.16)
Por lo tanto, la estimacion del coste de la estrategia de redistribucién EH sera,

Omax

coste(EHpioque) = coste(iter) - (P — 1) 4+ X - (@men + bmen - | 1 -aP-8). (5.17)

De nuevo, el coste computacional dado por la ecuacién 5.17 se corresponde con
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la redistribucién de las porciones de columnas que pertenecen a un tnico bloque de
tamano «P. Sin embargo, la redistribucion se hard de columnas enteras, por lo que
tendremos que multiplicar el tamano del mensaje por el nivel al que pertenece el
bloque estudiado, €2, de modo que:

lel(ﬂ
3

Una vez estimados el coste computacional del desbalanceo y de la redistribucion

coste(EH) = coste(iter) - (P — 1) 4+ X - (@men + bmen - - [ 1-aP-8). (5.18)

(ecuaciones 5.13 y 5.18), para determinar cudndo compensa realizar la redistribucion
bastara con detectar el punto de corte de estas dos ecuaciones, es decir, cuando

lel(ﬂ

Q- Chaz (Adesba+ baesba @ P) = coste(iter)- (P —1)4x - (amen +bmen- Q- [ 1-aP-8).
(5.19)
En todos los problemas, los parametros o y P determinan el tamano del men-

saje, y por tanto, los coeficientes a,,cn, ¥ bmen de la ecuacion 5.18. Conocidos estos

pardametros, y dependiendo de cuantas columnas han sido eliminadas, la variable

Cinae tomara distintos valores. C,,,, mide, en cierto modo, el desbalanceo dentro de

un bloque. De la ecuacion 5.19 deducimos que la redistribucién de la carga com-

putacional compensara cuando el niimero de columnas que excedan del equilibrio

sea,
coste(iter) - (P — 1) 4+ X * Gmen

(adesba + aP - bdesba - bmen . 8/3 . OéP) . Q

Este valor de C,,,, es valido si consideramos que tras la redistribucién sélo se va

Cma:c ~

(5.20)

a realizar una iteracion del algoritmo, pero si suponemos, como realmente sucederi
en la préctica, que la nueva distribuciéon que lleva al sistema a un balanceo de la
carga computacional se va a mantener durante un nimero de iteraciones i, podemos
considerar que el coste computacional de la redistribucioén es,

coste(iter) - (P — 1) 4 X * (amen + bmen - 2+ [<222] - P - 8)

Z (5.21)

coste(redis) =

De modo que compensara realizar la redistribucion a partir de un valor de C,,, ..

igual a:
(coste(iter) - (P — 1) 4+ X - Gmen) /1
Cma:c = ; . 5.22
(adesba + OéP : bdesba - (bmen . 8/3 : OzP)/Z) : Q ( )

5.6. Analisis de las estimaciones

Como se ha descrito en la seccion anterior, nuestro algoritmo paralelo se basa
en estimaciones de los posibles costes computacionales para decidir si se realiza
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Tamaifio bytes men (1S) bmen (us/bytes)

pequeno 0-96 30.0347 0.1286
mediano 97-16K 62.2112 0.0270
grande >16K 213.9943 0.0146

Tabla 5.3: Coeficientes de las rectas de ajuste del coste de una comunicacion
punto a punto para diferentes tamanos del mensaje en el AP3000 de Fujitsu.

o no una redistribucién de la carga. El valor y la precisién de estas estimaciones
dependera del sistema paralelo elegido. A continuacién, presentamos una evaluacion
precisa de las mismas sobre cada uno de los sistemas paralelos utilizados, asi como
medidas experimentales de la precision lograda. Para realizar un analisis lo méas
completo posible hemos forzado situaciones de gran desbalanceo que seran bastante
improbables en la resolucion de un determinado problema de optimizacién real.
Ademés, sera importante demostrar que la redistribuciéon compensa para pequenos
valores de desequilibrio computacional. De este modo, la heuristica EH se podra
aplicar de manera efectiva en la resolucién, mediante el método cuasi-Newton, de
un gran nimero de problemas de optimizacion.

5.6.1. Estimaciones en el multiprocesador de memoria distri-
buida AP3000 de Fujitsu

Las primeras estimaciones tratan de predecir el coste computacional del desba-
lanceo para las 4 rutinas de algebra lineal, mencionadas en la seccién anterior, en el
AP3000 de Fujitsu. Los resultados del coste de estas subrutinas pueden verse en la
figura 5.17, donde se muestran ademas los coeficientes de las rectas de ajuste y la
desviacién cuadratica media para cada caso. Notese que en todos los casos R? ~ 1
lo que demuestra la calidad del ajuste lineal.

El coste total de las 4 rutinas de la figura 5.17 viene dado por la ecuaciéon 5.11,
donde agesps = 3.0820 1075 sy bgespa = 1.2957 -107% s/bytes para el AP3000 de
Fujitsu.

El siguiente paso es determinar el coste de ejecucion de la heuristica EH, y por lo
tanto, el coste debido a las comunicaciones que viene dado por la ecuaciéon 5.15. Para
determinar el coste de un mensaje punto a punto sobre el AP3000, a partir de los
datos obtenidos de la ejecucion de los programas de prueba ping-pong, realizaremos
una serie de ajustes lineales [6]. Distinguiremos 3 tramos, que se corresponden con
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Figura 5.17: Ajuste lineal de los tiempos de computacion de las cuatro ruti-
nas mas costosas del método cuasi-Newton en el AP3000.

mensajes de tamafio pequeno, mediano o grande. La eleccién de estos tramos se basa
en la coincidencia de eventos significativos en la jerarquia de memoria que influyen
en el manejo de los dispositivos de almacenamiento de informacién presentes en
una comunicaciéon. Para cada uno de estos tamanos, el coste del mensaje punto a
punto se puede ajustar linealmente de la forma a,,e;, + bpen - [. Los valores de los
coeficientes a,en v bmen varian dependiendo del tamano del mensaje, y sus valores
para el AP3000 de Fujitsu se muestran en la tabla 5.3. Ademaés, en la figura 5.18 se
muestra como varian los tiempos de comunicaciéon en el AP3000 para mensajes punto
a punto dependiendo de su tamano. Podemos observar que para los tres tamanos
del mensaje los ajustes son muy precisos (desviacion cuadratica media proxima a la
unidad), y que todos los valores medidos experimentalmente estan en un entorno de
la recta de ajuste con un margen de error inferior al +5 %.

Finalmente, para determinar el coste asociado a las comunicaciones se necesita
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Figura 5.18: Coste de un mensaje punto a punto en el AP3000.

conocer el valor del parametro y. Experimentalmente en el AP3000 se ha demostrado
que el coste de tres mensajes del tamano de los generados es equivalente a tres
mensajes punto a punto. Dentro del coste total de aplicacién de la heuristica EH, el
coste de ejecucion de la heuristica propiamente dicho queda encubierto por el coste
de las comunicaciones. Las estimaciones del coste del desbalanceo y de aplicacion de
la heuristica EH se comparan en la figura 5.19 con los valores experimentales reales
obtenidos en el AP3000. La calidad de estas estimaciones ha sido validada sobre 8
procesadores y para diferentes tamanos de los bloques rectangulares. En la figura se
muestran solamente los resultados para « = 4 y a = 10, considerando desbalanceos
en un unico bloque rectangular (2 = 1).

Analizando los resultados, se observa que para pequefos valores de « (figu-
ra 5.19(a)), la estimacion del coste de la heuristica EH difiere significativamente
de su coste real para grandes valores del desbalanceo. Sin embargo, a medida que «
aumenta, la prediccion realizada se aproxima con mas precision al comportamiento
real de la heuristica. La razéon de este comportamiento radica en que, en una si-
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tuacion de equilibrio, en nuestro algoritmo de optimizacién cada procesador tiene
asignadas « columnas. Al ser el valor de o pequeno un gran desbalanceo supondra la
pérdida total de carga por parte de algunos procesadores del sistema. De esta forma,
el procesador con mayor carga en exceso tendrd que enviar, con cierta frecuencia,
méas de 3 mensajes para restablecer el balanceo computacional. Para grandes valores
de « (figura 5.19(b)) la estimacion es se aproxima més al comportamiento real ya
que es maés frecuente que el maximo nimero de recepciones o envios por procesa-
dor dentro del sistema sea 3. Ademas, nuestra estimacién es altamente presisa para
pequenos desbalanceos, independientemente del valor de «, como se observa en la
proximidad del punto de interseccion de las estimaciones del coste del desbalanceo y
la heuristica EH con el punto de intersecciéon real en las graficas de la figura 5.19. La
interseccién se produce siempre para pequenos valores de desbalanceo. Decreciendo,
incluso, a medida que o« o P aumentan, ya que, en este caso, la carga computacional
y el coste del desbalanceo son mas significativos. Por lo tanto, en el caso del AP3000
de Fujitsu es adecuada la aplicacién de la estrategia de redistribucion EH practica-
mente en todos los casos, incluso en aquellos donde la redistribuciéon puede ser méas
costosa que el desbalanceo, ya que transcurridas varias iteraciones del método de
optimizacion, la redistribucién ya resulta beneficiosa.
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Figura 5.19: Comparacion entre el coste real y el estimado de la estrategia
EH para diferentes tamanos de bloque en el AP3000. (a) o = 4, (b) a = 10.
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Figura 5.20: Ajuste lineal de los tiempos de computacion de las cuatro ruti-
nas mas costosas del método cuasi-Newton en el cluster beowulf del CESGA.

5.6.2. Estimaciones en el cluster beowulf del CESGA

En esta seccién se presentan los resultados obtenidos para las estimaciones rea-
lizadas sobre el cluster beowulf del CESGA. Las diferencias fundamentales con res-
pecto al sistema multiprocesador AP3000 estriban en el incremento del cociente
Teomu/Teomp, 10 que implica una mayor necesidad de minimizar el nimero de men-
sajes para que la redistribucion de la carga computacional resulte eficiente.

El anélisis realizado es analogo al hecho para el AP3000 de Fujitsu. El coste
del desbalanceo se modela segiin la ecuacién 5.11, donde ageg, = 1.9252 -1077 s y
biesba = 4.7649 1078 s /bytes. El coste computacional de las subrutinas mas costosas
del método cuasi-Newton se muestran en la figura 5.20, donde se indican ademés los
coeficientes de las rectas de ajuste y la desviacion cuadratica media para cada caso.

El coste de una comunicaciéon punto a punto depende, de nuevo, del tamano del
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Figura 5.21: Coste de un mensaje punto a punto en el cluster beowulf del CESGA.
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Tamafo en bytes apmes (14S) bmes (us/bytes)

0-100 4.885 0.007
100-256 5.207 0.012
256-4K 6.684 0.008
4K-16K 16.963 0.005
> 16K 139.095 0.002

Tabla 5.4: Coeficientes de las rectas de ajuste del coste de una comunicacién
punto a punto para diferentes tamanos de mensaje en el cluster beowulf del
CESGA.

mensaje segin la ecuacion a,es + bies - . Los resultados obtenidos a partir de la
aplicacion del programa ping-pong del banco de pruebas PMB [68], se muestran en
la tabla 5.4. Los pardmetros mostrados en la tabla han sido obtenidos a partir de
los ajustes lineales que se muestran en la figura 5.21. El estudio realizado, andlogo
al llevado a cabo sobre el AP3000 de Fujitsu, nos conduce en este caso a la distin-
cion de 5 tramos en el tamano del mensaje para poder realizar un modelado 6ptimo
del coste de una comunicacién punto a punto en el cluster beowulf. Los ajustes son
suficientemente precisos, aunque ligeramente inferiores a los del AP3000 de Fujitsu,
ya que ahora, para mensajes de pequenio tamano algunos puntos difieren de la recta
estimada en un margen de error ligeramente superior al £5 %. También hemos reali-
zado un estudio empirico para determinar el valor del parametro x. El valor de este
parametro en el beowulf varia dependiendo del tamano del mensaje como se puede
observar en la tabla 5.5. El valor de y depende de la latencia de la red y de su ancho
de banda, de como se ha implementado el MPI en el cluster, y del modo en que el
protocolo Myrinet intercambia informacion entre los distintos procesadores y la red.
Para mensajes de pequeiio tamano, como los usados en nuestras pruebas, la latencia
adquiere una mayor relevancia en el coste del mensaje que el ancho de banda. Los
resultados obtenidos al aplicar al beowulf los programas de prueba PMB GmbH,
muestran, por ejemplo, para un mensaje de tamano 2 Kbytes una latencia de 40 us
y un ancho de banda de 40 Mbytes/s [4]. En cuanto al mecanismo para el envio de
un mensaje, sera necesaria la copia del mismo en dos buffers (protocolo Myrinet 1
copia) o un unico buffer (protocolo Myrinet 0 copias). En cualquier caso, dependien-
do del tamafo de los mensajes, puede que los tres quepan en el buffer, reduciendo
de este modo la latencia total asociada a los tres mensajes, y siendo menor que tres
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Tamafio en bytes y

< 1K 1.53
1K-4K 1.34
4K-8K 1.47

8K-16K 1.56
> 16K 2.96

Tabla 5.5: Valor de x en funcion del tamano del mensaje en el cluster beowulf
del CESGA.
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Figura 5.22: Comparacion entre el coste real y el estimado de la estrategia
EH para diferentes tamanos de bloque en el cluster beowulf del CESGA. (a)
a =4, (b) a = 10.

veces la latencia de un mensaje. Sin embargo, para mensajes de gran tamano, y es
practicamente igual a 3 porque un s6lo mensaje ocupa todo el buffer y hasta que

Capitulo 5. Balanceo de la carga y estrategias de redistribuciéon dindmica

la recepcion de dicho mensaje es confirmada (nétese que estamos trabajando con

envios bloqueantes) dicho buffer no se puede utilizar para copiar el siguiente.

El coste del desbalanceo y la eficiencia de la estrategia EH han sido estudiados

sobre el cluster beowulf para un méximo de 8 procesadores |75]. El anlisis se ha rea-

lizado para distintos tamanos de bloque. A modo ilustrativo, la figura 5.22 muestra
los resultados obtenidos para &« = 4 y o = 10, y un tnico nivel de la matriz, 2 = 1.
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De nuevo, observamos que para pequenos valores de « (figura 5.22(a)) la estimacion
del coste de la estrategia LH difiere bastante de su coste real en el caso de desba-
lanceos grandes. El motivo es el mismo que el del caso del AP3000. Para valores
mayores de « (figura 5.22(b)), el coste del desbalanceo adquiere mayor relevancia
que el coste adicional que implica el establecimiento de mensajes. Ahora, el punto
de interseccion (ecuacion 5.22) de las rectas de coste estimado de la estrategia LH y
de coste estimado del desbalanceo se produce en torno a un valor de C,,,,, = 7.3. En
la figura 5.22(b) podemos observar la proximidad del punto de interseccion real (en
torno a C,,, = 8.8). Por lo tanto, para valores de « elevados, se ha observado que
en determinados problemas de optimizacion, si se decide realizar la redistribucién
para el valor tedrico de (.., €l coste de la misma se verd compensado tras varias
iteraciones del algoritmo paralelo.
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Capitulo 6

Estrategias multipaso aplicadas a
optimizacién no lineal

En capitulos anteriores hemos abordado el problema de paralelizar eficientemen-
te un método cuasi-Newton tratando de disminuir el coste computacional de cada
iteracion del método. En este capitulo abordaremos el problema desde una perspec-
tiva diferente. Del analisis computacional del método hemos deducido que lo més
costoso en cada iteracion es la resolucion de algunas rutinas de algebra matricial y
la evaluaciéon de la funcién objetivo y de su gradiente. Se han presentado algunas
propuestas para acelerar cada iteracion incidiendo en la reducciéon del tiempo de
ejecucion de las rutinas mas costosas y en la evaluacion de la funcion objetivo y su
gradiente en paralelo. Sin embargo, existe otro modo de enfocar la paralelizacion
de este algoritmo, que consiste en la disminucién del tiempo de ejecuciéon mediante
la reduccion del nimero de iteraciones y de las evaluaciones de la funcién objetivo
necesarias para obtener la solucion del problema. La alternativa propuesta en este
capitulo es un conjunto de estrategias que reciben el nombre de métodos multipaso.
En cada iteracion de un método cuasi-Newton es necesario calcular un nuevo punto
solucion modificando el punto de solucion actual un determinado tamano de paso
en la direccién computada. La correcta selecciéon de este tamano de paso es necesa-
ria para la convergencia del método. El niimero total de evaluaciones de la funcién
objetivo y de su gradiente dependen también de la eleccién adecuada del tamano de
paso. Una reduccion en el nimero de evaluaciones implica una mejora significativa
en el rendimiento del algoritmo.

En esta linea, existen algunos trabajos propuestos en la literatura del tema.
En concreto, son destacables los métodos multipaso y multidireccion basados en
la métrica variable de Phua [80]. Estos algoritmos generan varias direcciones de

135
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bisqueda en cada iteracion, y para cada direccién generan distintos tamanos de
paso. Cada direccién y tamano de paso conducen a un punto solucién diferente. Cada
nueva solucién se usa como punto de partida para la iteracion siguiente, generandose
distintos hilos de ejecucién que se computan en paralelo. Una direccion de bisqueda
y un tamano de paso dados implican la ejecucién de un método cuasi-Newton distinto
en cada procesador. Nétese que se asigna un tinico proceso por procesador, de ahi
que en el resto del capitulo ambos conceptos se usen indistintamente.

En este capitulo se proponen una serie de heuristicas basadas en un estructura
en arbol. Cada rama del arbol se identifica con un hilo de ejecucién del método
cuasi-Newton que usa un tamano de paso diferente al empleado en el resto de las
ramas. El arbol de ejecucion se caracteriza por una serie de parametros que son
establecidos por el usuario. A continuacién, se describen las distintas heuristicas
propuestas, analizando sus ventajas e inconvenientes. Se definen los parametros que
conforman el 4rbol y el modo en que la seleccion de los mismos se adapta al problema
concreto que se pretende resolver.

6.1. Procedimiento de busqueda lineal

El procedimiento de busqueda lineal del método cuasi-Newton computa el ta-
mano de paso en cada iteracion. Determinar el tamano de paso A\ en la k-ésima
iteraciéon implica la solucién del siguiente problema de optimizacion:

©(Ag) = fagp + Mepr) = min f(z 4+ Opr), con 0<60 < N\ (6.1)

Verificando las condiciones de Wolfe,

f(@r + Mepr) — Flan) < pV f () pr, (6.2)
V(x4 Mepr) Toe = 0V f (21) pre, (6.3)

con pu, n € (0,1). La primera condiciéon (6.2) fuerza un decremento suficiente en
la funcién objetivo. Sin embargo, esta condicién no es suficiente para garantizar la
convergencia. Es necesaria la segunda condicion o condicion de curvatura (6.3) para
garantizar que la actualizacion cuasi-Newton es definida positiva, y que A\; aproxima
el nuevo punto solucién a un minimo local de la funcién objetivo.

Los métodos més difundidos para resolver este tipo de problemas son los llamados
métodos "salvaguarda” [43]. Estos métodos se pueden considerar una combinacion de
los métodos de bisecciton y los de interpolacion lineal. Su eficiencia se basa en el uso de
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informacion procedente de la funcién objetivo. Los polinomios se usan con frecuencia
para interpolar la funcién f(zy + Opx) [29]. De forma que, si la aproximacion es
inexacta, el procedimiento puede divergir, por lo que un intervalo de incertidumbre
[a, b] se usa como salvaguarda.

El procedimiento de btisqueda lineal determina una secuencia de estimaciones
mejoradas de un minimo de f(xj + 0px) en un cierto intervalo (0, \,4.). Para com-
putar esta secuencia de estimaciones se utiliza interpolacién cibica con salvaguarda.
El procedimiento se muestra en el algoritmo 10. En la iteracién k-ésima el método
parte de una estimacion inicial del tamafio de paso Apg. Se comprueba si esta esti-
macioén verifica las condiciones de Wolfe. De ser asi, el procedimiento de bisqueda
habria concluido. De no ser asi, es necesario obtener mediante sucesivas aproxima-
ciones el valor del tamano de paso 6ptimo para esa iteracién. La rutina implementa
un lazo dentro del cual se buscan los dos mejores puntos soluciéon de la funcién
©(\g). Estos puntos se utilizan para determinar la nueva estimacion del tamano de
paso mediante interpolacion cibica. Cada variacion 6 del tamano de paso tiene que
estar dentro del intervalo de incertidumbre. Ademas, ¢ define un nuevo intervalo de
incertidumbre en funcion de si la nueva estimacion del tamano de paso es mejor o
no que la anterior. La rutina contintia con la ejecuciéon de este lazo hasta que se
encuentre una estimacion que verifique las condiciones de Wolfe.

La correcta selecciéon de un tamano de paso inicial es critica para la convergen-
cia global del método. En la iteraciéon k-ésima, se elige un paso inicial a partir de
la ecuacion Ay = min(1,v), donde v = damp - (1 + ||xk|]1)/||pk||1. El parametro
damp, denominado pardmetro de amortiguamiento, limita las modificaciones que se
pueden producir en el punto solucién z, durante la busqueda lineal. Asi, se evi-
tan evaluaciones de la funcién objetivo en puntos irrelevantes. El valor adecuado
del parametro de amortiguamiento depende de las caracteristicas particulares del
problema de optimizacién que se desea resolver.

6.2. Técnicas multipaso basadas en arboles

Las técnicas multipaso se caracterizan por computar varios tamanos de paso
en cada iteracion de un método cuasi-Newton. En nuestras propuestas [69, 76|, los
diferentes valores de A se obtienen de seleccionar distintos valores del parametro
de amortiguamiento. Estas técnicas se basan en una estructura en arbol, de forma
que cada rama del drbol computa un método cuasi-Newton diferente. Cada nodo
del &rbol se corresponde con una iteracion del método a la que se le ha asignado
un determinado pardmetro de amortiguamiento. Por lo tanto, una vez definida la
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Algoritmo 10 Procedimiento de busqueda lineal
1:  Inicializar.
1.1:  Obtener la estimacién inicial de A
Awo = min(L,7), v = damp - (1 + [[zx|[1)/[pe]]x
1.2:  Establecer el intervalo de incertidumbre (a, b] = (0, Aoz,
Amaz o< 1/ pxl[1
2:  Chequear el criterio de terminacion.
if las condiciones de Wolfe se verifican then

stop
end if
3:  Buscar los puntos de interpolacién: 2 mejores tamanos de paso Aspest Y Apest-
if \;; mejora la solucion then
Adbest = Abests  Abest = Aki
P2best = Phests Poest = Phki
Voaest = VPpests Vobest = VPri
end if
4:  Aplicar interpolacién cibica para computar 0
§ = 8/q + Ozpest, donde s =1/|Vppest| \/|VPpest,
q :\/?52 — Vvest * Vpapest, L = 3 - (fbest - f2best)/)\2best + Vpest + Vpapest
5:  Computar la nueva estimacion de \j.
Akiv1 = Agi +0
6: Cambiar el intervalo de incertidumbre.

if \;; 1 mejora la solucion then
if Vf(zi+ Migapr)” o =1V f(ze)" - pr then
(a,b] = (a —6,0]
else
(a,b] = (0,b— 4]
end if
else
if 6 <0 then
(0,0]
else
(0, 9]
end if
end if
Volver al paso 2.
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secuencia de parametros de amortiguamiento asociada a una determinada rama del
arbol, cada rama ejecuta un método cuasi-Newton en un procesador del sistema
paralelo. De modo que, si el sistema posee P procesadores, se estaran ejecutando
simultdneamente P algoritmos cuasi-Newton. Proponemos que cada cierto niimero
de iteraciones, se seleccione la mejor rama y se utilice como punto de partida para
la ejecucion de un nuevo arbol. La diferencia entre las distintas técnicas propuestas
estriba en el modo en que se define la secuencia de parametros de amortiguamiento
asociados a cada rama del arbol, y en el criterio utilizado para seleccionar el punto
solucién que sirve de nodo raiz de un nuevo arbol. A continuacién, se describen las
distintas estrategias, resaltando sus ventajas e inconvenientes.

6.2.1. Estrategia de miiltiples pardmetros de amortiguamien-
to por rama del arbol (EMAR)

Este método se basa en la ejecucion de las computaciones asociadas a una estruc-
tura en arbol. Dicho arbol se caracteriza por dos pardmetros: el nimero de nodos 3
y el nimero de ramas. § es un parametro externo, y el nimero de ramas del arbol
es el de todas las posibles combinaciones que se pueden hacer con los parametros de
amortiguamiento usados, esto es, (n(damp))?, donde n(damp) es el nimero de dife-
rentes valores de damp que son usados en cada iteracion. El ejemplo de la figura 6.1
muestra como se formaria el arbol para tres valores de damp y § = 2. En este caso,
se generarfan nueve ramas.

Una vez que el arbol ha sido definido, en la primera iteracion el algoritmo comien-
za a ejecutar la carga computacional asociada a dicho arbol. Cada rama ejecuta un
método cuasi-Newton en un procesador diferente con sus correspondientes valores
del parametro de amortiguamiento. Por lo tanto, seran necesarios tantos procesado-
res como ramas tenga el arbol. Cada arbol permanece activo durante [ iteraciones.
Tan pronto como el algoritmo finaliza todas las computaciones asociadas a esas (3
iteraciones, se determina la rama que ha alcanzado la mejor solucién hasta el mo-
mento. El criterio de seleccion consiste en elegir la rama que obtenga el minimo valor
de la funcién objetivo. Cada vez que se realiza el chequeo para seleccionar la mejor
rama, el punto soluciéon actual asociado a esta rama se debe radiar al resto de los
procesadores del sistema. En el ejemplo de la figura 6.1, las flechas a la derecha re-
presentan operaciones allreduce, y las ramas enmarcadas son las que han alcanzado
la mejor solucion.

Cuando los procesadores reciben el punto soluciéon actual, éste se utiliza como
punto inicial en la ejecuciéon de un nuevo arbol. El proceso contintia de este modo
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hasta que el método cuasi-Newton converge.

Esta heuristica esté caracterizada por dos parametros: el ancho y la profundidad
del arbol. El ancho del arbol determina el nimero de ramas, y su valor depende de la
cantidad de distintos parametros de amortiguamiento empleados. La profundidad del
arbol se define como el niimero de iteraciones existente entre chequeos consecutivos
que se realizan para determinar cual es la mejor solucion. A medida que este niimero
se incrementa, se alcanzara una mejor solucion del problema de optimizaciéon. En el
limite superior de § cuando se aplica un tnico arbol a todo el método iterativo, y
se computan todas las posibles ramas, se puede garantizar que la heuristica obtiene
la mejor solucion con los parametros de amortiguamiento considerados.

Sin embargo, en la practica, el método EMAR presenta algunos inconvenien-
tes. El primero es que eventualmente la rama seleccionada como la mejor en una
cierta iteracion no es la rama que hara converger el método en el menor niimero de
iteraciones. Por este motivo, el método EMAR no alcanza siempre la mejor solucion.

El segundo, y mas importante inconveniente de este método, es que el nimero de
procesadores requerido crece rapidamente cuando se incrementa el valor de (3 o se
usa un mayor nimero de parametros de amortiguamiento. S6lo pequenos valores de
B, como 3 =1,2,3,---, conducen a necesidades en ntimero de procesadores realistas.

amortiguamientos={ 0.1, 0.2, 1.0}

B=2

0.1 01 0.1

0.1 0.2 1.0

Figura 6.1: Ejemplo de aplicacion del método EMAR.
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Power Penalty1 Powellsg
G Tter/Efun (%)|3 Iter/Efun (%)|6 Iter/Efun (%)
1 76.0/79.0 |1 27.8/245 |1 15.1/21.6
2 76.0/79.0 |2 24.3/219 |2 -2.0/9.6
3  69.4/724 |3 21.3/21.7 |3 27.3/33.1
4 76.0/79.0 |4 35.0/2.3 |4 14.1/21.6

Tabla 6.1: Porcentajes de reduccion en ntimero de iteraciones y evaluaciones
de la funciéon objetivo obtenidos por el método EMAR.

6.2.2. Resultados experimentales del método EMAR

Para evaluar la eficiencia de estas estrategias han sido usados tres problemas de
optimizacion de la libreria CUTE (“Power”, “Penaltyl” y “Powellsg”). Los resultados
se comparan con las soluciones alcanzadas por el coédigo de optimizacion MINOS.
La eficiencia se mide en términos de porcentaje de reduccion en el ntimero total de
iteraciones (Iter) y en el nimero de evaluaciones de la funcioén objetivo (Efun) res-
pecto del obtenido por el codigo MINOS. Los resultados se muestran en la tabla 6.1.
Se han utilizado cinco parametros de amortiguamiento diferentes y valores de (5 de
1 a 4, lo que implica un nimero de procesadores de 5 a 625.

En dicha tabla se observa que el rendimiento mas alto se alcanza para el pro-
blema “Power”. Teéricamente, conforme el parametro 3 se incrementa, habria més
probabilidades de obtener mejores soluciones. Sin embargo, esta conclusién no se
puede deducir directamente de la tabla 6.1. De hecho para el problema “Penalty1”,
y 3 =4y el problema “Powellsg” y § = 2, la estrategia EMAR presenta problemas
de convergencia. En el primer caso, lo que ocurre es que en alguna iteracion el valor
inicial de tamano de paso elegido no resulta adecuado, lo que implica la repeticién
del proceso de biisqueda, y por tanto, la realizacién de un mayor niimero de eva-
luaciones de la funcién objetivo. En el dltimo caso, el incremento en el nimero de
iteraciones es debido al primer inconveniente del método EMAR mencionado en la
seccion anterior, es decir, la rama seleccionada como la mejor no siempre produce
la convergencia méas rapida. Notese que, en ambos casos, si el nimero de iteraciones
se incrementa, el nimero de evaluaciones se reduce, o a la inversa, lo que implicaria
una reduccion en el tiempo de ejecucion.
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amortiguamientos={ 0.1, 0.2, 1.0}

p=2

Figura 6.2: Ejemplo de aplicacion del método EUAR.

6.2.3. Estrategia de inico pardmetro de amortiguamiento por
rama del arbol (EUAR)

Este método plantea la necesidad de reducir el niimero de procesadores requerido
por el método EMAR. En el método EUAR se considera tinicamente un subconjunto
de las ramas del arbol definido en el método EMAR, en concreto, sélo las ramas
con los mismos valores del parametro de amortiguamiento en todas las iteraciones.
Esta decision se justifica mediante la observacion empirica de que la mejor solucion
para el método EMAR se alcanza con una frecuencia alta seleccionando los mismos
valores de amortiguamiento durante un cierto niimero de iteraciones consecutivas.
Para los problemas evaluados el mismo factor de amortiguamiento es seleccionado
mas de 5 veces consecutivas una media de un 70 % de las ocasiones. En la figura 6.2
se muestra un ejemplo de aplicaciéon del método EUAR que usa tres parametros de
amortiguamiento y 5 = 2.

Cada procesador computa un método cuasi-Newton usando en cada iteracion
el valor del pardmetro de amortiguamiento que tiene asignado. De nuevo, cada [
iteraciones, cuando se identifica la mejor rama, se establece una comunicacién entre
todos los procesadores del sistema. Por lo tanto, como el nimero de mensajes de-
pende de la profundidad del &rbol, se requerirdn los mismos en este método que en
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el método EMAR. Sin embargo, como ahora el nimero de procesadores es menor,
al tratarse de comunicaciones colectivas, estos mensajes serdn menos costosos. El
método EUAR es 1til en el sentido de que se puede probar el efecto de un mayor
numero de parametros de amortiguamiento usando menos procesadores. Elimina-
mos con ello uno de los dos inconvenientes mencionados del método EMAR, pero
no el otro, puesto que el criterio de seleccion de la mejor rama y la ejecucion de las
computaciones de la estructura en arbol son los mismos en las dos estrategias.

Iter Efun
90 ; ; ; ; ; 90
80 r b 80 X-mmmee EA R Xmmmmm) Kemmmmm e e X
IE— Hmmmne Kmmmmmm e St SN X
70 t e T 1 70 t * *
Penaltyl — Penaltyl —+
60 I power -x- i 60 1 power -
o 50 r Powellsg -*- o 950  Powellsg -*-
> >
40 + 40 +
30 - 30 ¢
) S 10 | o *
0 = 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
B B

Figura 6.3: Porcentaje de mejora en niimero de iteraciones y evaluaciones de
la funcién objetivo obtenido por el método EUAR con problemas de tamano
n = 20.

6.2.4. Resultados experimentales del método EUAR

Para evaluar la eficiencia del método EUAR utilizamos el mismo banco de prue-
bas y los mismos valores del parametro de amortiguamiento que hemos empleado
en el método EMAR. Ahora, sélo se necesitaran 5 procesadores, por lo tanto, los
resultados se pueden obtener en el cluster beowulf del CESGA.

Los resultados para problemas de tamano n = 20 se muestran en la figura 6.3. El
problema “Power” obtiene porcentajes similares de mejora para los dos métodos. La
eficiencia, en este caso, alcanza un valor de 0.83. Para los otros dos problemas, valores
pequenos de 3 implican resultados similares o peores que en el método EMAR.
Sin embargo, al aumentar la profundidad del arbol, el rendimiento del problema
“Penaltyl” mejora, y el del problema “Powellsg” se mantiene. En algunos casos, el
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método EUAR supera al método EMAR en rendimiento, en concreto esta mejora
se observa en aquellos casos para los que la estrategia EMAR presenta problemas
de convergencia. Por ejemplo, para el problema “Penaltyl” y § = 4 se pasa de un
porcentaje de mejora del nimero de iteraciones/evaluaciones de 35.0/2.3 para la
estrategia EMAR a un porcentaje de 41.1/39.7 para la estrategia EUAR. Y para
el problema “Powellsg” y § = 2 se pasa de un porcentaje de -2.0/9.6 del método
EMAR a 13.1/19.5 del método EUAR. La justificacion de esta mejora se encuentra
en el que se ha senalado como primer inconveniente del método EMAR. Ademas, la
reduccion en el nimero de evaluaciones de la funcién implica un menor coste en la
computacion del tamano de paso. Ambas reducciones adquieren mayor importancia
cuando el gradiente no estd disponible de forma analitica, y tiene que ser calculado
mediante diferencias finitas. A partir de estos resultados, se puede concluir que
el método EUAR es una alternativa realista y menos costosa al método EMAR.
De ahi que a partir de ahora nos centraremos en la estrategia EUAR y sobre ella
realizaremos un exhaustivo estudio, evaluando su calidad y comparandola con las
otras estrategias propuestas.
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Figura 6.4: Relacion T,omy/Teomp del método EUAR frente a la profundidad
del &rbol para el problema “Penalty1”.

Para estudiar la eficiencia de los algoritmos paralelos propuestos hasta el mo-
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mento es necesario analizar la relacion entre el tiempo de comunicaciéon y el tiempo
de computacion. El tiempo de comunicaciéon T,,,,, se define como el coste total de
todos los mensajes que es necesario establecer entre todos los procesadores del sis-
tema, y el tiempo de computaciéon 7,,,, como el coste computacional del algoritmo
para el nuevo nimero de iteraciones requerido. Esta relaciéon no s6lo depende del
hardware subyacente, sino también del tamano del problema de optimizacion, de-
bido a que un incremento del niimero de variables del problema implica un coste
computacional mas elevado por iteracién. También depende del tipo de problema
que se pretende resolver, ya que el nimero de mensajes aumenta al incrementarse
el nimero de iteraciones.
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Figura 6.5: Porcentaje de mejora obtenido en niimero de iteraciones y eva-
luaciones de la funcion objetivo por el método EUAR con problemas de
tamano n = 100.

Hemos usado el problema “Penaltyl” para estudiar esta relaciéon porque es el
problema que tarda més iteraciones en converger. Por lo tanto, si Tiomu/Teomp < 1
para este problema también lo serd para el resto. En la figura 6.4 se muestra el
valor de esta razoén para distintas profundidades del drbol. Cabe destacar que este
cociente es siempre menor que uno, por lo tanto, se puede concluir que la aplicacion
del método EUAR es siempre eficiente desde el punto de vista de la paralelizacion. El
valor de esta razon decrece cuando el tamano del problema aumenta al incrementarse
el coste computacional.

En la figura 6.5 se muestran los resultados obtenidos para problemas de mayor
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tamano. Se puede observar que el incremento del tamano del problema empeora
el rendimiento del método. Por ejemplo, para el problema “Power” la eficiencia se
reduce desde un 0.83, para problemas de 20 variables, hasta 0.36 para problemas de
100 variables. Este deterioro de la eficiencia se observa también en los otros casos.

Iter Efun

%

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
B B
Figura 6.6: Porcentaje de mejora obtenido en niimero de iteraciones y eva-
luaciones de la funcién objetivo por el método EUAR para el problema

“Powellsg” con n = 100 para dos conjuntos de pardmetros de amortigua-
miento diferentes.

De las graficas de la figura 6.3 y de la figura 6.5 se puede concluir que el ren-
dimiento del método EUAR depende de la profundidad del arbol empleado. La
figura 6.6 demuestra que la eficiencia también depende de los parametros de amor-
tiguamiento seleccionados. Los resultados del método EUAR para el problema “Po-
wellsg” obtenidos para dos conjuntos de parametros de amortiguamiento diferentes,
Dampl = {1.0, 2.0, 3.0, 9.0, 10.0} y Damp2 = {0.01, 0.1, 0.2, 1.0, 2.0} se muestran
en esta figura. Usando el conjunto Damp1 el método alcanza, en el mejor caso, una
mayor reduccion del niimero total de iteraciones, aunque necesita realizar més eva-
luaciones de la funcién objetivo para computar el tamano de paso. Dependiendo de
lo costoso que sea evaluar la funcién objetivo y del tamafno de la matriz Hesiana,
que esta directamente relacionado con el coste computacional de una iteracion, seré
més beneficioso primar la reducciéon del nimero de iteraciones o de evaluaciones de
la funcién objetivo. Lo ideal es conseguir una reduccién similar en ambos casos, pero
en general, y puesto que al reducir el nimero de iteraciones el algoritmo converge
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Figura 6.7: (a) Un ejemplo de aplicacion del método EUAR. (b) Un ejemplo
de aplicaciéon del método ESMR con mr = 3. Para ambos casos se usa
el conjunto de parametros de amortiguamiento {0.01, 0.1, 0.2, 1.0, 2.0} y

3=2.

usando un conjunto activo de restricciones mas pequeno (lo que implica una He-
siana de menor orden), podemos considerar que la reduccion en el niimero total de
iteraciones es mas importante en términos de coste computacional.

6.2.5. Estrategia de seleccion de las mr mejores ramas (ESMR)

Este método se propone para tratar de reducir el inconveniente que aparece en el
método EUAR, y més frecuentemente en el método EMAR, de que la rama que en un
punto obtiene el minimo valor de la funcién objetivo no es la que necesariamente lleva
a una convergencia mas rapida. El método ESMR consiste en seleccionar més de una
rama cada vez que se realiza un chequeo, manteniéndose en ejecuciéon las mr mejores
ramas. El valor de mr condiciona el niimero de procesadores del sistema paralelo
necesarios. De este modo, después de la ejecucion del primer arbol, se dispone de mr
puntos solucién distintos, que se usan como puntos iniciales para ejecutar las ramas
de mr nuevos arboles. Estos adrboles tienen de nuevo tantas ramas como pardmetros
de amortiguamiento se estén usando, como se ilustra en la figura 6.7(b). El proceso
continiia hasta que la solucion del problema de optimizacién haya sido alcanzada.

En este caso, se requeriran P = mr - n(damp) procesos, en lugar de los n(damp)
procesadores del método EUAR. Notese que en la computacion del primer arbol
(mr — 1) - n(damp) procesadores estan desocupados.
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6.2.6. Estrategia parametro de amortiguamiento modificado
(EPAM)

Los resultados experimentales vistos en la secciéon 6.2.4 muestran que la seleccion
de los parametros de amortiguamiento es importante para alcanzar un alto rendi-
miento en la ejecucién de nuestro algoritmo paralelo. Los tres métodos descritos
previamente usan un conjunto fijo de parametros de amortiguamiento. Sin embar-
go, se puede anadir un nuevo grado de libertad al método si se deja el valor de los
pardametros de amortiguamiento bajo el control del usuario. Dependiendo del tipo
de problema, el usuario podra decidir si usar un conjunto no dirigido de parame-
tros de amortiguamiento (como sucede con los métodos EMAR, EUAR y ESMR)
cuando desconoce el comportamiento del problema, o comenzar con un factor de
amortiguamiento adecuado para el problema que se est4 optimizando, y mejorarlo
posteriormente. En este altimo caso, el método EPAM se basa en modificar el valor
del parametro de amortiguamiento elegido una cierta cantidad x. Si el nimero de
variaciones realizadas es v, se generara un arbol con 2v + 1 ramas. Los parametros
de amortiguamiento propuestos para estas ramas son:

damp;—v-x , -+ , damp;—x , damp; , damp;+z , --- , damp;+v-x. (6.4)
Por lo tanto, el nimero de procesadores necesarios en este método es:
P=mr-(2v+1). (6.5)

El usuario decide, basandose en el tamano del sistema paralelo que se va a usar,
variar mr y v, controlando asi el ancho del 4rbol generado.

El método EPAM se puede usar tras una ejecucioén inicial del método EUAR. En
este caso, el método EUAR se ejecuta con un conjunto de parametros de amortigua-
miento durante algunas iteraciones. Después se utiliza el factor de amortiguamiento
que nos ha conducido a la mejor solucion usando el método EUAR como amorti-
guamiento inicial en la ejecucion del método EPAM. Este método refinard el valor
del pardmetro de amortiguamiento mediante variaciones controladas mejorando la
eficiencia.

6.3. Resultados comparativos

En esta seccion se presenta una comparativa de los resultados obtenidos con las
tres ultimas heuristicas descritas. Se ha utilizado el mismo banco de pruebas y los
mismos valores del pardmetro de amortiguamiento que en la validacién del método
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Figura 6.8: Porcentaje de mejora obtenida en niimero de iteraciones y eva-
luaciones de la funcién objetivo por el método EUAR frente al método
ESMR para problemas de tamano n = 20.

EUAR. En la figura 6.8 se muestran los resultados alcanzados por el método EUAR
frente a los obtenidos por el método ESMR para problemas de tamano n = 20. En
este caso, en cada chequeo del método ESMR se han seleccionado las mr = 10 ramas
con el menor valor de la funcion objetivo. Los resultados para el problema “Power”
no se muestran porque son pricticamente los mismos para los dos métodos. Se trata
de un problema tan bien condicionado que la rama seleccionada como la mejor en
cada chequeo del método EUAR conduce siempre a la convergencia més rapida.
Para los otros problemas, se observa una mejora tanto en la reducciéon del nimero
total de iteraciones como de evaluaciones de la funcién objetivo, sobre todo, en el
problema “Powellsg”, para el que se obtienen los peores resultados con el método
EUAR.

Para problemas de tamano n = 100, los peores resultados se obtienen para el
problema “Penaltyl” como puede observarse en la figura 6.9. En este caso, el inico
beneficio de seleccionar 10 ramas es que el algoritmo converge en menos iteraciones
que las que necesita el codigo de MINOS; sin embargo, las mejoras obtenidas son
muy poco significativas. La razén de que mantener més ramas del arbol vivas no
conduzca a una mejor solucién esta en el hecho de que las ramas seleccionadas son
practicamente iguales y solo difieren en el valor de sus parametros de amortigua-
miento en los primeros chequeos, de ahi que converjan en un ntmero de iteraciones
muy similar. En el problema “Powellsg” se obtienen mejoras mas significativas, lo
que se explica por el hecho de que en este caso el conjunto de pardmetros de amor-
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luaciones de la funcién objetivo por el método EUAR frente al método

ESMR para problemas de tamano n = 100.
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tiguamiento utilizados lleva a soluciones mas dispares en la bisqueda del tamano
de paso, por lo tanto, que las mr ramas seleccionadas son diferentes, produciéndose
en el mejor de los casos ( = 7) una reduccion en el nimero de iteraciones de has-
ta un orden de magnitud. Por dltimo, para el problema “Power” se observa que se
obtiene practicamente la misma solucién con los dos métodos, excepto cuando los
chequeos se producen cada 15, 20 6 25 iteraciones, casos en los que se observa una
mejora del rendimiento. El hecho de que para estos chequeos se obtenga una mejor
solucién es debido a que dos o més parametros de amortiguamiento de los usados,
son igualmente validos en la seleccién del tamano de paso. Sin embargo, s6lo uno
presenta una mejor convergencia, ya que al mantener el mismo factor de amortigua-
miento durante més iteraciones se evitan chequeos intermedios que permitan seguir
caminos que finalmente serdn més largos. Con § = 30 se observa que mantener el
mismo parametro de amortiguamiento durante 30 iteraciones seguidas empeora la
convergencia del método, en este caso conviene hacer el chequeo con anterioridad
para poder ofrecer nuevas ramas al arbol.

La figura 6.10 presenta una comparativa de los tres métodos. En este caso, el mé-
todo EPAM se ha aplicado manteniendo una tinica rama viva cada vez que se realiza
un chequeo. Inicialmente, se ha utilizado el valor del pardmetro de amortiguamiento
que conduce a un menor valor de la funcion objetivo en el método EUAR, y poste-
riormente este parametro se ha ido refinando para llegar a los realmente usados en
cada caso. La seleccion de los parametros x y v, propios del método, se ha realizado
empiricamente.

En la figura destaca el diferente comportamiento de los dos problemas. Para el
problema “Penaltyl” se observan mejoras entre un 40 % y un 50 % tanto en el nimero
total de iteraciones como en el nimero de evaluaciones de la funcién objetivo. Cuan-
do la profundidad del arbol es superior a 4 iteraciones los tres métodos conducen
a resultados muy similares. El método EPAM muestra un buen comportamiento,
muy proximo al del método ESMR. El hecho de que el comportamiento de ambos
métodos mejore cuanto mayor sea la profundidad del drbol beneficia al rendimiento
del algoritmo paralelo porque implica menos comunicaciones entre los distintos pro-
cesadores. El comportamiento en funcion de la profundidad del arbol es mucho mas
irregular para el problema “Powellsg”. En este caso, el método ESMR presenta un
mejor rendimiento en la mayoria de los casos. Sin embargo, cuando la profundidad
del arbol es igual a 4, el método EPAM alcanza una mejora superior, por encima del
40 %. Este ejemplo resalta que la determinacion de la profundidad del arbol 6ptima
depende del tipo de problema que se quiere optimizar y de la heuristica utilizada.

Para resaltar la importancia que tiene la seleccién de un parametro de amorti-
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Figura 6.10: Comparativa de los métodos EUAR, ESMR y EPAM para

problemas de tamano n = 20.

guamiento adecuado en la convergencia del algoritmo, hemos evaluado el método
EPAM para distintos valores de los parametros v y z, y distintos factores de amor-
tiguamiento para problemas de tamano n = 20. En la figura 6.11 se muestran los
resultados obtenidos para el problema “Powellsg”, con un factor de amortiguamiento
de 0.5 y un parametro x = 0.01, y el problema “Penaltyl”, con un parametro de
amortiguamiento 0.2 y x = 0.4, para distintos valores de v. Para el problema “Pe-
naltyl” el factor de amortiguamiento elegido resulta adecuado ya que se obtienen
unas reducciones tanto en el niimero de iteraciones como en el niimero de evaluacio-
nes de la funcién objetivo cercanas al 50 % para valores del pardmetro v pequenos.
Para valores de v superiores a 3 el rendimiento del método empeora significamente,
sobre todo, para valores bajos de 3. Esto es debido a que cuantas mas ramas se
generen mas posibilidades habra de que en un determinado chequeo sea seleccio-
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nada como 6ptima una rama que finalmente no sea la mas adecuada. En el caso
de problema “Powellsg”, el comportamiento frente a la profundidad del arbol para
distintos valores de v es, de nuevo, muy irregular. Las mejores soluciones se obtienen
con v =3y v =4, pero para cada [ la mejor solucién varia.
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Figura 6.11: Porcentaje de mejora obtenida en nimero de iteraciones y eva-
luaciones de la funcién objetivo por el método EPAM para distintos valores

del parametro v.

En la figura 6.12 se muestran los resultados del método EPAM para el problema
“Powellsg”, con v = 3 y parametro de amortiguamiento 0.5, y para el problema
“Penaltyl” con v = 3 y factor de amortiguamiento 0.2, utilizando distintos valores
del pardmetro x con un tamano de n = 20. Los valores de x = 0.01 y x = 0.4
son la mejor opcién para practicamente todas las profundidades del arbol en el
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problema “Penalty1”. Comprobando los resultados obtenidos se observa que durante
la aplicacion de la heuristica EPAM, los valores 0.2 (z = 0.01) y 0.6 (z = 0.4) son los
factores de amortiguamiento seleccionados en la mayoria de los chequeos, ofreciendo
ambos valores un comportamiento similar en la bisqueda del tamano de paso. Para
valores de 3 més grandes las diferencias entre las distintas graficas disminuyen, esto
es debido a que el factor de amortiguamiento de 0.2 esta presente en todos los casos,
independientemente del valor de x. Disminuyendo la frecuencia de los chequeos, se
evita la selecciéon de ramas que elijan amortiguamientos diferentes. En el problema
“Powellsg” podemos destacar que con x = (.01 se obtienen los mejores resultados
cuando la profundidad del 4rbol es mayor, por lo que este valor de = resulta el més
adecuado en este caso.
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Figura 6.12: Porcentaje de mejora obtenida en niimero de iteraciones y eva-
luaciones de la funcién objetivo por el método EPAM para distintos valores
del parametro x.
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Figura 6.13: Porcentaje de mejora obtenida en ntimero de iteraciones y eva-
luaciones de la funcién objetivo por el método EPAM con distintos para-
metros de amortiguamiento.

Los resultados obtenidos para distintos parametros de amortiguamiento usando

= 0.01 y v = 3 para los problemas “Powellsg” y “Penaltyl” se muestran en la
figura 6.13. En el problema “Penaltyl” se observa que el factor de amortiguamiento
de 0.2 que se habia elegido inicialmente es el méas adecuado, consiguiendo reducciones
en torno al 50 %. Si nos alejamos de este valor los resultados empeoran, sobre todo,
si se aumenta el valor del pardmetro de amortiguamiento. De nuevo, en el caso del
problema “Powellsg” los resultados tienen un patrén menos definido. Los factores de
amortiguamiento de 0.5 y 0.01 funcionan mejor en la mayor parte de los casos. De
lo que sucede con ambos problemas se puede destacar que valores elevados de los
pardmetros de amortiguamiento conducen a una peor convergencia del algoritmo.
Esto es debido a que cuanto mayor es el valor de este pardmetro, mas cambios
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en el tamano de paso se evitan, pudiéndose descartar tamanos de paso 6ptimos.
Este hecho es mas relevante cuanto més abruptamente cambien las soluciones del
problema de optimizacién a resolver.

Finalmente, las figuras 6.14, 6.15 y 6.16 muestran los porcentajes de mejora ob-
tenida por el método EPAM frente al método ESMR para los problemas “Power”,
“Powellsg” y “Penaltyl” respectivamente, con tamano n = 100. En estas graficas se
resalta claramente la importancia que tiene la selecciéon de un factor de amortigua-
miento adecuado en la convergencia del algoritmo. En el caso del problema “Power”
se consigue un incremento del porcentaje de mejora del ntimero total de iteraciones
de un 45% a un 70% y del porcentaje de evaluaciones de la funcién objetivo de
un 45 % a un 90 %. Esta reduccion en el nimero de evaluaciones quiere decir que el
tamano de paso ha sido elegido correctamente practicamente en la primera ocasion
en la mayoria de los casos, lo que implica también un menor coste computacional
por iteraciéon. En el problema “Powellsg” los resultados de los dos métodos son més
parecidos, aunque para mayores profundidades del arbol destaca el método EPAM
por conseguir una mayor reduccioén en el nimero de evaluaciones. Por tltimo, en el
caso del problema “Penalty1” la mejora también es significativa pasando de valores
inferiores al 10 % con el método ESMR a valores por encima del 30 % para el método
EPAM.
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90 w w 110 ‘ ‘
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Figura 6.14: Porcentaje de mejora obtenida en niimero de iteraciones y eva-
luaciones de la funcién objetivo por el método EPAM frente al método
ESMR para el problema Power con n = 100. El pardmetro de amortigua-
miento usado es 1.0, con x = 0.5y v = 3.
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Figura 6.15: Porcentaje de mejora obtenida en ntimero de iteraciones y eva-
luaciones de la funcién objetivo por el método EPAM frente al método
ESMR para el problema Powellsg con n = 100. El pardmetro de amortigua-
miento usado es 0.2, con x = 0.05 y v =3.

6.4. Meétodos multidireccion y multipaso basados en

una meétrica variable

Como hemos dicho con anterioridad, recientemente se han propuesto diversas es-
trategias multipaso y/o multidirecciéon para resolver problemas de optimizacién no
lineal. Es especialmente resenable el método basado en una métrica variable denomi-
nado PVM (Parallel Variable Metric) propuesto por Phua [79, 80]. En esta secciéon
lo describiremos en detalle para poder comparar sus resultados con los obtenidos
mediante los cuatro métodos propuestos. Hemos elegido la estrategia de Phua por
el gran nimero de puntos en comin con la nuestra.

La principal caracteristica de los métodos basados en una métrica variable es
la eleccion de la aproximacion de la Hesiana Bj. Estos métodos requieren que esta
matriz sea definida positiva y que satisfaga la condicién cuasi-Newton

Briiyr = ks, & >0 (6.6)

donde sy = xpy1 — 2k y Y = Vf(2kr1) — Vf(xx). Uno de los métodos de métrica
variable mas conocidos es el método BFGS, su actualizaciéon viene dada por la
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Figura 6.16: Porcentaje de mejora obtenida en niimero de iteraciones y eva-
luaciones de la funcién objetivo por el método EPAM frente al método
ESMR para el problema Penaltyl con n = 100. El parametro de amortigua-
miento usado es 0.63, con z = 0.01 y v = 2.

ecuacién

_ 1 Yi. Bryx T T T
Bii1 = By + ——((& + =) sks, — skyy, Br — Brysy,) (6.7)
Sk Yk Sk Yk

con & = 1. Otra métrica alternativa, basada en modelos no cuadraticos, fue pro-
puesta por Biggs [5]. En este caso, el parametro &, = 1/t;, siendo

6

T
S Yk

by = (f(zx) = f(@rt1) + Sk Ger1) — 2 (6.8)

Finalmente, otro método para actualizar la aproximaciéon de la matriz Hesiana
fue propuesto por Davidon [20]. Este método realiza la actualizacion afiadiendo una
matriz simétrica de rango uno, de modo que la actualizacion de rango uno (SR1) se

define como
(Sk - Bkyk)(sk - Bkyk)T

Byy1 = By + 6.9
S (sk — Bryr) "y (6:9)
Las tres propuestas se pueden generalizar mediante la expresion
T 1 —tg)s;, — B 1 — tx)sr, — Bryx]”
Byt = By + 1 S:kFSk [( k) Sk kYl [( k) Sk KYk] ’ (6.10)

S5 Yk (1 —tr)sk — BryeTyx

donde t; es un parametro escalar. Para las actualizaciones SR1 y BFGS ¢, = 0
y tp = oo respectivamente (notese que estas expresiones de la actualizacion cuasi-
Newton BFGS y SR1 son equivalentes a las dadas en el capitulo 1). El paradmetro ¢;
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es el responsable de la existencia de paralelismo, ya que dependiendo del valor de ¢, se
define una direccion de busqueda diferente. Esta es la base de los métodos paralelos
multidireccion y multipaso basados en una métrica variable. En cada iteracion se
calculan varias direcciones de busqueda y para cada direccién de busqueda distintos
tamanos de paso.
El algoritmo PVM propuesto por Phua consta de las siguientes fases:
1. Inicializacién
Se elige la matriz identidad como aproximacion de la Hesiana (By = I).

2. Calculo del valor de la funcién objetivo y del gradiente en el punto
solucidén xy

Definimos fi = f(zx) v gr = g(xk).

3. Calculo de las direcciones de blisqueda en paralelo
Supongamos P; > 0 procesadores disponibles para calcular las direcciones de
bisqueda en paralelo.

donde By(t;) representa cada una de las distintas aproximaciones de la He-
siana, con t; elegido como 0, 00, ?; en la ecuacién 6.10, o cualquier otro valor
apropiado.

4. Calculo del tamano de paso en paralelo

Se realiza una buisqueda lineal en paralelo en cada una de las direcciones cal-
culadas en el paso anterior. Esta etapa concluye con la seleccion del minimo
tamarfio de paso () que verifique las condiciones de Wolfe. Denotamos como
py. la direccion de btisqueda para la cual se ha encontrado el paso minimo.

5. Calculo del nuevo punto solucién

Tht1 = Tk + A\iDj,

Gk+1 = Vf(Trs1) (6.12)

6. Test de convergencia

El algoritmo termina si ||gx41|| < € - max{1, ||zx41]|}, sino continda al paso 7.
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7. Coémputo de la actualizacién de la aproximacion de la Hesiana

Bk+1 = Bk+1(OO) (613)
Es decir, se aplica la actualizacion BFGS y se vuelve al paso 2.

Para terminar la descripciéon de la estrategia propuesta por Phua, es necesario
aclarar como se realiza la busqueda lineal paralela. Supongamos P, procesadores
disponibles para buscar el tamano de paso minimo a lo largo de una direccién p,(fj )
(j = 1,2,---, P). El primer paso del algoritmo de busqueda lineal es elegir los
tamanos de paso. Si A, es el maximo tamano de paso permitido, se seleccionan

los tamanos de tal modo que, para todos ellos
0<AD < Xpaas (6.14)

donde A\ < \® < ... < X\(2) gon los P, tamaiios de paso elegidos. A continuacion,
se computan los correspondientes valores de la funcién objetivo y del gradiente
asociados a cada tamano de paso. Se busca el tamano de paso que minimice la funciéon
objetivo verificando las condiciones de Wolfe. Una vez encontrado el \; 6ptimo se
vuelve al paso 5 del algoritmo PVM. Sino, se aplica una técnica de interpolacion
ciibica para determinar el tamafo de paso.

6.4.1. Comparativa entre el método PVM y las estrategias
multipaso basadas en arboles

Antes de realizar una comparativa entre los métodos descritos, es importante
destacar que las estrategias propuestas son inicamente técnicas multipaso, mientras
que el método PVM combina técnicas multipaso y multidireccién. Para validar su
calidad, las estrategias basadas en arboles se comparan tinicamente con la técnica
multipaso del método PVM, usando como direccion de busqueda la correspondiente
al método BFGS. Notese que, en cualquier caso, las estrategias multidirecciéon pue-
den ser aplicadas a nuestra propuesta posteriormente. Ademas, dichas estrategias
no suponen ninguna aportacién conceptual importante, pues simplemente se trata
de aplicar distintos métodos cuasi-Newton ya existentes.

Para poder realizar una comparacion de nuestras estrategias en arbol tinicamente
con la técnica multipaso del método PVM, hemos aplicado esta técnica sobre el
codigo de optimizacion MINOS, de modo analogo a como hemos hecho con nuestros
codigos multipaso paralelos. La precision empleada para el criterio de convergencia
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Problemas PVM EUAR ESMR EPAM
Iter/Efun Iter/Efun Iter/Efun Iter/Efun

Power

n=20  84/348 26/66 26/66 26/66
n =100 287/2006 185/442 185/442 100/106
Penalty

n=20 305/987 259/658 228/585 254/688
n =100 1069/3255 942/2431 996/2632 774/1929
Powellsg

n=20 122/386 79/194 66/161  60/157
n =100 274/2001 237/617 216/576 224/535

Tabla 6.2: Resultados obtenidos por el método PVM multipaso y nuestras
propuestas.

es la misma que la usada por las estrategias basadas en arboles, ¢ = 107%. La
comparativa se realiza con el método PVM, que calcula concurrentemente 3 tamanos
de paso. Los tamafios de paso elegidos son A = 1/2, A\ = 1y A®) = 2. Los
resultados obtenidos se presentan en las tablas 6.2 y 6.3 en términos absolutos,
es decir, no mostramos porcentajes de mejora, sino del nimero de iteraciones y
de evaluaciones de la funcién objetivo necesarias para obtener la solucion de cada
problema de optimizacion. La tabla 6.2 muestra una comparativa del método PVM
con el resultado obtenido para la secuencia de chequeo 6ptima en cada una de
nuestras propuestas. Asimismo, puesto que en el método PVM se selecciona el mejor
tamano de paso cada iteracion, en la tabla 6.3 se presentan los resultados obtenidos
por las estrategias EUAR, ESMR y EPAM para 3 = 1. Del analisis de ambas tablas
hay que destacar que cualquiera de nuestros métodos obtiene mejores resultados que
el método PVM multipaso cuando se selecciona la frecuencia de chequeo adecuada,
sobre todo, en el caso del problema “Power”, para el que se ha utilizado un factor
de amortiguamiento 6ptimo. Ademas, se observa que en el método PVM multipaso
se realizan muchas evaluaciones de la funcién objetivo para todos los problemas
estudiados. Lo que indica que los valores de tamano de paso seleccionados no son
la mejor solucién en la mayoria de las iteraciones, siendo necesaria la aplicacion de
sucesivas interpolaciones hasta determinar un valor de tamano de paso adecuado.
Este hecho resalta el beneficio que supone que nuestras estrategias propongan varios
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factores de amortiguamiento distintos, que van a influir positivamente en el computo
del tamano de paso. No se proponen distintos tamanos de paso al azar, como ocurre
en el método PVM, se trata de ajustar en alguna medida la propuesta del tamano
de paso al problema de optimizacion a través del parametro de amortiguamiento.
El valor del factor de amortiguamiento limita la busqueda del tamano de paso para
evitar evaluaciones de la funciéon objetivo en un entorno demasiado préoximo del
punto solucién. Si la solucién del problema a optimizar no cambia bruscamente,
un valor alto del pardmetro de amortiguamiento es adecuado, y se reducirdn tanto
el nimero de iteraciones como de evaluaciones de la funcién objetivo. Si por el
contrario, en la soluciéon del problema se producen cambios bruscos, serd necesario
un factor de amortiguamiento mas pequeno. En este trabajo, los parametros de
amortiguamiento usados se han buscado de forma empirica, con unos valores iniciales
y posteriores refinamientos hasta obtener los valores finalmente usados.

Problemas PVM EUAR ESMR  EPAM
Iter/Efun Iter/Efun Iter/Efun Iter/Efun

Power

n=20  84/348 26/66 26/66 26/66
n =100 287/2006 185/442 185/442 100/106
Penalty

n=20 305/987 353/969 252/657 260/689
n =100 1069/3255 1023/2681 1062/2799 859/2149
Powellsg

n=20 122/386  84/225 71/191 71/196
n =100 274/2001 296/782 267/689 261/735

Tabla 6.3: Resultados obtenidos por el método PVM multipaso y nuestras
propuestas con (5 = 1.

También se debe destacar la importancia que tiene la profundidad del arbol en
nuestras estrategias. Dependiendo del problema a optimizar y de los parametros de
amortiguamiento seleccionados una determinada profundidad del 4rbol serd 6ptima.
Asi, en la tabla 6.3 se observa que en algunos casos si la profundidad del &rbol es 1
la estrategia EUAR obtiene peores resultados que el método PVM multipaso. Esta
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deficiencia se solventa en las otras dos estrategias, o bien aumentando el ancho del
arbol, seleccionando més ramas en cada iteraciéon, o bien utilizando un paradmetro de
amortiguamiento mas adecuado. En cualquier caso, en todas nuestras propuestas,
y en practicamente todos los casos, se verifica que las mayores reducciones en el
numero de iteraciones y de evaluaciones de la funcién objetivo se producen para un
valor de la profundidad del 4rbol relativamente alto, lo que implica un menor nimero
de comunicaciones, y por tanto, un mayor rendimiento del algoritmo paralelo.
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Conclusiones, principales
aportaciones y lineas futuras

Los problemas de optimizaciéon han sido muy estudiados en los tltimos anos por
su aplicacion en multiples dreas. Con frecuencia, sobre todo si se trata de problemas
de optimizacién no lineal, su resoluciéon implica un alto coste computacional. El
principal objetivo de esta tesis ha sido el estudio de las estrategias de paralelizacion
que mejor se adectien a la ejecucion eficiente de las rutinas de uso frecuente en
métodos de optimizacién no lineal, y en particular, en algoritmos cuasi-Newton,
sobre sistemas de memoria distribuida. Para evaluar la eficiencia de las soluciones
propuestas se ha utilizado el codigo de optimizacion MINOS como banco de pruebas.
Este cédigo se caracteriza por su robustez y por incluir todas las rutinas tratadas.

Las principales aportaciones de esta memoria se pueden estructurar en los si-
guientes puntos:

» Se ha realizado un anélisis computacional detallado del método de gradiente
reducido, basado en un conjunto activo de restricciones, utilizado en optimiza-
cién no lineal. Se ha comprobado que el algoritmo cuasi-Newton, que se usa en
este método para tratar las no linealidades, consume més del 90 % del tiempo
total de computacién en la mayoria de los casos. Dentro de este método, se
han determinado las computaciones mas costosas en cada iteracion: la actua-
lizacion de la matriz aproximaciéon de la Hesiana, el calculo de la direccion de
bisqueda y el calculo del tamano de paso. De todas ellas, la primera destaca
por su alto coste computacional, mas del 80 % del total, lo que justifica el
esfuerzo en su paralelizacion.

= Se han estudiado las dependencias de datos de los algoritmos que realizan es-
tas computaciones, mostrando su bajo grado de paralelismo. En particular, el
algoritmo de actualizacion de la Hesiana consiste en la aplicaciéon de dos rota-
ciones planas, o rotaciones de Givens, que estan implementadas mediante dos
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Conclusiones y principales aportaciones

lazos anidados. La rotaciéon global hacia adelante es la que presenta dependen-
cias mas restrictivas, y en ella el tinico grado de paralelismo se encuentra en el
lazo interno. La distribucion de datos y la estrategia que se ha implementado
para extraer el maximo paralelismo, se aplican eficazmente tanto a la rota-
cion global hacia atras, como a las resoluciones triangulares, que constituyen
el nicleo fundamental del calculo de la direccion de busqueda, ya que aunque
presentan dependencias mas débiles, su flujo de datos es similar.

Para validar las estrategias paralelas propuestas hemos utilizado dos sistemas
de computacién: un multiprocesador de memoria distribuida, el AP3000 de Fu-
jitsu, con una red de interconexién propia y dedicada, la AP-Net, y un cluster,
el beowulf del CESGA, elegido para validar su red de interconexién, la My-
rinet 2000. Estos dos computadores constituyen dos sistemas muy diferentes,
uno de ellos con una red de muy alta capacidad frente al poder computacional
de los nodos, y el otro con una red de una capacidad baja frente a la veloci-
dad de los procesadores. Consideramos que la seleccién de estos dos sistemas
constituye una buena opcion para caracterizar el comportamiento de nuestros
codigos paralelos. Hemos evaluado el comportamiento de las estrategias pro-
puestas en ambos sistemas, comprobando que la relaciéon entre el coste de las
comunicaciones y el coste de las computaciones en el cluster beowulf es mayor
que en el AP3000, de ahi que las fuertes dependencias de datos de las rutinas
tratadas adquieran una mayor relevancia en el rendimiento de nuestros c6digos
paralelos en el beowulf.

En el caso de los sistemas de memoria distribuida los factores que mas influyen
en la eficiencia del programa paralelo son las comunicaciones y el balanceo
de la carga. Proponemos una estrategia mixta en la que algunos datos son
computados secuencialmente por todos los procesadores, y otros se calculan
de forma concurrente. Esta estrategia minimiza el nimero de comunicaciones
y los tiempos de espera. Ademas, proponemos una distribucion ciclica por
columnas que garantiza, al menos inicialmente, el balanceo de los datos.

En muchos casos tras la ejecucién de varias iteraciones del método paralelo,
el sistema se encuentra desbalanceado. Para solucionar este problema, hemos
propuesto distintas heuristicas de redistribuciéon de la carga que tratan de
minimizar el nimero méximo de envios o de recepciones por procesador. Se
ha estudiado el coste computacional que supondria la existencia de un cierto
desbalanceo y el coste de una redistribucién de la carga, tanto de forma teérica
como experimental, para cada uno de los sistemas de computacién utilizados.
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Se ha comprobado la fiabilidad de nuestras estimaciones para los posibles casos
reales, sobre todo, para el AP3000. La finalidad de este estudio ha sido poder
decidir a prior: cuando compensa realizar una redistribucion que balancee la
carga computacional.

= Se ha propuesto una alternativa de paralelizaciéon que trata de disminuir el
tiempo total de computacién reduciendo el ntmero total de iteraciones ne-
cesarias para la convergencia del método, y el nimero de evaluaciones de la
funcioén objetivo. Las estrategias desarrolladas se basan en métodos multipaso.
En cada iteracion, se proponen distintos tamanos de paso para obtener el nue-
vo punto solucién. Para definir los diferentes tamafios de paso se seleccionan
distintos pardmetros de amortiguamiento. El valor de estos parametros esta
intimamente relacionado con la funcién objetivo del problema a optimizar.

= Los resultados obtenidos por las estrategias propuestas han sido comparados
con los de otros métodos o heuristicas. En todos los casos, el rendimiento de
nuestras propuestas es superior, ya que han sido disenadas especificamente
para adaptarse a las caracteristicas de cada problema concreto. En el caso de
las rutinas méas costosas de un método cuasi-Newton, la eficiencia de nuestras
implementaciones es alta para problemas de gran tamamo, sobre todo, para
la actualizacion de la Hesiana, debido a su mayor niimero de operaciones en
punto flotante, y del AP3000, ya que en este sistema el coste de las comuni-
caciones es menos significativo. En las estrategias multipaso, si se selecciona
el parametro de amortiguamiento adecuado y el problema a optimizar esta
bien condicionado, los resultados muestran reducciones de hasta un 75 % en el
nimero de iteraciones y un 80 % en el nimero de evaluaciones de la funcion
objetivo.

Existen diversas lineas de investigacion que se pueden derivar del trabajo de esta
tesis. A continuacion enunciamos algunas de las mas relevantes.

= Otra de las arquitecturas representativas en el mundo de la supercomputacion
son los clusters de SMP de tamano moderado. Para sistemas de este tipo se po-
drian desarrollar estrategias hibridas, que combinen programacién en memoria
compartida (usando, por ejemplo, directivas de OpenMP) y programacion en
memoria distribuida (paso de mensajes), aplicadas a las rutinas méas costosas
de un método cuasi-Newton.

» Otra posible linea de investigacion es la implementacion de técnicas multipaso
en arquitecturas débilmente acopladas como los Grids. Estas arquitecturas se
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caracterizan fundamentalmente por:

e Heterogeneidad. Los diferentes sistemas que conforman el Grid tienen
distintas CPUs, por lo tanto, en nuestro caso, no todos terminarin de
computar el nuevo punto solucién al mismo tiempo. Asimismo, la exis-
tencia de clusters dentro del Grid acentiia esta diferencia computacional,
porque en este caso habria que tener en cuenta no sélo los tiempos de
computacion propios de la heuristica sino también los tiempos de espera
en cola.

e Dinamismo. Dependiendo del momento, un sistema estarda mas o menos
cargado, lo que implica que el tiempo de ejecucién de una tarea no sea
siempre el mismo.

e Tolerancia a fallos. Si un sistema falla, no se pondran utilizar las compu-
taciones que se le habian asignado.

Las heuristicas multipaso tendrian que adaptarse a estas nuevas condiciones.
Por lo tanto, se deberian desarrollar implementaciones perfectamente desa-
copladas. Una opcién es mantener la estructura de un tnico arbol descrita
en este trabajo pero anadiendo estrategias que permitan no tener en cuenta
algunas ramas, en caso de fallo o de tiempo de computacién excesivo, e in-
cluso la posibilidad de retomar el trabajo asociado a las ramas descartadas
en otros sistemas del Grid menos cargados. Otra opcién, consistiria en buscar
muchos més tamanos de paso, pero no dentro del mismo arbol, sino generando
miltiples arboles totalmente independientes.

» Finalmente, las estrategias multipaso se pueden completar con técnicas mul-
tidireccion. Los algoritmos propuestos generarian varias direcciones de bis-
queda del nuevo punto soluciéon en cada iteracion, entre ellas las direcciones
cuasi-Newton usadas en el método PVM. El incremento de las posibilidades de
bisqueda del punto soluciéon 6ptimo en cada iteraciéon conducird en la mayor
parte de los casos a una convergencia méas rapida del algoritmo.
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