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Resumo

Neste traballo abordamos o estudo de métodos numéricos para o calculo aproximado da
integral definida a través de férmulas de cuadratura, técnicas fundamentais cando desconecemos
o valor da integral. Centrdmonos nas férmulas de tipo interpolatorio polinémico que aproximan
o valor real a partir da integral dun polinomio de interpolacién. Estudamos en profundidade tres
métodos principais de cuadratura. Primeiro as formulas de Gauss, caracterizadas pola sia alta
precisiéon empregando poucos nodos. Despois, estudamos o método de Romberg, que combina a
regra do trapecio composta coa extrapolaciéon de Richardson. E por dltimo, o uso de correcciéns
extremais para as regras de trapecio e Simpson compostas. Para cada método exploraremos a
sta formulacién tedrica, o comportamento do erro e os requisitos para a exactitude dos métodos.
Ademais, aportaremos exemplos e tdboas nas que representen a variacién do erro para cada

método.

Abstract

In this work, we address the study of numerical methods for the approximate calculation
of definite integrals through quadrature formulas, fundamental techniques when the exact value
of the integral is unknown. Specifically, we focus on polynomial interpolatory formulas, which
approximate the true value by integrating an interpolation polynomial. We examine in depth
three main quadrature methods. First of all, the Gauss formulas, known for their high accuracy
using a few nodes. Then, the Romberg method, which combines the composite trapezoidal rule
with Richardson extrapolation. Finally, we study the use of endpoint corrections for the composite
trapezoidal and Simpson’s rules. For each method, we explore its theoretical formulation, error
behavior, and the conditions required to achieve accuracy. Additionally, we provide examples

and tables illustrating the variation of the approximation error for each method.
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Introducion

En ocasions é probable atopanr certas intregrais definidas cuxo célculo explitico resulta moi
complexo. Isto pode deberse a diferentes motivos como poden ser a dificultade de obter as
primitivas da funcién ou o desconecemento do valor da funcién en todo o intervalo de integracion.
Para resolver estes problemas, definense os métodos de cuadratura, que en analise numérico
tratanse de aproximacions da integral mediante a combinacién lineal do valor da funcién en

puntos concretos (nodos).

Neste traballo recollemos distintos métodos de cuadratura, centrandonos nas férmulas de ti-
po interpolatorio polinémica, naquelas que aproximan as integrais mediante a integracién dun
polinomio interpolador. Ademais, presentamos métodos de cuadratura cunha precisiéon moi alta,
é dicir, formulas que empregando a menor cantidade de nodos posibles sexan capaces de alcanzar
unha unha orde de converxencia elevada. Sumado ao estudo tedrico dos métodos, tamén imple-
mentamos os métodos e incluimos representacions graficas sobre o funcionamento das férmulas,

asi como taboas de variaciéon do erro dependendo do ntimero de nodos.

No primeiro capitulo, introducimos nociéns béasicas e xerais para todos os métodos de cua-

dratura.

No segundo capitulo estudamos as formulas de Gauss. A sda caracteristica principal é que,
usando n nodos son exactas para calcular a integral de polinomios de grao menor ou igual
que 2n — 1. Ademais, tamén conta cunha introducién aos polinomios ortogonais debido a sia

relevancia para o calculo das férmulas.

Posteriormente, no terceiro capitulo introducimos o método de Romberg. Este emprega com-
binaciéns lineais de aproximaciéns dadas pola regra do trapecio composta e axidase da extra-

polacién de Richardson, tamén definida neste capitulo, para dar os resultados finais.

Por ultimo, no capitulo final estudamos as regras do trapecio e Simpson compostas con co-
rreccions extremais. Estas son capaces de dar erros moi baixos se conecemos o valor das derivadas

da funcién nos extremos do intervalo.
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Capitulo 1
Preliminares

Comezamos introducindo unha serie de conceptos previos que seran fundamentais para o
desenvolvemento dos métodos de aproximacion de integrais nun intervalo limitado. Podemos ver

as definicions en profundidade en [I]

1.1. Fo6rmula de cuadratura

O noso obxectivo é estudar métodos para calcular aproximacions de integrais definidas

b
1(f) = / /() dr, (1.1)

sendo (a, b) un intervalo limitado e non baleiro e f unha funciéon Riemann integrable en (a,b).

Definiciéon 1.1. As férmulas de cuadratura son métodos numéricos que permiten aproximar
o valor dunha integral definida mediante unha combinacién lineal de valores da funcién que se
quere integrar. Denotaremos estas férmulas como

n

Qn(f) =) Aif(w:), (12)

i=1
onde os puntos x; denominanse nodos e serdn os puntos, diferentes entre si, nos cales se avaliara
a funcion, e os A; son os coeficientes ou pesos, que determinan o efecto da avaliaciéon da funcion
en cada nodo no calculo da aproximacion. Ademais, imos supoiier que os nodos 1, ..., T, estan

ordenados de menor a maior.

A continuacion, definimos o erro e a orde dunha férmula de cuadratura.

Definicién 1.2. Para unha férmula de n nodos, definimos o erro de cuadratura, e denotamolo

por E,(f), como a diferenza entre o valor da integral e a aproximacion estimada pola féormula
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de cuadratura correspondente. En consecuencia,

I(f):Qn(f)+En<f) (1'3)

Definicién 1.3. Unha férmula de cuadratura de n nodos é polo menos de orde m € N se
cumpre que

E,(zF) =0 para k=0,1,...,m. (1.4)

Ademais, unha féormula de cuadratura seréd de orde m € N se é polo menos de orde m e

Ep(z™) #£0. (1.5)

1.2. Foérmulas de tipo interpolatorico polinémico

Para os distintos métodos que veremos, é necesario introducir certas definiciéns sobre os

polinomios, xa que seran clave para caracterizar ditos métodos.

Definicién 1.4. Un polinomio con coeficientes reais é unha expresién que segue a forma

n
p(x) = Z air' =ap+ a1z + ... + apz”, neN, g €R. (1.6)
i=0
Se a, # 0, o polinomio p ten grao n, e dicimos que a, é o coeficiente principal de p. Un
polinomio ménico é aquel cuxo coeficiente principal vale 1. O espazo vectorial dos polinomios
de grao menor ou igual a n denotarémolo como P,,. Ademais, o espazo vectorial dos polinomios

con coeficientes reais dendtase como P.

Definicion 1.5. Diremos que un polinomio p interpola a unha funciéon f nos puntos z1, ..., x,
se

p(zi) = f(x;) Vi=1,...,n. (1.7)
Definicion 1.6. Dados unha funcién f e n puntos distintos x1, ..., z,, existe un tnico poli-

nomio p € P,_1 que interpola a f neses puntos. Dito polinomio denominase polinomio de

interpolacion de Lagrange relativo a f e aos puntos x1, ..., Tp,.

Definicién 1.7. Unha féormula de cuadratura Q,(f) é de tipo interpolatorio polinémico se
Qn(f) = f;p(x) dx, sendo p o polinomio de interpolacion de Lagrange relativo a f e aos nodos
Z1,...,Iy. BEfectivamente fabp(a:) dz pode escribirse como Y ; A; f(x;), para certos pesos A;:
b
a

b
/ f(z) da ~ / p(2) dz = Ayf(z1) + -+ Anf(2n). (1.8)
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Definicion 1.8. Definimos os polinomios fundamentais de Lagrange asociados aos pun-
tos x1,...,%,, como os dnicos polinomios de grao n — 1 que, nos nodos x1i,...,x,, verifican a
seguinte propiedade

lg(x;)) =0, i=1,...,n, k=1,..,n, (1.9)

sendo d;; a delta de Kronecker.

Observacion 1.9. E facil ver que os polinomios fundamentais de Lagrange seguen a formula

n

(z) =[] ; :? k=1,..,n (1.10)
j=1 kT
jk

Definiciéon 1.10. Coa observacion anterior é claro que o polinomio de interpolaciéon de

Lagrange relativo aos nodos 1, ..., x, e & funciéon f vén dado pola expresion

plz) =Y flaw)lk(@). (1.11)
k=1

Enton

</ab e (2) d:c) Faw), (1.12)

b n
/ pla)de =" Apf(xr), (1.13)

k=1

de onde

se Ay = [Vl (z) da.

Teorema 1.11 (de caracterizacion das formulas de tipo interpolatorio polindmico). Unha for-
mula de cuadratura de n nodos € de tipo interpolatorio polindmico, se, e so se, € polo menos de

orde n — 1.

Exemplo 1.12. Un exemplo de féormula de cuadratura de tipo interpolatorio polinémico é a
formula do trapecio simple. Sexa (a,b) un intervalo limitado non baleiro, obtemos unha apro-

ximacion da integral mediante a seguinte combinacion lineal:

b h
[ t@ydo 5@+ £0)) (1.14)

onde h é a diferenza entre b e a. No caso de que f(b), f(a) > 0 estariamos calculando a area do
trapecio definido polos vértices (a,0), (a, f(a)), (b,0) e (b, f(b)). A partir de formulas simples
como esta xorden as féormulas compostas, que son basicamente a aplicacién das férmulas simples
en pequenos subintervalos. Seguindo cos trapecios, podemos dar a definicién da regra do trapecio
composta. Sexan z1, ..., T,, n puntos equidistantes en (a, b), con 1 = a e x,, = b. Os devanditos

puntos dividen (a,b) en m = n — 1 subintervalos de igual lonxitude h = (b — a)/(n — 1). Se
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aplicamos a féormula do trapecio simple en cada subintervalo obtemos a férmula do trapecio

composta:
b n—1
/ f(x)dmh[;<f<a>+f<b>>+2f<mk> . (1.15)
a k=2

Definicién 1.13. Diremos que unha féormula de cuadratura composta ten orde de converxen-
cia p € N se a expresion do seu erro ¢ unha O(hP), é dicir, se existe unha constante C' > 0,

independente de h, tal que o erro cometido tefia a seguinte acotacién
|E(h)| < ChP, (1.16)

para h suficientemente pequena, sendo h o tamano dos subintervalos da particién. Neste caso,
E(h) reprensenta o erro cometido ao aproximar a integral mediante unha féormula de cuadratura

composta utilizando un paso h.



Capitulo 2
Formulas de Gauss

Como xa vimos no Teorema [I.11] sabemos que as formulas de tipo interpolatorio polinémico
son polo menos de orde n — 1. Estudaremos agora o chamado problema de Gauss, o cal cuestiona
o xeito de escoller os nodos z1,...,x, para que a féormula de tipo interpolatorio polinémico
correspondente sexa exacta en P, con m > n — 1. A descripciéon detallada destas férmulas

podese consultar no segundo capitulo de Davis e Rabinowitz [9].

Primeiro, vexamos un resultado que establece unha cota superior para a orde que se pode

alcanzar cunha formula de n nodos.

Teorema 2.1. Unha férmula de cuadratura de n nodos non pode ser de orde superior a 2n — 1.

Demostracion. Consideremos a formula de cuadratura de n nodos:
b n
/ fl@)de =~ Aif(x:). (2.1)
a i=1

Para demostrar que non ten unha orde de exactitude superior a 2n — 1 imos probar que existe
un polinomio de grao 2n para o cal a férmula non é exacta. Para iso, buscamos un polinomio de
grao 2n que sexa non negativo e tal que os nodos da férmula de cuadratura sexan as siias tnicas
raices:

" 2

p(z) = H(a: —x) | . (2.2)

i=1

Como se pode comprobar con facilidade, este polinomio é de grao 2n, e ademais é non negativo

e non nulo, polo que:
b
/ p(z)dx > 0. (2.3)
a

Por outra banda,

pla) =0 Vie{l,..,n} = > Ap(z;)=0. (2.4)
=1
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Polo tanto, das ecuacions ([2.3) e (2.4]) dedicese que o erro de cuadratura ao aproximar p é distinto
de cero e, en consecuencia, a formula non é exacta para un polinomio de grao 2n, obtendo asi o

resultado que buscabamos. O

2.1. Polinomios ortogonais

Para deducir as formulas de cuadratura de Gauss, necesitamos introducir conceptos previos
sobre os polinomios ortogonais, xa que estas féormulas fundamentan o seu comportamento nal-
gunhas propiedades destes polinomios. Como veremos, os nodos das féormulas de cuadratura de
Gauss coinciden coas raices dos polinomios ortogonais no intervalo de integracion. A teoria sobre

os polinomios ortogonais podese consultar na obra de Szego [4].

Definicién 2.2. Sexan p, ¢ dous polinomios, definimos o produto escalar en P, e denotdmolo

por (p,q), como

b
(p,q) =/ p(z)q(z) dz € R. (2.5)

Po6dese demostrar que, en efecto, esta aplicacion define un produto escalar en IP. Polo tanto, a

norma asociada sera:
1/2

Ipll = v/(p.p) = (/abp(ac)2 d:):) €R. (2.6)

Definicion 2.3. Sexan p,q € P, dise que p e g son ortogonais se

(p,q) =0, (2.7)

e denoétase por p L gq.

Definiciéon 2.4. Sexa X un subconxunto non baleiro de P. Dise que un polinomio p € P ¢

ortogonal a X se p L q Vg € X, e den6tase como p | X.

Definicion 2.5. Dise que un conxunto non baleiro X de P é un conxunto ortogonal se

plqg VpgeX, p#q. (2.8)

Se ademais se cumpre que

lpll=1 VpeX, (2.9)
dise que X é un conxunto ortonormal.

Definicion 2.6. Unha sucesion de polinomios {t¢, }22  dise que é unha sucesiéon de polinomios

ortogonais se a sucesion, como conxunto, é un conxunto ortogonal.
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Teorema 2.7 (Método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt). Sexa V un espazo vectorial eucli-
diano. Seuy, ..., u, € V son vectores linealmente independentes, enton os vectores que se obterien

do sequinte zeito:

V1 = Uy, (2.10)
i—1 (ui, v;)
_ iy Uj .
v = U — Z (vjzvj)vj Vie {2,...,n}, (2.11)
7j=1
son linealmente independentes, ortogonais dous a dous e xeran o mesmo subespazo que uy, ..., Uy.

A demostracion recollese en [3], na paxina 361.

Teorema 2.8. Existe polo menos unha sucesion de polinomios ortogonais {1y }72 o tal que g # 0

e grao(i,) = n Vn.

Demostracion. A demostracion deste resultado é consecuencia de aplicar o método de ortogo-
nalizacion de Gram-Schmidt, definido no Teorema [2.7] ao espazo vectorial P. Eliximos como
base do espazo vectorial o conxunto {1,z,?,...}. Mediante o proceso de ortogonalizacién de
Gram-Schmidt obtemos un conxunto de elementos {%y, 11, ...}, ortogonais dous a dous respecto
ao produto escalar dado na definicion Ademais, cumpre que ¥y # 0 posto que o primeiro
elemento do proceso non se modifica. Tamén cumpre que grao(y,) = n xa que no proceso de
Gram-Schmidt s6 se restan combinacions lineais de polinomios de grao menor a n en cada vy,
n—1
vn—wi—zm. (2.12)
=1 Vi Y
Polo tanto, obtense unha sucesiéon infinita de polinomios ortogonais que cumpren o enunciado

no teorema. O

Definicion 2.9. Sexa {1,}22, unha sucesion de polinomios ortogonais tal que ¢y # 0 e
grao(y,) = n para todo n € N. Chamarémoslle polinomio ortogonal de grao n a cada

1, pertencente a esa sucesion.

Tendo en conta o Teorema [2.8] son evidentes as seguintes diias observacions:
Observacion 2.10. O conxunto {y, ..., 1, } é unha base ortogonal de P,, para cada n € N.
Observacion 2.11. Coa anterior observacion en mente, é claro que o conxunto {¢o/ |10 ||, ... ¥n/||¥nl }

é unha base ortonormal de P,, para cada n € N.

Teorema 2.12. Sezan € Ne S={peP,:p L P,_1} o ortogonal de P,_1 en P,. Enton, se
p €S, ou ben p =0, ou ben grao(p) = n. Ademais, cimprese que dim(S) = 1.
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Demostracion. O caso p = 0 é evidente. Sexa enton p € S\ {0} e vexamos que grao(p) = n. Por
reduccién ao absurdo, suponamos que p € P,,_1. Como p € S, debe cumprir que p L p, o que

implica que ||p|| = 0, que contradi o feito de que p # 0.

E claro que S é un subespazo vectorial de P,,, vexamos que dim(S) = 1. Para iso, escollamos
dous polinomios arbitrarios p, g € S\ {0}. Como ambos polinomios tenien que ser de grao n existe
un escalar K € R\{0} tal que o polinomio f = p — Kq € P,,_;. Por definicién de subespazo, o
polinomio f ten que pertencer a S. Como non é de grao n, debe ser f = 0, o que implica que

p = Kq. Queda entéon demostrado que dim(S) = 1. O]

Como consecuencia deste teorema deducimos o seguinte resultado.

Teorema 2.13. Se {1, }72 e {¢n}o2, son dias sucesions coma as do Teoremal[2.8, enton, para
cada n € N, eziste k, € R\{0} de zeito que 1y, = ky¢y,.

Directamente deste teorema podemos deducir unha observacién de gran interese sobre a

unicidade das raices dos polinomios ortogonais.

Observacion 2.14. As raices dun polinomio ortogonal de grao n estan unicamente determinadas.
Isto significa que se ¥, e ¢, son dous polinomios ortogonais de grao n entén tenen as mesmas

raices, xa que do teorema anterior deducese que ¥, = k, ¢, con k, # 0.

Corolario 2.15. Eziste unha tnica sucesion {1, }5°, de polinomios mdnicos ortogonais de zeito

que grao(¢y) = n Vn.

-

Corolario 2.16. Se existe unha sucesion {1, }2>, de polinomios ortogonais estandarizados, é
dicir, que cumpren que ¥,(1) = 1 Vn, de zeito que grao(y,) = n Vn, enton esta sucesion €

unica.

Observacion 2.17. A sucesion definida no corolario anterior s6 existe se para unha sucesiéon como
a do Teorema se cumpre que ¥, (1) # 0 para todo n.

Estamos moi preto de construir as formulas de Gauss. Para iso, é fundamental entender mellor
as propiedades dos polinomios ortogonais, en particular, as sias raices. O seguinte resultado
proporciénanos informacion clave sobre a natureza destas raices e a sta localizacién no intervalo
de integracion. Este paso é esencial, xa que as raices dos polinomios ortogonais de grao n seran

precisamente os nodos que utilizaremos na férmula de cuadratura de Gauss.

o0 -, .., . o
Teorema 2.18. Sexa {1, }52 unha sucesion nas condicions descritas no Teorema 2.8 Para
cada n € N, as raices do polinomio ortogonal de grao n, ¥,, son reais, distintas e estan situadas

no intervalo (a,b).
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Demostracion. Sexa 1, o polinomio ortogonal de grao n e definamos R como o conxunto das
raices de multiplicidade impar de v, R = {r € (a,b) : r é raiz de multiplicidade impar de 1, }.
R non pode ser baleiro, xa que por ser os polinomios funciéns continuas implicaria que 1, non

cambia de signo en (a,b) e, polo tanto,

b
/ Yn(z) dz # 0, (2.13)

que contradi o feito de que ¥, L P,_1, xa que 1 € P,_1. Vexamos que ademais R é finito e o
seu cardinal ¢ n. Denotamos o seu cardinal por | € N, R = {x1,...,2;}. Necesariamente pola
definicién do conxunto R e por ser un polinomio de grao n non pode ter mais de n raices, I < n.

Entoén, s6 necesitamos ver que [ non pode ser menor que n. Sexa

l

q(z) = H(x — ;) = grao(q) =L (2.14)
i=1

Como 9, (z)q(x) é un polinomio non nulo que non cambia de signo en (a,b), pois é un produto

de cadrados debido a que ambos tenen as mesmas raices, tense que

b
[ n@atardo 20 (2.15)

Polo tanto [ = n, xa que, se [ fose menor a n, necesariamente, pola definicién da sucesion {1y, }72

e porque ¥, L P,_ terfase que q 1 ¥, o que contradi a ecuaciéon ([2.15]). O

2.2. Formulas de Gauss

Ao longo deste traballo, o termo formulas de Gauss equivale a formula de Gauss-Legendre.
Nesta seccidon daremos resposta ao problema de Gauss, xa que indicaremos a forma de elixir
os n nodos para que a féormula de cuadratura sexa exacta en Py, _1. Aplicaremos os resultados

introducidos na seccién anterior para demostrar o seguinte teorema que resolve o problema.

Teorema 2.19 (Caracterizacion dos nodos das formulas de Gauss). Seza {1, }72, unha sucesion

definida como no Teorema[2.8 Enton a formula de cuadratura:

b n
/ flw)de =Y Aif (), (2.16)
a i=1
sendo ,

con l; o polinomio fundamental de Lagrange, € exacta en Po,_1, se, e sO se, T1,..., Ty SON as

raices do polinomio ortogonal de grao n, V.
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Demostracion. (=) Para a primeira implicacién suponemos que a formula é exacta en Py, 1,
é dicir:

b n
/ p(z) de = ZAzp(xz) Vp € Pon—1. (2.18)

Queremos ver que
n

[ —2) LPay, (2.19)

i=1
sendo os x; as raices do polinomio 1,,. Recordemos que se q; e g2 son dous polinomios de grao
n e ortogonais a P,_1, enton existe k € R\ {0} tal que ¢1(x) = kg2(x), xa que, como vimos no
Teorema [2.12] o ortogonal de P,,_; en P, ten dimension 1. Polo tanto, se probamos a ecuacion

(2.19) podemos afirmar que existe k, # 0, que neste caso serd o coeficiente principal de 1, de

xeito que:
n
= kn [ [(z — 22), (2.20)
=1
de onde podemos deducir que {z1,...,x,} son as raices de 1,. Para probar esa ortogonalidade

tomamos un ¢ € IP,,_; arbitrario, e construimos o polinomio t(z) = ¢(x) [[(x — z;) € Pa,—1.
Como estamos suponiendo a exactitude da férmula de cuadratura en Po, 1, entén

n

/ H x—x;)dr = ZA]q xj) —z;) =0, (2.21)
i=1 i=

1

polo que
n

[ —2) LPay, (2.22)

=1

como queriamos demostrar. Demostremos a continuacién a outra implicacion.

(<=) Reciprocamente, suponamos que zi,...,Z, son as raices de v,. Sabemos, polo Teo-
rema [2.18] que estas raices son distintas e que todas pertencen ao interior do intervalo no que

queremos integrar, (a,b). Se definimos os coeficientes A; como na ecuacion (2.17)), é dicir,

b
A; = / li(x)dz, i=1,..,n. (2.23)
Entéon ctiimprese que:
b n
[ p@rde =3 Ap(a) o Bon, (2.24)
a i=1

por ser a formula de tipo interpolatorio polinémico, como vimos no Teorema [I.11] Vexamos
agora que é exacta en Py,_1. Sexa p € Py,_1 con grao(p) > n. Imos probar que f:p(x) dr =
o Aip(x;). Para iso realizamos a division euclidiana entre p e v, e obtemos os polinomios

q€eP,_1ereclP,_ 1 de xeito que

p(x) = Pn(r)q(2) + r(z). (2.25)
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Como ¢, L P,_1,

b b b
/p(a:)da:—/ (wn(:c)q(m)+r(x))da;—/ r(z)dx. (2.26)

Como dixemos anteriormente, a féormula é exacta en P,,_1, polo tanto

b n
/ r(x)de = Apr(x). (2.27)
a i=1

Para rematar

p(xi) = Yn(i)q(x;) + r(x;) = r(x;) parai=1,...,n, (2.28)

Xxa que x1, ..., Ty, son as raices de ,, co que
b n
/ pla)de =" Ap(x;). (2.29)
a i=1
Deste xeito concluimos que a féormula é exacta en Po,_1. O

Definicion 2.20. As férmulas descritas no teorema anterior chamanse formulas de Gauss.

Observacion 2.21. En virtude do Teorema[I.11] as formulas de Gauss son necesariamente de tipo

interpolatorio polinémico.

Definicion 2.22. Os coeficientes A; das formulas de Gauss denominanse ntimeros de Chris-
toffel.

A partir da definicién anterior introducimos un novo resultado no que caracterizaremos estes

nimeros.

Teorema 2.23 (Positividade dos nimeros de Christoffel). Os nimeros de Christoffel son posi-

tivos e venen dados pola expresion

A = W /ab Cf"(?)z dz, (2.30)

onde ¥, € o polinomio ortogonal de grao n.

Demostracion. Recordemos que os polinomios fundamentais de Lagrange son de grao n — 1 e
cumpren l; € P,,_q e l;(x;) = 0;; para 4,5 € {1,...,n}. Enton (I;(x))? € Pay,_a, asi que, debido &

exactitude en Py,_1, podemos obter a seguinte férmula:

b n
/ (li(x))? de = Aj(li(z)))* = A (2.31)
a j=1
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Polo feito de que (I;(z))? > 0, concltese que

A; = /b(zi(gc))2 dz > 0, (2.32)

o que nos indica que os numeros de Christoffel son positivos. A continuacion, deducimos a
expresion (2.30) para estes niameros. Como a expresion do polinomio fundamental de Lagrange

asociado ao nodo z; é

n
— Y
li(x) = H P i=1,..,n, (2.33)
J=1
J#i

e o conxunto {x;}!'_; coincide coas raices do polinomio ortogonal, 1, sabemos polo Teorema

que existe unha constante non nula k,, tal que

Q;Z)n(x) =ky

)

(x — i), (2.34)
1

n

como xa vimos na ecuacion (2.20)). Polo tanto, para x # x;,

ﬁ(w—fvj) = i@_ (2.35)

H(xz - x]) = lim H(x x]) — llmxﬁzz Qpn(ﬂj) _
= g% (2.36)
el J#

— L ¢n(33) _djn(wz) . 1, ‘

=g dm e g )

Enton, se x # x;, utilizando (2.33)), (2.35) e (2.36), resulta
1 n
li(z) = ¥n(2) (2.37)

Y (i) x —ai

Finalmente, da expresion (2.32)) obtemos que os niimeros de Christoffel seguen a expresion:

Ai:/ab(li(z))de: (%(;))2 /ab<;[’"(?)2 dz. (2.38)

O

Por ltimo, abordaremos a cuestién do erro cometido ao aproximar as integrais mediante a

formula de Gauss. Dito erro recollémolo no seguinte resultado.
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Teorema 2.24 (Formula de Markov do erro). Sexa (a,b) un intervalo limitado e non baleiro e
n

seza Y. Aif(z;) a formula de cuadratura de Gauss de n puntos. Se f € C*"([a,b]), enton existe
i=1

€ € (a,b) de zeito que:

2n) b
R o IR (2.39)

sendo 1y () o polinomio mdnico ortogonal de grao n.

Demostracion. Como se estableceu no Corolario[2.15] o polinomio moénico ao que se fai referencia
neste teorema é unico. Sexan 1, ..., T, as raices do polinomio ortogonal de grao n, 1, (z), que
suponemos ordenadas de menor a maior. Tendo en conta a Observacion [2.14] estas raices estan

unicamente determinadas, polo que coinciden coas raices do polinomio ortogonal ménico, ¥, (x).

Ademais, seguindo o Teorema as raices estan todas contidas no intervalo aberto (a,b).
Consideremos o polinomio h € Ps,_1 que resolve o problema de interpolacion de Hermiteﬂ
asoaciado aos nodos z1, ..., x, € a funciéon f. Podemos atopar os resultados sobre a interpolacion
de Hermite no libro de Burden e Faires [10]. Sabemos polo Teorema que a féormula de Gauss

é exacta en Pg,_1. En particular, para o polinomio h(z) obtense

b n
/ h(z)de = Aif(x), (2.40)
a i=1

xa que h(x;) = f(z;). A partir disto, dedticese a expresion do erro de converxencia seguindo a
definicion [[.2] ,
E.f) = [ (@) - hia) da. (2.41)

Seguindo a expresién do erro na interpolaciéon de Hermitﬂ para cada = € [a,b] existe &, €

(g, Bz) C (a,b) que verifica:

() T M)
f(z) — h(z) = ) g(x —z;)? = W(%(x)ﬂ (2.42)

onde o, = min{x1,x} e f, = max{z,,x}. Podemos dicir entén que, para cada x € [a, ] existe

un conxunto non baleiro &(x) C (o, Bz) C (a,b), tal que

2n) n 2n) .
f(@) - h(z) = f(mﬁf,) [ — )2 = f@éf;”)wm))? (2.43)

=1

10 problema de interpolaciéon de Hermite consiste en atopar un polinomio p(z) de xeito que as stas derivadas

verifican
P@) =) j=0,..,n, i=1,..n,
sendo 1, ..., Tn 0s nodos de interpolacién.
2Sexa f € C?"([a,b]), e sexan zi,...,Z, os nodos de interpolacion. Entén para cada x € [a,b] existe un

& € (a,b) tal que

()
f(x) — Hopn—1(x) = @n)!

sendo Ha,—1 0 polinomio de interpolacién de Hermite de n nodos.

(‘T - 1’1)2,

=

=1
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para &, € &(x). Definimos a funcién

f(z)—h(z) se x € [a,b]\{x1, ..., T
G(z) = (lilﬁn(x))QH la, 51\ ) (2.44)
fra)=h"(x:) o 0 g
2, (2))? i

Para analizar o limite de G cando = tende a x;, aplicamos a regra de L’H()pitaEl7 que podemos

atopar na paxina 116 da obra de Rudin [IT], dias veces. En efecto,

lim, _ M (:*) lim _ f/(x) - h/(f) (2)
T @ 20 @) u(e) (2.45)
i, 1@ =) @) =0

200 (@) 20y ()2

onde en () e en (x*) aplicamos L’Hopital. Estamos dentro das hipoteses de L’Hopital en ambas

ocasions xa que
flla) =0 () e fl@)="H() (2.46)

debido a que h é o polinomio que resolve o problema de interpolaciéon de Hermite nos nodos

1, ..., Tn. Ademais,

Un(zi) =0, (2.47)
xa que x; é unha raiz do polinomio ortogonal de grao n, o que tamén implica que

d -
@(%(95))2

A~ A~

= 2(¢n (@) (Wp (@) = 0. (2.48)

T

S6 resta aclarar o calculo da segunda derivada:

d2
da?

= 2((¢0,()* + Pal2) - P (@)]| = 2040 (). (2.49)

Ty

(n(@))?

T4

Deste xeito, concluimos que o limite coincide co valor definido para G(z;), polo que a funcién é

continua en [a, b]. Pola ecuacion (2.41)) podemos escribir o erro como

_ M@ —h@) e e e
B(f)= | %MW<%m>d—éGmwand. (2.50)

SRegra de L’Hépital: Sexan f,g dtas funciéns reais definidas nun intervalo [a,b], derivables en (a,b)\{c}

sendo ¢ € (a,b) tal que

lim f(z) = limg(z) =0 ou lim f(z) = lim g(x) = oo

T—cC T—C T—cC T—cC

entonces

@) @)
M @) A% o)

sempre que o limite do cociente das derivadas exista
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Grazas 4 continuidade da funcion G podemos aplicar o segundo teorema do valor medio do

calculo integralsﬁ, que nos garante a existencia dun T € (a,b) tal que

b A~
Eu(f) = G(@) / (4 (2))? d. (2.51)

Facendo uso da ecuacion (2.43]), obtemos (2.39) V¢ € £(Z) no caso de que T ¢ {x1,...,zp}.

S6 falta demostrar o caso no que T € {xy, ..., 5, }. Suponiamos entéon que T = x; e demostremos

que existe £ € (a,b) de xeito que:

7€)
)= ‘ 9.52
6o = L5 (2.52)
Para iso, consideremos unha sucesion {ytreny C [a + €,b — €]\{z1, ..., z,} tal que:
limg 00 Yr = @i, (2.53)

onde se escolle € > 0 tal que a +€ < x1 < -+ < &, < b — €. Para cada y;, aplicando a ecuaciéon

(2.43) e o axioma de eleccion, existe un &(yx) € (a,b), de xeito que

PP

G(yk) 2n)! (2.54)

Debido a compacidade do intervalo [a + €,b — €] e como a sucesion {{(yx)} estda contida en
dito compacto, podemos aplicar o Teorema de Bolzano—Weierstrasﬂ O Teorema de Bolzano-
Weierstrass dinos que esta sucesién postie unha subsucesion converxente {£(yx,)}ien, de xeito
que

Jim E(yg) =&, (2.55)

con € € [a+¢€,b—¢€] C (a,b). Por ser a funcion de clase 2n, sabemos que 2™ ¢é continua en [a, b],

0 que garante que
Jim 20 () = £20(6). (2.56)
—00

Ademais pola continuidade de G e a ecuacion (2.53))

lim Glyy) = Gla:) (2.57)

Polo tanto queda demostrada a ecuacion ([2.52))

2n) 2n)
Gla) = fim Glon) = fim T Ed)  FEL) (258)

o que remata a demostracion. O

‘Segundo teorema do valor medio do calculo integral: Supofiamos que f € C([a,b]), a integral de

Riemann de g existe en [a,b], e g(z) non cambia de signo en [a, b]. Enton, existe un namero c en (a, b), tal que

/a " f@)gle) do = 1) / (e d.

5Teorema de Bolzano-Weierstrass: Toda sucesion limitada admite unha subsucesion converxente
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2.3. Foérmulas de Gauss en (—1,1)

Para explicar as formulas de Gauss primeiro reduciremos o estudo ao caso maéis sinxelo,
que consiste en aplicalas no intervalo (—1,1). A partir desta restricion, na seguinte seccion
xeneralizaremos o resultado para calquera intervalo limitado, aplicando unha transformacion

afin.

Como vimos no Corolario 2.16] se existe unha sucesion de polinomios estandarizados orto-
gonais, esta ¢ tnica. Denominamos polinomios de Legendre {L,}>°, aos que forman esa tnica

sucesion. Vexamos algunhas das sitias propiedades:

1. Cumpren a relaciéon de recurrencia:

Lo(z) =1, 2.59)
Lyi(z) = =, (2.60)
1
L,(x)= E[(2n —1aLp—1(x) — (n—1)Lp_o(x)] n>1. (2.61)
2. Cumpren a féormula de Rodrigues:
_ (=D ar 2\n
L,(x) = S| dac”((l z)") n >0, (2.62)

de onde obtemos que o coeficiente principal de L,, é

1 (2n)!

= T )

(2.63)

3. Ademais, sabemos o valor exacto das integrais

1
2
L2 (2)dx = . 2.64
/_1 (@) de = 5 (2.64)

4. Para rematar, cimprese que

Lp(=2) = (=1)"Ln (). (2.65)

Obtencioén das féormulas de Gauss en (—1,1)

Para construir as formulas de Gauss en (—1, 1), vexamos primeiro unha observacién que nos

facilitaré os calculos posteriores.

Observacion 2.25. Pbodese demostrar que A; = A,—;4+1, o cal se debe & propia definicion dos
coeficientes de Christoffel, vista no Teorema [2.23] e a cuarta propiedade recollida na ecuacion

(2.65) dos polinomios de Legendre. En concreto, se consideramos como os polinomios de Legendre
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os polinomios ortogonais v, do Teorema a expresion que verifican os nimeros de Christoffel

particularizase do seguinte xeito:

A; = W/ab <£"(?>2 dz. (2.66)

Agora, aplicando que L,(—z) = (=1)"L,(x) e ; = —xp_i+1, é dicir, se un valor é un nodo

tamén o serd o seu oposto, resulta:

A= o /ab <L”(‘”)>2dm:An_i+1. (2.67)

(L (—zp—it1 T — Tp—itl

Primeiro construiremos a féormula para un s6 nodo, formula que serd exacta en P;, conecida

como férmula do punto medio ou de Poncelet. A férmula seguird o seguinte esquema

b
/ f(x)dx = Ag f(xo). (2.68)
a
Xa que s6 ten un nodo, este é a Unica raiz do polinomio de Legendre de grao un, é dicir de
Li(z) = z, que evidentemente é¢ xyg = 0. Como a féormula é exacta para Py, enton ten que
cumprir
1
-1

Como o tnico nodo é zg = 0, obtemos que para n = 1 a féormula é:

1
/1 F(x)dx = 2£(0). (2.70)

Para finalizar, procederase 4 obtenciéon da féormula de Gauss empregando 4 nodos indicando

detalladamente cada paso a seguir.

1. Buscamos as raices do polinomio de Legendre de grao n. Para iso debemos primeiro conecer

a expresion de dito polinomio. Pédese obter de dias formas diferentes:

= Usando a primeira propiedade dos polinomios de Legendre e obtendo o polinomio por
recurrencia seguindo a ecuacion (2.61)):

Lo(z) = 1; 2.71)

Lyi(z) = = (2.72)

Lo(z) = %[3932 s (2.73)

Li(z) = % [53: (;[3332 — 1]) - 24 = %(53}3 — 3z); (2.74)
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» Empregando a féormula de Rodrigues recollida na ecuacion ([2.62]):

(=)' a*
244! dat

_ 24 :i 24— 3022 _
((11 ) = 553 (48(352" — 3027 +3)) 216

2 (352% — 302% + 3) .

Ly(z) =

Ademais, usando a ultima propiedade dos polinomios de Legendre, s6 debemos calcular a
metade dos nodos no caso no que usemos un nimero par de nodos, e a metade mais o 0
no caso de que sexan impares. Polo tanto podémonos restrinxir ao estudo das raices no
intervalo (0,1). Facéndoo, obtemos os ceros do polinomio de Legendre de grao 4, despois

de aplicar o cambio de variable z = z2.

1 .
< (350" — 3027 +3) = 0 €2 352 ~ 302 43 = 0 =
3+24/6/5
. 30:V30P 1353 )e= 2yS/ .
B 2.35 Z73—2 6/5
- 7
. 3+276/5 (2.77)
o 3+276/5
<~
3-2,/6/5
xr = 7
o 3—276/5

2. Calculamos os niimeros de Christoffel. Como vimos na Observacion A = An—ivl,
polo tanto s6 necesitamos calcular a metade deles, ao igual que os nodos. Para calcular
estes coeficientes temos que ter en conta que ter n nodos, por ser unha féormula de tipo

interpolatorio polinémico, impén a exactitude en P,,_1. Por tanto, podemos usar o método

de coeficientes indeterminados usando os polinomios 1, z, 2% e 3.

1
/ dx =2, (2.78)
~1
1
/ rdxr =0, (2.79)
~1
! 2
/ 22 dr = 3 (2.80)

-1

1
/ 23 dx = 0. (2.81)

-1

Obtemos os numeros de Christoffel resolvendo o sistema

Al + Ay + As+ Ay = 2,
Ay <3+2\7/%> + 4z <3_276/5> + A <3‘276/5> Y <3+276/5> _a 9
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que podemos reducir usando que A1 = Ay e Ay = A3 a

2A1 + 245 = 2,
) (2.83)
24, <3+27 6/5> 24, (3 27 6/5> _z,

Resolvendo o sistema obtemos os seguintes valores

—1+3,/8
A=Ay =— ", (2.84)
o3
1+3,/8
Ay = Az = —Y° (2.85)
6./8
5

Polo tanto, se substituimos na férmula de Gauss para (—1,1), temos que para catro nodos a

formula é

1 —1+34/8
/f(gj)dx% \ﬂ s 3+27 6/5) . (- 3+27 6/5
" 6,2 \
1+3\/§ 3-2/6/5 3-2y/6/5
v e

Observacion 2.26. Seguindo os pasos anteriores podese dar a féormula de Gauss en (—1,1) para

(2.86)

calquera cantidade de nodos. Non obstante, o proceso s6 é aplicable para féormulas de poucos no-
dos, menos de cinco, xa que a obtenciéon dos polinomios de Legendre e especialmente a obtenciéon
das raices dos polinomios son tarefas moi laboriosas e pouco practicas. Na seguinte seccién es-
tudaremos a implementaciéon computacional dos métodos, onde non usaremos o proceso descrito

anteriormente.

Por ultimo, estudamos a expresion do erro das férmulas de Gauss no intervalo (—1,1). Como
consecuencia da formula de Markov (2.39)), podemos dicir que para toda funcién f € C?*([—1,1])
existe £ € (—1,1) tal que

() / b
E.(f) = L, dzx, 2.
(N =Gt | (En@)?do (287)
sendo Ly, 0 polinomio moénico ortogonal de grao n. Sexa k, o coeficiente principal de L,, entén
A L,
Fn(a) = 228 (2.88)
kn
Se recordamos a ecuacion (2.63|) sabemos que
1 2n)!
kn (2n) (2.89)

T T [(n— DI
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Ademais, podemos obter a expresion da integral do erro usando a cuarta propiedade dos polino-
mios de Legendre, en concreto ([2.64)),

1
2
/ LE(z)dr = ———. (2.90)
Xuntando estas dltimas expresiéons obtemos a expresiéon do erro

B 22n+1<n!)4 f2n)<£)
Ealf) = (2nh)3  2n+1’°

(2.91)

para § € (—1,1).

2.3.1. Programacion da féormula de Gauss no intervalo (—1,1)

Antes de xeneralizar as formulas de Gauss para calquera intervalo limitado, imos ver algins
exemplos de como funcionan estas formulas cando nos restrinximos ao intervalo (—1,1). Para
iso, empregaremos varios scripts de Matlab e realizaremos comparaciéons utilizando distintas
cantidades de nodos. Para o calculo da aproximacién da integral, usaremos un script principal e

definiremos duaas funcidns:

= O progama principal é un programa sinxelo que simplemente recolle a funcién que se quere
aproximar, o nimero de nodos, o erro cometido e chama ao resto das funcions externas.

Podemos ver o c6digo no Anexo [A.1}

= A funcién mais importante é a encargada de facer a aproximacion da integral polo método
de Gauss, e de obter os nodos. Dita funcion esta descrita por Trefethen [7], e segue o
algoritmo de Golub-Welsch. Podémola ver no Anexo

= Por dltimo, implementamos unha funcién que debuxa as graficas que permiten visualizar
o funcionamento do método e a distribuciéon dos nodos, asi como os pesos asociados a cada
un deles. A funcién, denominada grafo.m, representa mediante rectangulos a aproximacion
da integral co método de Gauss, sendo a siia area a aproximaciéon estimada. En concreto,
os rectangulos teran de altura o valor da funcién nos nodos e de lonxitude o coeficiente

asociado. Podémola atopar no Anexo

Exemplo 2.27. Para visualizar o funcionamento das formulas de Gauss en (—1, 1), aproximamos
a integral dunha funcién moi sinxela como é a funcién coseno. Ao executar o programa obtemos a
seguinte taboa de erros e da aproximacién do valor da integral dependendo do ntimero de nodos.
Remarcamos en negrita as cifras que coinciden co valor exacto, sabendo que o valor exacto é
2sen (1).
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Niamero de nodos | Valor da integral aproximada Erro
1 2 —0.3170
2 1.675823655389986 7.118 x 1073
4 1.682941688695973 2.809 x 1077
6 1.682941969614280 1.513 x 1012
7 1.682941969615794 —1.328 x 10715
8 1.682941969615793 3.553 x 10~18

Cadro 2.1: Erros da integral de cos(x) en (—1,1) empregando as formulas de Gauss.

Como podemos ver, conseguimos un erro moi pequeno simplemente empregando 8 nodos.
Ademais, vemos que cada vez que engadimos un nodo, o erro reducese alomenos en tres decimais.
Como era de esperar, o método funciona moi ben para funciéns regulares. Vexamos agora unha
pequena interpretacion grafica do noso exemplo, & cal podemos acceder empregando a funciéon

grafo.m:

Cuadratura de Gauss con 8 nodos

o~
E 1(x)
 Nodos de Gauss | |

i

>

095 -

09+ /
0.85 e
1
08| '
1
075 /
07+ b
/
1
I
1
1
1
1
1
1

f(x)

065

06

0.55 s
-1 08 06 -04 -02 0

[l e e e e A S e

2 04 08 08 1

Figura 2.1: Representacion grafica da formula de Gauss en (—1,1).

Compre destacar que hai fortes evidencias tedricas (ver conxetura 4 de Lopez Pouso e Se-
gura [?]) do seguinte feito: existe un tunico nodo en cada intervalo da forma (p;_1,u;) para
i=1,...,nsendo uy = —1 e u; = pi—1 + A;, sendo A; os numeros de Christoffel. Este resultado
proporciona unha interpretaciéon xeométrica da distribuciéon dos nodos e do peso de cada nodo.
Ademais, permitenos representar a aproximaciéon da integral polo método de Gauss, que é a area
dos rectangulos de base o peso do nodo e altura o valor da funcién en dito nodo, como se pode

ver na figura 2.1

Antes de rematar o exemplo, vexamos unha pequena comparativa ca regra do trapecio com-

posta, definida no exemplo Para iso, volvemos a empregar cdédigos en Matlab. Non entra-
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remos en moito detalle, xa que non é o noso proposito, e simplemente recollense no Anexo [A.§]

Obtemos asi a seguinte taboa de erros:

Nimero de nodos | Valor da integral aproximada Erro
10 1.676010575633620 6.931 x 1073
100 1.682884732142843 5.723 x 107°
1000 1.682941407511452 5.621 x 1077
10000 1.682941964004865 5.610 x 107

Cadro 2.2: Erros da integral de cos (z) en (—1,1) coa regra do trapecio composto.

Nesta taboa podemos ver que a regra de trapecio composta é moito menos precisa que as
formulas de Gauss mesmo usando moitos mais nodos para aproximar. Ademais, pddese observar a
orde de converxencia de O(h?), sendo h a lonxitude dos subintervalos empregados para a regra do

trapecio composto. Vexamos agora a expresion grafica da formula de trapecio composto (usando
o codigo [A.9) con 8 nodos.

Cuadratura por Trapecio composto con 8 nodos

f(x)
095 / (O Nodos por Trapecio Composto | 1
7 N

09 r

085

0.8

0.75

0.7

065

0.6

0.5,

Figura 2.2: Grafo da regra do trapecio composto para a integral de cos(z) en (—1,1).

2.4. Férmulas de Gauss en (a, b)

Unha vez visto o funcionamento e o proceso de célculo das formulas de Gauss no intervalo
(—1,1), faremos o caso xeral. A partir de agora consideraremos (a,b) intervalo limitado non

baleiro.

Sexa a transformacion afin ¢ : R -+ R

b—a a-+b
t 4+

@it el-1,1] — ot) = = ;

€ [a, b]. (2.92)
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A sna inversa é

2% — a —
otz a,b — o N (z) = %abb. (2.93)

Enton a sucesion {¢, }n>0, definida por
Y = Ly o 90_17 (2.94)

sendo L, os polinomios de Legendre, ¢ unha sucesion de polinomios ortogonais en (a,b) que

cumpre que grao(iy,) = n. Polo tanto, os nodos da férmula de Gauss en (a,b) son as raices de

Un.

Observacion 2.28. Os puntos z1, ..., Z, son os nodos da formula de Gauss en (a,b) se, e s6 se,
x; = o(t;), t = 1,...,n sendo t1,...,t, os nodos da formula de Gauss en (—1,1). Isto débese a

que se z; é un nodo da formula de Gauss en (a, b), enton

0= (i) = (Ln o9~ ") (i) = La(p™ (x4))- (2.95)

E dicir, t; = ¢~ !(x;) ¢ unha raiz do polinomio de Legendre, e consecuentemente, un nodo da
formula de Gauss en (—1,1). Reciprocamente, se t; ¢ un nodo da formula de Gauss en (—1,1),
enton Ly, (t;) = 0. Como t; esta contido en (—1,1) e a aplicacion ¢ é bixectiva, entéon existe un
tinico z; tal que p~!(z;) = t;, polo tanto L, (t;) = L,(¢ '(x;)) = 0 polo que x; é un nodo da

formula de Gauss en (a,b).

Para o céalculo da formula de Gauss en (a, b) temos dias opcions, o método dos coeficientes
indeterminados, ou aproveitar as formulas en (—1,1) e deducir estas usando a transformacion

afin. No6s usaremos este segundo proceso xa que temos definido previamente o calculo da féormula
n (—1,1). Sexa

1 n
[ sde=3 agte) + Bulo) (2.96)
=1

a formula de Gauss de n nodos en (—1,1). Se aplicamos o cambio de variable afin z = ¢(t),

definido ao principio desta seccion, teriamos a formula de Gauss en (a, b):

b n
[ f@)de =Y At + Bul1), (2.97)
a i=1

sendo x; = ¢(t;) e A; = (b — a)/24; e como erro E,(f) = (b— a)/2E,(f o ). Sexa

b—a a+b
2 2

a funcion f composta coa transformacion afin ¢(t). Vexamos a expresion de A; e E,,(f). Facendo
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uso do Teorema de cambio de variable para o célculo integra]lﬂ (que podemos atopar en [?]), a

definicion de z;, A; e En( f) vemos que, efectivamente,

frosc o Luoeon s

ZAfrm ) + En(f).

(2.98)

+

Vexamos entén como serfa a expresion do erro, sexa f € C?"([a, b]) , se temos en conta a ecuacion

(2.91)), facendo pequenas contas obtemos que o erro da féormula en calquera intervalo limitado é

o b—a\ 27l (f 0 0)?(n) _
En(f)_—E (foyp)= ( 9 > [(2n)!]3 2n+1 B

<b—a>2m”WM]j%1@)<b—a>%;:®_%w%+1[MP F* ()

2 ) (@) 2m+1 \ 2 [(2n) 2n+ 1

(2.99)

para un certo 1 € (a, b).

Observacion 2.29. O obxectivo desta observacion € establecer unha cota para o erro en funcién do
numero de nodos, as{ como determinar a sta orde de decrecemento asintético. Para iso debemos
estudar a ecuacion (2.99) como unha funcion dependente da variable n. Aplicamos a formula de

Stirling que ven dada pola expresion

n\m”
n! ~ 27m(—) . (2.100)
e

Como podemos ver nos resultados establecidos por Bukac, Buic e Eleovic [5], podese limitar

tanto superior como inferiormente o factorial dun namero por

o (g)nexp <12n1+ 1> <nl< F( ) exp (én) (2.101)

Para establecer unha cota superior do erro en funcion de n, debemos acotar superiormente (n+1)!

e inferiormente (2n)!

exp (133)] . (2.102)
1

Simplificamos esta expresiéon por partes.

STeorema de cambio de variable para o calculo integral: Sexan g unha funcién Riemann integrable
en [a,b] e f unha funciéon Riemann integrable en G([a,b]), sendo G a integral indefinida de g, é dicir, G(t) =
fh w)dw, con t € [a,b] e h € [a,b] arbitrario. Enton a funcion f(G(¢))g(¢t) ¢ Riemann integrable en [a,b] e

G(b) b
/ f(@) dz = / FG ) g(t) dt
G(a) a

verlﬁca
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= Primeiro, tratamos as exponenciais

—4

1

e 4 exp (£) _ Prexp [P+ (2.103)
—6n 3 3n(24n+1) )" '

€ T EXP |\ 2t

= En segundo lugar, se agrupamos as potencias de n
4n 2n
n n\4 [ 1 1
(n) — = (7) —) = (2.104)
(2n)%" 2n 2n 26np2n
= Por dltimo, estudamos os termos correspondentes as raices cadradas

(2mn)? 1 n? 1
- = —\/T—— = —\/7n. 2.105
ot Bl i (2.105)

Polo tanto podemos expresar a acotacion (2.102) como

15n41
a4 exp (2n) exp In@inTT)
[([271])']3 <\ 26n+1£2n > (2.106)

O estudo da acotaciéon do erro non se pode realizar para todas as funciéns, xa que a funciéon f
debe cumprir dias condicions. En primeiro lugar f debe pertencer a C*°([a, b]) e ademais, debe
existir unha constante M tal que |f¥(x)| < M Vx € [a,b], Vk € N. Se estasa dtias condicions se
verifican podemos establecer unha funcién cota, que denotaremos por c(n, f), que depende da

cantidade de nodos que queremos utilizar e da funcién que queremos acotar.

(b— a)2" 1M exp (2n) exp (%)

|En(f)| < T 1 VT 26T 1p,2n . (2.107)
Como n € N verificase que .
0 — < - 2.108
<exp3n_exp3, ( )
e considerando que
T exp <2 (2.109)
—exp - .
9 Xp 3 )
podese simplificar a ecuacion (2.107]) como
~ M e\ 2n
2n+1
Ba(f)l < (6= o)™ S (=) (2.110)
Polo tanto, a funcién cota vén dada polo termo dereito da desigualdade anterior
M e\2n
_ 2n+1

Ademais, para este tipo de funciéns podemos estudar a velocidade de decremento do erro, estu-
dando a funciéon ¢(n, f) como unha sucesion respecto de n. Asi, para valores moi altos de n, a

funcion ¢(n, f), podese expresar en termos de

<b;a>2n (;)271 (2.112)
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Finalmente, se denotamos C' = (b — a)/23, podemos expresar este decrecemento como

(g)Qn (2.113)

En conclusion, o decrecemento do erro na formula de Gauss é moi alto polo que, cada vez que

aumentamos un nodo a aproximaciéon mellora significativamente.

Exemplo 2.30. Seguindo coa observaciéon anterior, vexamos un exemplo dunha funcién para
a cal poidamos acotar o erro de cuadratura mediante unha funciéon c(n, f). Claramente os po-
linomios cumpren coas condicién necesarias, xa que a partir dunha certa derivada, as sucesivas
derivadas son nulas. Se tomamos como exemplo a funcién coseno, podemos ver que verifica as

condicions estudando a forma da sta derivada enésima

¢

cosx n =4k, k €N,

—senx n=4k+1, k€N,
M (z) = (2.114)
—cosx n=4k+2, k€N,

(senz n=4k+3, ke N

Vemos que calquera que sexa a derivada da funcién esté limitada inferior e superiormente por
—1 e 1 respectivamente. Isto permite, tomando M = 1, establecer unha cota para o erro que

dependa da cantidade de nodos, se temos en conta a ecuacion (2.99) obtemos que

c(n, f) = (b— a)2"“26n1\/ﬁ (%)Qn (2.115)

Polo tanto, se tomamos unha cantidade de nodos determinada podémos saber unha cota do erro
ao aproximar a integral polo método de Gauss con n nodos. Se tomamos como exemplo n = 10
para a funciéon anterior no intervalo [—m, 7], sabemos que

)21; (i
260,/10 \20

Polo tanto, podemos garantizar unha moi boa aproximacién con n = 10 nodos.

~ 20 20
En(f) < cln, f) = (2r ) ~ 7.3328 x 1020, (2.116)

2.4.1. Programacion da férmula de Gauss no intervalo (a,b)

Para rematar co capitulo presentamos un programa de Matlab que use a formula de Gauss
para o calculo aproximado das integrais en calquera intervalo acotado. Este é moi parecido ao
descrito na seccién anterior, xa que s6 cambia a implementacion da transformacion afin definida

na ecuacion (2.92)). Describamos os scripts:

= O programa principal é practicamente igual, s6 cambia a necesidade de introducir a defi-
nicién da transformaciéon afin e os valores de a e b nos que queremos integrar. Podémolo

ver no anexo M
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= O procedemento do calculo da aproximacion seguindo a férmulas de Gauss é o mesmo, pero

tendo que modificar os pesos e os nodos coa transformacion afin (ver Anexo [A.6)).

= Para a funcién do grafo s6 cambia o intervalo de puntos no que queremos debuxar a sta
funcion e os limites dos grafos. Podémola ver no Anexo

Como na seccién anterior, imos ver un exemplo:

Exemplo 2.31. Calcularemos a integral da funcion

f(x) = exp(cos(x)) (2.117)

en [—m, 7). Aplicando a formula de Gauss obtemos a seguinte taboa de valores. Destacamos que
o valor exacto en forma simbdlica é 2m1y(1), sendo I a funcion de Bessel modificada de primera

clase e orde 0, que en valor niimerico, se aproximamos por truncamento, é 7.95492652101285427.

Niamero de nodos | Valor da integral aproximada Erro
5 8.095690126869422798 —0.140
10 7.9547349085829974769 1.916 x 1074
20 7.9549265209866231174 | 2.622 x 10~ 1!
30 7.9549265210128439207 | 1.353 x 10717
40 7.9549265210128548089 | 4.655 x 10716

Cadro 2.3: Formulas de Gauss de exp(cos(z)) en (—m, ).

Ao igual que antes, facemos a seguinte interpretacion grafica.

Cuadratura de Gauss con 10 nodos

2571 z (0 Nodos de Gauss | |

-3 2

Figura 2.3: Grafo do método de Gauss para a integral de expcosz en (—m, ).

Se facemos unha comparativa coa regra do trapecio composta obtemos a téaboa [2.4]



28

2. Formulas de Gauss

Niamero de nodos | Valor da integral aproximada Erro
5 7.9893234398220381202 —3.439 x 1072
10 7.954926451666763738 6.934 x 10~8
15 7.95492652101289359 —9.661 x 10~1°
20 7.95492652101285471 —4.434 x 10716

Cadro 2.4: Regra de trapecio composta de exp(cos(z)) en (—m,).

Destaca o feito de que empregando menos nodos alcanzase unha precisién maior coa regra

do trapecio composta que coa féormula de Gauss. Isto ocorre xa que estamos integrando unha

funcién peridédica nun intervalo de lonxitude igual ao periodo da funciéon. Non obstante, esto

estudarase no seguinte capitulo

Exemplo 2.32. Para rematar a secciéon faremos outro pequeno exercicio para ver como se

comporta o erro para diferentes funciéns. Facemos un grafo sobre tres funciéons distintas no que

representamos o erro cometido ao aproximar fronte ao ntmero de nodos. O eixe de abscisas

indica o nimero de nodos e o eixe de ordenadas o erro cometido en valor absoluto. Empregamos

tres funcions: a funcion coseno, un polinomio e a funcién exponencial no intervalo (—1.5,1.5). O

codigo empregado para dita comparacion esta recollido no Anexo [A710] O grafo resultante é o

seguinte.

10 1

Erro absoluto

IO-I(J L

10:1

" cos(x)

5.2
= STt

[ exp(x)

o L

3 4 5 6 7 8 9
Numero de nodos

10

Figura 2.4: Grafo de comparacion entre o erro e a cantidade de nodos no caso das férmulas de

Gauss en (—1.5,1.5)

Neste grafo podemos ver o comportamento decrecente do erro e, sobre todo, a rapidez coa

que decrece. Ademais, como xa sabemos ao aproximar a intergral do polinomio é nulo a partir

do quinto nodo, pois este é de grao 8 e a formula é exacta en Po,_q.



Capitulo 3

Método de Romberg

Neste capitulo desenvolveremos o método de Romberg, que consiste en aplicar de maneira
reiterada a regra do trapecio composta, a cal nos garante unha orde de converxencia e O(h?), e
combinar os resultados mediante a extrapolaciéon de Richardson. Na primeira seccién estudamos
a extrapolacion de Richadson e a formula de Euler Maclaurin, e posteriormente construimos o
esquema do método de Romberg. Este método estudase en profundidade no noveno capitulo de

Quarteroni [2] e ao longo da obra de Salgado e Wise [I].

3.1. Extrapolaciéon de Richardson

Antes de entrar nos detalles do método de Romberg, é necesario introducir algins conceptos

dos que se fara uso mais adiante.

Definiciéon 3.1. Sexan dy > 0, ¢ : (0,00) =& R e p € R, p > 0. Diremos que 9(y) é unha O
grande de yP e denotase ¥(y) = O(yP), se existen C' > 0 e d; > 0 tales que |[¢(y)| < CyP
Yy € (0,61). Diremos que A(y) é unha aproximaciéon de ag de orde p con respecto ao

pardmetro y se se verifica que

Ay) — ao = O(y") (3.1)

Definicion 3.2. Sexa «g unha cantidade desconecida que aproximamos por unha cantidade
calculable, A(y), y > 0. Chamaremos desenvolvemento asintético de A(y) en potencias de v,

a un desenvolvemento de A(y) que para certo k natural cumpre:
Aly) = ag + a1y + -+ apy® + Oy ), (3.2)

sendo os coeficientes ag, a1, ..., ai independentes de y.

29
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Observacion 3.3. Notese que o desenvolvemento asintotico de A en potencias de y implica que

lim A(y) = ao. (3.3)

y—0

3.1.1. Obtencién dunha aproximacién de orde n: Descriciéon da extrapolacion
de Richardson

Gustarianos ter a mellor aproximaciéon posible nos termos da definicion Para iso, comen-
zaremos definindo o proceso de aproximacion de orde 2, xa que o de orde un é trivial despexando
da ecuacién o valor ag. Unha vez establecido proceso de orde 2 presentaremos dous resul-
tados que nos permitiran para xeneralizar este método para obter aproximacions dunha 6rbita

arbitraria.

Obtenciéon dunha aproximacion de orde 2

Sexa 0 < r < 1 e consideremos o desenvolvemento asintotico:
A(ry) = ag + agry + aor?y? + -+ akrkyk + (’)(yk+1). (3.4)

Buscamos eliminar o termo de grao 1. Para iso, facemos unha combinacion lineal entre A(y) e A(ry),

concretamente restamoslle & segunda ecuacién a primeira multiplicada por r:
A(ry) —rA(r) = ag(l —7) + ag(r? = r)y? + -+ apy® (rF —r) + Oy ). (3.5)

Se denotamos ¢1(y) = (A(ry) —rA(y))/(1 —r), temos que:
k

r? = 2 Tk k+1
$1(y) = a0+ ooy -ty H O (3.6)
Definindo
Biy = L BP (3.7)
l,l_all_ro, — 4 s vy .
teriamos que
G1(y) = a0+ Broy® + -+ Brry” + O ). (3.8)

Observemos que:

» Se k=1, 91(y) é unha aproximaciéon de ag de orde polo menos 2:
$1(y) = ao + O(y?). (3.9)
» Sek>2e f12#0, ¢1(y) ¢ unha aproximacion de o de orde exactamente 2:

P1(y) = a0 + Br2y® + OY°). (3.10)

Visto este proceso simple, no seguinte apartado xeneralizaremos a obtencién das aproximacions

de ag de orde n.
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Obtenciéon dunha aproximacién de orde n > 2

Cando k > 1 pdédese obter unha aproximacion de «g de orde n>2. Para iso, partimos de

bo(y) = A(y). (3.11)
Traballaremos por recurrencia seguindo a férmula

_ bna(ry) —r"dn1(y)

1—rn ’

bn(y)

(3.12)

ata chegar &4 orde desexada.

Observacion 3.4. Se observamos o proceso descrito para obter unha aproximacién de orde 2,
estamos a seguir a ecuacion (3.12) para n = 1, xa que o numerador da expresion coincide coa

combinacion lineal descrita en (3.5)) e o denominador coa posterior denotacion de ¥ (y).

A seguinte proposicion demostra que ¢, (y) é unha aproximacion de ag de orde maior a n+1,

paran =0,..., k.

Proposicion 3.5. Paran =0,....k, ¢,(y) ten un desenvolvemento asintético da forma:

On(y) = a0 + Bunsry" T+ Bugy + O, (3.13)
sendo:
7,.l —pn
Bn,l :ﬁn—l,lm7 l:n+17"'7k7 (314)
e
,80,1 = . (315)

Demostracion. Vexamos este resultado por induccién. Para n = 0 o resultado é valido pois,
por definicion, By; = oy, I = 1,...,k, e como vimos ao principio da seccién seria a formulacion

correcta.

Supofiamos certo o resultado para 0, ... ,n—1, e vexamos que se cumpre para n. Pola definicién

de desenvolvemento asintético de orde n — 1, teriamos

¢n—l(y) =aqp + ﬁn—l,nyn + ...+ Bn—l,kyk + O(yk+1)‘ (316)

Ademais,
¢n—1(ry) =aqao+ ﬁn—l,nrnyn + ...+ /Bn—l,k’rkyk + O(yk—‘rl)' (317)

Polo tanto, se facemos unha combinacién lineal de ambas expresions multiplicando a primeira

por " e restandolla & segunda obtemos

Gn-1(ry) =" dn-1(y) = ao(1—1")+Bp—1n11 (r" T =" oo A Bk (P ™)y O (yF ) (3.18)
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Dividindo agora a igualdade entre 1 — ™,

an—l(Ty) - Tn¢n—1(y) — ot ﬁnfl,nJrl("ﬂH—1 - Tn) + ...+ ﬂn—l,k(rk - Tn)yk + O(yk+1)

1—rm 1—gn (3.19)
Se definimos ¢, como en (3.12))

B Gn1(ry) — 1" dn_1(y) _

b = = -
- (3.20)

anl,nJrl (TnJrl - rn) + ...+ Bn—Lk(rk - Tn)yk + O(ykJrl)
@+ 1—r ’

obteriamos o resultado (3.13)) definindo £, como en (3.14)) O]

3.1.2. Implementaciéon da extrapolaciéon de Richardson

Dado yg > 0, o valor inicial do paso de discretizacién, vexamos os pasos a seguir para calcular

a aproximacion ¢y (yp), para un certo N tal que 1 < N < k.

1. En primeiro lugar calculamos ¢ (yo) = A(yo)-

2. A partir deste, calculamos ¢1(ryg) = A(ryp), tendo en conta que

$1(y0) = ¢°(Ty°i — :%(‘%). (3.21)

Se N =1 o proceso xa remataria.

3. Se N > 2, calculamos de forma recursiva en cada paso ¢ os valores de

bo(r'yo) = A(r'yo) (3.22)

R

Procederiamos deste xeito ata chegar ao paso ¢ = N, no que rematariamos o proceso.

para cada j=0,... 1. (3.23)

Para visualizar dito proceso vexamos un esquema do proceso para un N > 2:

=
®0(yo)
do(ryo)  —  ¢1(vo)

N N
do(r?yo) —  dilryo) —  o2(wo)

" / N : N

do(rVyo) — d1(rNlye) — ga(rN2y) — —  ¢n(vo)
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Asi, podemos ver que cada elemento calculado serve para calcular o da sda dereita ou o da
diagonal, dependendo da situacién na que nos atopemos. Para aclarar os calculos, introdtcese a

seguinte notacion.
Definicion 3.6. Definimos paran =0,..., Nem=n,n+1,....M

Amn = on(r™ "yo). (3.24)
Observacion 3.7. Tendo en conta a definicién e a ecuaciéon , podemos escribir

_ ¢n71(7ﬂm_n+ly0) - Tngbnfl(rm_nyO) - Am,nfl - TnAmfl,nfl
_ D . —— . (3.25)

Am,n = ¢n (Tm_nyﬂ)

Con esta tltima definicion podemos redenotar a implementacion da extrapolacién de Ri-

chardson, co seguinte diagrama do proceso:

n=2~0 n=1 n=2 n=N
Aop
N\
Ap — A
N\ N\
Aa — Asq — Az o
N\ N\ N\
AN70 — AN71 — AN72 — — AN,N

3.2. Polinomios e nimeros de Bernoulli

Co obxectivo de construir as formulas de Euler-Maclaurin, que estudaremos na seguinte sec-
cion, necesitamos empregar unha familia de polinomios cofiecidos como polinomios de Bernou-
1li. Estes polinomios postien unha serie de propiedades ttiles no estudo dos erros das férmulas
de integraciéon numérica, e empregarémolo para dar a expresiéon do erro na féormula de Euler-

Maclaurin, a cal permite estudar o erro cometido ao aplicar a regra do trapecio composta

Definicién 3.8. Definimos os polinomios de Bernoulli, e denotamolos por By, aos polinomios

que cumpren as seguintes ecuacions:

Bo(x) =1, (3.26)
Bi(e) = — % (3.27)
Bi(z) =iBj_1(z) i>1, (3.28)
By41(0) = By (1) =0 1>1 (3.29)
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Calculo dos polinomios de Bernoulli

Vexamos como se calculan os polinomios de Bernoulli. Os polinomios By(z) e By (z) xa estan
indicados. Centrémonos agora en calcular os B;(z) para i > 2, empezamos calculando By, Bs.
Pola ecuacion (3.28]) sabemos que

Bi(z) = 2By (z) =2z — 1, (3.30)

o que, integrando a ambos lados, nos leva a que

N

By(zx) =2 —z+k, keR. (3.31)
Repetindo o calculo para i = 3, Bs(z):

Bi(x) = 3By(x) = 32% — 3z + 3k. (3.32)

Volvemos a integrar a ambos lados, obtendo

3
Bs(z) = 23 — 5952 +3kz+ K, kK eR. (3.33)
Agora ben, como i = 3 é impar, tomando [ = 1 na ecuacion (3.29)

R R K =0 E=0
B3(0) = B3(1) =0 <= = . (3.34)
1-3+43k=0 k=1

En consecuencia, temos as expresions de By e Bs

. 1
By(z) = 2® —x + 5’ (3.35)
Bs(z) = 3x° — 2% + 7% (3.36)

Seguindo o proceso anterior de forma recurrente podemos calcular explicitamente calquera dos

polinomios de Bernoulli a partir dos polinomios anteriores.

A finalidade dos polinomios de Bernoulli, no noso caso, é o calculo dos nimeros de Bernoulli,

que veremos na seguinte definicién.

Definicion 3.9. Definimos os nimeros de Bernoulli como a avaliaciéon en 0 dos polinomios
de Bernoulli, é dicir, B; = BZ(O) con i € N,

Observacion 3.10. Os nimeros de Bernoulli de indice impar con 7 > 3 son nulos. Isto é evidente
pois tense que cumprir a ecuacion ((3.29)).

Observacion 3.11. Para os polinomios de Bernoulli B;(x) con i > 1 camprese que

B,(1) = B;(0) = B;. (3.37)
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3.3. Formula de Euler-Maclaurin

Esta secciéon tamén se pode atopar en Burden e Faires [10]. Antes de entrar no resultado que
nos proporciona a férmula de Euler-Maclaurin debemos recordar a regra do trapecio composto
que xa definimos no exemplo Sexa un intervalo limitado (a, b) non baleiro e definimos unha

particion uniforme de [a, b] de n nodos con

ri=a+(@—1h, i=1,..,n h=

(3.38)

Con isto, dada unha integral fab f(z) dx obtemos unha aproximacion seguindo a seguinte ecuacion

n—1

fla)+> fla) + )|, (3.39)

=2

h
T(h) ~ B

que é a xa mencionada formula dos trapecios composta.

Proposicién 3.12 (Férmula de Euler-Maclaurin). Seza f € C%!([a,b]), k € N. Cimprese a

sequinte igualdade, denominada formula de Euler-Maclaurin:

n=[ s d:c+z2l, RUPI0) - P @] SRR b - @) POE),  (3.40)

para un certo £ € (a,b), onde os B; son os nimeros de Bernoulli.

Demostracion. Esta demostracion serd unha xeralizaciéon da proposta por Stoer e Bulirsch no

terceiro capitulo da stia obra [6]. Pola ecuacion (3.28)), temos que

. 1 4,

By(w) = = Bl (@) (3.41)

Usamos o Teorema do cambio de variable do calculo integral, para pasar do intervalo [a,b] ao

intervalo [0, 1], mediante a funcién
ot)=a+(b—a)t $t)=b—a, te]0,1]. (3.42)

Usando este cambio, obtemos

b 1 1 R
/ f(z)dx = (b— a)/o fla+ (b —a)t)dt = (b— a)/o fla+ (b—a)t)By(t)dt. (3.43)

Integrando por partes tomando

w= f(a+(b—a)t), dv=Byt)dt, du=(b—a)f'(a+ (b—a)t)dt v=Bt),
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e tendo en conta que By = 1/2, realizamos os seguintes calculos

1 A
w—axé Fla+ (b= a)t) Bo(t) dt =
1
(b—@[éﬂoﬂa+w—aﬁmfwb—@/PBﬂofm+4n—@wﬁ 3

0

1 b,
= (b—a)5[f(b) - f(a)] —(b—a)Q/ Bi(t)f'(a+ (b— a)t)dt.

A continuacion operamos sobre a tltima integral, integrando por partes de novo, tomando

N

u=fla+ (b—a)t), dv=DBy{t)dt, du=(b—a)f(a+ (b—a)t)dt, v=1/2Bs(t),

obtense

— (- > i )+f( ] - G- 1F0) - fl)+ (3
0" (a+ (b— a)t)dt =
— (b—a)BLIfb >+ Fla)] ~ (b= aP?Z217'0) ~ f(a)]+
(b _Qa)s /01 Ba(t)f"(a+ (b—a)t) dt
Se repetimos o proceso obtemos
= a)Bl[f( >+ sl o= @ 2210/0) )t
f"(a+ (b—a)t)dt =
(3.46)

= (b—a)Bif(b )+f 0) — (b—a)222
—a 1
—I—(I)6>B?’[f//(b) _f”(a)]—l—/ Bs(t)f”(a—l-(b—a)t) dt.
0

Pola Observacion [3.10, os nameros de Bernoulli B; de indice impar con ¢ > 3 son nulos, polo
tanto B3 = 0. Isto sucede de xeito anélogo para os seguintes ntimeros der Bernoulli de indice

impar polo tanto, as derivadas asociadas a estes termos non interveiien no calculo das correcciéns.

Este proceso podese repetir sucesivamente sempre que a funcion sexa derivable, é dicir, que
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f € C%:([a,b]). Finalmente, obteriamos

n

b
[ #@yde =550 - F@)] = S0- P ) - £ @)+
¢ =1 (3.47)

—a 2n 1
O [ Bk - an s

grazas a que como xa dixemos na Observacion B;(1) = B;(0) = B; para i > 1. O tltimo

termo da suma podése expresar como

Bon Ban !
S (0= a2 = 2N 0)] = S (b — a) / fra+b—at)dt.  (3.48)
2n! 2n! 0
Entén, se agrupamos este termo coa tltima expresiéon da férmula anterior, obtemos
b— 2n 1
(2:')/ [Ba(t) — BQ]an) (a+ (b—a)t)dt. (3.49)
: 0
Polo Teorema do valor medio para o calculo integral, podemos asegurar que existe £ € (a, b) tal
que
_ \2n 1
(bat)/ [Ba(t) — Bao] f*" (a + (b — a)t) dt =
2n! 0
b—- 2n 1
-8t g [ et - Bal e = (3:50)
0
BQn b 2n+1 .
- —( ST e,

A igualdade ultima igualdad dedicese de que Bgn( ) = By, 1(t)/(2n 4+ 1) e Bypy1(0) = 0 =
Bap+1(1). Polo tanto, desfacendo o cambio de variable, se na féormula do trapecio composto
tomamos h = (b —a)/n — 1, é dicir n = 2, polo que estariamos aplicando o trapecio simple,

obteriamos o resultado do enunciado para o trapecio simple

h b — h? By 21-1) 20—1)
T(0) = 5170 + @) = [ f@)do+ 3 P00 - £ )+
2 a 21!
1=1 (3.51)
Byyh?* 2k)
F 22T (b — ) ()
Para os h = %, que non sexan trapecio simple teriamos que aplicar a mesma férmula nos
intervalos correspondentes, denotemos 17 (h), ..., T,—1(h), a aplicacion da formula nos intervalos
dados polos nodos equidistantes z1, ..., x,
n—1 h n—1
T(h) =) Ti(h) = 5[f(0) + fla) +2 ) f(:)] =
i=1 i=2
n—1 $1+1 thB2
l 21-1) 20-1)
S [ s X (T S e - )
Banh - 2k)
RSN > P& (@i — ),

i=1
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con & € (x;,xiy1) para i = 1,...,n — 1. Por tdltimo, usando unha version discreta do Segundo
teorema do valor medio do calculo integral, que establece que, se existen &i,...,&, tales que

& € (ag, b;) enton
n

S eif (&) = zcz, (359

i=1
para algin £ € (min{a;, ..., a, }, max{b;, ..., by }). Logo, podemos decir que
horb k-1 h2 By Boph%k
5 [ 1@+ X 0 - @)+ P - e, (359)
@ i=1 ’ :
para algin &£ € (a,b). Polo tanto, cimprese par calquera cantidade de nodos. O

Observacion 3.13. Cando integramos funciéns periodicas, sempre que estas sexan o suficien-
temente suaves, nun intervalo de lonxitude igual ao seu periodo e aproximamos dita integral
aplicando a regra do trapecio composta, obtemos unha orde de converxencia moi alta. Isto ex-
plicase a través da formula de Euler-Maclaruin, xa que as derivadas da funcién nos extremos

coinciden
f(a) = fPb) VIeN. (3.55)
Deste xeito, se observamos a ecuacion (3.40), vemos que os termos de correccién asbdcianse a

diferenzas das derivadas de orde impar nos extemos

k-1

Z §l2‘l 2l fQZ 1) ( )_ f2l—1)(a)] —0. (356)

En consecuencia, a aproximacion mellora a orde ata O(h%¥).

3.4. Meétodo de Romberg

Nesta seccion traballaremos, se f € C?([a, b]), a partir do trapecio composto que nos garante
unha orde de converxencia de O(h?) e buscaremos o xeito de mellorar a orde a través do método
de Romberg. Usando a férmula de Euler-Maclaurin vista na Proposicion podemos expresar

para unha funcion f € C?*([a,b]) a formula do trapecio composto como

b k—1
- / f@)de+ 3" ah? + O(h%), (3.57)
a I=1
onde
BQl [f2l 1) ( )_fQIfl)(a)] lzl,...,k—l. (358)

Se denotamos como o = fa f z)dx,y = h?e A(y) = T(h), temos un desenvolvemento asintético

como o visto na definiciéon 3.2

T(h) = A(y) = ap + a1y + - + apy™ 1 + O(y*"). (3.59)
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Polo tanto, temos un desenvolvemento asintético que nos permite empregar o método de extra-
polacién de Richardson, visto na seccién anterior, para aproximar o «g, é dicir, para aproximar

o valor da integral.

Tomaremos inicialmente un paso hy = (b — a)/ng, con ny € N (normalmente témase ng = 1)
para iniciar co trapecio simple e eliximos un r = 1/4 para subdividir cada subintervalo entre

dous, xa que y = h%. Vexamos como é o proceso esquematicamente se empezamos con ng = 1:

n=>0 n=1 n=2 n=N
A(yo)
A(zyo) —y 4A10-400

_ 2 _
A(ﬁyo) y 4A2,03 A1 y 4 AZ,QI_IALI

1 4AN0—AN_1,0 42AN1—AN_1 ANAN N-1—AN—_1,N
A(4N yO) — 3 — 421 — — 4N 1

3.5. Programacion do método de Romberg

Para programar este método empregaremos dous scripts. O primeiro calcula a primeira co-
lumna do esquema do método de Romberg, aplicando a regra do trapecio composta para os
distintos valores de h. O segundo é o programa principal, no que se chama & funcién mencionada
e ademais constrie a recurrencia do método. Ambos scripts recollense no Anexo (programa
principal) e no Anexo (funcién dos trapecios compostos). A continuacion, introducimos un
exemplo construindo o esquema paso a paso, e despois unha taboa que reflicte o erro dependendo

do ntimero de niveis. En todos os exemplos empréganse ng =1 e r =1/4.

Exemplo 3.14. Aproximamos a integral da funciéon f(x) = cos(z)exp (z + 1)In(z/2) en [2, 5]

usando cinco niveis. Sabemos que o valor da integral é — senh(7). Vexamos como decrece o erro.
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1 2 3 4 5
—72.83439
—33.27560 —20.08933
—16.63780 | —11.091867 | —10.492036
—12.75972 | —11.467027 | —11.492038 | —11.50791
—11.84708 | —11.542867 | —11.547923 | —11.548810 | —11.548970639574124

Cadro 3.1: Método de Romberg para aproximar f25 cosxexp (z + 1)In (x/2) dx

Con esta taboa podemos ver que usando so cinco niveis obtemos un erro de 2.3128 x 10~
Ademais podemos apreciar o decrecemento do erro fixdndonos nos valores da diagonal da taboa,
que serian os valores se empregamos a cantidade de niveis correspondente. Agora facemos outra

pequena tdboa na que s6 mostraremos os erros con distinta cantidade de niveis.

Nivel 5 6 7 8 9

Erro | 2.3128 x 1074 | 6.2853 x 10~7 | —2.1904 x 10719 | —3.5765 x 10~1* | —3.7913 x 10715

Cadro 3.2: Erros da aproximacion de f25 coszexp (z + 1) In (x/2) dz dependendo da cantidade de

niveis.

Exemplo 3.15. Neste exemplo traballamos cunha funcién periédica, do mesmo xeito que fixemos

anteriormente coa formula de Gauss. En particular, consideraremos de novo a funcién
f(z) = exp(cos(z)) (3.60)

no intervalo [—m, 7]. Volvemos a usar o método de Romberg con cinco niveis e con ng = 1. As

conclusions que queremos resaltar obersérvanse claramente ao analizar a tdboa que constriie o

método.
1 2 3 4 5
2.311454699581843
9.695461572464490 12.1567
7.989323439822038 7.4206 7.1048
7.954927772701779 7.9434 7.9783 | 7.9921
7.954926521012847 | 7.954926103 | 7.9556 | 7.9553 | 7.955186630462124

Cadro 3.3: Método de Romberg para a aproximar ffﬁ exp (cos (x))

Podemos ver que pasa algo que xa se anticipou na Seccion A regra dos trapecios com-

posta, que vemos reflexada na primeira columna, resulta moi eficiente para aproximar funcions



3.5. Programaciéon do método de Romberg 41

periddicas cando integramos nun intervalo de lonxitude o seu periodo como xa vimos na oberse-
vacion |3.13] En cambio, ao aplicar o método de Romberg, pérdese esta converxencia ao operar
cos valores resultantes do primer nivel. En consecuencia, non seria 6ptimo aplicar este método

cando nos atopemos con situaciéns deste tipo.
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Capitulo 4

Algunhas férmulas de Newton-Cotes

compostas con correccidéns extremais

O obxectivo de este capitulo é modificar a regra do trapecio composta e a regra de Simpson
composta co fin de obter unha mellor aproximaciéon. As modificacions realizaranse sabendo o
valor dunhas certas derivadas nos extremos dos intervalos. O capitulo dividese en dias seccions,
unha primeira seccién que estuda a regra do trapecio composta definida no exemplo e outra
que realiza 0 mesmo proceso sobre a regra de Simpson composta, que definiremos ao comezo da

seccion.

4.1. Correcciéns extremais na regra do trapecio composta

Antes de comezar recordemos a féormula do trapecio composta vista no capitulo anterior na

ecuacion (3.39)). Sexan (a,b) un intervalo limitado non baleiro e a particién uniforme

b—a
i = ,—1h, 1=1,...,n, = . 4.1
ri=a+ (i—1)h, 1 n, h — (4.1)

A regra do trapecio composta considera a seguinte aproximacién de ff f(x)dx

n—1

fla)+)  flai)+ f0)|. (4.2)

=2

T(h) = g

Esta seccién apoiase a férmula de Euler-Maclaurin, que definimos na Proposicion Recorde-
mos a expresion: sexa f € C?*([a,b]), con k € NU {0}, entén para un certo & € (a,b), cimprese

que

/ f dl‘—l— Z 212'1 hzl f2l 1)( )_ f2l_1)(a)] g;]‘fh%z( )ka (5) (4.3)

43
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onde os B; son os numeros de Bernoulli. De forma natural proporciénanos unha aproximacion
de orde 2. Non obstante, nesta secciéon buscaremos crear férmulas de orde superior evaluando
as derivadas impares nos extremos do intervalo de integracién, aumentando en dous o orde de

converxencia por cada derivada que conezamos. Vexamos a construcion deste proceso.

Sexa unha funcion f € C?[(a,b)], con k > 1. Ademais, supofiamos que coniecemos o valor da

derivada da funcion nos extremos, é dicir, f/'(a) e f’(b). Con isto, podemos expresar a ecuacion

(4.3) como

T(h) ~ 2201/ () ~ f'(a) =
b k—1
= [ f@)do Y D00 - 0@+ -0 =
a 1= . .
= /bf(x) dx + O(h*).

Como podemos apreciar, pasamos de ter unha aproximacién de orde dous a unha aproximacion
de orde catro. Se aplicamos este proceso consecutivamente obteriamos unha aproximaciéon de
orde 2k. E dicir, se sabemos o valor de f%~Y(a) e f=V(b) para I = 1,...,k — 1, podemos

despexar na ecuacion (4.3)) o sumatorio para obter a expresion

k-1
By,

b
T(h) ~ 3 SR 0) ~ )] = / f(@) do + 5 h* (b — a) f20(€) =

=1 (4.5)

-/ ' (o) da + O,

para un £ € (a,b). Como os nimeros de Bernoulli son conecidos, teremos unha aproximacion de
orde 2k.

Observacion 4.1. Se nos fixamos na ecuacion ([4.5)), podemos observar que o erro da férmula de

cuadratura é

B
S —a) () (46)

para un § € (a,b). Agora ben, no caso concreto de querer aproximar a integral dun polinomio,
podemos dar o seu valor exacto se sabemos a cantidade necesaria de valores das derivadas nos
extremos, pois a partir dun certo indice, a derivada é nula en calquera punto do intervalo. Sexa
p un polinomio de grao n, entén para dar o valor exacto usando este método necesitamos saber

o valor das derivadas de orde impar, dende a primeira ata a enésima, nos extremos do intervalo.

Exemplo 4.2. Neste exemplo represéntase a expresion de dias aproximacions dunha integral

nun intervalo limitado. Supofiamos primeiro que temos unha funcién f € C4([a,b]) e ademais
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sabemos os valores da derivada nos extremos. Enton como sabemos que By = 1/6,

b 2
[ $ayde =7 = 20 - 1) + O =

h2
12

(4.7)

=T(h) + = ('(b) = f'(a)) + O(h") = Ta(h) + O(h"),

denotando Ty(h) a aproximacion de orde 4 obtida seguindo o proceso descrito anteriormente.
Supofiamos agora que f € C%([a,b]) e, ademais, que sabemos o valor da primeira e da terceira
derivada nos extremos. Enton sabendo que Bs = —1/30 e denotando por Tg(h) a aproximacion

de orde 6, temos que

b 2 4
[ s =700 - S0 - £@) - SO - @)+ 00) = .
4 .
= Ty(h) + 735 (8) = 17(@)) + OUE) = To(h) + O(KS).

4.1.1. Implementacién das correccidéns extremais para a regra do trapecio

composta

Neste apartado implementamos as correcciéns extremais usando Matlab. Estudamos como se
comporta o erro en funcién do nimero de derivadas cofiecidas nos extremos do intervalo. Para
a implementaciéon do método desarrollamos dous scripts, un que actiia como programa principal
e, no que se constrie o método, pédese ver no Anexo E ademais, unha funcién encargada
de calcular a aproximacion coa regra do trapecio composta e, podese consultar en Anexo

Vexamos un par de exemplos.

Exemplo 4.3. Para este exemplo imos a tomar a funcién perioédica

f(x) = exp (senx) (4.9)

en [0, 1]. Destacamos que o seu valor é 1.63186960841805, que obteremos integrando simbélica-
mente en matlab, usando a funcion int(). Co obxectivo de analizar o comportamento do erro,
realizamos tres tdboas diferentes que cambia n segundo a informacion das derivadas nos extre-
mos. Na primeira estudamos a orde de decrecemento do erro en funcién do ntimero de nodos que

emprega a regra de Trapecio composta, conecendo s6 o valor da primeira derivada nos extremos.

Niimero de nodos | Valor da integral aproximada Erro
2 1.632238588410558 —3.689 x 10~*
20 1.631869643604053 —3.518 x 1078
200 1.631869608421569 —3.517 x 10712
1000 1.631869608418066 —5.934 x 10~1°

Cadro 4.1: Correcciéns extremais cofiecendo a primeira derivada nos extremos.
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Se analizamos os resultados, observamos que cada vez que multiplicamos por dez o niimero
de nodos, o exponente do erro diminie en catro. Se nos fixamos na formula (4.7) teriamos a

seguinte aproximacion

b h2B,
[ @y de =70 = 2 0) - 1) + 00, (4.10)

confirmando a orde de decrecemento de h*. Agora imos comparar o mesmo método, pero neste

caso conecendo o valor da primeira e da terceira derivada nos extremos.

Niimero de nodos | Valor da integral aproximada Erro
2 1.631886892555461 —1.728 x 107°
20 1.631869608434468 —1.641 x 10~ 11
200 1.631869608418052 —3.832 x 10716

Cadro 4.2: Correcciéns extremais cofiecendo a primeira e terceira derivada nos extremos.

Agora, vemos que o erro é orde 6. Se escribimos a aproximacion teorica (4.8]) correspondente

a esta taboa ) .

[ e =T + 25 (80) - (@) + 000, (111)
a

podemos confirmar a nosa percepciéon sobre a orde de decrecemento do erro. Por tltimo, e para

ilustrar o potencial deste método, realizamos a férmula conecendo o valor da primeira, terceira

e quinta derivada nos extremos.

Namero de nodos | Valor da integral aproximada Erro
2 1.631870484817713 —8.763 x 1077
20 1.631869608418052 —8.598 x 1071

Cadro 4.3: Correcciéns extremais coniecendo a primeira, terceira e quinta derivada nos extremos.

Nesta tltima tdboa podemos apreciar que orde do erro é de O(h®), tal e como indica a
aproximacion teérica obtida en (4.5)) para k = 4

b
[ s =150 - 200y - 0 + 00, (112)

En conclusién, vemos que canta mais informacion sobre as derivadas tenamos da funciéon podemos

crear mellores métodos de aproximacion.

4.2. Correcciéns extremais na regra de Simpson composta

Nesta seccion trateremos, ao igual que para a regra do trapecio composta, de obter as co-

rreccions extremais da regra de Simpson composta. Primeiro, deduciremos a férmula de Simpson
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para despois traballar sobre ela. O estudo da regra de Simpson recéllese no capitulo 4 de Burden

e Faires [9]

4.2.1. Regra de Simpson

A regra de Simpson simple consiste en aproximar f; f(x) dz pola integral dun polinomio
cuadratico que pase polo valor da funcién nos extremos e no punto medio do intervalo de intre-
gracion. Polo tanto, os nodos da formula son x; = a, 22 = (b+ a)/2 e x3 = b. Consideremos o
desenvolvemento en serie de Taylor de orde 3 de f arredor de zo. Enton, para cada x € [a, b,
existe {(x) € [a,b] tal que
f"(x3) Y (E())

(z—x2)%+ T(l’—xg)g + T(x —x9)%. (4.13)

f//($2)

f(@) = f(x2) + f(22)(z —22) +

Se substituimos o desarrollo de Taylor anterior e integramos obtemos

[ 1= s+ [ Feae -+ [ L0 0wy [Ty

b
ta7 [ FOE@)a —a2)!do =

— e+ )T T gy T

a

2
i ’ 4) _ 4 d
+ fP (@) (x = 22)” da.
2 |,
(4.14)
Como (z — x2)* nunca é negativo en [a, b], o Segundo teorema do valor medio do calculo integral

implica que

b
o [ 1@ e et =T (o= T8 el g
para algin & € (a,b). Como h = x5 — 9 = x93 — 1 temos que
(23 — x2)% — (21 — 22)? = (23 — 2)* — (21 — 22)* =0, (4.16)
mentras que
(23 —x1)% — (21 —22)° =203 e (23— 22)° — (21 — 22)° = 2K° (4.17)

Polo tanto, a ecuacion (4.14)) podese reescribir como

b h3 hd
[ @) do =20 fa) + 5 £ Gan) + g 6. (115)
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Agora, se aplicamos a férmula do punto medio da segunda derivada dada pola expresion

1 h?
f (o) = ﬁ[f(xo —h) = 2f(x0) + f(wo + h)] — ﬁf4)(§)’ (4.19)
para un & € [xg — h,xo + h]. Aplicando esta formula na ecuacion (4.18) temos que

b 3 2 5
[ @) e =2t + |l = 26a) + )] - 10| + 55106 =

3 5
= )+ 4f )+ f)] - T | 350(@) - 51E)]

(4.20)

para un &1,& € (a,b). Usando unha version discreta do Segundo teorema do valor medio do
célculo integral, definida na ecuacion (3.53)), e tendo en conta que h = (b—a)/2 podemos escribir

a ecuacion (4.20)) como

b b—a (b—a)d 1)
[ #a@yde =50 () +a(e) + sl - Cp il 100, (4.21)

para algin & € (a,b).

Para construir a regra de Simpson composta debemos seleccionar un ntimero impar de
nodos, pois dividiremos o intervalo de integracién nun niimero par de subintervalos. Necesitamos
que o namero de intervalo sexa par xa que aplicaremos a regra de Simpson simple en cada par

consecutivo de intervalos, como podemos ver representado por cores no seguinte grafo

54+
»JJ
Fi i
y 52
ll."
y
¥
4
—43__
.
—45_-
1 1 il
s 3 aar o) 4

Figura 4.1: Representacion gréafica regra de Simpson composta

Temos que o valor de h é h = (b—a)/(n—1), entén z; = a+ (j —1)h, con j = 1,...,n. Polo
tanto, aplicamos a regra de Simpson simple (n —1)/2 veces, pois como xa dixemos, empregamola
cada dous subintervalos. Polo tanto, sexa f € C*([a,b]) con k > 4, dividimos a integral no

intervalo [a, b] en sumas de integrais nos subintervalos [z2;_1,xg;j41] con j =1,...,(n —1)/2 —1,
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aplicando en cada un a regra do trapecio simple
(n—1)/2 352]-!—1

/abf(z)d > /

5
1)+ 4f o) + Syl - o760

12 (4.22)

Jj=1

para algins §; € [x2;_1, x2;+1). Tendo en conta que os extremos de cada subintervalo [x2;_1, Z2;41]
con j = 2,...,(n — 3)/2, son nodos para dous intervalos de integracion, podemos simplificar a

formula anterior

(n—1)/2—-1 (n—1)/2 (n—1)/2

b
[ t@de =3 | 1@+ 1) +2 S flen) 4 3 )| - g z 23

(4.23)

para algins &; € [x9;_1,%2j41]. Por tltimo, aplicando de novo a ecuacion (3.53) obtemos que

(n—1)/2 o %
> o5& = 5= 1Y) (424)

i=1

para algtin & € [a,b]. Como h = (b—a)/(n — 1),

B(f) = -2t 6) (4.25)

Observacion 4.4. O término de erro para a regra de Simpson composta ¢ O(h*), mentras que
para a regra simple era O(h’).Non obstante, estes indices non son comparables xa que na regra
simple o valor de h é constante, mentras que para a regra composta depende do ntimero de nodos

que decidamos implementar, polo que podemos obter un erro moito menor.

4.2.2. Correccidéns extremais

Unha vez vistas as regras de Simpson simple e composta, vexamos como podemos obter unha
orde maior ao igual ca fixemos coa regra do trapecio composta coniecendo os valores das derivadas
nos extermos. Sexa unha funcion f € C*([a,b]) con k > 4, estudemos como se pode mellorar o

erro.
Salgado e Steven establecen e demostran no capitulo 14 de [I] o seguinte Teorema

Teorema 4.5 (Formula de Euler-Maclaurin para a regra de Simpson composta). Suponamos
k,n € N, send n un mimero impar maior que 1, e f unha funcion tal que f € C**+%([a,b]). Se

definimos

(4.26)
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Enton
k. . .
4—2% By:h% . .
E.(f) = _Z ; (22]]')' [fzy V(b)) — 2 (a)] -

=2 ' (4.27)

4 — 22k+2 B2k+2h2k+2 -

_ _ )
3 (ks G W)

para algin n € [a,b].

Exemplo 4.6. Calculemos a féormula que aproxime mediante a regra de Simpson composta e
as correccions extremais unha aproximacion de orde 6 e 8, que denoaremos por Sg(h) e Sg(h)
respectivamente. Sexa entéon f € C®([a,b]), calculemos primeiro os ntimeros de Bernoulli By e

Bg. A expresion dos polinomios de Bernoulli correspondentes é

By(z) = 2* — 2% 4+ 22 — %, (4.28)
Bs(z) = 28 — 32° + gafl - %azQ + %, (4.29)
polo que, os ntmeros de Bernoulli toman os valores
[ — (4.30)
30
Be = 4712 (4.31)

Polo tanto, a regra de cuadratura de orde 6 asociada & regra de Simpson composta con correccions

extremais é

(n—1)/2—1 (n—1)/2

b
[ r@de =3 i@+ s 42 > flama)+4 Y S|+

j=1 j=1

4 -2 pt . ,
V(b)) — _
s (0 = f (@) + O) = )
(n—1)/2—1 (n—1)/2 '

fla)+ o) +2 > flaga)+4 > flay)| -

j=1 j=1

w| >

———(fY(b) — f*(a)) + O(h%) = Sg(h) + O(RY).

Anéalogamente, a regra de orde 8 é

b 4 — 26 h6
[ e = Sot) ~ 5 G 70— )]+ 00 = .
= Sa{0) + (9 8) — 17 (a)] + O(H) = Ss(h) + O,

Entén, sabendo o valor da terceira e quinta derivada nos extremos podemos dar unha aproxima-

cién de orde 8.



4.2. Correccions extremais na regra de Simpson composta 51

4.2.3. Programacién das correcciéns extremais para a regra de Simpson com-

posta

Nesta tltima seccién implementamos, como xa fixemos coa regra do trapecio composta, as co-
rrecciéns extremais, e estudamos o comportamento do erro. Para iso, contamos con dous scripts,
un que, ademais de ser o programa principal, calcule as correcciéns extremais e outro que se
encarge de calcular as aproximaciéons empregando a regra de Simpson composta. Os scripts po-
dense consultar no Anexo o programa principal e no Anexo a funcion que implementa

a regra de Simpson.

Exemplo 4.7. Para este exemplo empregaremos a funciéon

F(x) = sen (1> (4.34)

X

en [r/3,2n/3], mediante calculo simbdlico en Matlab obtemos que o valor da integral aproxi-
mando por truncamento é 0.6377536774018180. Faremos duas taboas diferentes, unha na que

aplicaremos a regra de Simpson composta con correcciéns extremais de orde 6 e outra de orde 8.

Compre destacar que a orde da férmula é respecto o pardmetro h non ao ntmero de nodos.
Entén, se queremos ver o nimero de nodos que debemos empregar para visualizar o resultado
esperado debemos despexalo da variaciéon do valor de h. Supofiamos que queremos dividir o valor

de h entre 10, entén o valor inicial de h é

b—a
h1 = 4.35
T (4.35)

e o seguinte valor a tomar

@_ b—a  b—a
10  10(n—1) 10n—10

Polo tanto, se suponemos que para o primer calculo empregamos 3 nodos, ¢é dicir, aplicar a regra

hy = (4.36)

de Simpson simple, e denotando por ny o nimero de nodos utilizados para o novo valor de h,

obtemos a cantidade de nodos que necesitamos empregar

b— b— b— b—
N hy = ! = - a < ng =21 (4.37)

== 20 20  ng—1

Para realizar a aproximaciéon de orde 6, necesitamos conecer o valor da terceira derivada nos

extremos da funcién, e obtemos a seguinte taboa de erros:

Numero de nodos | Valor da aproximada Erro
3 0.638381387363309 6.277 x 10~*
21 0.637753679092562 | —1.690 x 10~
201 0.637753677401819 | —1.247 x 1071°

Cadro 4.4: Correcciéns extremais cofiecendo a primeira derivada nos extremos.



52 4. Algunhas féormulas de Newton-Cotes compostas con correcciéns extremais

Na taboa podemos apreciar un erro de orde O(h8), o cal esta explicado no exemplo e

segue a féormula

b h (n—1)/2—-1 (n—1)/2
[ t@de=g | f@ 5012 3 a4 Y fa)| -
a j=1 j=1 (4.38)

W) = Fa) + o)
45 — e

Se queremos realizar unha féormula de orde 8, debemos conecer o valor da terceira e quinta

derivada nos extremos do intervalo de integracion. Obtemos a seguinte tdboa de erros

Nimero de nodos | Valor da aproximada Erro
3 0.636658182548037 | 1.095 x 1073
21 0.637753677369358 | 3.246 x 10!
201 0.637753677401817 | 5.291 x 10716

Cadro 4.5: Correccions extremais conecendo a primeira derivada nos extremos.

Nesta tltima tdboa podemos observar un erro de orde 8, que coincide co comportamento

teodrico visto no exemplo que establece que a férmula empregada é

[ e =i+ 5 190) - @]+ 00, (4.39)

Para concluir podemos dicir que, ao igual que co trapecio composto, o conecemento do valor das
derivadas impares (excepto a primeira) nos extremos aportannos moita informacion, e permiten-

nos estudar o erro das integrais con maior precision.



Anexo A

Programacion dos métodos de

cuadratura

Listing A.1: Programa principal do método de Gauss en (—1,1)

clear all
format long
n=>5;

syms x

% Funci n:

f=0(x) cos(x);

% Valor da integral

Tex=vpa(int(f,x,-1,1),40)

# Gauss

[I,x,w]l=gauss(f,n)

% Erro

e = vpa(Iex-I,16)

“Representaci n gr fica

grafo(x,f,n,w)

Listing A.2: Método de Gauss para o intevalo (—1,1)

53
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function [I,x,w] = gauss(f,n) 7% (n+l1)-pt Gauss quadrature of f
beta = .5./sqrt(1-(2*x(1:(n)).~(-2)); ' 3-term recurrence coeffs
T = diag(beta,l) + diag(beta,-1); % Matriz Jacobiana

[V,D] = eig(T); % Descomposici n de autovalores e autovectores
x = diag(D); [x,i] = sort(x); % nodos

w =2 x V(1,1).72; % Coeficiente de Christoffel

I = wxfeval (f,x);

Listing A.3: Representacion grafica do método de Gauss en (—1,1)

function grafo(x,f,n,w)
x_plot = linspace(-1,1,1000); % Creamos un vector de moitos
puntos para pintar a funci n f sobre eles

y_plot = arrayfun(f, x_plot); % Avaliar f nos puntos elexidos

% Graficamos a funci n
figure;
plot (x_plot, y_plot, 'b', 'LineWidth', 2); hold on; % Li a

azul para f(x)

% Graficar os nodos

y_nodos = arrayfun(f, x); % Avaliar f en los nodos

line(x, y_nodos, 'Color', 'r', 'LineStyle', 'mone', 'Marker', '
o', 'MarkerSize', 10); Ypintamos os nodos avaliados

mu=-1;

for i = 1:n

% Debuxar a 1i a que conecta o nodo co seu valor en f(x)
line([x(i), x(i)], [0, y_nodos(i)], 'Color', 'black', '
LineStyle', '--', 'LineWidth', 1.5);

#Rectangulos
patch ([mu,mu+w (i) ,mu+w (i) ,mul,
[0, 0, y_nodos (i), y_nodos(i)], ... % Base sobre el eje
b'q
(0.5, 0.7, 1], 'EdgeColor', 'black', 'LineWidth', 2, '
FaceAlpha', 0.5); % Transparente)
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mu=mu+w (i) ;

end

xlabel('x"'); ylabel('f(x)');

title(sprintf ('Cuadratura de Gauss con %d nodos', n+1));
legend ('f(x)', 'Nodos de Gauss');

grid on; hold off;

xlim([-1, 1]1); % Limitar el eje x a [-1, 1]
ylim([min(y_plot), max(y_plot)]);

end

Listing A.4: Programa principal do método de Gauss en (a,b)

clear all

format long

a=-pi;
b=pi;
n=>5;

syms X

f=0(x) cos(x);

% Valor da integral

Iex=vpa(int (f,x,a,b) ,40)

% Trasformaci n af n
g = 0(t) ((b-a)/2)*t + (a+b)/2;

[IT,x,w]l=gauss(f,g,n,a,b)

%ERRO
e = vpa(Iex-I,16)

%Representaci n gr fica

grafo(x,f,n,w,a,b)
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A. Programacion dos métodos de cuadratura

Listing A.5: Representacion grafica do método de Gauss en (—1,1)

function grafo(x,f,n,w)
x_plot = linspace(-1,1,1000); 7% Creamos un vector de moitos
puntos para pintar a funci n f sobre eles

y_plot = arrayfun(f, x_plot); % avaliar f nos puntos elexidos

% Graficamos a funci n
figure;
plot (x_plot, y_plot, 'b', 'LineWidth', 2); hold on; % Li a

azul para f(x)

% Graficar os nodos

y_nodos = arrayfun(f, x); 7% avaliar f en los nodos

line(x, y_nodos, 'Color', 'r', 'LineStyle', 'mone', 'Marker', '
o', 'MarkerSize', 10); Ypintamos os nodos avaliados

for i = 1:n+1

% Debuxar a 1i a que conecta o nodo co seu valor en f(x)
line([x(i), x(i)], [0, y_nodos(i)], 'Color', 'black', '
LineStyle', '--', 'LineWidth', 1.5);

% Debuxar os rect ngulos
patch ([x(i)-w(i)/2, x(i)+w(i)/2, x(i)+w(i)/2, x(i)-w(i) /2],

[0, 0, y_nodos(i), y_nodos(i)], ... % Base sobre el
eje x

(0.5, 0.7, 1], 'EdgeColor', 'black', 'LineWidth', 2,
'"FaceAlpha', 0.5); % Transparente

end

xlabel ('x'); ylabel('f(x)");

title(sprintf ('Cuadratura de Gauss con %d nodos', n));
legend('f(x)"', 'Nodos de Gauss');

grid on; hold off;

x1im([-1, 1]); % Limitar el eje x a [-1, 1]
ylim ([min(y_plot), max(y_plot)]);
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end
Listing A.6: Método de Gauss nun intervalo (a, b)
function [I,x,w] = gauss(f,g,n,a,b) 7 (n+1)-pt Gauss quadrature of
f
beta = .5./sqrt(1-(2%(1:n)).~(-2)); % 3-term recurrence coeffs
T = diag(beta,l) + diag(beta,-1); 7 Matriz Jacobiana
[V,D] = eig(T); % Descomposici n de autovalores e autovectores
x = diag(D); [x,i] = sort(x); % nodos
w =2 % V(1,1).72; % Coeficiente de Christoffel
w = (b-a)/2 * w;

x= g(x);
I = wxfeval (f,x);

Listing A.7: Representacion grafica do método de Gauss en (a, b)

function grafo(x,f,n,w,a,b)
x_plot = linspace(a,b,1000); % Creamos un vector de moitos
puntos para pintar a funci n f sobre eles

y_plot = arrayfun(f, x_plot); % Avaliar f nos puntos elexidos

% Graficamos a funci n
figure;
plot (x_plot, y_plot, 'b', 'LineWidth', 2); hold on; % Li a

azul para f(x)

% Graficar os nodos

y_nodos = arrayfun(f, x); 7% Avaliar f en los nodos

line(x, y_nodos, 'Color', 'r', 'LineStyle', 'mone', 'Marker', '
o', 'MarkerSize', 10); Ypintamos os nodos avaliados

mu=a;

for i = 1:n+1

% Debuxar a 1i a que conecta o nodo co seu valor en f(x)
line([x(i), x(i)], [0, y_nodos(i)], 'Color', 'black', '
LineStyle', '--', 'LineWidth', 1.5);

%Rectangulos
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patch ([mu,mu+w (i) ,mu+w(i) ,mul,
[0, 0, y_nodos(i), y_nodos(i)], ... % Base sobre el eje
X
(0.5, 0.7, 1], 'EdgeColor', 'black', 'LineWidth', 2, '
FaceAlpha', 0.5); % Transparente)
mu=mu+w (i) ;

end

xlabel('x'); ylabel('f(x)');

title(sprintf ('Cuadratura de Gauss con %d nodos', n));
legend ('f(x)', 'Nodos de Gauss');

grid on; hold off;

xlim([a, bl); 7% Limitar el eje x a [a,bl]
ylim([min(y_plot), max(y_plot)]);

end

Listing A.8: Regra do trapecio composta

clear all

format long

a=-1;

b=1;

n=6;
h=(b-a)/(n-1);

syms X

%Funci n

£f=0(x) cos(x);

% Valor da integral
Iex=vpa(int (f,x,-1,1),16);

% Nodos
x=a+(0:n-1) *h
fe=feval (f,x);
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% Calculo da aproximaci n

I=h/2*x(fe(1)+fe(n))+h*sum(fe(2:n-1))

%ERRO
e = vpa(Iex-I,16)

% Representacin gr fica

w = repmat(h, 1, n);

grafo_Trapecio(a,b,x,f,n,w)

Listing A.9: Representacion grafica da regra do trapecio composta

function grafo_Trapecio(a,b,x,f,n,w)
x_plot = linspace(a,b,1000); 7% Creamos un vector de moitos
puntos para pintar a funci n f sobre eles

y_plot = arrayfun(f, x_plot); % Avaliar f nos puntos elexidos

% Graficamos a funci n
figure;
plot (x_plot, y_plot, 'b', 'LineWidth', 2); hold on; % Li a

azul para f(x)

% Graficar os nodos

y_nodos = arrayfun(f, x); % Avaliar f en los nodos

line(x, y_nodos, 'Color', 'r', 'LineStyle', 'mone', 'Marker', '
o', 'MarkerSize', 10); Ypintamos os nodos avaliados

mu=a;

for i = 1:n-1

%Rectangulos
patch ([mu,mu+w (i) ,mu+w(i) ,mul,
[0, 0, y_nodos(i+1), y_nodos(i)], ... % Base sobre el
eje x
(0.5, 0.7, 1], 'EdgeColor', 'black', 'LineWidth', 2, '
FaceAlpha', 0.5); % Transparente)
mu=mu+w (i) ;

end
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xlabel('x'); ylabel('f(x)');
title(sprintf ('Cuadratura por Trapecio composto con %d nodos

n));
legend('f(x)', 'Nodos por Trapecio Composto');

grid on; hold off;

xlim([a, b]); % Limitar el eje x a [-1, 1]
ylim([min(y_plot), max(y_plot)]);

end

b

Listing A.10: Representacion grafica do erro fronte o nimero de nodos para a féormula de Gauss

clear all

format long

a=-1.5;
b=1.5;

syms X

% Funci ns

f_1=0(x) cos(x);

f_2=0(x) x.78+x. b+x."2+x+5;
f_3=0(x) exp(x);

Iex_1=int(f_1,x,a,b);
Iex_2=int(f_2,x,a,b);
Iex_3=int(f_3,x,a,b);

syms t

itmax=10;

% Trasformaci n af n

g = 0(t) ((b-a)/2)*t + (a+b)/2;

n=1;

e_l=zeros (10, 1);
e_2=zeros (10, 1);
e_3=zeros (10, 1);

while n<=itmax
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[I,x,w]l=gauss(f_1,g,n,a,b);
e_1(n) = vpa(abs(Iex_1-I),16);
[I,x,w]l=gauss(f_2,g,n,a,b);
e_2(n) = vpa(abs(Iex_2-1I),16);
[I,x,w]l=gauss(f_3,g,n,a,b);
e_3(n) = vpa(abs(Iex_3-I),16);

n=n+1;

end

% 0s valores que sexan O asinamoslle e-20 para que a funci n

semilogy pinte os valores

e_1(e_1 == 0) = 1e-20;
e_2(e_2 == 0) = 1e-20;
e_3(e_3 == 0) = 1e-20;
%Grafo
figure

semilogy ((1:itmax), e_1((1:itmax),1), '.r', 'MarkerSize',6 12)
hold on
box on
semilogy ((1:itmax), e_2((l:itmax),1), '.b', 'MarkerSize',6 12)
semilogy ((1:itmax), e_3((1l:itmax),1), '.g', 'MarkerSize',6 12)

grid on
xlabel('N mero de nodos')

ylabel ('Erro absoluto')

legend ('Erro do coseno', 'Erro de x."8+x."5+x."2+x+5', 'Erro da
exponencial', 'Location', 'mnortheast')
set (gca, 'FontName', 'Times', 'FontSize', 12)

Listing A.11: Programacion do método de Romberg

clear all

format long

a=-1;
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b=1;
N=10;
r=1/4;

syms X

f=0(x) pi.*exp(pi*x).*xcos(pix*x);

% Valor da integral

Iex=int(f,x,a,b)

% Calculamos primeiro os trapecios

A=zeros (N,N);

for i=0:N-1
[I]=trapecio(a,b,i,N+1,f);
A(i+1,1)=1;

end
for n=2:N
for m=n:N
A(m,n)=(4"(n-1)*A(m,n-1)-A(m-1,n-1))/(4~(n-1) -1);
end
end
I=A(N,N);

e=vpa(Iex-I,16)

Listing A.12: Trapecios aplicados para o método de Romberg

function [I]=trapecio(a,b,i,n,f)
h=(b-a)/2"1

i=1

x(1)=a;

while x(j)<b
j=3+1;
x(j)=x(j-1)+h;

end

m=length (x);

fe=feval (f,x);
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I=h/2*(fe(1)+fe(m));
if m>1
I=I+h*sum(fe(2:m-1));

end

Listing A.13: Programa principal das correcciéns extremais para a regra do trapecio composta.

clear all
clc

format long

k=3;
syms X
n=200;
a=0;

b=1;
h=(b-a)/n;

f = @(x) exp(cos(x));

der_a = zeros (2xk, 1);

der_b = zeros (2xk, 1);

% Valor da integral
Iex=vpa(int(f,x,a,b) ,40)

%Calculo do vector de derivadas

for i = 1:2%k

derivada = diff(f, x, 1i); % derivada simb lica de
orden 1

der_a(i) = double(subs(derivada, x, a)); 7% evaluar en a

der_b(i) = double(subs(derivada, x, b)); % evaluar en b

end

[I]l=trapecio(a,b,n,f);

for 1=1:k-1
I = I - (bernoulli(2*1)/factorial(2*1)) * h~(2*x1) * (der_b(2x1
-1) - der_a(2x1-1));
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end

e = vpa(Ilex-I,16)

Listing A.14: Trapecio composto para correcciéons extremais

function [I]=trapecio(a,b,i,f)
h=(b-a)/i;
j=1;
x(1)=a;
while x(j)<b
j=j+i;
x(j)=x(j-1)+h;
end
m=length (x);
fe=feval (f,x);
I=h/2*(fe(1)+fe(m));
if m>1
I=I+h*xsum(fe(2:m-1));

end

Listing A.15: Programa principal para a implementacién das correcciéns extremais para a regra

de Simpson composta

clear all
clc

format long

k=3;

syms X

n=3; %»n mero impar de nodos
a=pi/3;

b=2%pi/3;

h=(b-a)/(n-1);

f= 0(x) sin(1/x);

der_a = zeros (2xk, 1);

der_b

zeros (2xk, 1);
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% Valor da integral
Iex=vpa(int (f,x,a,b) ,40)

%Calculo do vector de derivadas

for i = 1:2%k

derivada = diff(f, x, 1i); % derivada simb lica de
orden 1
der_a(i) = double(subs(derivada, x, a)); % evaluar en a
der_b(i) = double(subs(derivada, x, b)); % evaluar en b
end
%#Simpson

[T,x]=simpson(a,b,n,f);

for j=2:k-1
I =1 -(4-27(2%j))/3*xbernoulli (2xj)*h~(2*j)/factorial (2*j) *(
der_b(2%j-1)-der_a(2*xj-1));

end

e = vpa(Iex-I,16)

Listing A.16: Regra de Simpson composta

function [I,x]=simpson(a,b,n,f)
h=(b-a)/(n-1);
for i=1:n

x(i)=a+h*(i-1);

end

if n==
I=h/(3) *(£f(x(1))+4xf(x(2))+£(x(3)));
else
I=h/(3) *(£(x(1))+f(x(n)));
for i=1:(n-1)/2-1
I=I+2*h/3*f (x(2%xi+1));
end
for i=1:(n-1)/2
I=I+4*h/3*%f(x(2%1));




66

A. Programacion dos métodos de cuadratura

end

end
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