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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Algebra

Titulo: Estudio de curvas planas proyectivas. Clasificaciéon

proyectiva de curvas de grado tres.

Breve descripcion del contenido

El estudio de Curvas Algebraicas es un tema clasico del que se
estudian algunos conceptos como el Teorema de Bezout en el
programa actual del Grado de Matemaéticas y explicitamente en la
materia Alxebra, Numeros e Xeometria. No obstante, en este TFG
se propone un estudio de las curvas planas proyectivas introduciendo
conceptos como el grado de la Curva, puntos singulares, Hessiana,
puntos de inflexion, deficiencia de una curva plana... Como una
aplicacién interesante de estos conceptos y otros que se mencionan
més adelante, se aborda la clasificacién proyectiva de las curvas

planas de grado 3.

En esta clasificacién, y en el caso de curvas irreducibles existen
esencialmente dos tipos de cibicas, aquellas que son racionales, y
que poseen necesariamente un punto singular, y las cibicas lisas o
carentes de puntos singulares.

Las curvas irreducibles racionales aparecen geométricamente me-
diante proyeccién de la llamada cibica racional normal, o ctabica
alabeada en el espacio proyectivo 3-dimensional.

Las curvas lisas no son curvas racionales, corresponden a los ceros
de un polinomio homogéneo genérico de grado 3 en tres variables y
poseen lo que se llama deficiencia 1.

La existencia de estas curvas de grado 3 no racionales justifica
histéricamente la introduccién del concepto de género aritmético y

género geométrico de una curva algebraica plana arbitraria.
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Resumen

El estudio de las Curvas Algebraicas es un tema clasico dentro del campo del Algebra que se nos
introduce a través del Teorema de Bezout.

En este trabajo se realiza un estudio de la clasificacion proyectiva de las curvas de grado 3 a
través de la observacion de su racionalidad. Ademéas también se realiza un estudio de la ley de

grupos de la cubica lisa basdndonos en la estructura de sus puntos de inflexién.

Abstract

The study of Algebraic Curves is a classic topic within the field of Algebra that is introduced to
us through Bezout’s Theorem.

In this document a study of the projective classification of 3rd degree curves is carried out
through the observation of their rationality. In addition, a study of the group law of the smooth

cubic is also carried out based on the structure of its inflection points.
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Introduccion

En este TFG se realiza un estudio de la clasificacion proyectiva de las curvas de grado 3 del
plano proyectivo P2. El objetivo es dar una introduccién ilustrativa a las curvas algebraicas del
plano. Después de las cénicas, el primer ejemplo ya interesante es el de las curvas de grado 3.
Por supuesto, esencialmente nos interesan el caso de las ctbicas irreducibles. Existen dos clases
de tales ctibicas, las racionales, caracterizadas por tener siempre una tnica singularidad, que es
un nodo o una cispide y las que son lisas en todo punto, que precisamente no son racionales.
Una prueba de la irracionalidad de la cubica lisa puede consultarse en el libro de M. Reid [R8S]

pagina 28.

El trabajo se divide en cuatro capitulos: un primer capitulo en donde se da la definicién del
espacio proyectivo P(V) asociado a un espacio vectorial V, real o complejo, de dimension n + 1,
y el concepto de proyectividad. En el segundo capitulo se hace un estudio del concepto de punto
singular para una curva plana. Como el concepto es de naturaleza local, se comienza estudiando
las curvas en el caso afin y se pasa después al caso proyectivo. En el capitulo 3 expone el estudio
de las ctbicas del plano proyectivo. Primero se distingue y caracteriza el caso en que la ctibica es
reducible, ya sea en una recta y una cénica no degenerada, o tres rectas disjuntas o confundidas.

A continuacién, en el cuarto y ultimo capitulo se estudian detalladamente las ctibicas irreducibles.

En el caso singular, a partir de las propiedades geométricas de la curva; es decir, del grado
y la naturaleza del punto singular, se obtiene lo que llamamos la forma normal canoénica de
tales curvas y de hecho se prueba que éstas son dos clases de curvas cubicas salvo proyectividad.
Como propiedad que las identifica, se da la parametrizacién de tales ciibicas; es decir, se prueba

de manera explicita que ambas curvas son racionales.

En el caso liso, dando por hecho la irracionalidad; es decir, que dicha cubica no es parame-
trizable; véase la referencia citada al principio de la introduccién, nos centramos en la estructura
de grupo que posee la cubica lisa, destacando la argumentacion de la propiedad asociativa. Asi-

mismo se prueba que esta ciibica posee exactamente 9 puntos de inflexién y se estudian algunas

XI



XI1 INTRODUCCION

propiedades geométricas.

La clasificacion salvo proyectividad de las cabicas lisas es un resultado fundamental dentro de la
clasificacion de curvas salvo proyectividad. Uno necesita encontrar un invariante de tales curvas
y calcular el espacio en donde varia tal invariante. Salmon encontré que dicho invariante viene
dado por la razén doble de los 4 puntos alineados en que las cuatro tangentes a la ciibica lisa
pasando por un punto cualquiera de la curva, cortan a la ctubica. Tal invariante es la razén doble
de dichos cuatro puntos y clasicamente se conoce como el j—invariante. Tal invariante es un
nimero complejo finito; es decir, el espacio de parametros que estd en correspondencia con las
clases de isomorfia de cubicas lisas del plano proyectivo complejo, es precisamente isomorfo a una
recta afin Al. Este resultado ilustra lo que va a ser reiterativo en toda la Geometria Algebraica
: El espacio de Moduli, ;o espacio de parametros de las clases de isomorfia de curvas de género

aritmético dado, es siempre una variedad algebraica cuasi-proyectiva.



Capitulo 1

Preliminares

Emplearemos este primer capitulo para definir una serie de conceptos de los que haremos uso
a lo largo del resto del trabajo y para hablar del Teorema de Bezout, un concepto clésico en el

estudio de las curvas algebraicas.

1.1. Definiciones

Definicién 1.1. Sea V un espacio vectorial de dimensién n-+1 sobre un cuerpo K (R o C).
Se define el espacio proyectivo P(V) asociado a V como el conjunto de rectas vectoriales

de V. De manera més precisa, se considera en V\{0} la siguiente relacion de equivalencia:
r~y <= INe K~ {0} =K* tal que = \y

Sea x € V~{0}, si se tiene que alguna coordenada z; de = es no nula entonces su clase de equi-
valencia sera [z] = {\x, A € K~ {0}} que son todos los puntos de la recta vectorial que genera

menos el 0. Por tanto P(V) =V~ {0}/K* y existe una aplicacion canénica 7 : V~{0} — P(V).

Definicioén 1.2. Si P = [z] es un punto de P(R"*!) | un representante de P, (zg:...:x,) € P
se dice un conjunto de coordenadas homogéneas de P. Si (zg :...: x,) son coordenadas
homogéneas de P, también lo son A(zg:...:x,) con A # 0. Llamaremos sistema de coor-
denadas homogéneas en P(R""!) a toda aplicacién biunivoca entre los puntos de P(R"*!)
v una clase de coordenadas homogéneas. Es decir, existe un criterio que asocia a cada punto P

un conjunto de coordenadas homogéneas sin ambigiiedad.
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Definiciéon 1.3. Sea P(V) el espacio proyectivo asociado a un espacio vectorial V. Una refe-
rencia proyectiva son n+2 puntos {P,..., P,+1} tales que n+ 1 puntos cualesquiera entre

ellos son proyectivamente independientes.

Definicion 1.4. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensiones respectivas n+1 y m+1
ysea f: V — W una aplicacién lineal. Se tiene que existe la siguiente aplicaciéon proyectiva
o proyectividad P(f): P(V) N\ P(Nuc(f)) — P(W) bien definida por [z] — [f(z)].

1.2. Teorema de Bezout

Sean C' y D dos curvas sin componentes comunes de grados n y m respectivamente. Si
E; = (0,0,1) ¢ C N D entonces el cono de rectas que proyectan desde FEs los puntos de

intersecciéon de C' con D viene dado por la ecuacion de la resultante:
Ryy(w0,71) =0

obtenida eliminando la variable x5 en las ecuaciones de las curvas.

Sobre C, este polinomio es siempre de la forma:
Ry, (xo,21) = (c1x1 — B120)® ... (1 — Brxo)® talque s34+ ...+ s, =n-m (1.1)

Tenemos por otra parte que existen ~; (i =1...7) tales que P; = (o, 54,7i) son los puntos de
interseccion en las ecuaciones de las curvas C' y D . Ahora bien, tales v; no estan determinados
necesariamente de modo unico por los («;, ;) .

Consideremos el siguiente ejemplo:

flzy) =y*+ 22 — 22

g(@,y) =y* —x
En coordenadas proyectivas tendriamos:

F(z,y,2) = 2% +y? — 222

G(xvyv Z) = y2 — Tz
Las intersecciones con la recta z = 0 son respectivamente:
22 +9% =0 < (%i,1,0), 2 puntos distintos
y?> =0 <= (1,0,0), 1 punto con multiplicidad 2

Por tanto, el punto de coordenadas (0,1,0) que es el punto del infinito de la recta de ecuacion

x = 0 no pertenece a la interseccién de ambas curvas, lo cual significa que los 4 puntos de
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interseccion del circulo y la parabola estan en el plano afin de coordenadas (z,y,1).

Proyectando desde E7 = (0,1,0) sobre la recta y = 0, se tiene que las x-coordenadas de los pun-

tos de proyeccion se corresponden con las raices de la resultante R, (z) eliminando la variable y .

De manera explicita:

1 0 22—-2z 0
01 0 2 — 2
R(z) = = 2?%(z —1)?
(z) Lo 0 ( )
01 0 -

Los puntos de interseccion de las curva, que son {(0,0),(1,1),(1,—1)}, se proyectan en los
puntos (0,0) y (1,0) sobre la recta y = 0. Estos puntos corresponden a los valores 22 =0 y
(r—1)2=0.

Vemos que las multiplicidades de las raices no reflejan la situacion geométrica de los puntos
con respecto a las curvas. Es decir, en ambos casos la multiplicidad es 2, sin embargo en el
caso 2 =0, el punto (0,0) es de tangencia para las curvas y la recta proyectante m es
tangente a ambas curvas. Mientras que en el caso de (z —1)2 = 0 la interpretacion es diferente:
sobre el punto (1,0) se proyectan 2 puntos diferentes (1,+1) de la interseccion. Mas ain, vemos
que las raices de Ry (z) no permiten deducir el n® de intersecciones propias.

La situacién es muy diferente si lo que hacemos es proyectar sobre la recta x = 0 desde Ey =
(1,0,0) que es el punto del infinito de la recta y = 0. En este caso los puntos de interseccion de

las curvas se proyectan en los 3 puntos de coordenadas (0,1,1), (0,0,1), (0,—1,0). La Resultante

€S
1 =2 4?2
R.(y)=|-1 > 0|=v*(y—Dy+1)
0 -1 ¢

Ahora y? = 0 proporciona el punto de interseccién (0,0) con multiplicidad 2 y esta multiplici-
dad si se interpreta como que ambas curvas tienen en ese punto la tangente comin = = 0. Por
otra parte, los valores y =1 e y = —1 dan los puntos (1,1) y (1,—1) y la multiplicidad 1 se
interpreta como la transversalidad de las curvas en dicho punto.

Estas interpretaciones geométricas vendran justificadas mediante la llamada desigualdad funda-
mental relacionando la multiplicidad de interseccién que definiremos en breve con las multiplici-
dades de un punto dentro de una curva. Por el momento observemos cual es la diferencia entre
el primer caso y el segundo.

Proyectando desde F4, tenemos 2 rectas proyectantes que unen Fq con los puntos de intersec-

cion: la recta que une Ej con (0,0) la cual es tangente a ambas curvas en el punto (0,0);y la
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recta que une Fj con (1,1) la cual contiene una interseccion mas de ambas curvas.
En contraposicion, proyectando desde Ey, tenemos tantas rectas proyectantes como puntos de in-
terseccion propia para ambas curvas. En este caso, si P es un punto de interseccién, la recta EgP

ni es tangente a alguna de las curvas en P ni contiene otros puntos de interseccién diferentes de P.

Destacamos esta segunda situaciéon diciendo que Ejy estd en buena posiciéon con respecto a

ambas curvas. De manera explicita:

Definicion 1.2.1. Sean C' y D dos curvas planas. Diremos que estdn en buena posicion
con respecto al sistema de coordenadas (g, z1,22) 0 que éste es un sistema de coordenadas

admisible para C' y D precisamente si:

1. B2 ¢C y B¢ D

2. Para cada P € C N D, la recta proyectante FoP mno contiene otros puntos de C N D

diferentes de P y no es tangente a alguna de las curvas C o D en P.

Supongamos que {P;...P,} son los puntos en C' N D, denotemos por P, P; = L;; la recta que
une P; con Pj. Cuando i < j incluimos las rectas tangentes principales a C' 'y a D por el
punto P;; es decir, las rectas en los conos tangentes. Todas las rectas son en n® finito. Por tanto,
si consideramos el cerrado C'+ D+ L;; , éste tiene una ecuaciéon H(xg,z1,22) = 0 y un punto
P ¢ Z(H) es un punto en posicién admisible con respecto a C' y a D.

Més atn, consideramos el espacio afin A% = M(3,C) de matrices 3 x 3 con coeficientes com-
plejos y sean y;; las entradas de la matriz. Se tiene que {y;;} es un sistema de coordenadas
v las matrices que definen una proyectividad constituyen el abierto complementario a la hiper-
superficie: D(a;j) = det(a;j) = 0. Una tal matriz define un cambio del sistema de coordena-
das (x0,x1,22) a un sistema de coordenadas (z(, 2}, )) mediante las ecuaciones X = AX’,
A = (a;j). El punto de coordenadas Fs = (0,0,1) en el sistema X' proviene de un pun-
to de coordenadas AFEs = (ap2,a12,a22) en el sistema X. Este punto estd en posicion ad-
misible con respecto a C' y D precisamente si H(ag2,a12,a22) # 0. Es decir, las matrices
definiendo sistemas de coordenadas admisibles y aplicando un punto P ¢ C + D + > L;;
en el punto de coordenadas Es = (0,0,1), son los puntos en A? definidos por el abierto
U = {A € GI(3,C) / H(apz, a12,a22) # 0} = {(aij) € A’ / D(ai;) - H(aoz, a12,a22) # 0} . Por
tanto, dada la hipersuperficie P(y;;) = D(vij) - H (Y02, Y12, y22) , los sistemas de coordenadas
admisibles estan definidos por las matrices A en el abierto no vacio U := A%\ (P(y;;) = 0) con
A% = M(3,C).

Por tanto, vemos que siempre existe una proyectividad que coloca dos curvas dadas C' 'y D

con respecto al punto Fo en buena posicién y las proyectividades que conservan la buena posi-
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cion forman un abierto no vacio. Asi pues, la proyectividad genérica conserva la buena posicion

de 2 curvas.
En este caso se tiene la siguiente ventaja:

Propiedad: Si C' y D estan en buena posicion con respecto a Es = (0,0,1), existe una
correspondencia biunfvoca entre los puntos de interseccion de C' con D con raices (o, [5;)
del polinomio Ry, (xg,z1) = 0. Es decir, para cada (o, [3;), existe un unico y; € C tal que

(i, Bi,vi) esun punto en CND.
En esta situacién introducimos la siguiente definicion.

Definicion 1.2.2. Sean C y D dos curvas sin componentes comunes en buena posiciéon. Si
P = (o, B,7) es un punto en C'N D, se define la multiplicidad o indice de interseccion
de las curvas C' 'y D en P como el mayor natural s(P) tal que (az; — Bzo)*F) divide a

R;,(x0,x1) . Denotamos este nimero como:
s(P) == i(C, D, P) = (C, D)p

Notese que con esta definicion, la relacion [I.1]establece de manera inmediata el siguiente teorema.

Teorema de Bezout. Sean C y D dos curvas proyectivas sin componentes comunes de grados
respectivos n y m. Sean {P;...P.} los puntos en la interseccion CND y s(FP;) =1i(C,D, P;).

Se verifica:

r T

ZS(B) = Zi(C,D,Pj) =n-m

i=1 j=1
Observacion: Debemos de probar que la definicién de multiplicidad de interseccién dada ante-
riormente es independiente del sistema de coordenadas elegido. Ya hemos visto que la proyecti-
vidad genérica aplica un sistema de coordenadas admisible en otro de igual naturaleza. En tal

situacion debemos probar que los ntmeros s(FP;) en un sistema y otro son los mismos.

Teorema 1.2.3. La multiplicidad de interseccién definida anteriormente es un invariante pro-
yectivo. Es decir, si C' y D son dos curvas en buena posicion con respecto a Es = (0,0,1)
y T es una proyectividad genérica, entonces TC y T'D estan en buena posicién y para cada
P e CnND se tiene:

(07 D)P = (ch TD)TP

Demostraciéon: Sea (xg,z1,z2) un sistema de coordenadas de manera que C' 'y D estan en

buena posicion con respecto a Fs = (0,0,1). Veamos cudles son las proyectividades que llevan
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este sistema de coordenadas en otro de igual naturaleza.
Si (x),x],x4) es otro sistema de coordenadas admisible, estara definido por una transformacion
lineal (x; = E;’:l a;jx}; ). Un tal sistema es uno en donde el punto Ep = (0,0, 1) vuelve a estar

en buena posicion. Las coordenadas de este punto en el sistema inicial son (ag2, ai2, a2) .

Supongamos que H(xg,z1,22) =0 es la ecuacion de C'+ D + ) L;;. El conjunto de matrices

A = (ai;j) que proporcionan el sistema de coordenadas admisible es
U =: {A S Gl(3,(C) /H(aog,alg,agg) 75 O} = Ag N {P(.Tw) = 0}

Dentro de el espacio afin A? = M(3,C) podemos escribir este conjunto como el complementario

de la hipersuperficie P(yij) = D(yij) - H(yo2, y12,y22) = 0.

Vamos a aplicar que como espacio topologico, U es conexo por caminos. Sean A y B dos
puntos en U y sea L la recta del espacio afin A% uniendo A con B. Como A, B & Z(P(yi;)),
la recta no esta contenida en la hipersuperficie Z(P(y;;)) = 0 y de hecho, los puntos comunes son
un cerrado propio, es decir, un conjunto finito de puntos. Claramente L' = L~ (LN Z(P)) C U

es un camino que contiene a B y a A.

Vemos ahora que la multiplicidad de interseccién no depende del sistema de coordenadas. Sea
sp(C, D) la multiplicidad en el sistema (xg,z1,x2) y sp(TC,TD) la multiplicidad en el siste-
ma (z(, 2}, z5). Vamos a probar que son iguales.

Si X = AX’, en donde A define el paso de x-coordenadas a x’-coordenadas, consideramos en

U una curva continua que une ambos sistemas, es decir:
{0<t<1} — A, €U tal que Ag=1y Ay =A (1.2)

y para cada t, Ay define un sistema X; mediante X = A, X;.

Para cada t, las curvas C = Z(F), D = Z(G) se transforman en curvas Cy = Z(Fy(x)), Dy =
Z(Gy(x)) y podemos considerar la Resultante Rp, ¢, (24, Zt,) -
Por construccion Ry(zo,z1) := Rp, g, (20, 21) es una familia t-paramétrica continua de polino-

mios homogéneos de grado n-m. Es decir, se tiene que [I.2]induce una curva continua.

[0 <t <1} — P(Clo, 21]nm)

t  ~  Riy(xo,71) = Rp,q, (20, 71)

Como cada z; es admisible, el n® de raices distintas de R; sin contar multiplicidades coincide
con el n? de intersecciones en el conjunto C; N D; que es constante.

Ahora bien, como la multiplicidad de cada raiz es un polinomio homogéneo de 2 variables se
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reduce a la de una raiz para un polinomio en una variable, la multiplicidad de cada raiz («, 3;)¢
es una funcién continua de ¢ y en consecuencia es constante por el siguiente resultado de raices

de polinomios en una variable.

Lema 1.2.4. Sea f € C[z] un polinomio de grado d y sea o € C una raiz de dicho poli-
nomio con multiplicidad s.

Supongamos € > 0 suficientemente pequeno tal que las restantes raices de f(z) =0 se encuen-
tran a distancia > €. Entonces existe un § > 0 para e tal que cada polinomio cuyos coeficientes
difieren de los de f en menos de § tiene exactamente s raices en el circulo de centro a y radio

€ contando con multiplicidad.

Demostracion: El lema esta garantizando lo siguiente:

R
[0, 1] — ]P)((C[ZE(), ffl]m-n
t ~ Rt(F, G)

R(F, G) = RF_rg(CEo, ZEl)

6
Rto (F7 G) = RFtyGt (Itov'rtl)

R;(F,G) = Rrg(zp,71)

Fijado tg, el lema dice que en un entorno (Ry,,d;), cada R € (Ry,,d;) verifica que la multiplici-
dad de la raiz (o, ;)¢ se mantiene constante. Tomando § = min {d;, i € (1...r) }. Se concluye

que s(F;) se mantiene constante para cada raiz P; = (o, 3;) .

Una de las propiedades fundamentales de esta exposiciéon y que curiosamente permite un calculo
explicito de la multiplicidad de interseccién sin tener que utilizar el célculo explicito de resultan-
tes es la llamada Desigualdad Fundamental: relaciona (C, D)p con datos locales de C'y D en
P.
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Teorema de la Desigualdad Fundamental. Sean C y D dos curvas de grados n y m y
sea P e CnND. Se verifica:

1. (C,D)p > mp(C) - mp(D)

2. La desigualdad es estricta precisamente si C' y D poseen una recta tangente comun en P.
Demostracion: Una prueba de este resultado puede verse en el libro de Fulton [F69].

Definicién 1.2.5. Sean C' y D dos curvas sin componentes comunes, se define el n? de inter-

seccidon global de las curvas como:
(CaD) = Z Z(OuDaP): Z (Cv-D)P
prPeCnD prPeCnD
Corolario 1.2.6. Si C' y D son curvas sin componentes comunes de grados n y m se verifica:
n-m=(C,D)= > (C,D)p> Y  mp(C)-mp(D)
PeCND PeCND

donde la primera igualdad vienen dada por el Teorema de Bezout y el > viene dado por el

Teorema de la Desigualdad Fundamental.



Capitulo 2

Puntos lisos y singulares de una curva

2.1. Caso afin

Momentaneamente comenzamos trabajando en el caso afin:

Definicién 2.1.1. Supongamos f(z,y) = 0 la ecuacién de una curva plana y sea P = («, f3)
un punto de la curva C (f(x,y) =0). El punto P € C se dice singular cuando verifica:

Of py = 91

Ox (P) = oy

(P)=0 (2.1)

En caso contrario, se dice que P es liso. Por otra parte, si se cumple y si alguna de las
derivadas parciales de segundo orden es no nula en P, entonces se dice que P es un punto
doble. En este caso, la ecuaciéon

0% f

ox?

0% f
0xdy

o°f
0y?

(P)(z —a)® +2 (P)(z—a)(y =)+ 75(P)y—B)?*=0

se descompone sobre C en dos factores lineales que representan dos rectas que llamaremos rectas

tangentes principales a la curva C en P. Una recta tangente principal a C' en P es una

recta limite de rectas secantes a C pasando por P.

Si por el contrario, el punto P satisface y ademas
O B

Ox? 0x0y Oy?

(P) =0,

pero alguna derivada parcial del tercer orden es no nula en P, diremos que P € C es un punto

triple.
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En general se tiene la siguiente definicion:

Definicion 2.1.2. Un punto P € C es un punto singular de orden r precisamente si todas
las derivadas parciales hasta el orden r — 1 se anulan en P y existe alguna derivada parcial de

orden r no nula en P. En tal caso, la ecuacion:

() gt (P~ 0yt -y =0 22)

i=0
representa r rectas distintas o confundidas pasando por P que se dicen las rectas tangentes

principales a C en P.

La justificacion de la definicién anterior, y, en particular, el término de recta tangente prin-

cipal a P viene dada por el siguiente teorema:

Teorema 2.1.3. P es un punto singular de orden r para C' precisamente si cada recta pa-
sando por P tiene al menos r intersecciones o puntos sobre P. Las rectas tangentes a C en

P son las definidas por[2.2]y estén caracterizadas por tener en P més de r puntos de interseccion.

Demostraciéon: Sea P = («, ) y escribamos el desarrollo de Taylor del polinomio f(z,y)

en («, ), se tiene:

f(xay) = f(a,6)+f1(x,y)+f2(x,y)+—l—fn(:c,y)

en donde

@)= Z (; ) g (P — )"ty =

Entonces P es singular de orden r precisamente si:

fla,)=0; fi=0; ... fro1=0 y fr#0

con lo cual:

f(xay) = fr(x7y) + fT+1<$7y) +.o+ fn(xay)

Consideremos ahora las rectas pasando por P = (a, ), es decir:

y—pB=tr—a)

Noétese que para el calor de la pendiente ¢t = 0o, la recta tiene ecuaciéon x —a = 0.

Las intersecciones de la curva con la recta vienen dadas por el sistema:

fla,y)=0 5 y—B=t(z—a)
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con el cual conseguimos:

T:Z( ) P sz S ) (Pt —a)) Tz —a) + ... =0

Es decir:

(z —a) [MZ()(%H% (Pt +... 4 (z—a)" [n'z(>8x” Zfay(p)t”i]—o

Con lo cual vemos que cualquiera que sea el valor de la pendiente t, la raiz © = o es una raiz

r-multiple, lo cual dice que el punto P = («a, ) cuenta r veces en la interseccion de la curva con

la recta.
Ahora bien, si llamamos t1,...,%,. a las r raices de la ecuacién
T
a" 4
S () _ 9T pyr-izg
= \i ox™ "t 9t

se tiene entonces que las rectas y — 8 = t;(zr —«) con i = 1...7 poseen en P més de r inter-

secciones.

Reciprocamente, si cada recta y — f = t(x — «) tiene al menos r intersecciones con C en
P es porque en el desarrollo de Taylor es posible sacar (z — a)” factor comin y no menos

potencia. Necesariamente, para todo h < r es fi(x,y) = 0. En consecuencia:

o f

W(P)zo para todo h <r y todo i <h

Asi pues P = (a, ) es un punto r-singular precisamente si entre las rectas pasando por P, la
genérica (todas salvo un nimero finito) corta a C' en P en r puntos confundidos y fuera de P

en otros n — r puntos.

Cuando P = (0,0), el desarrollo de Taylor coincide con la descomposiciéon del polinomio en

partes homogéneas, es decir:

f(xay) = fl(xay) +f2(x7y) +... +fn(x,y)

y se ve directamente que P es simple o no singular precisamente si fi(z,y) Z 0.

Por otra parte, P = (0,0) es r-singular si se cumple lo siguiente:
fi=0, fo=0,..., fr.1=0 pero f,=0

en tal caso, la ecuacion f,.(x,y) = 0 se dice la ecuacion del cono tangente a la curva en P, es

decir, las r rectas tangentes distintas o confundidas a la curva C' en P.
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Asi, por ejemplo, tenemos que existen dos tipos de puntos dobles: los nodos, en donde las dos
rectas tangentes son distintas; y las cispides, en donde las dos rectas tangentes son confundidas.

Por ejemplo, veamos qué es el (0,0) para cada una de las siguientes 3 cubicas planas:

1. 2 — 2% —23=0: (0,0) es un nodo con 2 rectas tangentes reales

2. >+ 22 — 23 =0 : (0,0) es un nodo con 2 rectas tangentes complejas cortandose en el
(0,0) (punto real)

3. y2—23=0: (0,0) es una cispide con recta tangente doble

En el analisis de las curvas planas de grado 3, aparecen puntos no singulares de interés, en ellos
la tangente atraviesa a la curva de manera que distingue el paso de céncava a convexa, tales

puntos se dicen de inflexion.

Definicion 2.1.3. Un punto no singular P de una curva C se dice de inflexién cuando la

recta tangente Tp(C) corta a C' en P en, al menos, tres puntos confundidos.

2.2. Caso proyectivo

Vamos ahora a caracterizar tales puntos en el caso de considerar el plano proyectivo, y, a
partir de ahora, consideraremos la ecuacién homogénea de la curva.

Sea C' una curva proyectiva de ecuacion homogénea de grado n > 3 dada por el polinomio:
F(zo,21,22) =0

Sea P = (ag,a1,a2) € C un punto y sea Q = (5o, 81, 2) # P otro punto arbitrario del plano

proyectivo. Consideramos la recta P(Q dada por las siguientes ecuaciones paramétricas:

o = g + tBo
1 = o1+t
To = o + 1S

Las intersecciones de la recta con la curva vienen dadas por:

2
F(ag +tfo, a1 + 161, ag + t02) = F(aw, o, az) + (Z <8F> (P)ﬁi> t+ (2.3)

.
i=0 Oz

1 O°F 2 _
o <Z Ox;0x; (P)ﬁiﬁ]) rel
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Impongamos condiciones para que la recta PQ corte a C' en P con multiplicidad > 3. Esto
sucede cuando ¢t =0 es una raiz con multiplicidad > 3 en la ecuaciéon anterior

Equivalentemente, cuando se cumple que:

2. 9F O°F
F(ag, o1, 02) =0, Zax.(P)BiZO’ > (&v@a:j(P)) BiB; =0
i=0 " !

En todo caso, P € C' por lo que distingamos entre que P sea singular o liso.

2.2.1. P es liso

Si P es liso, tenemos que:

alguna oz, (P)#0
y
2
OF
; 5, Pz =0

es la ecuacion de la tangente a C' en P.

Vemos que @ = (o, 51, P2) arbitrario sobre P(Q yace en la recta tangente, pero también yace

P ., 52 2, P .
en la conica de ecuacion %(P} x;xj = 0. Asi pues, esta conica contiene todos los puntos
T J

de la recta tangente y por tanto es degenerada. Esto sucede precisamente si

0’F
det <8xi8x]~ (P)) =0

y P es un punto que yace en la curva de ecuaciéon:

9%’F 9*F 9*F
Bmg Oxrg0x1  Oxglxo
_ | _8%F 9’F ?F | _
H(l’o,iﬁl,l?) — | 0xp0x1 8:(:% 0x10x2 | — 0
9*F 9%F 9%F
Orgdry  Or10x2 0x2

Esta curva esta definida por un polinomio homogéneo de grado 3(n — 1) y se dice la Hessiana

con respecto a la curva C.

2.2.2. P es singular

Si P es un punto singular se tiene que

oF
a.fi

(P)=0 con i=0,1,2
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Vv No existe tangente Unica.

Puede suceder que sea un punto doble, en cuyo caso, alguna 6?;1-28}; ; (P) # 0 y se tiene que la
recta PQ corta con multiplicidad > 3 precisamente si forma parte de la cénica degenerada. Fl
punto P puede ser un nodo o una cispide por lo que también seria una solucién de la curva
Hessiana.

Se tiene también que, claramente si P es r-singular con r > 3, %(P) = 0 para todo (i,j),

v por tanto P seria un punto de la Hessiana.

Reciprocamente:

= Sea P r-singular, si r > 3, P es solucién de la curva Hessiana.

» Si P es doble, también serd solucion de la Hessiana porque si xo(P) # 0 la conica se

reduciria a un polinomio homogéneo de grado 2: Z am 5y (P) xy = 0 que se descompone en

2 factores lineales, luego la conica es degenerada.

= Finalmente, si P es simple, la recta tangente a C' en P viene dada por ZZ 0 gf; (P)x; = 0.

Supongamos que P es solucién de la Hessmna.

Equivalentemente la conica K : 3 -2 e da: (P)x;zj =0 es degenerada.

Precisamos ahora del Teorema de Euler:

Teorema de Euler. Sea F(xg,x1,z2) homogéneo de grado n, entonces se tiene que

OF oF oF
8xo

Més atn, para todo s:

x9 = nkF(xg,x1,22)

S wp L:n(n—l)...(n—sﬂw

Ty
° c%cil e aﬂ’jis

Demostraciéon: La primera relacién es cierta para un monomio af;f)o ~:B111 '$122 con ig+11+1i9 = n.
Como % es aditivo, lo es para un polinomio homogéneo. La segunda relaciéon es cierta aplicando
1

reiteradamente la primera.

Volvamos a nuestro argumento. Consideremos sobre F(xg,x1,22) = 0 la formula de Euler apli-

cada 2 veces:

0*F
i = -1)=F y L1,
D G Bits = nln = 1) = Flao,1,2)

Como P = (ap, a1, 2) esta en la curva, encontramos que

82F
ox; 8x]

P)aja; =n(n—1)F(zg,x1,22) =0<= P e K
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Por otra parte, la recta tangente a la céonica K en P es la polar de K respecto de P; es decir:

P 82F =0
3%856] Plajei =

Ahora bien, dado el polinomio de grado n — 1, 2 ax , la féormula de Euler establece:

2
O*F OF
=(n—-1)
Gxﬁmj 0x;
En particular:
DAL
a;=(n—
= 8:6‘28.7}] J 8:@
Tenemos:
2 2 2
O*F O*F O*F
P P P =0
— Qxo0x (P)ay | 2o+ Z axlﬁxj( Jag | @1+ Z O0x;0x; (Play | 2
J=0 0 j=0
En donde el primer paréntesis se corresponde con (n — l)g—éz(P), el segundo con (n — 1)88—51(P)
y el tercero con (n — 1)6%2 (P).

Asi pues, la tangente a K en P es la tangente a C' en P, pero como K es degenerada, contiene

a la tangente y asi esta recta corta en P con multiplicidad > 3.

Conclusion: Sea F(zg,z1,z2) = 0 una curva de grado n, se define la Hessiana como la curva

de ecuacién:

9%’F 9%’F 9*F
Bm% OxgOx1  OxgOxo
_|_o’F 9*F *F | _
H(fl:'(],flfl,xQ) — | 0xp0x1 61‘% 0x10x2 | — 0
9°F 9*F 9*F
OxpOry  Or10x2 8:0%

Esta curva, dado que cada parcial de segundo orden es un polinomio de grado n — 2, tiene grado

3(n — 2), asi que esta definida para curvas de grado > 3.
Los puntos comunes a una curva y su Hessiana son: los puntos singulares y los puntos de inflexién.

Observacion: Una vez probado el Teorema de Bezout, prueba la cual exige una definicién

rigurosa de la multiplicidad de interseccién de dos curvas en un punto comun, tenemos que:

= En un punto de inflexién la multiplicidad de interseccién es 1.

= En un nodo la multiplicidad de interseccién es 6.
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= En una ctspide la multiplicidad de intersecciéon es 8.

Ahora, sea una cubica irreducible, su Hessiana tiene grado 3 y ambas se cortan en 9 puntos
contados con su multiplicidad. Si la ctubica es lisa, por lo anterior, tiene 9 puntos de inflexion
distintos. Si hay puntos singulares, no son de orden > 3 porque uniendo un tal punto con otro
de la curva, tal recta corta en 4 > 3 puntos a la cubica y ésta es irreducible. Asi se tiene que
hay singularidades dobles tinicamente. Ademas por el mismo razonamiento solo hay un punto
singular doble: si es un nodo, Bezout y lo anterior dicen que la ctbica y la Hessiana se cortan
en el nodo con multiplicidad 6 y en 3 puntos de inflexiéon distintos. Si el punto es una cispide,

entonces la cubica irreducible tiene un dnico punto de inflexion.

Conclusién: Toda cubica irreducible del plano, tiene, al menos, un punto de inflexion.

Maés atn, toda curva no singular de grado > 3 tiene puntos de inflexion.

2.2.3. Puntos singulares de una curva

Sea C' € P? una curva irreducible de grado n con ecuaciéon homogénea F(xg,z1,22) = 0.
Hemos definido un punto singular P = (0,0,1) € C como un punto tal que si  f(z,y) =
mg%F(xo,xl,xg) y ¢ =3t;y= 32, entonces %(P) =0; %(P) = 0.

Equivalentemente si consideramos la ecuacion homogénea y tenemos en cuenta la formula de
Euler: 3712 - o + 37}1 -1+ 37}; -x9 = (OF) - F vemos que si dos parciales se anulan en P y
P € C, equivalentemente la tercera parcial también se anula. De hecho, la recta tangente en P

tiene ecuacion:

oF oF OF
—(P)-2zo+ —(P)- 21+ —(P)-22=0
8x0( ) - o 8x1( ) -1 (%2( ) - T2
Tal recta existe precisamente si alguna %(P) es no nula. Los puntos singulares son las solucio-
nes comunes de las ecuaciones: gTF =0; g—F =0; g—F = 0 o bien de dos de ellas y la ecuacién
0 T2 T2

de la curva F' = 0.

Proposicion 2.2.3.1. Dada una curva irreducible C, el conjunto de puntos singulares es un

cerrado propio de la curva C'. Por tanto es un subconjunto finito de puntos.

Demostracion: Supongamos que el cerrado definido por % =0,4=20...2 es no vacio y
no es propio. Entonces % se anula en todos los puntos de la curva F' y por el lema de Study F

divide a 2£ ; pero este polinomio tiene grado igual a OF — 1 luego ello no puede suceder. Asi
ox; g g

que los puntos singulares forman un cerrado propio.
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Corolario 2.2.3.2. Una vez probado el Teorema de Bezout, la interseccion de las curvas F' = 0,
OF

7. = 0 es un cerrado propio; luego, un nimero finito de puntos. Asf, en una curva irreducible,
K3

los puntos no singulares forman un abierto no vacio, luego denso.
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Capitulo 3

Clasificaciéon proyectiva de las ctibicas

planas

3.1. Cubicas reducibles

En todo lo que sigue se consideran curvas en el plano proyectivo complejo IP’%.
Supongamos que F(xg,x1,22) = 0 es la ecuaciéon de una cubica. Investiguemos las condiciones
bajo las que tal ecuacién es reducible, es decir, se tenga F' = G - H en donde el grado de G y
H es < 3. Entonces uno de ellos es de grado 1; sea H(xg,x1,z2) = 0 tal que define una recta.

Necesariamente G = 0 define una coénica.

3.1.1. Conica irreducible

Si tal conica es no degenerada (irreducible), la recta y la conica se cortan en 2 puntos Py, Ps.

Las posibilidades son:

G=0

H =0 H=0
(a) F = 0 tiene dos puntos (b) F = 0 tiene dos pun-
dobles tos dobles infinitamente pro-

Ximos

Figura 3.1: Cénicas

19
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Si Py # P», la cabica F' = 0 tiene 2 puntos dobles.
Cuando P, = P, veremos que la cibica tiene también dos puntos pero que se encuentran infini-
tamente proximos. Esto quiere decir que la recta P P, es decir, la recta tangente a la cénica en

P, = P, tiene 4 intersecciones con la cubica en P, = Ps.

3.1.2. Conica reducible

Si la conica G(xg,xz1,22) = 0 reducible se tiene los casos siguientes:

P

Py P

(a) (b)

Figura 3.2: Representacién en la que se considera a la cénica G reducible

que corresponden a cuando no existen componentes multiples. Es decir, la cabica posee 3 puntos

dobles o un punto triple.

3.1.3. Cobnicas muy degeneradas

Este caso corresponde a cénicas en las cuales una de las rectas es multiple. Si observamos
la ilustracién que tenemos a continuacion se tiene que en el primer caso se trata de una coénica

reducible pero en el segundo no. En ambos casos la cibica una infinidad de puntos singulares.

G=0 H=0 F=H3=0
(a) (b)

Figura 3.3: Representacion en el caso de que existan componentes multiples
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Por tanto, si una ctbica es reducible, posee al menos 2 puntos dobles o un punto simple. Estas
condiciones resultan suficientes para la reducibilidad. En efecto, si la ctbica tiene 2 puntos dobles
Py, P, entonces la recta Py P> corta a la ctibica en 4 puntos (2 confundidos en P; y 2 confundidos
en P,), por tanto, debe estar contenida en la cubica y ésta es reducible. Andlogamente si existe
P punto triple, tomando cualquier otro punto Q # P, en la ctbica, la recta PQ tiene 4 = 3 + 1

intersecciones con la cuibica y debe estar contenida en la ctbica. Asi pues:

Teorema 3.1. (de reducibilidad de las cibicas). Una ciibica C' C P% es reducible <= tie-
ne o un punto triple, o, al menos, dos puntos dobles que eventualmente pueden ser infinitamente

proximos.

Podemos traducir esta caracterizacion en términos del polinomio homogéneo F'(xg,x1,z2) = 0.

Un tal polinomio de grado 3 es reducible precisamente si:

= 0 bien el sistema 37}:) =0, gTi =0, g—f? =0 tiene al menos 2 soluciones eventualmente

coincidentes

= 0 bien el sistema az,gp, =0 con 0<i,5 <2 tiene 1 solucién.
10T

3.2. Cubicas irreducibles

Supongamos ahora que C' es una cubica irreducible. Si existe un punto singular P € C, sea
Q # P otro punto en C; la recta PQ debe cortar a C en exactamente n + 1 = 3 puntos siendo
n > 2 por ser P singular. Necesariamente n = 2 y vemos que si hay puntos singulares, sélo puede
haber 1 y ser doble. Ocurre de forma clara que si P # @) son ambos puntos singulares, la recta

PQ corta a C en m puntos con m > 2+ 2 = 4 y obliga a C a ser reducible.

Asi pues, una cubica irreducible: o es no singular, o es singular y posee exactamente un punto

singular doble que o es un nodo o una cispide. Estudiemos ahora su clasificacién proyectiva.

3.2.1. Chubica irreducible con una cuspide

Sea C' una cubica irreducible con un punto cuspidal Py y sea 7 la recta tangente a Py. Sea
P, # Py otro punto sobre (', necesariamente liso y sea 73 la recta tangente a Pa. Ejemplificamos

esta situacion graficamente:
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1
PO T = 0 T2

Figura 3.4: Cubica irreducible con cuispide

Como rq corta a C' en Py con multiplicidad 3, no contiene més puntos en comin con C. Como
ro = Tp,(C) y C es irreducible, ro # PyPs, por tanto, P, = r1Nry ¢ C satisface { Py, P1, P2} son
no alineados. Existe una proyectividad ¢ : P2 — P? tal que o(P;) = (0:1;:0).
De este modo, las ecuaciones de las rectas ry y ro son:

7“1:(13220 H TQ:xQZO
Como C' es irreducible zg no divide a la ecuaciéon de C, sea F(zg,x1,22) = 0 homogéneo de
grado 3. Podemos escribir:

F(zo,21,22) = folz1, x2) 2 + fi(z1, 22) 2 + fa(z1,22) 20 + f3(z1,22) =0 (3.1)

en donde cada f;j(z1,22) es homogéneo de grado i. Notese que ciertamente xy aparece en la
ecuacion de C, de lo contrario, cada f; serfa homogéneo de grado 3 y F(xg,z1,z2) = F(x1,22)

es homogéneo de grado 3 en 2 variables y se descompone en 3 rectas. Pero C es irreducible.

Tomando coordenadas no homogéneas x = L y y = %2 la ecuacion [3.1] resulta:
To o

fo(z,y) + fi(z,y) + fo(z,y) + f3(z,y) =0 con f; homogéneo grado i

Puesto que Py = (1,0,0) es doble, fo =0; fi =0y fa(x,y) = 0 proporciona las tangentes por
Py. Como Py es cuspidal con tangentes x3 = 0, encontramos que f2(z,y) = y* y la ecuacion

es de la forma:

z3z + f3(x1,29) =0 con f3 #0 ya que C es irreducible (3.2)
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Sabemos que P> = (0,0,1) es un punto en C' con tangente xo = 0, es decir, en vemos que
f3(0,1) = 0, con lo cual z; divide a f3(z1,z2). Asi pues, existe g2(z1, z2) homogéneo de grado 2
tal que f3(z1,22) = 21 - g2(21, 72).

Mas atn, como xg = 0 es tangente a C' en Ps, las soluciones del sistema:

z3zo + 2192(21,22) =0
9 =0

proporcionan el punto P» = (0,0,1) con solucion doble. Asi pues, necesariamente go(x1,x2) =

g1(z1,22) y la ecuacién es de la forma:
2 2 _ 2 2 _
T370 + 1191(71, T2) = 1370 + 7 (ar1 + bra) =0

Se tiene que a # 0, de lo contrario, xo dividiria a la ecuacién y C seria reducible.

Veamos ahora qué ocurriria si se da b = 0. La ecuacién de C seria de la forma:
zirg + 27 =0 (3.3)

Notese que en este caso las intersecciones de la tangente a P con la curva vienen dadas por

zo = 0 ; 3 = 0; luego: P, tiene multiplicidad 3 y asf P es un punto de inflexion.

Ahora bien, ya hemos razonado que los puntos de inflexién estén en la curva F = 0 y su
Hessiana H(F') = 0. Por Bezout hay a lo sumo un nimero finito. En todo caso, es posible elegir
P no singular y no punto de inflexién, en cuyo caso b # 0.

Mediante la proyectividad:

0 1 0 0 To
| =10 a O T
Y2 0 0 b T9

La ecuaciéon de la cabica es de la forma:
2 2
x5xo +x7(r1 +22) =0

Conclusion: Todas las cubicas irreducibles con un punto cuspidal son proyectivamente equi-
valentes.

3 es una tal cabica con un punto cuspidal, se tiene que

Miés atn, como la ecuacién 32 = x
todas las ctbicas de este tipo son equivalentes a la de ecuacion y? = z2. Esta ecuacion se dice la

forma canénica de las cubicas irreducibles con un punto cuspidal.
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Notese que la ecuacion proyectiva de esta forma canoénica es precisamente la ecuacion que
era:
x%:z:o + a:if =0

Por un calculo directo comprobamos que esta ciibica tiene en (0,0, 1) su tnico punto de inflexion.

Asi pues:

Conclusiéon: Toda cabica irreducible con un punto cuspidal posee un dnico punto de infle-

xi6n.

3.2.2. Cibica irreducible con un nodo

Suponemos ahora que P € C' es el nodo y que 71 y ro son las dos tangentes pasando por P
que cortan a C' en P con multiplicidad 3. Podemos considerar una proyectividad ¢ : P? — P?
que transforme P en el punto (1,0,0), 71 en la recta de ecuacion x1 =0 y 72 en la recta de

ecuaciéon xo = 0.

La ecuacién de C es ahora de la forma:
ror172 + f3(21,72) = 0
que se puede explicitar en la formas:
3 2 2 3 _
Tor1x2 + ax] + bxire + crixs +dry =0 (3.4)
Agrupando términos podemos escribir:

z129(zo + by + cx2) + azt + dxs =0
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Considerems la siguiente proyectividad:

20 1 b ¢ To
Y1 = 010 il
Y2 0 0 1 X9

La curva [3.4] se transforma en la curva
3 3 _
xoxr1T2 + ax] +dry; =0

Necesariamente a # 0 # d, de lo contrario C seria reducible. Si consideramos ahora otra proyec-
tividad:

Yo ad 0 0 Zo
| = 0 \3/6 0 €1
Y2 0 0 \3/& X9

En este caso, la curva se transforma en:
3 3_0
ror1x2 + 27 + 15 =

Conclusién: todas las cibicas irreducibles con un nodo ordinario son proyectivamente equiva-

lentes. Se puede elegir, por ejemplo:
y? = z(z — 1) (3.5)

como forma candnica de una cibica irreducible con un nodo. La ecuacién proyectiva correspon-

diente es:

xo:z:g =zi(x — z0)2

Un célculo directo muestra que esta cibica irreducible tiene 3 puntos de inflexién: 2 a distancia

finita y el tercero (0,0,1) en el infinito.

3.3. Racionalidad de una ctbica irreducible singular

Se tiene que una cubica singular o posee un nodo o posee un punto cuspidal y, ademés, en

este ultimo caso hay un tnico punto de inflexion.
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Proposicion 3.3.1. Todas las cibicas planas nodales son proyectivamente equivalentes, ad-
mitiendo como ecuaciéon una de la forma 3 + y3 = zyz. Para ésta, (0,0,1) es un punto doble
v el haz de rectas y = tx permite dar una parametrizaciéon de la cibica, a saber x =t¢; y =
t2: 2z =1+ t3. Igualmente, todas las ctibicas cuspidales son proyectivamente equivalentes, ad-
mitiendo como ecuacién una de la forma y?z = x3. Para ésta, (0,0,1) es un punto doble y el haz

de rectas y = tz permite dar una parametrizacion de la cubica, a saber: x =t2; y=1t3; z=1.

Demostracion: Sea C una cubica nodal, podemos suponer que P = (0,0,1) es el nodo y

que z,y = 0 son las rectas tangentes. La ecuacién afin sera de la forma

f(z,y) = zy + ax® + b’y + cxy® + dy®

2

en donde no aparecen términos en z? e y%. Ademas se tiene que a # 0 y d # 0 al ser

y =0, z = 0 tangentes en un punto doble. Ahora la curva proyectiva es:
f(z,y, 2) = zyz + az® + bx’y + cxy® + dy® = ax® + dy® + zy(z + bz + cy)

Podemos considerar la transformaciéon proyectiva T = x; y =vy; Z = z+ bx + cy con lo
cual f(z,y,z) = ax® + dy> + zzy. Nuevamente la transformacion proyectiva T = Jaz; 7 =
Vdy;, z= —\3/6\3/32 permite llegar a la ecuacion

flxy,z) =2 +y° —ayz

que afinmente seria,

flz,y,1) =2 + ¢ —ay

cortando ahora con y = tx conseguimos 2 + (tz)3 —t2? = 0; 2%((1 +t3)x —t) = 0 que

t

5 Entonces y = % vasi z=t; y=t> z=1+1¢

proporciona x =y =0 dobley =z =

es una parametrizacion.

Consideremos ahora C la cubica cuspidal. Podemos suponer que P = (0,0,1) e y = 0 es tangente.

La ecuacién afin de la curva seria:
flz,y,1) = y* + az® + ba®y + cay® + dy®

en donde a # 0, al ser y = 0 tangente en un punto doble.

Ahora bien, C' posee un punto de inflexién @. Podemos suponer @ = (0,1,0), la tangente
inflexional la puedo tomar x = 0 o bien z = 0. Nétese que si tomamos z = 0, se determina
completamente la referencia proyectiva. Existe una transformacion proyectiva T que lleva P en
(0,0,1), Q en (0,1,0), Tp(C) en y =0; Py(C) en z =0; luego la recta PQ en x = 0.

Para imponer estas ultimas condiciones, proyectivizamos la curva:

f(z,y,2) = v*2z + ax® + b’y + cay® + dy?
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v tomamos la restriccién afin y = 1, teniéndose:
flz,1,2) =z +az® + bz’ + cx +d

Como f(0,1,0) =0, entonces d =0 y como z = 0 es tangente inflexional se tiene que a # 0

pero b=c=0. Asi pues:
f(a,y,2) = y*2 + aa’

Ahora hacemos la transformacion proyectiva T = —+/az y la ecuacion de la cubica es:

f(xayvz) = y2Z - x3

Afinmente:
y =

Intersecando con las rectas y = tz encontramos z?(x —t)? = 0; que dice que z =y = 0 es
doble y x = t?, luego y = t3, nos da el otro punto de corte. Asi pues: (z,y,2) = (t2,13,1) es

una parametrizacion.

3.4. Cbica irreducible no singular

Supongamos ahora que C' es una cubica no singular: cada punto de C que verifique la ecuacion
de su Hessiana es un punto de inflexiéon. De hecho, ciertamente C' tiene puntos de inflexién. Sea
A tal punto y 7 = T4(C) la recta tangente. Por tanto r corta a C' en A con multiplicidad
exactamente 3. Mediante una proyectividad podemos suponer que r es la recta xg = 0 y el
punto A es el punto A = (0,0,1). Esto significa que tomando coordenadas no homogéneas

x1.

r =% y=22" A esta en la recta del infinito del plano afin de coordenadas (x,y), como se
) o

puede ver en el siguiente ejemplo ilustrativo:

A=(0,0,1) x,=0
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Razonando como en los casos previos, como C' es irreducible, su ecuacién no es divisible por o,

pero esta variable aparece en ella. Ordenando la ecuacién por potencias de z2 tenemos:
3 2
apxs + ai(xo, x1)xs + az(wo, x1)x2 + asz(xo, 1) =0

Reduciendo la ecuacion al plano afin 2o # 0y, teniendo en cuenta que el punto A = (0,0,1) € C
es liso con tangente zo = 0, encontramos que ag = 0 y aj(zg,z1) = axg. Pero todavia mas,
como A es inflexion, las intersecciones de la curva con la tangente inflexional zg = 0 son 3 puntos

confundidos en A; es decir, el sistema:

{ azox3 + as(wo, 1)2 + as(zg, 1) =0

g = 0
tiene como solucion al punto A = (0,0, 1) con multiplicidad 3. Equivalentemente, la ecuaciéon
a2(0,z1)x2 + a3(0,21) =0

debe tener la solucién (0,1) con multiplicidad 3. Como a2(0, 1) es homogéneo de grado 2 y
a3(0,z1) es homogéneo de grado 3, necesariamente ag(xg,x1) = zob(xo,x1) con b(xp, 1) homo-

géneo de grado 1 y a3z(0,z1) # 0, es decir, podemos escribir la ecuacién anterior como
Tox3 + 2x029b(20, 1) + az(wo, x1) = 0
Completamos el cuadrado con los dos primeros sumandos:
T0x3 4 2x0x2b(20, 21) = o (23 + 220b(0, 1) + b(20, 1) — b(x0, 1)?)
y conseguimos:
xo(x3 + 2xob(wo, 1) + bz, 21)?) — 20b(x0, 1) + az(xg, z1) = 0

donde xgb(xg, x1)% 4 a3(xo,z1) es homogéneo de grado 3. Definimos ahora una nueva variable
(.%")2 = IL'% + 2:1‘2[)(:50, xl) + b(CC(), x1)2.

Consideremos la proyectividad definida por las ecuaciones:

xy = T
) =2

xhy = b(xo, 1) + T2

La ecuacién de la curva se transforma ahora en

3

o3 = (o, 21) = [ J (@1 — zos)
=1
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en donde hemos usado que p(zgp, 1) es homogéneo de grado 3.

Sobre el plano afin de coordenadas z = ;—(1); Y= %, la ecuacién es ahora:

y? = (x = M)(z = A2)(z — Xg)

en donde P; = (1,);,0) son 3 puntos alineados sobre la recta xo = 0. Notese que cada recta
x1 — 2o\ = 0 pasa por 2 de los puntos P; = (1,;,0) y una vez por A = (0,0,1). Ademés
A1, A2 ¥ A3 son diferentes entre si, de lo contrario P; seria singular. Por tanto, las rectas AP;
son 3 rectas tangentes a Pi, Po, P3 pasando por A y diferentes de la tangente inflexional en A.

Geométricamente la situacién serfa la siguiente:

En particular, la proyectividad definida por las ecuaciones previas puede interpretarse geomeé-
tricamente como la que transforma la recta que pasa por los puntos Pi, P», P3 en la ecuacién

xg = 0. Ademas este calculo prueba lo siguiente:

Proposicion 3.4.1. Si A es un punto de inflexién para una cubica no singular C, existen
3 rectas tangentes a C pasando por A que son distintas entre si y distintas de la tangente infle-
xional, de manera que los puntos de tangencia P, P>, P53 estan alineados.

Finalmente observemos las intersecciones de C con la recta 1 =0 :

3301'% = —(Qfg)\lAQAg) — l’o(ﬂ?% + x% + l’%)\l)\g)\g) =0
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de donde obtenemos el punto A = (0,0,1) con multiplicidad 1, y siempre que A; A3 # 0, dos

puntos diferentes sobre la ctbica.

Podemos considerar la proyectividad que lleva la recta AP; de ecuacion x1 — Az en la de
ecuacion x1 = 0 y posteriormente la que elige el punto unido sobre la recta AP», es decir, dada

la ecuacion:
zoxa = x1 (21 — axg)(x1 — bxg) con a #b

aplicamos la recta x1 — axg en r1 — xg y se tiene la ecuacién

To o b
—r7 = 11\X1 — X r1 — —X
i 1(71 — o) (71 . 0)

ahora hacemos el cambio x9 — /axs y la ecuacion resulta:
a:o:x% =z1(x1 —x0)(x1 — A\xg) con A #0,1

Lo que hemos hecho es cambiar el punto P; en (1,1,0) y el punto unido (1,1,1) = U esta sobre

la recta AP». En coordendas no homogéneas x = i—é; Yy = i—(l), la ecuacién de la curva C es ahora

y? =x(x—1)(z —\) con A#0,1 (3.6)
que es la forma normal de Weierstrass y podemos considerar como ecuacién canénica de las

ctibicas no singulares.

Reciprocamente: Supongamos que es posible demostrar mediante razonamientos geométricos

(sin hacer uso de reducir una ctbica a su forma canonica) las propiedades siguientes:

1. Una cibica con un punto cuspidal posee un punto de inflexién.

2. Una cibica con un nodo tiene puntos de inflexién y por cada uno de ellos existe una recta

tangente a la cibica diferente de la tangente inflexional.

3. Una cubica no singular tiene puntos de inflexién y por cada uno de ellos existen 3 rectas
tangentes a la cubica diferentes de la tangente inflexional que encuentran a la ctubica en 3

puntos alineados.

En tal caso, se puede llegar a las formas canoénicas [3.3] y considerando las referencias

proyectivas como en las figuras siguientes:
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CASO 1.

= Fy es punto de inflexién con tangente zg =0

= Fjy es punto cuspidal con tangente x5 =0

unto de inflexién

Punto

cuspidal E;

EO IQZO

Figura 3.5: Curva 2 = 23

CASO 2.

= Fs es punto de inflexién con tangente xg = 0

x1 = 0 es la tangente a C pasando por Es

x9 = 0 es la recta pasando por el punto de tangencia y el punto doble

El punto unido (1,1,1) = U de la referencia esta sobre la recta que une Es con el punto
doble
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P=(1,1,0) E\

Figura 3.6: Curva: y* = x(z — 1)?

CASO 3.

= Fs punto de inflexién con tangente xg = 0

= xo = 0 recta por los puntos Pi, P», P3 de tangencia de las 3 rectas tangentes por Fj

diferentes de la inflexional
= x1 = 0 una de las rectas tangentes por F3

= El punto unido U de la referencia sobre una de las otras 2 rectas tangentes

Figura 3.7: Curva: y? = z(z — 1)(z — \)



3.5. El espacio de Moduli de ctubicas lisas en el plano proyectivo 33

De lo anterior queda claro que los casos 1. y 2. se obtienen por degeneracién del caso 3.
Si Py = P3y Pp # P» se tiene el punto doble ordinario y cuando P; = P, = Pj se tiene el punto

cuspidal.

También de la discusion de las formas candnicas mediante cambios del referencial proyectivo

queda claro que:

1. Todas las ctibicas con un nodo son proyectivamente equivalentes entre si.

2. Todas las ctbicas con una cispide son proyectivamente equivalentes.

Ademas 1. y 2. son 2 clases disjuntas.

Queda razonar cuantas clases proyectivamente equivalentes de cibicas lisas existen. Teniendo
en cuenta la forma canénica o reducida de Weierstrass parece que tales clases se corresponden

con los valores del pardmetro X : X # 0,1. Vamos a estudiar esta situacion en detalle.

3.5. El espacio de Moduli de ctbicas lisas en el plano proyectivo

Comenzamos recordando el concepto de razén doble de 4 puntos sobre una recta proyectiva
P!

Definicién 3.5.1. Sea P! una recta proyectiva y sean Py, P, P3, Py puntos de la recta tales
que Py, P5, P3 son distintos. Se define la razén doble de Py, P5, P3, Py como 3(Py, Py, P3, Py) =
Z—; € CU {o0}, en donde (yo,y1) son las coordenadas homogéneas del punto Py en la referencia

proyectiva formada por P;, Po» como puntos fundamentales y P3 como punto unido.

Supongamos que P; = (\;, u;) € PL. Nétese que no se hace ninguna hipétesis acerca del punto Py.
Vamos a dar una expresion para la razén doble en funcion de las coordenadas de los puntos. Para
que {Py, P», P3} formen una referencia proyectiva, calculamos (a,b) tales que aP, + bPy = Ps.

Esto conduce al sistema lineal:

A A A A+ bAy =\ A1
al ™M b 2| _ 3 — aA1 + bA2 3 1 A2 £0
G} 2 3 apn + bug = p3 B 2
Por tanto:

A3 A9 A1 A3
w3 H2 M1 3
aqa = " 7 b = —-——
/\1 )\2 )\1 )\2
M1 2 H1  H2
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Asi pues, substituimos los representantes de P; y P; por aPy, bPy y ahora {aP;,bPs, P3} es una

referencia proyectiva. Las coordenadas homogéneas (yo,y1) de Py = (A4, pg) en esta referencia

son:
Ay bAo Ala Mg
Ara bAo A4 pa bug pH1a g
Yo + Y1 = = Y= ; Y=
nia bz Ha a1 bs al1 b)g
apy  bug apr  bus
Asi pues, las coordenadas no homogéneas:
Al M Az Aol A1 A4 A3 Al A A
a
Y1 H1 o pa)[H3 0 p2) M1 4] (M3 H2| R4 H
Yo b AL Az A1 A3l (A Ae A3 Al [ Ag
Mg 2 H1 o H3| |H4 2 3 p1| |4 2

Y1

Notese que cuando Py = Py, P», P53 se obtienen respectivamente los valores <+ = 0, oo, 1.
Yo

El significado de la razon doble es que constituye un variante proyectivo, es decir:

Teorema 3.5.2. Sean P{, PI rectas proyectivasy sean {Py, Py, P3, Py} C Py {Q1,Q2,Q3,Q4} C
P! con {Py, Py, P3} distintos y {Q1, Q2, Q3} distintos. Existe un isomorfismo f: P1 — Pi tal
que f(P;) = Q; precisamente, si 8(Py, Ps, P3, Py) = 5(Q1, Q2, @3, RQ4) (la razon doble coincide).

Demostraciéon: Es la misma que la del Teorema Fundamental pero caracterizando esta vez
las proyectividades. Supongamos P; = [v;] ; Q; = [w;]. Entonces f viene inducido por una
aplicacion lineal ¢ : Vi — V5 tal que ¢(v;) = w; con @ = 1,2,3. Si Py tiene coordenadas
homogéneas (yo,y1) en el referencial proyectivo {Py, P, P3} entonces f(Py) tiene las mismas
coordenadas que Py pero con respecto al referencial {Q1,Q2,Qs}. Por tanto, por definicion de
raz6n doble :

B(Py, Py, P3, Py) = L B(Q1,Q2,Q3, f(Py))

n

Entonces :  f(Ps) = Q4 precisamente si (4 tiene coordenadas homogéneas (yo,y1) y esta condi-

cion es equivalente a : 3(Q1,Q2,Q3,Q4) = % y asi concluye la prueba.

Resulta claro que dados 4 puntos en P2, su razén doble depende del orden en que se consideren.
Ahora bien, sean Pj, Py, Ps, Py todos distintos, es decir, la situaciéon méas general. Calculando la
razoén doble de todas sus permutaciones se obtienen exactamente 6 valores :

1 - B-1 B8
1-g 7 B 7 B-1

B:{ﬁ:(P11P27P37P4) ) ; ) 1_6 )
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Deseamos encontrar una funcién que se mantenga constante sobre este conjunto y por tanto que

caracterice las cuaternas de puntos sobre la recta. Una funcion J debe verificar que J(8) = J(/)
para 3,3 € C~ {0, 1} precisamente si 5’ € {B, %, 1- 3, ﬁ, %, %}

Para ello consideremos la situacién general en que el conjunto de valores B son todos distin-
tos y construyamos el polinomio ménico de grado 6 que tiene por raices precisamente al conjunto

mencionado, que va a ser:
q(z) = (2® — 2+ 1)3 — j(B)z?(z — 1)?
en donde j(B) = BB+1D* o5 una funcién racional definida para todo f € C ~ {0,1}. Por

B2(8—1)2
construccion :

i(B)=j(B") <= p' €B

Hay ocasiones en las que los valores de B no son todos distintos. Esto sucede cuando se dan los

siguientes valores de 8 : § = —1, 2, %, —¢, —¢? siendo € = —% + 73z una rafz cibica primitiva

de la unidad.

% resulta que j(B8) = % vy en tal caso el polinomio es g(x) =
(z+1)%*(z-2)>%*z—-3)? v B={1,1,2,2,3,3}.
2 resulta que j(B) =0 vy el polinomio es ¢(z) = (22 —x +1)3 =

En los casos 8 = —1, 2,

En los casos 8 = —¢, —¢

(z+¢e)*(x+¢e?)? ylas raices son B = {—¢,—¢, —¢, —e2, —£%, —e?}.

Por tanto, en todo caso :
6 ; g — (B2=p+1)° :
Lema 3.5.3. Dada la funcion racional j(8) = 1) definida en C ~ {0,1} se ve-

rifica :
i(B)=j(B) <= p' €B

Por tanto, si bien es cierto que la razén doble de una cuaterna de puntos distintos en una recta
proyectiva depende del orden en que sean considerados, hemos encontrado una funcién racional
j(B) que no depende de tal orden. Asi pues : si Py, Py, P3, Py son 4 puntos distintos, esta bien
definido j(B(P1, P2, P3, Py)) que se dice el médulo de la cuaterna y se verifica el siguiente

teorema.

Teorema 3.5.4. Sean {P), P, P3, Py} v {Q1,Q2,Q3,Q4} 2 cuaternas no ordenadas de pun-
tos distintos sobre una recta proyectiva. Estas son equivalentes <= j(B8(P1, Py, P, Py)) =

J(B(Q1,Q2,Q3,Q4)).
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Demostracion: si {P;, Py, P3, Py} v {Q1,Q2,Q3,Q4} son proyectivamente equivalentes, existe

f : Pt — P! tal que {f(P1)7 f(P2)7f(P3)7 f(P4)} = {Q17Q27 Qs, Q4} En tal caso se tiene:
B(Py, Py, P3, Py) = B(f(P1), f(P2), f(P3), f(Py) por el teorema previo, y por el lema anterior

j(P1’P27P3)P4) :](f(Pl)’f(Pz)vf(Pd)’f(P‘l) :j(QlaQ27Q37Q4)‘
Reciprocamente, si j(Pi, P2, P3, Py) = j(Q1,Q2,Q3,Q4) por el lema previo, después de haber

permutado Q1,Q2, @3, Q4 se tiene: B(Py, P2, P3, Py) = B(Qiy, Qiy, Qis, Qiy) ¥ entonces, por el
teorema anterior existe una proyectividad aplicando P; en Q;;.

Todavia necesitamos un resultado auxiliar: el comportamiento de multiplicidades de intersec-

cion frente a una proyectividad.

Proposicién 3.5.5. Sea T : P2 — P? una proyectividad con matriz inversible N, de ma-
nera que (zg,z1,22) coordenadas homogéneas en el IP’% se transforman de la siguiente manera:
NX =Y. Sea F(xzg,z1,22) = 0 una curva C'y sea T'C su transformada. Sean P, (Q dos puntos,

r la recta que los une y T'P, T'Q), T'r sus transformados. Se verifica:
my(C, 1) = mpp(TC,Tr)

Demostracion: sea G(yo,y1,y2) = 0 la ecuacion de la curva transformada T'C. Los pun-
tos (yo,y1,y2) € TC' se corresponden biunivocamente con los (zg,z1,22) € C  mediante

(Yo, y1,y2) = N(zg,21,22). Es decir :
F(zo,z1,22) = F(N" (yo,y1,42)) = FN" (o, 41, y2)
Con lo cual :
G(yo,y1,12) =0 <= FN Y(zg, 1, 29) =0

Sear = {\P + uQ} con (A, u) € P, las intersecciones de C' = Z(F) con la recta r corresponden
a las raices contadas con multiplicidad del polinomio F(AP + pu@) = 0. Ahora sean TP = NP;
TQ = NQ. Las intersecciones de la curva TC con la recta Tr = {\TP + uTQ} con (\,u) € P!
corresponden a las raices contadas con multiplicidad de G(ATP + p@) = 0.

Ahora bien:

G\TP 4+ uTQ) = GIANP + uNQ) = G(N(AP + uQ)) = FN"IN(AP + uQ) = F(AP + uQ)

Con lo cual (Ao, po) es solucion de F(AP 4 p@) = 0 con cierta multiplicidad no necesariamente

igual a la multiplicidad de G(AT'P + uT'Q) = 0. En particular la proposicion queda probada.
Corolario 3.5.6. Se verifican las propiedades siguientes:

1. El grado de una curva plana es un variante proyectivo.
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2. Un punto P € C de inflexién se aplica por una proyectividad en un punto de inflexion.

3. Una proyectividad aplica un punto miltiple de orden r en otro de igual orden.

Proposicion 3.5.7. Sea C una cubica lisa. Se verifica: Ay B son 2 puntos de inflexion, la recta

r que pasa por ellos corta a C' en un tercer punto de inflexion.

Demostracion: Podemos considerar para C su ecuacién normal o de Weierstrass y? = ¢(z)

en donde x = 71; y = 72; 9 = 0 es la recta del infinito correspondiente al plano afin AZ

0 ty) Y
También podemos suponer que A = Fy = (0,0,1). Dada esta situacion por ser B un punto de
inflexion ha de ser distinto de los puntos P; = (1,0,0),(1,1,0), (1, A,0). Por tanto B = (1,0,b)

con b # 0. Consideramos la proyectividad definida por:
=z 5 Y=y

Esta proyectividad deja invariante la curva y? = p(x) y transforma la recta h = EoB en otra
recta TEsTB = TFEyB’ en donde TEy y B’ son de inflexion. Ahora bien, B = (a, b) se aplica

en B’ = (a,—b), con lo cual vemos que B’ y B estan sobre la recta x = a, cuya direccion es

x1 = 0 y por tanto contiene al punto del infinito F». En consecuencia, el tercer punto de corte
de E9B es B’ y es de inflexion.

Teorema 3.5.8. (Teorema débil de Salmon) Sea C una cubica lisa y P € C un punto
de inflexion. La cubica C' posee exactamente 4 tangentes distintas que pasan por P, incluyendo

la tangente inflexional. El médulo de las 4 tangentes es independiente de la eleccién de P.

Demostraciéon: Supongamos primero para C' su forma normal: entonces Fo = (0,0,1) es un
punto de inflexién con tangente xg = 0. Las otras 3 tangentes pasando por P vienen dadas por
las rectas de ecuacion t =0; z=1; 2=\ con A#0,1.

Sea ahora C' una cibica no singular cualquiera y P un punto de inflexién, hemos razonado que
existe una proyectividad ¢ : P2 — P? que aplica P en Eo = (0,0, 1). Mediante esta proyectivi-
dad las rectas del haz pasando por P se corresponden biunivocamente con las tangentes a 7'C' por
FE5. Mas aiin, los puntos de tangencia 1, Q2, Q3 estan alineados con el punto de interseccion de
esta recta con la tangente inflexional; sea ()4, entonces éstos corresponden con los Pj, Py, P3, Ps

en la forma normal.

Entendiendo la razén doble de las 4 tangentes como la de los 4 puntos alineados obtenidos
intersecando con una recta, vemos que [3(Q1,Q2,Q3,Q4) = B(P1, P2, P3, Pyx). Ahora bien, en
la forma normal : P, = (1,0,0), P» = (1,1,0), Ps = (1,\,0) y Px = (0,1,0).

Encontramos que :

B(Ps, Py, Pi, Py) = A
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yen consecuencia:

2 3
0) =i = S

Corolario 3.5.9. Dadas C' y C’ dos cibicas no singulares en P? se tiene:
C y C' son proyectivamente equivalentes <= j(C) = j(C")

Demostracion: Sean C'y C' proyectivamente equivalentes, entonces ambas son equivalentes a

una misma cubica dada en forma normal yo = x(x — 1)(z — A\) y en consecuencia se tiene que

J(C) = 4(C) = §(N).

Reciprocamente sean C' 'y C” dos ctibicas lisas y consideremos sus formas normales:
yo=a(z—1)(z—N) ; yo=a(w—1)(x— X) v supongamos que j(A) = j(N).

Si M = ), las posibilidades para X son los 5 siguientes valores:

1 1 A—1 A
’ A 1—X 7 A a1

Sera suficiente probar la existencia de una proyectividad que transforma yo = z(z—1)(z— ) en
yo = xz(x — 1)(x — X') cuando X = %, 1 — )\, dado que en los demads casos seran composiciones

de entre las siguientes:

= SiX =%, encontramos yo = z(z—1)(z—A) <= My = z(Az—A)(Az—1) = (A%)2y2 =

()\%y)2 y vemos que la substituacion 2’ = Az ; 3/ = )\%y proporciona la proyectividad.

s Si )N =1-\ tenemos y?> = z(z—1)(z—(1-N)) = 2(z—1)(x—1+)) = 2(z—1)(—(—2+1—
A)). Hagamos —z+1=2' ; x=1-2"; 4> = (1—2)(—2')(—(2'=N)) = (&' = 1)(2) (2’ —
A (=1) = /(2" — 1)(a’ — N\)(=1) Es decir (=1)y? = i%y? = (iy)? = 2/(2' — 1)(2' — N) ;

haciendo 3’ = iy se concluye.

3.6. Clasificaciéon de ciibicas lisas de grado 3

Primero hacemos un comentario acerca del calculo del médulo de una ctbica lisa. Basandonos
en el Teorema débil de Salmon, en general no es facil encontrarlo, ya que supone haber calculado

de antemano los puntos de inflexién. Sin embargo, Salmon ha dado un resultado relevante:

Teorema fuerte de Salmon. Sea C una cibica plana no singular. Si P € C no es un
punto de inflexién, existen 4 rectas tangentes a C desde P distintas entre si y distintas a la

tangente a C' en P.
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Cuando el punto P se aproxima al punto de inflexiéon una de las 4 rectas tangentes tiende a la

tangente por P y proporcionan la tangente de inflexion.

Demostracion: Dada una ciibica lisa, sabemos que desde un punto genérico del plano se pueden
trazar 6 rectas tangentes a la cibica. Los puntos de contacto de tales tangentes son los puntos
de interseccién de la curva con su curva polar respecto al punto.

Vamos a estudiar cudntas rectas tangentes se pueden trazar a la cibica si el punto yace en ésta.
Se trata de calcular explicitamente el 0-ciclo interseccion de la cubica con su polar, que es de
grado 6. Veremos que la multiplicidad de interseccién de un punto es 1 si el punto no es P y vale

2 0 3 dependiendo de si P es simple ordinario o de inflexion.

Suponemos que P = (0,0,1) y que y = 0 es la tangente. La ecuacion de la ctbica es:
f(@,y,2) = 2%y + 2(0a® + Bay + %) + (az® + b’y + cau® + dy?)

y la polar respecto a (0,0,1) es

)
(,7]; = 22y + ax® + By + vy’

En particular P estd en la interseccién de la ctabica y su polar.
Supongamos que P es ordinario, entonces y = 0 corta a f en P con multiplicidad 2, por lo que

a # 0. Considerando las curvas en el plano z =1 se tiene:

f(@,y,2) =y + ax® + By + vy° + (az® + b’y + cau® + dy?)

of
5wy ) =2+ az? + Bry + yy°

con lo cual P es liso en ambos con y = 0 tangente comiin. La multiplicidad de interseccién es
14+ puntos préximos. Para calcular los puntos préximos aplicamos la transformacién cuadratica
especial ¥ = x; Ty = y . Entonces:

f@ZY) =75+ o + BTG +... =02 G+aT+ BTG +...=0
g(f@) =0Ty + o> + BTG +.. =0 af+aZ+ BTG +...=0
Vemos que P es simple con tangentes distintas, luego se tiene que el nimero de puntos préximos

es 1. Asi, la multiplicidad de interseccion es P es 2.

Si suponemos que P es una inflexion, entonces aa =0 y a # 0. Ahora la polar es reducible:

aof _
32_y

por lo tanto la multiplicidad de interseccion es (f,y)p = 3.

(2z+ Bx +vy) talque 2z+ pxr+~yy =0 nocontienea P,
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Sea ahora () # P un punto de contacto de una recta tangente a la cdabica desde P. Como
una recta y una ctibica se cortan en 3 puntos, ) debe de ser ordinario. Es decir, si suponemos

que y =0 es la tangente en @, la ecuaciéon de la cibica es:
f(z,y,2) = 2%y + z(ax® + Bxy + vy?) + az® + br’y + cxy® + dy®

en donde o # 0.
Como el punto P yace en y = 0 es de la forma (x,0,z) y ademés debe ser x # 0 pues
P # Q. Como f(z,0,2) = zaz? + az® = 2%(2a + az) = 0 deducimos que za + azx = 0, luego

P = (2,0,72%) = (,0, —a) y eventualmente a pudiera ser 0. La polar respecto a P es:

of _,of _

a(“)x a@z =0

Ahora bien, se tiene que

g‘; = 202z + Bry + 3az® + 2bxy
of _ 2 2
3, = 2zy + az” + Bry + vy (3.7)
con lo cual
ag — ag—f = a(2azz + Bzy) — a2zy + a(3az® + 2bxy) — a(az® + Bry + vy°)
x z

Asi @ es liso con tangentes y = 0 para f y «a(2ax + Sy) — 2ay = 0 para la polar que, como

a # 0, es diferente de y = 0. Asi pues la multiplicidad de interseccion en @) vale 1.

En consecuencia, desde un punto de una cubica se pueden trazar exactamente 4 tangentes a
la ctibica y son distintas. Si el punto no es de inflexién se excluye la tangente por el punto y si

es de inflexién, se incluye.

(A2=X+1)3
X(A—1)

siempre soluciéon excepto cuando A = 0, A = 1 en cuyo caso J(A) = co. Vemos entonces que

Consideremos el modulo J(\) = . Veamos que la ecuacion J(A) = ¢ con ¢ € C tiene

llamando
C = {cubicas no singulares} / equivalencia proyectiva

existe un isomorfismo J: C — P~ {(0,1)} = Al
Este es el primer ejemplo de Espacio de moduli, el espacio que clasifica las cubicas lisas es

isomorfo con una variedad algebraica: la recta afin Al.



Capitulo 4

Estudio de las cubicas irreducibles

4.1. Configuracién geométrica definida por las inflexiones de una

curva lisa

Ya hemos visto que una cubica lisa posee 9 puntos de inflexiéon. Recordemos que una recta
corta a la ctiibica en 3 puntos contados con multiplicidad. Nos seré ttil en el estudio que vamos

a hacer el siguiente resultado:

Proposicion 4.1.1. Dada una cubica lisa C, si L es una recta uniendo 2 puntos de inflexion, L

corta a C en un tercer punto de inflexion.

Demostracion: La familia de cubicas planas depende de 9 parametros. Imponiendo 8 con-
diciones independientes tenemos un haz de cibicas C + AC’ = 0. Las cubicas pasando por los 8
puntos que determinan tales condiciones son las ciibicas de este haz. Pero por Bezout, C' y C’
se cortan en 9 puntos y toda C' + AC’ tiene en comin esos 9 puntos. Asi pues, las cibicas que
pasan por 8 puntos, pasan también por un noveno punto.

Sea L una recta uniendo 2 puntos de inflexiéon P, P> en la cubica. Sea Pj el tercer punto de
corte. Llamemos L1, Lo, L3 a las tangentes en Py, P5, P3. Entonces Lq - Lo - L3 es una cibica que
pasa por 8 puntos de los 9 de interseccion de la cibica C' = 0 con la ctbica L3 = 0. Sin embargo
se cumple también que L - Ly - Lg pasa también por el noveno. Asi L3 corta a C' en P3 con

multiplicidad 3 y Ps es un punto de inflexion.

Teorema 4.1.2. Existen 12 rectas, cada una de ellas conteniendo 3 puntos de inflexion de
una cibica lisa. Estas rectas se pueden distribuir en 4 tridngulos cada uno de ellos conteniendo

los 9 puntos de inflexion de la cubica. La configuracion de los punto de inflexién de una cabica

41
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lisa y las rectas que los contienen en un espacio afin finito: el espacio afin sobre el cuerpo Zs.

Demostracion: La haremos en varios pasos para explicarla de forma exhaustiva y asi entenderla
lo mejor posible.

Sean {P,..., Py} los puntos de inflexion de la cubica lisa C. Fijemos uno de ellos, por ejemplo
Pi. Dado P», la recta P; P, corta a C en un tercer punto de inflexion. Sea P; P, P3 dicha recta,
tomemos P, otro punto de inflexion distinto, la recta PPy corta a C en un punto de inflexién

distinto de P» y Ps ya que no puede haber mas de 3 puntos comunes a una cubica y una recta. Asi

tenemos otra recta P; PyPs. Con igual razonamiento encontramos las rectas Py PsPr v Pi PsPy.
Asi pues, tenemos que por cada punto de inflexiéon existen 4 rectas distintas conteniendo todos

los 9 puntos de inflexién.

Podemos contar el ntmero total de tales rectas: cada punto de inflexién da lugar a 4 rectas,
pero entre todas estas 36, la recta que une 3 inflexiones estd contada 3 veces (una por cada

punto que contiene). Asi pues el ntumero de rectas se reduce a 12.

Ahora veamos que cada recta de las que pasa por P; da lugar a un tridngulo conteniendo 9
inflexiones. Fijemos la recta [ = PP, P3, de ella salen 9 rectas conteniendo a los 9 puntos de
inflexién. En consecuencia faltan por determinar 2 rectas I’ y [” distintas de [ y distintas de las
9 a las que da lugar [.

La recta I’ pasa por 3 inflexiones que no pueden ser las contenidas en [ pues de lo contrario !’
serfa o bien [ o una de las 9 rectas que salen de [. Entonces podemos suponer I’ = P, P5Ps. Ahora,

la otra recta I” es distinta de [, de I’ y de las 9 rectas que salen de [, sin embargo es claro que

estas 9 rectas unen PP, P3 con PyP5Ps. En consecuencia, [” tiene que ser la recta uniendo los

3 puntos de inflexion restantes Py, Py y Py. En consecuencia [ =1,2,3; ' =4,5,6; 1" =7,8,9

constituyen un tridngulo conteniendo los 9 puntos de inflexién.

La recta r = 1,4,7 determina un segundo triangulo: la recta 7’ que pasa por 2 debe conte-
ner por igual razén que antes un punto de inflexion en I’ y otro en 1”. Si tomamos por ejemplo
la recta 2,5, llamemos 8 al punto donde corta a I’. Ahora queda necesariamente r” contenien-
do a 6,8,9.

Distribuyendo los puntos en una matriz 3 X 3, encontramos que las filas, por un lado, y las
columnas, por otro, dan 2 tridngulos conteniendo las 9 inflexiones. Con esta informacién pode-
mos identificar los otros 2 tridngulos que se definen a partir de las otras 2 rectas pasando por 1.
Claramente una es 1,5,9 pues la eleccion de 6 u 8 implica 4 inflexiones sobre una recta y la
otra es 1,6,8.

El tridngulo construido a partir de s = 1,5,9 estd formado por ésta y las rectas s’ y s’ que
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identificamos a continuacion. Se tiene que la recta que pasa por 2,6 y por el tercer punto de
corte no puede estar en v’ nien 7"’ nien !’ ni en !” pues habria 4 inflexiones en una de esas

rectas, luego tal punto es r NI1” = 7, por tanto tenemos s’ = 2,6,7. Con un razonamiento

analogo obtenemos s’ =4,8,3.

Vemos que, con respecto a la matriz numeérica, un tercer tridngulo viene definido por las 3
rectas correspondientes a los términos positivos en el desarrollo del determinante.
El cuarto tridngulo esta definido por ¢t =1,6,8 y ¢/, t” son los otros 2 sumandos que junto con

t dan los términos negativos en el determinante.

4.2. Ley de grupo en los puntos de una ctibica plana no singular

Vamos a introducir una operacién en los puntos de una ctibica no singular mediante la cual,
dichos puntos estructuran algebraicamente como un grupo. Ello permitira obtener algunos resul-

tados geométricos muy comodamente usando el formalismo algebraico.

Definicion 4.3.1. Sea C' un ctibica no singular y fijemos como referencia un punto O € C.
Dados A, B dos puntos cualesquiera en C' consideramos la recta AB = L; entendiendo que si
A= B, L eslatangente a C en el punto A. Por ser C' de grado 3, existe un tercer punto R tal
que LNC ={A,B,R}. Ahora sea H la recta definida por O y R, cortard a C en un tercer
punto que denotaremos por A + B.

Esta construccion geomeétrica permite definir una aplicacion C x C — C' y vamos a probar que

dicha aplicacion es una operacion con la cual (C,+) es un grupo abeliano.

Se tiene que la conmutatividad es inmediata pues la recta determinada por 2 puntos es tni-
ca; luego, A+ B=B+ A. Ademés O € C es el elemento neutro. Sea A € C, busquemos —A
tal que A+ (—A) = O. Por lo tanto, si R es la tercera interseccion de A(—A) con C, "O” debe
ser la tercera interseccion de la recta OR con C'. Es decir, OR debe ser tangente en O. Como
O es fijo, consideremos dicha tangente, entonces esta determinado el tercer punto Ry (—A) es
el tercer punto de interseccién entre la recta AR y C'. Los 3 dibujos siguientes ilustran lo que

acabamos de explicar:
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Queda probar ahora la asociatividad: (A+ B)+S = A+ (B+S). Se puede ilustrar graficamente
esta propiedad como sigue:

Construyamos (A + B) + S. Sea R la tercera interseccién de la recta L1 = AB con la ctibica
C', entonces A+ B es la tercera interseccién de OR con C'. Sea ahora @ la tercera interseccion

de Ly = S(A+ B) con C, entonces (A+ B)+ S es la tercera interseccion de OQ con C'.

Construyamos A + (B + S). Sea P la tercera interseccion de la recta H; = BS con C,
entonces B + S es la tercera interseccién de OP con C'. Sea ahora @', la tercera interseccion
de la recta A(B+ S) entonces A+ (B + S) es la tercera interseccion de OQ’ con C'.

Por lo tanto: (A4 B)+S = A+ (B+S) precisamente si OQ = 0Q’, es decir, Q = Q' es decir,

A, B+ S y @ son colineales. Para obtener @, es necesario considerar 2 rectas: L1 = ABR, y
Lz = S(A+ B)Q.
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Por otra parte, queremos probar que @ es colineal con A y con B+ 5. Por otra parte tenemos
que B+ S se obtiene de la recta O(B + S)P.

Consideremos la cibica:

K :=ABR+S(A+B)Q+O0(B+S)P

K corta a C en 9 puntos, a saber: {A, B, P, S, A+ B, Q, O, B+ S, R} .

Ahora bien, como S, B y P yacen en una recta Hi, los restantes estdn sobre una coénica:
{A, A+B,Q,0,B+ S, R}.

Por lo tanto A, B+ S y @ seran colineales precisamente si O, A+ B y R lo son, lo cual es

inmediato por la construccion de A + B.

Observacion: Hemos utilizado el siguiente resultado:
Sean K y C dos curvas de grado n, si nm de entre los n? puntos comunes yacen en una curva

I irreducible de grado m, los n(n —m) restantes yacen en una curva de grado n —m.
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