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Resumen

En este trabajo estudiaremos el caracter dinamico de los conocidos como juegos evolutivos
a través de la ecuacion del replicador. Mas concretamente estudiaremos la relaciéon entre las
estrategias evolutivamente estables (EEE) del juego y la estabilidad de los puntos criticos de la
ecuacion. Estudiaremos, apoyandonos en la equivalencia con las ecuaciones de Lotka-Volterra, la

existencia de bifurcaciones de Hopf en el sistema.

Abstract

In this paper we will study the dynamic character of the so-called evolutionary games through
the replicator equation. More specifically, we will study the relationship between the evolutio-
narily stable strategies (ESS) of the game and the stability of the fixed points of the equation.
We will study, based on the equivalence with the Lotka-Volterra equations, the existence of Hopf

bifurcations in the system.
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Introduccion

La teoria de juegos, formulada en 1944 por John von Neumann y Oskar Morgenstern en
su libro “Theory of Games and Economic Behaviour* [1], fue desarrollada inicialmente como
el estudio de las estrategias del comportamiento humano que tienen como objetivo la toma de
decisiones racionales. En 1973, de la mano de Maynard Smith y Price en “The logic of animal
conflict [2], la teoria de juegos es aplicada al contexto del comportamiento animal. En concreto
se estudiara la bisqueda de la optimizacion evolutiva a la que estén forzados todos los organismos
que se rigen bajo la ley de la seleccién natural de Darwin. De esta forma nace la teoria de juegos

evolutivos.

La teoria de juegos evolutivos tendré como nocién central de equilibrio el concepto de estrate-
gia evolutivamente estable (EEE), de la misma manera que la teoria de juegos clésica tiene como
nocién central de equilibrio al equilibrio de Nash. Estas EEE representan estrategias presentes
en un poblacién, que se mantendran en ella independientemente de la aparicion de mutaciones
(en forma de nuevas estrategias). Asi, se puede observar que la teoria de juegos evolutivos se
centra en el estudio de la frecuencia, en la poblacion, de las distintas estrategias a lo largo del
tiempo. Esto sugiere una relacién entre el estudio de juegos evolutivos y el estudio de sistemas
dindmicos; esta relaciéon se hace explicita al ver que estos juegos pueden ser modelados a través

de las ecuaciones del replicador.

Las ecuaciones del replicador, introducidas en 1978 por Peter Taylor y Leo Jonker en “Evo-
lutionary Games and Population Dynamics® [3], son un sistema de ecuaciones diferenciales no
lineales que describe la dindAmica de una poblacién en la cual los individuos més exitosos se repro-
duciran mas. De esta forma, la evolucién de una poblacién con individuos que presentan distintas

estrategias podra ser estudiada utilizando las herramientas del anélisis de sistemas dinamicos.

Ademas, en 1981 Josef Hofbauer probo en [4], la equivalencia entre las ecuaciones del repli-
cador y las ecuaciones de Lotka-Volterra. Las ecuaciones de Lotka-Volterra, son un conjunto de
ecuaciones diferenciales propuestas en la década de 1920 por Alfred J. Lotka y Vito Volterra
(de manera independiente), que modelizan poblaciones de animales que interacttian en forma

de depredador-presa. Estas ecuaciones han sido ampliamente estudiadas, ya que son un elemen-
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x INTRODUCCION

to central de la matematica ecoldgica y por lo tanto, esta equivalencia permitirda utilizar los
resultados obtenidos en las ecuaciones de Lotka-Volterra, para el estudio de las ecuaciones del

replicador.



Capitulo 1
Elementos de la Teoria de Juegos

La Teoria de juegos es la teoria matematica que se encarga de estudiar situaciones de toma
de decisiones. Los modelos de la teoria de juegos se agrupan en dos grandes grupos: juegos
cooperativos y juegos no cooperativos, en los que los jugadores no disponen de mecanismos que

permiten adoptar acuerdos vinculantes. Estos ultimos seran el objeto de nuestro estudio.

La formulacién adecuada de un modelo en teoria de juegos bajo el enfoque no cooperativo
requiere hacer explicitos: el conjunto de los jugadores, que en nuestro caso seré un conjunto finito;
las reglas del juego; las posibles decisiones del conjunto de jugadores, que llamaremos estrategias;
una relacion de preferencias sobre las distintas combinaciones posibles de decisiones (estrategias)

que expresaremos a través de una funciéon que denominamos funcién de pagos.

Comenzaremos hablando de los juegos estaticos o juegos en forma estratégica. Estos repre-
sentan un modelo estatico de la interacciéon de varios jugadores. En este modelo los jugadores

toman decisiones simultaneas y sin conocer la elecciéon de los demés jugadores.
Definiciéon 1.1. Un juego en forma estratégica G' con conjunto de jugadores N = {1,...,n} es
una 2n — tupla G = (S1, ..., Sn, Hi, ..., H,) donde, para todo i € N,
= S; es el conjunto de estrategias del jugador .
» H;: S =1I",5; — R es la funcion de pagos del jugador 4, es decir, la funcién que asigna
el pago al jugador ¢ de acuerdo al perfil de estrategias que se utilice.
Los pagos representan las preferencias de cada jugador y su objetivo es maximizarlos.

Por ultimo diremos que un perfil de estrategias es un vector de estrategias s = (s1, ..., Sp) que
asigna una estrategia a cada jugador, s; € S;, Vi = 1,...,n que especifica completamente todas

las acciones en el juego.
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Definiciéon 1.2. Un juego finito es un juego en forma estratégica G = (S, ..., Sp, H1, ..., Hy)

cuyos jugadores tienen conjuntos de estrategias finitos.

Ejemplo 1.3. Oligopolio de Cournot.

Consideremos un conjunto de N empresas que se dedican a la produccion de tarjetas graficas.
En cada caso la empresa ¢ decide su cantidad de produccién s; > 0, que le supondra un coste
¢i(si). El valor en el mercado de cada unidad producida vendra dado por f(3_7_; s;), es decir,
en funcién de la cantidad total producida. Podremos modelizar la situaciéon a través de un juego
en forma estratégica G donde para cada empresa i el conjunto de estrategias sera S; = [0,00) y

los pagos vendran dados por H; = f(3_7_, 57)si — ¢i(si)-

Sin embargo, no bastaré con considerar el uso de una tnica estrategia en cada situacién, ya
que un jugador podré aleatorizar su elecciéon. Esto es explicado con profundidad en el libro de
Osborne y Rubinstein (1944): “There certainly are cases in which players introduce randomness
into their behavior. For example, players randomly bluff in poker, governments randomly audit
taxpayers, and some stores randomly offer discounts... The players have information about the
frequencies with which actions were taken in the past... Each player uses these frequencies to

form his belief about the future behavior of the other players, and hence formulate his action...".

Definicién 1.4. Sea S; = {s},s?,...,s"

i85, ..., 8; p el conjunto de estrategias puras del jugador i. Llamamos

estrategia mixta del jugador ¢ a toda distribucién de probabilidad sobre S; , y por tanto, a toda

k-tupla (o},02,...,0F

2,...,0;) cuyas componentes son no negativas y suman 1.

1

Se interpreta o; como la estrategia consistente en jugar la estrategia pura s; con probabilidad

1.2 k
i 5 i

L
Y 21 ol =1.

Al conjunto de estrategias mixtas del jugador i lo denotaremos por ; indicando con ello que

o con probabilidad 02-2, ..., 8¢ con probabilidad af , donde U,{ >0, paracada j =1,2,....k

el conjunto de estrategias mixtas de un jugador esta formado por todas las las distribuciones de
probabilidad sobre 5;.

Definicién 1.5. Sea G = {51, ..., Sn, H1, ..., Hy} un juego finito. La extension mixta de G es el
juego de forma estratégica
EG)={%1,..., Xn,H1,...., H,},

donde, para cada jugador i € N:

s Si={oF:0l >0, 5=1,..,n y Z?;lagzl}.

Observacion E(G) es una extension de G en el sentido de que, para todo jugador 4, cada

elemento de S;, o estrategia pura, puede ser identificado con un elemento de 3;, o estrategia
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mixta, por lo que podemos afirmar S; C ;. Por otro lado, las funciones de pago de los jugadores

en F(G) son extensiones de las funciones de pago de los jugadores en G.

Consideramos ahora un juego de tnicamente dos jugadores. Sean o1, 09 estrategias mixtas
del jugador 1 y 2 respectivamente. Entonces los pagos asociados al perfil de estrategias (o1, 02)

vendran dados por
ny n2

Hi(o1,092) = ZZU{agﬂi(sj,sk), i=1,2.

j=1 k=1

Una solucion del juego sera un par de estrategias (o1, 03), siendo la primera componente la

estrategia del jugador 1 y la segunda la estrategia del jugador 2.

Observacion El conjunto de estrategias del jugador ¢ puede ser identificado con el simplex
de R™ dado por:

Uz
{o: €R™ 107 >0k € {1,..,n:}, Y of =1},
k=1

1.1. Equilibrio de Nash

Definiremos ahora una de las piedras angulares de la Teoria de Juegos, el equilibrio de Nash.

Sera definido para las condiciones que estamos considerando en este trabajo.
Definicién 1.6. Sea G = (S1, ..., Sp, H1, ..., H,) un juego en forma estratégica, diremos que un
perfil de estrategias o* = (o7, ...,07) es un equilibrio de Nash si y sélo si:
H;(c*) > H;(c%;,04),
para todo g; € X; y siendo

(0%45,08) = (07,0 071,04, 0741, -y Op).

Ademés, si 0] = ... = g}, diremos que el equilibrio es simétrico.

El equilibrio de Nash puede ser interpretado como una situaciéon en la que, para cualquiera
de los jugadores, cambiar de estrategia unilateralmente provocaria una disminucién en los pagos.

Por lo tanto es una situacién en la que a ningtn jugador “le interesa” variar su estrategia.

El propio Nash probé la existencia de equilibrios de Nash en juegos finitos. Es importante
recalcar también que el siguiente teorema sera vélido tinicamente en juegos que admitan una

extensién mixta, es decir, juegos donde los jugadores puedan utilizar estrategias mixtas.

Teorema 1.7. Toda extension mizta de un juego en forma estratégica finito tiene al menos un

equilibrio de Nash, ya sea puro o mizto.
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Una demostracion del teorema puede encontrarse en [5].
Daremos una tltima definicién, que sera de utilidad en los préximos capitulos.

Definicion 1.8. Un juego bipersonal de suma nula es un juego en forma estratégica G =

(51,52, Hi, Hy) tal que para todo perfil de estrategias (s1,s2) se tiene que
Hi(s1,82) = —Ha(s1,52)-

De esta forma, un juego bipersonal de suma nula puede ser caracterizado definiendo tnicamente

una funcién de pago, que suele ser la del jugador 1 y se denota por H.

Llegados aqui, expondremos un ejemplo clasico para explicar los conceptos introducidos hasta

ahora.

Ejemplo 1.9. Competencia publicitaria

Supongamos que dos empresas (E1 y E2) constituyen un duopolio local en el sector tecnologico.
Al llegar el Black Friday, ambas empresas realizan ambiciosas inversiones en publicidad, que
merman significativamente las ganancias obtenidas. Este ano se han puesto de acuerdo y han
decidido no hacer publicidad, por lo que cada una, si cumple el acuerdo, podré obtener 40
millones de euros en beneficios. Sin embargo, una de ellas puede preparar en secreto su campana
publicitaria y lanzarla en el dltimo momento, atrayendo a todos los clientes. Sus beneficios en

ese caso serian de 60 millones, mientras que la empresa competidora perderia 25 millones.

Denotemos por T la acciéon de traicionar al competidor y por C la accién de cooperar. De
esta forma el conjunto de estrategias puras vendra dado por S := Sy = Sy = {T,C} y los pagos

se podran esquematizar en la siguiente tabla (ver cuadro 1.1)

T C
T | 10,10 | 60,-25
C | -25,60 | 40,40

Cuadro 1.1: Pagos del juego.Ejemplo 1.9

A la vista de la tabla, el encargado de la publicidad de E1 observa que la estrategia més
eficiente es la de lanzar una campafa publicitaria. Esto se debe a que, independientemente de
lo que haga la empresa competidora, sus beneficios van a ser mayores con la publicidad: si la
empresa competidora decide mantener el trato, las ganancias de E1 serfan 40 millones cuando

también cooperan y 60 si deciden utilizar publicidad.

En caso de que la empresa competidora lance una campafa publicitaria, las ganancias de E1

entonces serfan de 10 y -25 millones respectivamente. A su vez, el encargado de la publicidad de la
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empresa 2 realizara el mismo anélisis, por lo que también llegara a la conclusiéon de que es mejor
utilizar publicidad. Nos encontramos entonces con el equilibrio de Nash del juego, que en este caso
sera (T, T), es decir, ambas empresas lanzaran una campana publicitaria independientemente del

acuerdo alcanzado.

Este ejemplo deja en claro de forma muy directa la interpretacion del concepto de equilibrio
de Nash: un equilibrio de Nash describe una situacién socialmente estable, que no tiene que ser
necesariamente la situacién 6ptima. En este caso ambas empresas hubieran obtenido mayores

beneficios manteniendo el trato, aunque la mejor estrategia sea la de traicionar.
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Referencias

En este capitulo el marco teérico ha sido extraido principalmente de [1], [5] y [6]. Mientras

que los ejemplos han sido extraidos de [2] y [5].



Capitulo 2

Juegos Evolutivos y la Ecuacion del

Replicador

2.1. Introduccién a los juegos evolutivos

“Grosso modo* podemos decir que la teoria de juegos evolutivos es una aplicacion de la teoria
de juegos clésica a los contextos biolégicos. Esencialmente, la teoria de juegos estda basada en
la racionalidad del ser humano. Esto es, modeliza el comportamiento de individuos que eligen
estrategias y elaboran planes, buscando maximizar el resultado obtenido al resolver un conflicto.
Por su parte, la teoria de juegos evolutivos pretende explicar el conflicto en el mundo animal y
natural. El concepto de racionalidad es reemplazado por el de seleccién natural. Es necesaria la

reinterpretacion de algunos conceptos que hagan coherente la teoria en el contexto.

Entenderemos una estrategia como el comportamiento de un animal como respuesta a su
genotipo. Las mutaciones, como modificadores del genotipo, se manifiestan como un cambio en

el comportamiento animal, es decir como un cambio en el comportamiento estratégico.

Los pagos de una estrategia los mediremos segun la cantidad esperada de descendientes que
consigue el individuo que sigue dicha estrategia. Consecuentemente serd més exitosa aquella
estrategia que permite a su portador tener un niimero mayor de descendientes. El objetivo del
juego es tener descendencia, preservar la especie o sobrevivir. Las interacciones entre individuos

se consideran aleatorias.

Los equilibrios se corresponden con uno de los conceptos més relevantes de la teoria de juegos

evolutivos: las estrategias evolutivamente estables (EEE).

Una cuestiéon importante a resolver por la teoria de los juegos evolutivos tiene que ver con

7



8 2. Juegos Evolutivos y la Ecuaciéon del Replicador

el comportamiento futuro de una poblacién que sufre mutaciones. Esto es, si el comportamiento
mutante tendera a ser tipico, tendera la mutacién a desaparecer, o bien a quedarse en un porcen-
taje de la poblacion. “En otras palabras, una estrategia es estable, en sentido evolutivo, cuando
no existe una estrategia mutante que dé una eficacia darwiniana superior a los individuos que la
adoptan” (Maynard Smith, 1978).

El objeto de estudio seré la poblacion, las frecuencias de las distintas estrategias y como estas

evolucionan con el tiempo.

Esta existencia de cierta dindmica en los conceptos que hemos presentado, nos conduciré

inequivocamente al estudio de ecuaciones diferenciales.

Para adecuarnos més al contexto de poblaciones de la misma especie, en el sentido de la
homogeneidad de las estrategias, serd necesario (al menos en un comienzo), restringirnos al caso
en el que ambos jugadores tienen el mismo conjunto de estrategias, S := S; = ... = S, (lo que

implica también ¥ :=¥; = ... = 3,).
En este caso solo seran de interés las soluciones simétricas (¢*, ..., 0" or lo tanto diremos
b b
que una soluciéon ¢* es equilibrio de Nash si:

Hi(o*,...,0") > Hi(c",...,0,...,0") Vo € &, Vi=1,...,n.

Definiremos algunos conceptos basicos de la teoria de juegos evolutivos, para adentrarnos

luego en la dindmica del replicador.

Definicién 2.1. Un perfil de poblacién es un vector
1:(5) = (p(sl)) "'7p(sn))7
que asigna una probabilidad a cada una de las distintas estrategias, s; presentes en la poblacion.

De esta forma se puede determinar el pago de una estrategia, o, dada una poblacién con un

perfil de poblacién z, con la siguiente expresion:

H(o,x) =Y x(si)H(s,x).

S; €S

Supongamos ahora una poblaciéon donde todos los individuos adoptan la estrategia o*. Con el
tiempo, un porcentaje € de la poblacién presentan una mutacién, representada por la estrategia
o. A este nuevo perfil de poblacién lo denotaremos por z.. En este contexto definimos una EEE

de la forma siguiente:

Definiciéon 2.2. Una estrategia o* = (o7, ..., 0;;) se dice que es evolutivamente estable (EEE) si

para todo o # o* existe un €*(= €*(p)) > 0 tal que

H(c*,xz.) > H(o,x.),
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para todo € € (0, €*).

Esto quiere decir que ¢* es una estrategia que no podré ser superada por ninguna otra estra-
tegia alternativa, es decir, se mantendra en la poblacién independientemente de las mutaciones

que aparezcan.

Proposicion 2.3. Sea 0* = (07, ...,0}) una estrategia en un juego evolutivo con funciones de
pagos Hy, ..., H,. o* serd una EEE si y solo si para todo o(= (01,...,00)) # o* se cumple una

de las siguientes condiciones:

1. Hi(c*) > Hi(o*;,04),

2. HZ(O'*) = HZ‘(O'* O'i) Y Hi(Uf,U_i) > HZ‘(O'),

—

para todo i = {1,...,n}.
Una demostracion de esta proposicion se encuentra en [7].
Se sigue autométicamente un resultado significativo.
Proposicion 2.4. Sea 0 una EEE, entonces serd también un equilibrio de Nash.

Demostracion En este caso la condicién para que una estrategia sea un equilibrio de Nash

serd una condicién menos restrictiva que la condicion (1) de la proposicion previa.

Vemos entonces que el concepto de EEE es un refinamiento del equilibrio de Nash.

2.2. Dinamica del replicador

Al introducir el concepto de EEE estamos incorporando un claro caracter dinamico al estudio,
ya que centramos nuestro interés en la evolucién de las distintas estrategias dentro de la poblacion.

En este contexto consideraremos solo estrategias puras.

Denotaremos por n; el nimero de individuos que utilizan la estrategia s; y el ntimero total
de individuos en la poblacion serd N. Asi, la frecuencia de cada una de las estrategias viene seréa
ng

l‘i:N.

Definiciéon 2.5. Un estado de poblacion es un vector z = (1, ..., 2,) donde x; = .

Presentamos ahora la ecuacién del replicador, dando paso al tratamiento dindmico de los

juegos.

Denotemos por « y [ las tasas de natalidad y de mortalidad, respectivamente, de la poblacion.

De esta forma el crecimiento del nimero de individuos que utilizan la estrategia s; sera

n; = (o — B+ H(s;, x))n;.
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Es claro entonces que la tasa de crecimiento total de la poblacion sera:

N = z:nl—z:oz—,@)ni—l—i:l‘](si,az)nz
=1 i=1

Za—ﬁJrHsz, x))n; 04_/3+Z$z (siyx
Ademas, si definimos el pago medio de la poblaciéon como

g x H 327

siendo H (s;,x) el pago de un jugador que utiliza la estrategia s;, se tiene finalmente que

N = (a— 8+ H(x))N.

Pero como este estudio se centra en la variacion de la frecuencia de las estrategias, nuestro
objetivo serd despejar x;. Derivando en la igualdad n; = x;N obtenemos rn; = ;N + x;N,

despejando y luego sustituyendo en la expresiéon anterior llegamos a

&N =1; — ;N = (o — B+ H(si, ))x;N — (o — B+ H(x))x; N.

Dividiendo ambos miembros por N obtenemos el sistema de EDOs:

que es conocido como la ecuacién del replicador, donde una estrategia con mejor pago que otras

aumentara su proporcién dentro de la poblacion.

Es importante destacar que el retrato de fases de la ecuacién del replicador es el simplex

unitario S,, definido como

n
Sn:{xeR”:inzl,xiZO}.

i=1

Ademaés, como los hiperplanos ) " ; z; = 1 y x; = 0 son invariantes, también lo sera Sy,.

2.3. Equilibrios en la ecuacién del replicador

Para poder describir la dindmica a largo plazo de la ecuacién del replicador serd necesario

definir algunos conceptos basicos relacionados con el estudio de las EDOs.
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Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales

T = (b(t,.ilf),

donde ¢ = (¢1,...,0n) : Spy1 € R*™ — R, cumple las condiciones de regularidad suficientes

para satisfacer la unicidad de soluciones (¢ € C*(Spy1)) v = = (21, ..., Tp).

En caso de que la variable t no aparezca de forma explicita en las ecuaciones se dirda que el

sistema es auténomo, y podremos reescribir el sistema como

T=¢(x), (2,1)
donde ¢ = (¢1,...,05) : S, CR™ — R.
Es importante destacar que la ecuacién del replicador es un sistema auténomo.

Supongamos ahora que z° = (29, ...,20) € S, es tal que ¢(x°) = 0, se tendra que la funcién

0

constante z(t) = z" sera solucion del sistema (2.1). A este tipo de soluciones las denominaremos

puntos criticos.

Los puntos criticos de la ecuaciéon del replicador seran las estrategias s; € S, tales que
(H(s;,x) = H(x)) Vi € supp(s). Asi, los puntos criticos de int(S,) seran las soluciones del
sistema de ecuaciones H(sy,z) = ... = H(s,,z) (existe como mucho una solucion) y los puntos
criticos en el interior de cada una de las subcaras de .5, se obtienen de forma similar. En particular

se tendra que los vértices, e;, del simplex son siempre puntos criticos.
Introduciremos ahora los conceptos de solucién estable, asintoticamente estable e inestable.

Definicién 2.6. Una soluciéon z(t) del sistema auténomo (2.1) definida en todo ¢ > 0 se dira

que es estable si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si Z(¢) es otra solucién que satisface
[lz(0) = z(0)]] <4,

entonces Z(t) esta definida en todo ¢ > 0 y se verifica que

para todo t > 0.

Definiciéon 2.7. Una solucion z(t) del sistema auténomo (2.1) definida en todo ¢ > 0 se dira

que es asintéticamente estable si es estable y ademéas

30> 0 [Ja(0) = 2(0)]| < = Jim [Ja(t) — #(2)]| = 0.

Diremos que una solucién es inestable si no es estable.
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Centraremos nuestro estudio en las soluciones de “tipo” punto critico, de esta forma hablare-

mos de estabilidad de puntos en lugar de estabilidad de funciones.

Existird una relacién directa entre los equilibrios de Nash del juego y los puntos criticos de

la ecuacion del replicador. Esto se ve reflejado en el siguiente conjunto de implicaciones:

1. Si zg es equilibrio de Nash del juego, entonces es un punto critico de la ecuacién del

replicador.

2. Si xg es un equilibrio de Nash estricto (equilibrio de Nash donde los pagos son estrictamente
mayores al pago obtenido al desviarse unilateralmente), entonces xy es un punto critico

asintéticamente estable de la ecuacién del replicador.
3. Si el punto critico xg es el limite de una 6rbita interior, es decir,
xo = lim x(t
0 t—o0 ( )’
con z;(0) > 0 para todo ¢ =1, ...,n.

entonces xy es un equilibrio de Nash.
4. Si xg es un punto critico estable de la ecuacion del replicador, entonces es un equilibrio de

Nash.

Esta serie de implicaciones son conocidas como el “folk theorem* de los juegos evolutivos y
seran demostradas mas adelante en el trabajo. En general ninguna de las implicaciones inver-
sas son ciertas. Para comprobar esto tltimo veremos un ejemplo, no sin antes introducir una

definicion clave en el estudio de sistemas dindmicos.

Definiciéon 2.8. Sea & = ¢(x) un sistema dindmico que presenta un punto critico en z*. Una
funcion de Lyapunov es una funcion escalar V' (z) definida en un entorno del punto critico (V :

Q — R) que cumple las siguientes condiciones

1. V(z*)=0.
2. Ve clQ).
3. V(z) >0Vx #az* 2z e

4. V*(z) = (VV(x),¢(x)) <0 Vx # z*,x € Q.

V*(z) es conocida como la derivada orbital de V.

La razoén por la que este concepto es particularmente importante se debe a que, en caso de
existir una funcién de estas caracteristicas para un punto critico x*, este seré estable y en caso

de que la desigualdad de la cuarta condicién sea estricta, el punto sera asintéticamente estable.
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Ejemplo 2.9. Halcones y Palomas modificado.

En este ejemplo, existen dos especies en la misma poblacién de aves. Los halcones, mas agresivos
y fuertes, y las palomas, mas pequenas y pasivas. En la lucha por el alimento existira competencia
intraespecie asi como interespecie, es decir, los halcones (y analogamente las palomas) tendran

que competir tanto con las palomas como con otros halcones para obtener comida.

Los pagos vendran en forma de la energia obtenida tras la interaccion derivada de la compe-
tencia. Asi, denotaremos por V a la energia presente en una “comida completa“ y por C' al coste
energético de obtenerla. Las interacciones entre ambas especies vendra determinada por estos

tres casos:

= Si un halcon (H) compite por el alimento con una paloma (P), esta huird y el halcon se
quedara con el alimento. Ninguno de los dos gasta energia.

= Si dos palomas compiten, compartirédn el alimento sin luchar.

= Si dos halcones compiten, lucharén por el alimento consumiendo energfa.

Este conjunto de interacciones se ve representado en la siguiente tabla de pagos (Cuadro 2.1).

Halcon Paloma
Halcon (% - C, % -C) | (V,0)
Paloma (0,V) (¥, %)

Cuadro 2.1: Pagos del juego. Ejemplo 2.9

A la vista de la tabla distinguiremos entre tres casos en funcién de la relacion entre la energia

y el coste de obtenerla. Asumiendo siempre que V,C > 0.

» Si V < 2C los equilibrios de Nash seran (P, H) y (H, P) que ademas seran estrictos.
» Si V =2C existiran tres equilibrios, (H, H), (P, H) y (H, P) sin ser ninguno estricto.

= Si V > 2C no existird ningin equilibrio de Nash.

Introduciendo ahora la dindmica el replicador, consideramos x1 y x2 la proporcién de halcones

y palomas respectivamente. Se tiene:

<

1%
2 5)
1% 1%

— :1:1(.%1(5 -C)+(1—x1)V — x%(i —C) =z (1 —a)V — (1 — ffl)zg),

) \%
r = xl(xl(E —O) + 2V — 23 (= — C) — 125V — 22
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Reordenando y agrupando convenientemente

Stfl = C’xl((— — 1).’E1 + (1 — 331)2% — (% — 1)$% — %(1 — 35‘1)2)
V V
— O (1— 1) (= — 1 21—
Ca1(1 - 21)((55 — Va1 + 551 —21)),
llegamos a la ecuacion 2y = Cz1(1 — z1)(35 — 21), que se haré cero cuando z1 = 0,1, 5.

Como z1 + x9 = 1, una simple comprobacién en

. \%4 v \%
Ty = x2(5$2 - (5 - C)l‘% — 129V — Emg),

confirma que los puntos de equilibrio del sistema son P;(1,0), P3(0,1) y P3(%, 1- %)

Calcularemos la matriz jacobiana para estudiar la estabilidad de los puntos criticos. Esta

vendra dada por J(xq,x9)=

x1(V —2C) + xV — 3$%(% —C) = 2z122V — x%% 1V — LE%V - 2:51162%
—2x1:1:2(% - C) — m%V 29V — x%(% —C) — 2z92,V — 31:%%

La matriz jacobiana evaluada en cada uno de los puntos tomara la siguiente forma
1% |
con autovalores Ap, = (—(5 — C), —(5 — C)).
con autovalores Ap, = (%, —%).

v 1% v 1%
con autovalores Ap, = (—45 (1 — 55), =5 (1 — 55)).
Distinguimos tres casos a la hora de evaluar los puntos criticos:
= Si V > 2C entonces P> y P3 son inestables, por tener autovalores con parte real positiva,

y P; asintoticamente estable por tener ambos autovalores con parte real negativa. De esta

forma vemos que P; es un punto critico del sistema que no es equilibrio de Nash del juego.
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» V = 2C entonces P, sera inestable y P asintoticamente estable (lo veremos méas adelante).
Sin embargo, en este caso P; no sera estricto, por lo que llegamos a un ejemplo de punto

critico asint6ticamente estable que no es un equilibrio de Nash estricto.

= V < 2C entonces P, y P; son inestables, por tener autovalores con parte real postiva,
mientras que P5 es asintoticamente estable, por tener ambos autovalores con parte real
negativa.. Asi P, y P; serdn ejemplos de equilibrios de Nash que no son punto estables des

sistema.

Veamos que efectivamente, cuando V' = 2C, P; es asintoticamente estable. En este caso el

sistema toma la forma

v
1 =Vxize — Vx%arg - 5.7}%:61 =Vzizo(l— a1 — %),
. Vv Vv 1 i)
Xo = 535% — rrh — 5303 = Vx%(§ — T — ?)

Definimos la funciéon V = (1 — 1)% 4+ 23, que sera nuestra candidata a funcién de Lyapunov
estricta. Es trivial que cumple todas las condiciones exceptuando la relacionada con la derivada

orbital, que comprobamos a continuacion.

N 1
V*=2(x1 — 1)Vaize(l —z1 — %) + 23;2V3;%(§ —x1 — %)
= —21‘2‘/1‘11'2% + 23V (—x1) = —Vayas — Vayas <0,

para todo x € Sy excepto los puntos (1,0) y (0,1) por lo que para un entorno del punto critico
(1,0), en este caso Int(Ss2), la funcion V satisface las condiciones para ser funcién de Lyapunov

estricta y con esto podemos concluir que (1,0) es asintoticamente estable.

Por tltimo, trabajaremos con otro ejemplo clasico para terminar de ilustrar los nuevos con-

ceptos. Ademas, este ejemplo sera estudiado en profundidad més adelante.

Ejemplo 2.10. Piedra, papel o tijera.

Consideramos el archiconocido juego de piedra, papel o tijera. Recordemos su funcionamiento:
Cada jugador puede escoger entre jugar piedra (R), papel (P) o tijera (S) (se tiene que S; =
Sy = {R, P,S}) de forma que los jugadores empataran si utilizan la misma estrategia. Ademés
piedra vencera a tijera, tijera a papel y papel a piedra. Esto se representa en la siguiente tabla

de pagos.

El tinico equilibrio de Nash del juego seréa el perfil de estrategias (o, 0) donde 0 = (1/3,1/3,1/3),

sin embargo, este no serd un EEE ya que:

H(o,R) = é(H(R, R)+ H(P,R) + H(S,R)) = 0 + % — =0,
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R P S

R|(0,0) | (11)]@-1)
P | (1-1) | (0,0) | (-1,1)
S| (-1,1) | (1-1) | (0,0)

Cuadro 2.2: Pagos del juego.Ejemplo 2.10

y H(R,R) =0y por lo tanto ¢ no satisface las condiciones de la definicion.

Ahora, consideremos que x1, Z2, x3 representan las proporciones de jugadores que utilizan R,

P y S respectivamente, de esta forma el estado de la poblacion seré el vector x = (z1, z2, x3).
Asi, tendremos:

H(R,z)=21H(R,R) + 22H(R,P) + x3H(R,S) = x3 — 2,

H(P,z) =x1H(P,R) + x2H(P, P) + 23H(P,S) = ©1 — x3,

H(S,z) =x1H(S,R) +x2H(S,P) +x3H(S,S) = x2 — 1.
Finalmente, introduciendo la ecuacién del replicador obtenemos:
iL:l = 1‘1(%’3 — ZL‘Q),

352 = CCQ(:El — 333),

353 = xg(JIQ — 371).

Los puntos criticos en este caso seran los correspondientes a R, Sy P ((1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1)
respectivamente) y el punto e = (1/3,1/3,1/3) (equilibrio de Nash).
Para estudiar el comportamiento del sistema utilizaremos como funciéon de Lyapunov la fun-
cién
1 1 1 1

V(l') = 5((1‘1 — §)2 + (l’Q - 5)2 + ($3 - 5)2)

Veamos que efectivamente esta funcion es de Lyapunov en e. Es claro que V(e) = 0, que
V € CY(S3) y que V(z) > 0 Vz € S5\ {e}. Falta comprobar que V*(z) < 0 Vz € S3:

¢(x) = (z1(23 — 22), 22(2T1 — T3), ¥3(T2 — 71)).

1 1 1
VV(:C) = ($1**,[L‘2*7,£3 7)

3 377 3~

Asi tenemos que la derivada orbital vendra dada por

V*(x) = 22 (xg — x3) + 23(x1 — 23) + 23 (20 — 21).
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Ahora suponemos, si pérdida de generalidad, que z; < xo < x3 se tendra entonces

Vi) < x%(xg —x9) + x%(a:l —x3) + x%(acg —x1) = .’II%({L'?, —zot w1 — w3+ 20 —21) =0.

Como V(x) es una funcion de Lyapunov no estricta para e, se tendré entonces que e es un
punto estable pero no necesariamente asintéticamente estable . Ademéas puede probarse (ver [7]

o [10]) que las orbitas seran ciclos periddicos alrededor de e.

2.4. Regiones de atraccién y puntos criticos

Hasta este punto del trabajo, hemos realizado un estudio utilizando funciones de pago, ya que
esto es lo mas habitual en el campo de la teoria de juegos. Sin embargo, como a partir de este punto
seguiremos una tematica mas relacionada con los sistemas dindmicos, serd necesario comenzar a
trabajar con matrices de pago para facilitar el estudio. No obstante, todos los resultados previos
pueden ser expresados con una notaciéon basada en matrices de pago, asi como los resultados que

seran obtenidos a continuaciéon podran ser expresados con funciones de pago.
Las matrices de pago estan relacionadas con las funciones de pago de la siguiente manera:
Consideramos el simplex
n
n . E : _
Sp,=<x€€R": z,=1,2;, >0,.
=1
que representan el conjunto de estrategias de ambos jugadores, al ser el juego simétrico.

Consideremos ahora z!,22 € S, y N = {1,...,n}. Se tiene que la funciéon de pago del jugador

k viene dada por

Hy(a',2%) = Z Y H(i,j)(x)) () = 2t Ap(a?)

La matriz nxn Ay = Hy (4, j)i jen se denominara matriz de pagos del jugador k, con k =1, 2.

Todos los juegos que consideraremos de aqui en adelante serdn juegos bipersonales de suma
nula. De esta forma se tendra que A := A; = —As por lo que el juego quedard totalmente

determinado por la matriz de pagos A = H(%, ) jen-

En esta seccién estudiaremos las regiones de atracciéon y los puntos criticos de las caras del
simplex S,,. Ya vimos que una EEE es también equilibrio de Nash, veamos qué ocurre con la

capacidad de atraccion.
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Definicion 2.11. Regién de atraccion.

Consideremos el sistema de EDOs auténomo

con un punto critico asintéticamente estable z¢g € S,. Sea 1(t;x¢) una solucién del sistema,

definimos la regiéon de atraccion de xg, R C S, como
R = {yo € Sn : Y(t;y0) esta definida ¥t > Oy th [|Y(t; yo) — xol| = 0}.
—00

siendo 1 (t; yo) una solucion del sistema tal que 1(0) = yp.

Es decir, la region de atraccién de un punto critico es el conjunto de puntos de R” tales
que toda solucién del sistema con condiciones iniciales en el conjunto, converja al punto cuando
t — o0o. Diremos que un punto es atractor, si tiene como regiéon de atracciéon algin entorno de si
mismo. Por tltimo, diremos que un atractor es globalmente actractor si su regién de atraccion
es todo el dominio de definicién de ¢ (en este caso, S,,). De manera anéloga se pondran definir

los conceptos de repulsor y regién de repulsion.

Antes de enunciar los proximos resultados, reformularemos la proposicion (2.3) para adecuarla

al contexto de las matrices de pago.

Proposicion 2.12. Sea o* = (07, ..., 0}) una estrategia en un juego evolutivo con matriz de pago
A. 0* serd una EEE si y solo si para todo o(= (01, ...,0,)) # 0* se cumple una de las siguientes

condiciones:

s gAc* < o*Ac*.

» gAc* =0"Ac* yoAo < oc*Ao.

La primera condicién nos asegura que ¢* es un equilibrio de Nash, es decir, ninguna estrategia
obtiene mejores pagos “contra“ la EEE, que la propia EEE. La segunda condicién asegura que
en caso de que una estrategia sea igual de buena contra la EEE que la propia EEE, entonces lo

hara peor que la EEE contra si misma.

Definicién 2.13. Sea f : R® — R. Diremos que un punto z = (z1,...,&,) perteneciente al

dominio de f es un punto estacionario de f si
A

8%1 8$n

Notaciéon Denotaremos por ¢4 al flujo inducido por A en S,,. El flujo inverso lo denotaremos

por —ps = ¢_a.

(zn,) = 0.



2.4. Regiones de atracciéon y puntos criticos 19

Teorema 2.14. Una EEFE es también un atractor.
Demostraciéon Supongamos que tenemos una EEE, e, para el sistema inducido por la matriz
A. Definimos la funcién

V =11 x5

Para demostrar que e es un atractor, probaremos que existe un entorno N de e en el que V' crece
radialmente hacia e (y por ello e es el méximo de V en N y ademas el tnico punto estacionario
de V). Ademas veremos que todas las érbitas dentro de un curva de nivel de V' tienden a e.

En otras palabras, tendremos que ver que para todo £ € N — e se cumplen las siguientes condi-

ciones

1. VV - (e—x) > 0.
2. V*>0.
Haremos la prueba distinguiendo dos casos, segtin e esté en el interior del simplex o no.

Caso 1: e € Int(S,).
(1) Sea N = Int(Sy). Si z € Int(S,) — e entonces V >0y

8‘/; o Vei

(‘)xi Z; ’
de esta forma

2
€, — €T

VV-(e—x):VZn:j(ei—xi):VZn: -1+1

i=1 =1

no 9 n n 2 n 2

:Vzei — €T _Zeiwi +Zﬂzvz(€z‘—xi)
i=1 v i=1 i=1 " i=1 ¢

Por lo que, como x # e, VV - (e — z) > 0.

T

(2) Definimos ahora f(z) = eAe — zAe, g(z) = eAx — zAx de forma que las condiciones de la

proposicion (2.12) se transforman en

= f(z) > 0.

» f(x)=0yg(x)>0.

para todo x # e.
Seax € Int(S,)—eyt € R, definimos z; = tz+(1—t)e. Entonces z; € S, para |t| suficientemente
pequeno, ya que e € Int(S,) y por ello f(z;) > 0 por ser e un EEE. Se tiene ademés que

f(z) = eAe —txAe — (1 — t)eAe = t(eAe — xhe) = tf(x),
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por lo que tf(x) > 0 para |t| suficientemente pequeno y f(z) = 0. Esto nos asegura que g(x) > 0

de nuevo porque e es una EEE. Finalmente

n

=V Z %xz((A:B)z —zAz) = V(Z ei(Ax); — xAx Z e;) = Vg(x) > 0.
1=i 7t

i=1 i=1

Con esto concluimos la demostracion para el caso e € Int(S,).

Es importante destacar que, como en este caso N = Int(S,,), la region de atraccion de e contiene
a Int(Sy). Sin embargo, como Fr(S,) es invariante, la region de atraccion esta contenida en

Int(S,). Por esto se tiene que la region de atraccion seré exactamente Int(S,,).
Caso 2: e € Fr(S,).

(1) Sea I" una cara de S,, y supongamos e € I.
Definimos ahora Ny = Int(I") U Int(S,), G = Fr(S,) — Int(T') = S,, — Ni.

\i

o

e

Figura 2.1: Cara I' del n-simplex

Se tiene que si x € N1 — e entonces z; # 0 si x; € I'. Ademas e; = 0 si x; € I, por esto

ovi _ | Vi m el
ox; 0, 2; ¢ T.

Asi,

VV - (e — ) Vzel VZ —VZ — G

el el el
—vy Gt v,
el el

donde el primer término serda > 0 y el segundo > 0 por lo que VV - (e —z) >0 .
(2) Si x € Ny entonces

=V Z —:BZ —zAzx) = Vg(x),
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vaque e; =0siz; €T

Tendremos que buscar un entorno, Nj, de e contenido en N de forma que g(z) sea postivo en
N —e.

Definimos entonces Go = G N f~({0}).

De esta manera, g > 0 en Gg ya que f es cero en esos puntos. Ademas, g > 0 en un entorno
abierto de Gy, G.

Sea Gy = G — (G1 que sera entonces cerrado en G por ser (G1 abierto y, como G5 es acotado, sera

también compacto.

Como f > 0 en Gy (porque f~1({0}) C Gy ), la funcion % estard definida y sera continua en

G2, que como es compacto, % estard acotada.

Escogemos entonces un €, 0 < € < 1/2, tal que \%| < 2% en (G2, lo que es equivalente a

clo()] < 5f(2),

para todo x en Ga.

Sea ahora N el entorno de e en N; dado por
N={z;=te+(1—-t)e:xz € G,0<Ee}.
Asi,
g(xt) = eA(tr+ (1 —t)e) — (tx + (1 —t)e) Atz + (1 — t)e)
= t?eAx — Pz Az — t(1 — t)zAe — t(1 — t)zAe = t?g(x) + t(1 — t) f(z).

Ahora, si 0 < t < e y ¢ € G, se cumple que g(x) >0y f(x) > 0. Six € Gg, f(x) > 0 por lo

que el segundo término es > 0 y ademas serd mayor que el primer término ya que
1
ltg(@)] < elg(x)] < 5f(z) < (L =t)f(2).
Asi concluimos que g > 0 y con esto termina la demostracion.
Teorema 2.15. Se cumple que:
» Si una EEE pertenece a Int(S,), entonces esta serd la region de atraccion y no existirdn
mds atractores.
» Si un atractor pertenece a Int(S,,), entonces su region de atraccion puede estar contenida
en Int(Sy) y pueden existir otros atractores en Fr(Sy), pero no en Int(Sy).
Antes de la demostracion serd necesario definir dos conceptos.

Definiciéon 2.16. Sea (X,T) un espacio topologico y E C X un subconjunto de X. Se define la

clausura del conjunto E, E, como:

E={xe X :VU(2),U(x)NE # 0}.
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Definicién 2.17. Sea (X, T) un espacio topologico y E C X un subconjunto de X. Se dira que

FE es denso en X si y solo si F = X, es decir, si la clausura del conjunto es igual al espacio.

Demostracion Vimos ya en la demostracion del teorema (2.14) que una EEE en Int(S,)
tendra region de atraccion Int(S,,), asi, no puede existir otro atractor en S, excepto que su
region de atraccion fuera un conjunto no vacio contenido en S, — Int(S,) lo cual es imposible
ya que Int(S,) es denso en S,,.

La demostracion de la segunda afirmacion puede ser consultada en [14].

Deduciremos ahora la expresion de la ecuacion del replicador en forma matricial, de la ex-

presion calculada previamente. Transformaremos miembro a miembro la ecuacion

2 = (H(sj,x) — H(z))x; Vie{l,..,n}.

En primer lugar

n n

H(x) = Za:iH(si,a:) = Z Zmix(s)H(s,x) = Z ziar; = ! Az,
i=1

i=j s€S i=1j=1

n
H(si,:c) = Zaijxj = (A:L’)Z
j=1
De esta manera,

& = (H(si, ) — Hx))zi = 2> aija; — > Y wiaijrg) = zi((Az); — 27 Az).
i=1

i=1 j=1
Llegados aqui, es claro que los puntos fijos del sistema en Int(S,,) seran las soluciones de
(Ax); = ... = (Ax)p,

tales que x; € S, Vi =1, ..., n.

Estamos ya en condiciones de demostrar algunas de las implicaciones del “folk theorem®, en

concreto demostraremos las implicaciones 1, 3 y 4.

Demostraciéon Folk Theorem

(1

Sea T un equilibrio de Nash de un juego con matriz de pagos A.

Al ser el juego simétrico, se tendra que existe una constante k tal que (AZ); = k para todo
1=1,...,n con x; > 0.

Por lo tanto cumplen las condiciones para ser un punto critico de la ecuacién del replicador,
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como acabamos de ver.

(I11)

Supongamos que x(t) € s, converge a un punto Z y que & no es un equilibrio de Nash, por esto,
no sera un mejor respuesta para si mismo. El conjunto de mejores respuestas de un jugador dada

una estrategia, &, del otro jugador se define como:
T €S, : AL > xAL, Vx € 5,.
Es decir, existiran una estrategia s; tal que
TAxT < s;AxT.

Es decir, existe un € > 0 tal que

$; AT — TAT > €,

lo que implica que @;/x; > € para t suficientemente grande, lo cual contradice el hecho de que
x(t) sea convergente.

(1v)

Supongamos que T no es un equilibrio de Nash. Se tendra por continuidad que existiran un ¢ y
un € > 0 tales que (Ax); — zAx > e para todo x en un entorno de .

Para esos z, la componente x; crece exponencialmente debido a que &; > ex;, que entra en con-

tradicciéon con el hecho de que el punto es estable.

Ejemplo 2.18. Atractor pero no EEE

Sea la matriz

0 6 —4
A=1-3 0 5
-1 3 0

¢4 es un flujo en el tridngulo xgx1x2. Tendremos en este caso el sistema

Ty = $0[61’1 —4dxo + (3.%1 + :L‘Q)JJO — (GZE() + 31‘2)1’1 + (4$0 — 5:E1)1’2],
Z1 = x1[—3x0 + bxo + (321 + z2)x0 — (620 + 322)21 + (420 — HI'1)T2),
g = xa|—x0 + 321 + (321 + 22)x0 — (620 + 322)2T1 + (420 — H'1)X2).

Tras una serie de calculos se obtienen seis puntos criticos del sistema (en S,): el baricentro
e = (1/3,1/3,1/3), los tres vértices del triangulo z¢9 = (1,0,0), =1 = (0,1,0), x2 = (0,0,1) y
dos puntos adicionales P; = (4/5,0,1/5) y P, = (0,5/8,3/8).

Analizando los autovalores de la matriz jacobiana en cada caso, llegamos a las siguientes conclu-

siones:
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A= (5

por tener todos los autovalores con parte real negativa y xy por ser una EEE, como veremos

, *1%“/5), Az, = (0,—1,—3). Tanto e como 2 seran puntos atractores: e

mas adelante.
» Az, = (0,3,6) tiene todos los autovalores reales no negativos, por lo tanto z; es un repulsor.

w Ay, = (0,—4,5), Ap, = %(—82, —36,20), A\p, = (33/8,—-225/6,—225/6); x2, P1 y P seran
puntos de silla ya que presentan autovalores con parte real positiva y autovalores con parte

real negativa.

Ademas, se tiene que e no sera una EEE ya que xgAe — eAe =0y xoAxg — eAxy = 4/3.
Por tltimo, se tendra que zg es una EEE ya que zAzg — rgAzg = —32' — 22 < 0 para todos los

puntos de S, — xg.

Introducimos ahora el concepto de equivalencia y estabilidad de juegos, que seran protago-

nistas de nuestros proximos resultados.

Sea M, 11 el espacio de los juegos con n + 1 estrategias, que puede ser identificado con el

espacio de las matrices reales (n+ 1) x (n + 1).

Definicién 2.19. Sean A, B € M,,;1. Diremos que A y B son equivalentes (A ~ B) si existe un
homeomorfismo de S, en si mismo que preserva las caras, en el sentido de que la imagen de una

cara es otra cara, no necesariamente ella misma.
Definicion 2.20. Diremos que A es estable si tiene un entorno de equivalencias en My, 1.

Teorema 2.21. Un juego estable tendrd como mucho un punto critico en el interior de cada
cara de S,,.

Una demostracion de este resultado se encuentra en [14].

Veamos un ejemplo en el que aplicamos algunos de los resultados previos para estudiar la

estabilidad del sistema planteado.

Ejemplo 2.22. Sea A = I la matriz identidad 3x3. Obtenemos el sistema:

Ty = mo(wo — (x + o7 + 23)),
a1 = z1(z1 — (vd + 2f + 23)),

@y = wo(xy — (25 + 21 + 23)).

Este sistema presenta un punto critico en el baricentro y uno en cada vértices de S,,. Com-
probaremos que los vértices son atractores y el baricentro de S, e, es repulsor. Para comprobar
que los vértices son atractores basta con ver que los tres son EEEs (por el teorema 2.14); lo

verificaremos para zy ya que los otros dos casos son analogos.



2.5. Bifurcaciones 25

Se tiene que zAzg = ' y z0Azg =1, y como z! < 1 V! € S,, — zg, 2o sera un EEE.

Consideramos ahora el sistema inducido por la matriz —1

iy = mo(—x0 + 7§ + 25 + 23),
iy = 21(—21 + 2§ + 2] + 23),

iy = xo(—x2 + 2§ + 27 + 23),

que presenta los mismos puntos criticos que el sistema anterior, aunque solo estudiaremos a e.
Sixz € S, — e entonces xAe — eAe = —1/3(xo + 1 + x2) + 1/3 = 0, ademés zAxr — eAr =
—(x% + x% + x%) —1/3<0, Va € S, — e por lo que e serd una EEE. Aplicando ahora el teorema
(2.14) y el teorema (2.15), e es un atractor para ¢_; y ademas no existen otros puntos criticos
en Int(Sy).

Por esto, e es un repulsor para ¢;.

Xo X1

Figura 2.2: Retrato de fases. Ejemplo 2.22.

2.5. Bifurcaciones

Como pequeia introducciéon, diremos que la teoria de bifurcaciones es la rama matematica
que estudia el cambio en la estructura topoldgica o cualitativa de una familia de curvas, en nuestro
caso las soluciones de una familia de ecuaciones diferenciales. De esta manera, una bifurcacion
ocurre cuando un ligero cambio (continuo) en las condiciones iniciales del sistema provoca un

cambio en el comportamiento del mismo.

La nomenclatura de “bifurcacion® fue propuesta por Henri Poincaré en 1885, en el que seria

el primer trabajo en torno a un sistema que presentaba este comportamiento.

Estas bifurcaciones se pueden clasificar en dos principales grupos:
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= Bifurcaciones locales: pueden ser analizadas a través de los cambios en las propiedades de

la estabilidad local del equilibrio (puntos criticos).

= Bifurcaciones globales: no pueden ser analizadas en su totalidad a través de los cambios en
las propiedades de la estabilidad local del equilibrio. Suelen ocurrir cuando “chocan® dos

conjuntos invariantes del sistema.

Estudiaremos tnicamente bifurcaciones locales, ya que pueden ser estudiadas a través de los
puntos criticos del sistema. Comenzaremos analizando el tipo de bifurcaciones que pueden ocurrir
en juegos parametrizados, en particular, analizaremos la posibilidad de que existan bifurcaciones
de Hopf.

De manera poco formal diremos que una bifurcaciéon de Hopf ocurre cuando al variar un
parametro de un sistema dindmico este presenta un cambio en la estabilidad del punto critico en

estudio, dando origen o desapareciendo una Orbita periddica.

A continuacion estudiaremos la existencia de bifurcaciones de Hopf en dos ejemplos.

Ejemplo 2.23. Piedra-Papel-Tijera.

Ya vimos que la matriz de pagos asociada al juego es

y asi la dindmica asociada vendra dada por:
Ty = xo(T1 — 22),
71 = z1(22 — 70),
1:2 = :L'Q(IL‘O — l’l).

Como vimos previamente, las érbitas de ¢4 en Int(.S,,) —e seran curvas cerradas simples alrededor

de e.

Xo - X1

Figura 2.3: Retrato de fases. Ejemplo 2.23
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Veremos ahora qué ocurre al introducir una perturbacion.

Sea entonces

Es claro que el ejemplo anterior es el caso € = 0.

Para € # 0 la dindmica vendra dada por

Zo = xo(z1 — 22 + (1 — 0)),
X1 = x1(x2 — 20 + €(T2 — 0)),
Zo = xo(xo — 21 + (9 — 0)),
siendo 0 = xgx1 + 122 + X220.
Definimos ahora la funcion V(z) = xgz1x2. Se tendra que
VV(z) = (z122, 2022, T0T1),

por tanto
2 2

Vi(x) =) wmiwin@ipa (T — wip2 + e(@1 = 6) = Y e(z1 - 9),
i=0 i=0

considerando los subindices modulo 3 (es decir i + 3 = i).

De esta forma V* = €(1—36), pero J tiene un maximo de 1/3 en el baricentro e y ningin otro
punto estacionario en Int(Sy). Siguiendo un razonamiento analogo al utilizado en la demostracion
del Teorema (2.14) concluimos que: Si € > 0 entonces V* > 0 en Int(S,) — e y por lo tanto e es

un atractor con region de atraccion Int(Sy).

De forma similar, si € < 0 entonces V* < 0 en Int(S,) — e y asi e es un repulsor con region

de repulsion Int(Sy,).

Por lo tanto cuando el pardmetro pasa por el valor critico el flujo presenta una bifurcacién

de Hopf ya que el punto critico, al pasar de atractor a repulsor, presenta un ciclo periédico.

Es importante destacar que este es un caso “degenerado” en el sentido de que todos los ciclos
aparecen en el valor critico € = 0 y, por lo tanto, no existiran ciclos ni antes ni después de este. Si

anadimos una dimensién apareceran bifurcaciones de Hopf, como veremos en el préximo ejemplo.

Para probarlo seré necesario enunciar primero el teorema de bifurcacion de Hopf:
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Figura 2.4: Retratos de fase segtin el parametro. Ejemplo 2.23

Teorema 2.24. De bifurcacion de Hopf.
Sea

i(t) = ¢e()
una familia de sistemas de ecuaciones diferenciales de n dimensiones, dependientes de un pard-
metro real €. Sea T un punto critico del sistema, y supongamos que todos los autovalores de la
matriz jacobiana evaluada en x. tienen parte real negativa a excepcion de un par de autovalores
complejos conjugados

a(e) £ if(e),
tales que ae) y € comparten signo y 3(0) # 0. Esto quiere decir que x. serd un nodo estable para
€ < 0 e inestable para e > 0.

Supongamos ademds que se cumplen tres condiciones adicionales:
» Las componentes de ¢.(x) son analiticas, es decir, pueden ser desarrolladas como una serie
de potencias convergente.
do
u (E)k:o > 0.
g es asintdticamente estable.
Entonces, para valores positivos y suficientemente pequenos del pardmetro €, el punto critico x.
es inestable y estd rodeado por un atractor periddico que depende del valor de e.

Ejemplo 2.25. Bifurcaciones de Hopf generales

Consideremos en este caso la matriz

01 € O
1
A—4 0 O €
e 0 0 1
1 ¢ 00

Comenzamos considerando el caso critico € = 0. Veremos que el baricentro e del tetraedro S,

es un atractor con region de atraccion Int(S,,).
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Para ello utilizaremos las coordenadas (y, z) € R x C centradas en e dadas por
y = (zo + 22) — (21 + 23),

2z =21+ iz = (g — x2) +i(z1 — x3),

siendo ¢ la constante imaginaria. Para el tratamiento de la variable compleja ha sido consultado
[16].

Se tiene entonces que

Ty = x0(4x1 — 4(.7]0.%1 + x129 + X213 + $0£L‘3)).

Considerando que
y? — 1 =23 + 2x0m1 + 23 — 2(w0 + 2) (21 + 73) + 2] + 27123 + 23 — 1.
Sumando y restando términos de forma adecuada y teniendo en cuenta que x € .S, , se llega
y2 — 1= —4xgr1 — 41290 — 4923 — 4023 + 3:(2) + 2x0x9 + 1‘% + x%
+2x12x3 + x% + 2xgx1 + 22122 + 22923 4+ 22003 — X9 — X1 — T2 — T3.
Sacando factor comun cada una de las variables para eliminar términos obtenemos que

:):(2) + 22029 + :v% + x% + 22123 + x% + 2x9x1 + 22122 4 22903 + 2T0T3 — X9 — 1 — X2 — x3 = 0,

llegamos finalmente a que
Ty = $0(4I‘1 -1+ y2).

Razonando de forma anéloga para cada una de las variables se tiene que la dindmica vendra

dada entonces por el sistema

Zo = zo(dz1 — 1 +y7),
41 = 1 (4o — 1 + 9°),
Ty = To(dxs — 1 + 1),
@3 = x3(4xo — 1 + ¢

Se podra reescribir el sistema en funcién de y, z. Derivando las expresiones del cambio de

variable y tras una serie de célculos se llega al siguiente sistema:

§=—y+4zz+y°
5= —iz — (1 —i)yz + y>=.
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La aproximacién lineal en el punto critico vendra dada por

por lo que el punto critico tendra autovalores —1, £i. A diferencia del ejemplo anterior, en este

caso e sera un atractor. Lo comprobamos:

Consideremos la funcién V' = xgxixors, que tendrd un maximo en el baricentro y ningin

otro punto estacionario en Int(Sy).
Asi, V* = 4Vy? V* > 0 en Int(S,) excepto para los puntos en el plano y = 0, donde V* = 0

Asi que, por un razonamiento anélogo al utilizado al comienzo de la demostracién del Teorema
(2.14), e sera un atractor con region de atraccion Int(S,)\{(y, z) € S, : y = 0}. Bastara entonces
con probar que cuando y = 0 las 6rbitas salen del plano y = 0, entrando en la regién de atraccion.

Distinguiremos tres casos:

» Siy=0y z129 # 0, entonces § = 4z129 # 0, por lo que la érbita cruzaré el plano y =0y

por lo tanto entrara en la regiéon de atracciéon.
= Siy=2 =0y 2z # 0, entonces
21 = X9 — To = 4dxgx1 — To — 4dxox3 + X9 = 4x29 7é 0,

por lo que la 6rbita cruzara el eje z9. Asi, la 6rbita cruzara el plano y = 0 o se ajustara a

las condiciones del caso anterior. En ambos casos entrard en la region de atraccion.
m Siy=20=0y 21 #0, entonces
22 = il — i‘g == 41?1(332 - CL‘o) == —41‘121 75 0,

por lo que la érbita cruzaré el eje z1. Asi la érbita cruzaré el plano y = 0 o se ajustara a

las condiciones del primer caso. En ambos casos entraré en la regiéon de atraccion.

Conlcluimos entonces que e es un atractor con region de atraccion Int(Sy).

Consideramos ahora una perturbaciéon € # 0. El baricentro e seguiré siendo el tnico punto

critico de Int(S,,), pero en este caso la aproximacion lineal en el punto critico vendra dada por
y = (_]‘ + 6)y7

z2=—(e+1)z.
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Con autovalores \{ = —1+4+¢€, \g = —€ — 1y A3 = —€ + . Siendo
V* =4V ((1 — )y® + 2¢|2]?).

De esta manera si € € (0,1), todos los autovalores tienen parte real negativa y e serd un
atractor con region de atraccion Int(S,). Por otro lado si € < 0, A\; tiene parte real negativa y
A2 y Az la tienen positiva, luego e serd un punto de silla . Para € < 0 suficientemente pequeno
debe existir un pequeiio ciclo atractor cerrado cercano a e por el Teorema de bifurcaciéon de Hopf
(ver [15]), por lo que existira una bifurcacion de Hopf, que ademés no sera “degenerada“ al haber

ciclos en un intervalo del parametro e.

Para cerrar el capitulo probaremos, tras presentar una serie de resultados previos, que para

n=2 todas a bifurcaciones de Hopf son “degeneradas®.

Definiciéon 2.26. Diremos que una matriz A es central si tiene un punto critico aislado en el

baricentro de S,,.

Supongamos ahora un sistema dindmica inducido por una matriz A, con un tnico punto

critico aislado e € Int(S,). Sea E la matriz diagonal que tiene e como valores de la diagonal.

Definimos la centralizacion de A como la matriz A = (n + 1)AE.
Lema 2.27. A es central y A ~ A. Ademds si A es central entonces A = A.

Definicién 2.28. Denotaremos por Z,, al conjunto de matrices n X n con ceros en la diagonal.
Denotaremos por Z;7 C Zn al conjunto de matrices con ceros en la diagonal y con el resto de

elementos distintos de cero.

Definicion 2.29. Dadas dos matrices A, B € Z:{H, diremos que son equivalentes en signo si los
elementos no diagonales tienen el mismo signo. Denotaremos la clase (de equivalencia) de signo

por la correspondiente matriz de signos

Definiciéon 2.30. Dada un permutacion p de {0,1,...,n} y una matriz A € Z:H sea pa la
matriz obtenida al permutar las filas y las columnas de A por p. Diremos que A, B € Z;' 1

combinatorialmente equivalentes si p4 y pp son equivalentes en signo para algin p.

Definiciéon 2.31. Sea C la clase (de equivalencia) combinatorial, que consiste en las dos clases
de signo (ver [14])
0 — +
-S=14+ 0
+ — 0 - + 0

n
I
|
o

Sean C_, Cy, C los subconjuntos de C determinados por el signo de det(A).
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Teorema 2.32. Dos matrices en C son equivalentes si y solo si sus determinantes tienen el mis-
mo signo. Ast, C contiene tres clases de equivalencia, de las cuales C1,C_ son clases estables y
con flujos inversos el uno del otro, mientras que Cy es inestable, siendo una subvariedad sepa-
rando las clases estables. Si A € Cy,C— entonces ¢4 tiene un atractor, repulsor en Int(Sy) con

region de atraccion,repulsion igual a Int(Sy). Estos retratos de fases son: Por lo tanto cualquier

/N /o /AN

Figura 2.5: Retrato de fases en cada subconjunto de C

camino en C cruzando Cy transversalmente induce una bifurcacion de Hopf “degenerada.

Una prueba de este teorema puede ser encontrada en [14].

Definiciéon 2.33. Supongamos que A tiene un punto critico aislado e € Int(S,) y la centraliza-
cion
0 0+ayg 0—ag
A=3AE=|60-a 0 0+a |,
0+as 0—as 0

con 6,a; € R. Definiremos como pardmetros centrales de A a 60, a; . Definiremos también p =

apal + ajaz + azag.

Lema 2.34. Las autovalores de ¢4 en e tienen la forma : 5(—0++/—p). Es decir, los autovalores

dependen unicamente de los parametros centrales y no de e.

Teorema 2.35. Cuando n = 2 todas las bifurcaciones de Hopf son “degeneradas”.

Haremos un esquema de demostracion:

Para que una bifurcacion de Hopf ocurra en una matriz Ay serd necesario que tenga un punto
critico aislado e € Int(S,,) con autovalores imaginarios.

Por lo tanto por el Lema(2.34) se tiene # = 0y p > 0. Basta con asumir que Ag es central, por
el Lema(2.27), ya que esto no afecta a los autovalores, por el Lema(2.34).

Tendremos entonces tres posibles casos:

1. Todos los a; son distintos de cero y tienen el mismo signo.

2. Todos los a; son distintos de cero pero tienen signos distintos.
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3. Algun a; es igual a 0

El caso (1) cumple las hipotesis del Teorema(2.32).
Para el caso (2) ver la demostracion completa en [14].
Para el caso (3), la matriz Ay tendra al menos un parametro central a; = 0. Ademéas como p > 0
los otros dos pardmetros centrales deberan ser distintos de cero y compartir signo. Asi podemos

asumir, sin pérdida de generalidad que
apg,a1 >0, as =0, 0 =0.

Consideramos ahora la perturbacion A de Ag dada al hacer as = 26 # 0. que toma la siguiente

forma
0 0+ayg 0—ag

A=10—-a 0 0+a |,
36 —0 0

con |0| < ap,ay.
Cuando 6 > 0 estaremos en las condiciones del caso (1) y por lo tanto el baricentro e sera un
atractor con region de atraccion Int(S,,).
Cuando 6 < 0 estaremos en las condiciones del caso (2) y, como se puede ver en [14], el baricentro
e seré un repulsor con regiéon de repulsion G C S,,.
De esta manera por el teorema de bifurcacion de Hopf (ver [15]) existira una familia 1-paramétrica
de ciclos alrededor de e en el retrato de fases de ¢ 4. De esta forma cualquier camino a través de

Ap inducird una bifurcacién de Hopf “degenerada“. Con esto concluimos la prueba.



34 2. Juegos Evolutivos y la Ecuaciéon del Replicador
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estudio de las bifurcaciones ha sido extraido de [14], [15]



Capitulo 3
Ecuaciones de Lotka-Volterra

En la década de 1920 Alfred Lotka y Vito Volterra propusieron, de manera independiente,
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden para modelizar la dindmica de

sistemas biolégicos en el que dos especies interactiian, una como presa y otra como depredador.

1;1 = —ax + 51‘11‘2,

ZTo = —fr122 + Y22,

donde:

= 21 es el nimero de individuos en la poblacién que actiia como presa.
= I9 es el namero de individuos en la poblacién que actiia como depredador.
= 21 e Zo representan el crecimiento de la poblacion de presas y depredadores respectivamente.

= «,,7,6 > 0 son coeficientes que representan las interaccione entre las especies.

Este sistema, conocido como ecuaciones de Lotka-Volterra o ecuaciones depredador-presa, es
clave en la matemaética ecologica. Ademaés, este sistema puede ser generalizado para n especies
de la siguiente manera:

n
xTr; = xi(ai + E aijxj),
=1
donde «; representa el crecimiento o decrecimiento intrinseco de la poblacion ¢ y a;; representa
la influencia de la poblacion j sobre la poblacion i. Se definira la matriz A = (a;;) como matriz

de interacciones.

35
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En el caso n-dimensional el plano de fase, puesto que ninguna especie puede tener un niimero

negativo de individuos, es el ortante

Ry ={z = (z1,...,an) ER"/z; >0 Vi € {1,...,n}}.

Dada la importancia que este sistema tiene en la matemaética ecolégica, seria interesante
poder relacionarlo con la ecuacién del replicador y, de esta manera, poder utilizar los resultados
de uno en el otro y viceversa (aunque el interés principal sera poder aplicar los resultados de las

ecuaciones de Lotka-Volterra en la ecuacion del replicador).
Antes de demostrar esta equivalencia, estudiemos el comportamiento del caso bidimensional.
Recordemos que en este caso el sistema viene dado por

l:l = —ax + 51’1:132,

Zg = —fBr112 + YT2.

Es claro, tras unos calculos sencillos, que los tinicos puntos criticos del sistema seran P, =

(0,0) y Py = (3, 5)-
Tenemos que la matriz jacobiana viene dada por

—a + dxg 0y
— B —Bx1 + 7 '

J(.’El,l’Q) = (

Evaluando la matriz jacobiana en P; se tiene que

7(0,0) = <_oa 3) ,

con autovalores A = —a y Ay = 7. Al ser un autovalor positivo y otro negativo concluimos
que (0,0) es punto de silla, inestable. Este punto critico no es de interés ya que representa una

situaciéon en la que ambas poblaciones se han extinguido.

Evaluando ahora la matriz en P, obtenemos

&y _ 0 /B
"0 —Bajs 0 )

con autovalores A = £,/—a~y. Como Re(\) = 0 no podremos concluir nada acerca de la estabili-

J(

w2

dad del punto critico. Por lo tanto, calcularemos las 6rbitas de forma explicita para estudiar la
estabilidad.

Es inmediato comprobar que el sistema presenta también dos familias de soluciones

z1(t) = ae™, wo(t) = 0;  @i(t) =0, wa(t) = be™’,
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para a,b € R.

Para el calculo de las orbitas del sistema (para x1, z2 # 0) sera necesario resolver la ecuacion
diferencial de primer orden
dxq —axy + 0T122

dry  —Brizs + Y22
Esta puede ser reordenada como

—Bx1 + 7y —a+ o
T Ny = ——2
I xI9

dxo,

y por lo tanto es una ecuacién de variables separadas, que integrando en ambos miembros, resulta:
vLn(z1) — 1 + aln(xz) — dzo =k,

para algun k € R.

Tomando exponenciales obtenemos finalmente la solucion

¥
L1

ebrigdrs — T

x5

para una constante K € R.
Probaremos ahora que esta familia de curvas estd compuestas por curvas cerradas alrededor

de (3,2).

Definimos la funcién
F(x1,29) = vLn(x1) — fr1 + aLn(xy) — dxa,

de manera que cada una de las curvas de la familia previa, vendra dada por un curva de nivel
de F, F($1,$2) =K.

Definiendo ahora ) = % y X2 = %, la expresion de F' se transforma en

F(xl, xg) = ﬂ(i‘l — Ln(xl) — .7}1) + 5(:2‘2[;71(.%’2) — .CL'Q).

Consideramos ahora las ecuaciones paramétricas de las rectas que pasan por (%, 5), ¥y que

tienen como vector director @ = (u, s), es decir,

{ r1 = T1 + us,

To9 = To + VS,

s € R. En los puntos de la recta la funcién F' toma la forma

F(s) = B(Z1Ln(z1 + us) — T1 — us) + (T2 Ln(&e + vs) — &g — vs).
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Calculamos la primera y segunda derivada:

A~ A~ ~ ~

. Tiu TV T L2
F = [ s — - s
(5) B(:ﬁl 4+ us u)+ 6(:%2 + vs v) (5551 + us Bu (5562 + vs o),
Biiu? Si9v?

F(s):—

(Z1 +us)? (&g +vs)2
Como 3,9, 21,22 > 0, se tiene que F(aj) < 0 para todo s € R, y por esto, F(s) es estrictamente

decreceiente y V(s) concava. Ademas, es facil comprobar que

F(0)= (8- B)u+ (5 — ) =0.

Asi, podemos concluir que el iinico maximo de la funcién F' se dard cuando s = 0, es decir,
en el punto (%, 5)- De esta forma, dado un plano F' = K < maxz(F'), todas las semirrectas en
el plano que pasan por (%, $) tienen un tnico punto de corte con la érbitas correspondiente.
Estos nos permite afirmar que estas orbitas seran curvas cerradas alrededor de (%, $) pues si no

lo fueran, existirian semirrectas con ninguno o més de un punto de corte con las érbitas.

3.1. Equivalencia replicador-Lotka-Volterra

En este apartado demostraremos la equivalencia entre las ecuaciones de Lotka-Volterra y las
ecuacion del replicador, que nos permitiran utilizar los resultados del primero en el segundo.

Comenzaremos introduciendo coordenadas homogéneas definiendo

ro = 1,
€T

Yi==n—> i=0,.,n.
ijo%

Entonces y = (Yo, Y1, --, Yn) estd en el simplex S, 11 = {y ER™Ly; > 0,50 jy = 1} . Ade-

mas yp = % y podemos reescribir
Z] =0 Tj

1
Yi = Tic=m s
> j=0Tj
obteniendo la transformacion inversa que vendré dada por

Yi
Ty = —,
Yo

1=1,...,n.
De esta manera las ecuaciones de Lotka-Volterra se transforman en
T Ty j=0Lj

Yi =
' Z?:o Zj (Z?:o ;)
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zi(aio + 27y aijrg) w305 wiajo + Dop_y ajktk)

2 j=0j (=0 %5)?

Teniendo en cuenta que Y7 x; = (yo)~ ! y que a;o + > iy aijry =Y 0 aijzj, llegamos a
n n n
bi = 2> aigai)yo — (Y 20O ajeae))y.
j=0 =0 k=0
Aplicando ahora la transformacion inversa

n n 1

i = i agyi — Y yiairyk)—,
T P Yo
J=0 J,k=0

fijando ahora ag; = 0, que estd en concordancia con las ecuaciones de Lotka-Volterra al fijar
xo = 1. Asi, excepto por el factor y% (que representa tnicamente un cambio en la velocidad),
tendremos el sistema de EDOs

n
g = (D aigyivo = i D yjamy), i =0,.m,
j=0 7,k=0

en el simplex 5,11, que es precisamente la ecuacion del replicador. Se ve de manera sencilla que
esta no varia en Sp,41 si anadimos una constante arbitraria a cada columna de la matriz (aij).
Por lo tanto podremos escoger siempre constantes que fuercen ag; = 0 Vj y podremos reescribir

la ecuacion del replicador como la de Lotka-Volterra.

3.2. Existencia de bifurcaciones de Hopf y ciclos limite

Comenzaremos con las definicién del concepto de ciclo limite y w-limite

Definiciéon 3.1. w-limite.

Sea xg € G C S, y sea 7y, su Orbita
Yoo = {x(t;z0),t € I(x)} CG.
Asumiendo que [0,00) € I(z) se define el w-limite del punto z¢ como el siguiente conjunto
w(zo) := {yo € G para los que existe {t,,} € I(x): lim {ty,} =00y lim {z(tm;z0)} =yo},
denotando por z(t; zg) a una solucién x(t) con condiciones iniciales x(0) = xg.

Definicion 3.2. Ciclo limite.

Una orbita periodica v es un ciclo limite si w(zg) = 7 para al menos un xy & 7.

Por dltimo enunciaremos un teorema que sera ttil para la préxima demostracion.
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Teorema 3.3. (De Lyapunov.)
Sea & = ¢(x) un sistema de EDOs autonomo definido en G C R™ con ¢ : G — R™ continuamente
diferenciable en G. Sea V : G — R continuamente diferenciable en G y xg un punto critico. Si

V es tal que V* < 0 o V* > 0 en todo G entonces w(xg) N G estd contenida en el conjunto
{r e G:V*=0}.

Como en la seccién anterior demostramos que para n = 2 la ecuacion del replicador, y por
lo tanto también las ecuaciones de Lotka-Volterra, no presentan bifuraciones de Hopf generales.
Veremos ahora, a través de las ecuaciones de Lotka-Volterra, que cuando n > 3 existen bifurca-
ciones de Hopf y por lo tanto ciclos limite en la ecuacién del replicador. Para la demostracion
completa ver [4]. Es necesario anadir que en [19] se puede consultar una demostracion de la

existencia de bifurcaciones de Hopf y ciclos limite para la ecuacion del replicador cuando n > 3

Para hacerlo, nos apoyaremos en el siguiente sistema de EDOs
Z1 = x1(1 — 21 — axy — fas3),

T = x9(1l — By — T2 — ax3),

Z3 = x3(l — awy — Pra — x3).

Comenzamos asumiendo que la matriz (a;;) es circulante. Se tendra entonces que el sistema

generalizado vendra dado por la siguiente expresion

n

ﬂfi = .Tl(l — E iji+j)a 1= 1, N
j=1

Una matriz circulante es una matriz cuadrada en la que todos los vectores de fila se componen
de los mismos elementos y cada vector de fila se gira un elemento a la derecha en relacién con el

vector de fila anterior. Un ejemplo de matriz circulante sera la matriz

&

Il
W N =
_— W N
N =W

Por lo que para n = 3 tendremos el sistema previo con ¢y = 1,¢; = «,c2 = S. Definimos

n

ahora v, = Z;:& cj/\jk con A = 2™/ y asumimos vy = > j=1¢ > 0. Busquemos ahora un

punto critico imponiendo que x1 = ... = x, =: k, de esta forma
n

:Uzzk(l—zc]k):0:>k:
j=1

1
Z?:l ¢’



3.2. Existencia de bifurcaciones de Hopf y ciclos limite 41

demostramos asi la existencia del punto critico

n
=y = ... = Ty = (ch)—l —

Calculamos ahora la matriz jacobiana del sistema evaluada en el punto z, calcularemos los
elementos de la diagonal, ya que los demas elementos se obtienen trivialmente. Derivando el

expresion ¢ de sistema con respecto de x; se obtiene

n—1 n—1

0p; Z B Z
O =1- 200.%1' — iji—i-j =1- col; — Cj.I'H_j,

‘ j=1 =0

evaluando en el punto critico obtenemos que

1
Jiji = ——co.
70

Calculando el resto de elementos se llega a que

€o ¢ -+ Cp-1
J(j) = _1/70 Ch—1 €0 ** Cp-2

El siguiente resultado nos permite calcular los autovalores y autovectores de la matriz jaco-

biana, ya que esta también es circulante.

Proposicion 3.4. Los autovalores y autovectores de C' = cire(cy, ..., cn—1) vienen dados respec-

tivamente por
-1
Wk :h(wk)7vwk = (17wk7"'7w2 )T7
siendo h(x) = S" "2 ;a7 y wy, las raices n-ésimas de la unida
7=0 *J
Por lo tanto los autovalores seran de la forma wy = —vi /v, k=1,...,n.
Se tiene entonces w,_r = w para k=1,...,n — 1.

Probaremos ahora el siguiente el siguiente teorema:

Teorema 3.5. Si Re(w1) < 0 y Re(wy) < 0 para k = 2,...,n — 2 entonces x es globalemente

atractor. En particular T es asintoticamente estable.

La importancia de este teorema radica en los dos corolarios que le siguen, cuya demostracién

se puede encontrar en [15].

Corolario 3.6. Si T es un atractor, entonces es un atractor global.

Para cada n € N,n > 1, las n diferentes raices n-ésimas de la unidad son wy = 2Pk /M eonk = 0,1,....,.n—1
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Corolario 3.7. Si Re(wg) < 0 para k = 2,....,n — 2 y Re(wy) > 0 y suficientemente pequeno,
entonces existe un ciclo limite estable cerca del punto critico T, que es inestable.

Demostracion Lo haremos construyendo una funcion de Lyapunov.

P = Ty, S = Zaz,, Q= Z Cj—iTiTj.

1,j=1

Sean

Calculamos ahora las derivadas orbitales de P y S
VP = (29...%0, T1X3... Ly ooy 1 Tiy—1 )

de esta forma se tiene
VP¢;, =P — zn:cipxiﬂ- = P*= z”: VPp;i = P(n—9).
En el caso de S tenemos
VS =(1,..,1) = §* = Z@_s Q.

Combinando ambos resultados se tiene que
(PS™™)* = P*S" ! _nPS ™7 18* = P(n —4,S)S ™ 1S —nPS™ (S - Q),
y sacando factor comun obtenemos
(PS™™)* = PS™" 1((n —%S)S — nS + nQ) = PS™" 1(nQ — 7S5?).

Veamos que PS™" es una funcién de Lyapunov global que cumple las hipotesis del teorema
previo. Para ello trabajaremos con las siguientes variables, que por la proposicién 3.4 seran los

autovectores asociados a los autovalores wy,

n

vo =D NPxi, p=0,.m—1.
i=1

Aplicando ahora la transformacion inversa y tras una series de célculos (ver [4]) el sistema previo

se transforma en
n—1

yp =Yp — — Z YmY—-mYp+m-

m 0
Como yp = S y haciendo una identificacion de los elementos del sistema obtenido (para p = 0)
con los de S* tenemos

n—1

1
St = =Y — — TnlY— mym Z R6'7m|'Ym|

mO
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Asi se tiene

n—1 n—1
(PS™")* = PS" M (nQ —705%) = PS™ ' (D vmlyml* —20%5) = PS" (D wnlyml*),

m=0 m=1

por lo que (PS"”) >0si Re(ymy) >0param=1,...,n— 1.

Aplicando ahora el Teorema de Lyapunov (3.3) se tendra que toda 6rbita tiende a un conjun-
to invariante contenido en {x . (PS—™)) = 0} . Ser& necesario entonces ver que este conjunto
contiene Gnicamente el punto critico  y con esto terminara la prueba. Para ver una explicaciéon
en detalles de todos los casos, consultar [4]. Con esto y aplicando los resultados introducidos

previamente llegamos al resultado buscado:

Teorema 3.8. La ecuacion de Lotka-Volterra n-dimensional permite ciclos limite estable si y

solo si n > 3.

3.3. Ecuaciones de Lotka-Volterra para cadenas troéficas

En esta seccién analizaremos el comportamiento las ecuaciones de Lotka-Volterra en el estudio
de cadenas troficas de n especies. En ellas la primera especie es depredada por la segunda, que a
su vez es depredada por la tercera, y asi sucesivamente hasta llegar a la n-ésima especie que no es
depredada por ninguna. De esta forma solo existird competencia interespecie de cada poblacion
con su depredador o presa inmediata. Ademéas asumimos que existe competencia intraespecie

para cada poblacién. Esto se expresa en el modelo con la equivalencia
ai;j=01i—j¢{-1,0,1}
Esto transforma el sistema original en

¥1 =x1(0q — a1z — a1222),
Ty = Ti(—0j + Qi i—1%i—1 — Q% — Qi ip1Tit1),

Tn = xn(_an + Upn—1Tn—1 — annxn>7

conr; >0y a;; >0 para todo i,j € {1,...,n}.

Probaremos, utilizando el teorema de Lyapunov (3.3), que si el sistema presenta un punto

critico interior T entonces Z es globalmente estable. Comenzamos reescribiendo el sistema como

x',- = T;W; 1= 1, ey N,
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y definimos la funcién

n

V(z) = Zcz(wz — & Ln(z;)),

=1

tanto w; como ¢; seran determinadas en un futuro, forzando a V' a cumplir las condiciones del

teorema.

Calculamos primero su derivada orbital:

por tanto

Como Z es un punto critico, tenemos que

a1 = a11x1 + a12T2,
Qf = Q4 j—1Ti—1 — QjiTi — Q4 j+1Ti+1,

Qp = Up,p—1Tn—1 — GnpTn,
asi, los w; toman la forma
wi = —ai1(z1 — T1) — ar12(x2 — T2),
Wi = a1 (Ti—1 — Ti—1) — i (T; — T;) — Qi it1(Tig1 — Tig1),
Wp = an,nfl(l‘nfl - jnfl) - ann(xn - jn)

Ahora, haciendo el cambio de variable y; = x; — &; las w; se transforman en

Wi = —a11yY1 — a12Y2,
Wi = Q4 i—1Yi—1 — Qi — Qi i+1Yi41,

Wn = Ann—1Yn—1 — AnnYn-
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Haciendo célculos en las expresion de la derivada orbital de V se tiene

n n—1
*
V= g CiYiw; = Cc1y1wy + E CilYiW; + CpYnWnp
i=1 j=2
n—1 n—1
2 2
= —C1011Y] — C1G12Y1Y2 + E CiQ;i—1Yi—1Yi — § CiQiY;
i=2 =2
n—1
2
- E Cij i+1YiYj+1 T Cnlnn—1Yn—1Yn — CnlnnlYy,
i=2
n n—1 n
2
= g CiQiY; — E CiGii+1YiYi+1 + E Ci; j—1Yi—1Y1
i=1 i=1 j=2
n n—1 n—1
2
= E CiQiiY; — E CiGii+1YiYi+1 T+ E Cit10i+1,iYiYi+1-
i=1 i=1 j=1

Ahora podemos imponer que V* < 0 haciendo que las constantes ¢; sean de la forma
CiQii+1 = Cit1Qit1,i,

de esta forma
n n

* 2 = \2
Vi=-— E Citiiy; = — E ciaii(z; — i)~

=1 =1
Asi, podremos aplicar el teorema de Lyapunov para afirmar que toda érbita v en el primer
hiperoctante H; es tal que:

w(z)NH =w(z) C{y € H : V*(y) =0} = {z},

y como x = T es solucién del sistema se tiene que toda 6rbita del primer ortante convergera en

el punto critico Z.

3.4. Ejemplo teodrico

A modo de ejemplo, estudiaremos el caso n=3: una cadena tréfica de tres especies.
Este sistema ha sido estudiado en [19] y de forma méas exhaustiva en las refencias del propio
libro. Este sistema presenta comportamientos dindmicos diferentes, de acuerdo con los valores
de los pardmetros. Nos limitaremos a los pasos bésicos, remitiéndonos a la literatura para un

analisis més detallado El sistema para estudiar el modelo sera de la forma:
&1 = x1(r1 — anx — r1272),
Ty = wa(—ro — a2171 — a22T2 — G2373),

&3 = x3(rs — azaxs — az3rs).
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Obtenemos los puntos criticos resolviendo:

z1(r —anxy —apzs) =0,
xo(—r2 + ag1r1 — axr — aggrs) =0,
0

x3(—rs + asexs — agsrs) = 0.

La matriz jacobiana asociada al sistema es:

r — 2(111:131 — a12x2 —a12X1 0
J(ﬂﬁl, x2, 373) = a21T2 =T + ag1x1 — 202072 — A2373 —a23T2
0 aza2x3 —Ts3 + azoro — 2(133333

El origen (0, 0, 0) es un punto critico.

La matriz jacobiana

T 0 0
J(0,0,0)0=10 —ry 0 |,
0 0 —T3

tiene un autovalor real positivo r; y dos autovalores reales negativos —ro y —rs. Por lo tanto el

origen es un punto de silla de sistema.

Para facilitar los célculos de los otros puntos criticos, estudiaremos el sistema segun las
interacciones entre las distintas especies. Ademas, tinicamente expondremos dos casos por motivos
de simplicidad. El resto de casos pueden ser resueltos de forma similar a como han sido resueltos

los dos que presentaremos a continuacion.

CASO 1: Si no hay competencia intraespecie, es decir, a;; =0 i =1, 2, 3.

Asi, queda el siguiente sistema para resolver:

z1(r1 — aigxe) =0
zo(—re2 + a1 — agzxz) =0,
0

x3(—rs + agawe) = 0,

obteniendo como puntos criticos:

» Py =(0,0,0) que ya ha sido estudiado.

» P = (0,22, —"2) no estd en nuestro espacio de soluciones pues no pertenece al primer
>az2’ a23

ortante de R3.
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n Py = (22, L 0).

a1’ aiz’

La matriz jacobiana queda

__ai2
0 an1 T9 0
= a1 @23
J(P) = | ¢2r 0 aar
0 0 —rg + 282y

a21

De donde obtenemos los autovalores:

A= —r3 + %7’1 Ay = +/—T1T9 /\3 = —\/—T17T2.

Un autovalor real y dos autovalores imaginarios puros conjugados. Distinguimos 3 casos en

funcioén del signo del autovalor real

e Sirg > Z'—;?rl el autovalor \; seria real negativo. Asi P? sera un punto critico estable.

e Sirg = %rl el autovalor \; seria 0. Por lo que en este caso, no podremos concluir
utilizando las herramientas de este trabajo. Para un mayor estudio acerca de este
sistema, consultar [19].

e Sirg < %n el autovalor A\{ seria real positivo. En este caso el punto critico sera

inestable y por lo tanto las 6rbitas divergeran a infinito.

= El sistema también presentara soluciones dependientes de un parametro «, que tomarén la

forma P3 = (223 q + 1L a) (a > 0).

a1 a12
En este caso la matriz jacobiana queda

a
0 —Ti(agga +79) 0
J(Ps) = | ¢ 0 —aBr |,
0 aza 0

cuyos autovalores son:
A =0, Ay = \/—Tl(agga 4 g - 932923 ), A3 = —\/—Tl(agga + 79 + 7‘132%3).

a1 a1

Un autovalor cero y dos autovalores imaginarios puros conjugados. Por lo que de nuevo,
no podremos concluir utilizando las herramientas de este trabajo. Para un mayor estudio

acerca de este sistema, consultar [19].

CASO 2: Existe competencia intraespecie en una de ellas.
Supongamos, por ejemplo, que aj; # 0. Para obtener los puntos criticos resolvemos el siguiente

sistema
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z1(r —anxy — apxz) =0,
x2(—r2 + ag121 — azzxz) =0,
=0.

x3(—rs + agex2)

Encontramos los puntos:

» Py =(0,0,0) que ya ha sido estudiado.

» P, = (0,22 —'2) que no pertenece al conjunto de las soluciones.
>az2’  a23

x Py =(11,0,0).

aii’

La matriz jacobiana queda

_ _a12
T a1 ™ 0
J(B)=| 0 —ro+r 0 |,
0 0 —Tr3
cuyos autovalores son dos niimeros reales negativos Ay = —r; A9 = —r3 y A3 = —ro+%2Lpy

ail

e Si %rl < 79 tendremos tres autovalores reales negativos, por lo que el punto sera

asintoticamente estable.

e Si Z—ﬁrl = 79 tendriamos dos autovalores reales negativos y otro nulo, con los que el

punto sera estable.
e Si Z—ﬁrl > 19 tendriamos dos autovalores reales negativos y uno real positivo y el
punto critico sera un punto de silla.

— (T2 ™M _ _aun
= Py = (a21’ a2 ai2az1 | 2 0)'

Para que el punto pertenezca al conjunto de soluciones debe cumplirse que %rl - Z—Erg > 0.

La matriz jacobiana es

_a11 _a12
az1 2 a1’ 2 0
= | @21, _ a1 — o _du
J(Ps) = arx' 1 a2 0 a23(a12 012a2lr2) ’

T1 all
0 0 —r3+ a32(@ " arz2a21 r2)
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y sus autovalores son

_ a32,. _ aijiasz
Av= -3+ a2 17 arpaz) 2

—1lr_an a11)2 12, (@21, _ 011 iy .
Az = g[—otry + \/( )2+ 4o (e — 2ro)] (Real positivo por la condicion de exis

tencia de la solucion).

— Li_an, _ @112 @12, (@21, _ 411 i is-
Az = g[—otrs \/( )2+ 42 (32r — 2ro)] (Real negativo por la condicién de exis

tencia de la solucion).

» Pp= (L — M2 gy T3 g 42302, T2) B yp punto interior.
all a11a32 az2’ a23a11 a11a32 az3

La condicion de existencia de este punto como soluciéon del sistema de ecuaciones diferen-
ciales, condiciona el valor del autovalor A\; del punto estudiado en el apartado anterior. Asi,

el analisis de la estabilidad ha de hacerse en conjunto.

a21 _ 023012, _ T2 > ass . _ a3z, > >
azszail ™1 a11a32 3 a3 — 0= ai2 =T a2laiz r220= A1 > 0.

Solo nos interesa el caso > 0 ya que si Ay = 0, Py = P3 y ese caso ya ha sido estudiado

previamente.

Si existe Py, que es un punto interior, tendremos que es globalmente estable por lo visto
en la seccién anterior y por lo tanto Ps debera ser inestable. Si no existe Py entonces Ps

seréa estable.
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