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Resumen

El objetivo de este trabajo es explorar, desde un punto de vista geométrico, el comportamiento
de las cuédricas proyectivas para poder asi dar una clasificacién consistente de las mismas.
Comenzamos dando una introduccién sobre el espacio proyectivo n-dimensional, que sera donde
trabajaremos a lo largo de toda la memoria. Se abordaran temas como la polaridad de una
cuédrica y su relacién con los puntos singulares de la misma, asi como conceptos no vistos en el
grado como puede ser el Indice de Witt, que surge de manera natural tras presentar el Teorema
de Homogeneidad y caracteriza por completo a una cuddrica en el caso complejo (y por
tanto en el real). En particular se harad un estudio de las cuadricas Qs y Qy, y de las familias
de subespacios lineales contenidos en ellas, que veremos estan garantizados gracias al Segundo
Teorema de Estructura B.11)

Abstract

The objective of this work is to explore, from a geometric point of view, the behaviour
of projective quadrics in order to give a consistent classification of them. We begin with an
introduction to the n-dimensional projective space, where we will work throughout all the report.
Topics such as the polarity of a quadric and its relationship with its singular points will be
addressed, as well as concepts not seen in the degree, such as the Witt Index, which arises
naturally after presenting the Homogeneity Theorem and fully characterizes a quadric in the
complex case (and, therefore, in the real one). In particular, we will make a study of the quadrics
Q- and Q4, and of the families of linear subspaces contained in them, which we will see are
guaranteed thanks to the Second Structure Theorem

IX






Introduccion

En este TFG se introduce el estudio proyectivo de las formas cuadraticas. Un tema clési-
co que no forma parte de las programaciones de las materias del grado de matemaéticas. Sin
embargo, los conceptos de la materia ALXLEM del segundo curso son todos una formalizacion
algebraica de resultados geométricos clésicos. Por ejemplo, la forma de Jordan fue descubierta
independientemente por Corrado Segre que la utilizo para clasificar una proyectividad analizando
su configuracién de subespacios invariantes. Por otra parte el mismo Corrado Segre, a la edad de
20 afios, abordé la clasificacion proyectiva de las hipersuperficies cuadricas de un espacio proyec-
tivo y, estudiando su geometria intrinseca, consigui6é hacer una clasificacién proyectiva y afin de
las cuadricas. Esta clasificacion afin de las cuddricas aparece en lenguaje de espacios vectoriales
métricos en el capitulo XII del libro de F. Puerta [P76].

Una cuédrica proyectiva Z(Q) C P(V) es el lugar geométrico de los ceros de una forma
cuadratica o polinomio homogéneo de grado dos Q). En lenguaje algebro-geométrico [EA57], la
clasificacién proyectiva de hipersuperficies cuédricas es equivalente a la clasificacion ortogonal
de Formas Cuadraticas. Para las cuddricas proyectivas reales, los invariantes que las clasifican
son el rango y la signatura de la forma cuadratica asociada. En el caso de cuédricas proyectivas
complejas, el tnico invariante que clasifica es el rango. La pregunta inmediata es: qué ocurre
con la signatura cuando pasamos de R a C. Uno piensa, algebraicamente, que simplemente en
C todo numero complejo es un cuadrado y de este modo la signatura definida en el caso real,
carece de sentido en C. Sin embargo, cuando Corrado Segre hizo su clasificacién proyectiva de
todas las cuadricas proyectivas complejas, incluyendo las reales, lo que hoy conocemos como
signatura de la forma cuadratica no fue utilizada por Segre ya que su visién era completamente
geométrica, y el otro invariante ademas del rango era la dimensién maximal de los subespacios
lineales contenidos en la cuadrica proyectiva, que posteriormente seré conocida como indice de
Witt. La manera en que en el caso real, la signatura y el indice de Witt estan relacionados es
relativamente facil de entender. Por el teorema de Sylvester un espacio vectorial métrico ortogonal

tiene una descomposiciéon de la forma :

V =Radg(V) ® Wy & W_ = Radg(V) ® (u1,...up) ® (v1,...0p) (1)

XI
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de manera que en W, y en W_ la forma cuadratica @) es, respectivamente, definida positiva

y negativa. Supongamos que p = min{p,n}. La descomposicion de Sylvester la rehacemos en

la manera siguiente, para cada i = 1,...,p, consideramos el plano (u;,v;) y consideramos la
descomposicién:
V =Radg(V)® (u1,...up) ® (v1,...vp) = = Radg(V) & (u1,v1) ® ... 5 (up, vp) B (Vpt1,...Un)

(2)
Sucede que cada plano (u;,v;) es un plano de Lorentz. Normalizando, podemos suponer que tales
vectores son unitarios de valores 1 y —1 respectivamente y que son ortogonales. Uno demuestra
que equivalentemente existe una base para dicho plano formada por vectores (u;, v;), en donde
ahora u; y 0; son isdtropos pero no son ortogonales. Esta nueva base se dice una pareja hiperbélica

y el plano de Lorentz pasa a denominarse Plano Hiperbdlico.

Lo importante de esta situacién, ahora, es que en su parte no degenerada, la cuddrica proyec-
tiva contiene dos subespacios lineales, a saber las proyectivizaciones de los subespacios lineales
(@1...1p), y (U1...7p) y claramente, como la descomposicion de Sylvester es unica y la parte
(Up+1,...vp) es completamente anisétropa, tal dimension proyectiva es ciertamente maximal en-
tre los subespacios proyectivos contenidos en la cuadrica. Tal dimensién es esencialmente lo que

hoy se conoce como indice de Witt.

El objetivo fundamental de este TFG es explicar dicha clasificaciéon proyectiva de cuédricas
de Segre usando sus argumentos geométricos pero formalizandolos con el algebra. Esto, a mi
conocimiento no aparece en libro alguno salvo con excepcion en el de F. Puerta [P76|, pero la
exposicién es, primero puramente algebraica y a partir de ella se centra méas en cé6mo los rangos
e indices de Witt de la cuadrica proyectiva y la afin asociada permiten hacer una clasificacion de

cuédricas afines.

Los argumentos algebro-geométricos fueron introducidos por E. Artin [EA5T7]. Concretamente
en su libro desarrolla un capitulo sobre Formas Cuadraticas haciendo un estudio algebraico
exhaustivo de las simétricas y antisimétricas, que él denomina Geometria métrica Ortogonal
y Simpléctica, respectivamente. Los teoremas fundamentales correspondientes a las simétricas

proporcionan la clasificaciéon proyectiva y afin de las cuadricas, e incluso la clasificacion euclidea.

El punto de vista en este TFG es mayormente el reciproco. Destacamos que en particular,
en lo que respecta a la demostracion del Teorema de Witt exponemos un argumento puramente
geométrico debido a C. Segre, y en los demés resultados razonamos geométricamente y, como dijo
Euler, ratificamos con el algebra nuestra intuicion geométrica .La demostracion geométrica de El
Teorema de Witt, o teorema de Segre-Witt se obtiene del llamado Teorema de Homogeneidad,

debido a C. Segre y que esencialmente dice que cualesquiera dos puntos lisos de una cuadrica
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proyectiva son indistinguibles. Asf la descomposicién de Witt es indiferente de la aritmética del
cuerpo base en el que se trabaja, bien sea real o complejo, y la existencia de los planos hiperbolicos
corresponde a tomar rectas estrictamente bisecantes a la cuadrica proyectiva. De hecho, los
argumentos de C. Segre permiten explicitar las familias de subespacios lineales contenidos en
una cuadrica proyectiva y construirlos efectivamente a partir de las familias de una seccion

cuédrica de codimension dos.

Una vez resaltado lo méas importante de este TFG, paso a comentar como estdn organizados
los tres capitulos del TFG.

En el capitulo 1, se introducen las definiciones bésicas de la geometria proyectiva analitica.

El concepto de Espacio Proyectivo Analitico, Referencia Proyectiva y Proyectividad.

En el capitulo 2 se introduce el concepto de cuadrica proyectiva en un espacio proyectivo
y se define el concepto de punto singular de la cuadrica. Se establece la equivalencia entre los
puntos singulares y el concepto de radical para una forma cuadratica simétrica, probando que
aquellos son la proyectivizacion del subespacio radical. Esto conduce a obtener la descomposicion
de un espacio métrico ortogonal como suma directa del radical y un subespacio no singular o no
degenerado; pero, en nuestro caso, argumentando geométricamente que una cuadrica proyectiva
en P¢ consiste en el cono de rectas que unen los puntos del lugar singular con los puntos de la
seccion cuddrica genérica de la cuadrica proyectiva por un subespacio proyectivo complementario

de la proyectivizacion del subespacio radical.

A continuacion relacionamos la ortogonalidad de una forma cuadratica con el concepto de
polaridad para una cuadrica proyectiva. De este modo surge el concepto de hiperplano polar
desde un punto no perteneciente a la cuddrica o perteneciente a ella. En el primer caso, geomé-
tricamente se tiene un cono de vértice el punto y base la secciéon cuadrica de la cuadrica inicial
por el hiperplano polar. Las generatrices de ese cono con tangentes a la cuadrica en tales puntos
de la seccién cuadrica. En el segundo caso, siendo el punto perteneciente a la cuédrica,, segin
sea singular o no singular, el subespacio polar respecto de un punto singular coincide con todo
el espacio proyectivo y el hiperplano polar en el punto liso coincide con el plano tangente a la
cuédrica en el punto. Es decir, el lugar geométrico de todas las rectas que son tangentes a la
cuadrica en dicho punto. Obviamente es necesario realizar y hacemos un estudio de las intersec-
ciones de una recta con una cuédrica proyectiva. Con todos estos resultados uno puede enunciar
el Teorema de Estructura de Cuédricas Proyectivas 2.17] Este capitulo termina explicitando la
equivalencia de la clasificacion proyectiva de cuédricas proyectivas con la clasificacion de Formas

Cuadraticas Simétricas mediante congruencia.

Finalmente el capitulo 3 es totalmente geométrico. En una primera secciéon se demuestran

resultados que corresponden al concepto de polaridad en una cuédrica. Se prueba esencialmente
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el comportamiento del espacio tangente a un punto liso de una cuéadrica con respecto a los
subespacios lineales contenidos en ella y el de de dos espacios tangentes en dos puntos dados

seglin intersequen o no y su relacién con el comportamiento de los puntos singulares.

En la segunda secciéon estudiamos la existencia de subespacios. lineales maximales en una
cuadrica proyectiva. Todo este estudio geométrico se debe a C. Segre. La idea de Segre es que en
una cuadrica lisa, cualesquiera dos puntos lisos son indestinguibles y que todo subespacio lineal
contenido en la cuadrica y pasando por un punto liso, yace en su espacio tangente. C. Segre
prueba el Teorema de Homogeneidad y de aqui prueba que si una cuadrica proyectiva contiene
un subespacio d—dimensional, entonces es unién de subespacios de dimensiéon > d. El resultado
de clasificacion proyectiva de cuadricas al que llegd Segre es el Teorema [3.11} En este resultado se
obtiene la cota para los subespacios maximales contenidos en la cuadrica en funcién del rango de
la cuédrica, y un hecho fundamental es que uno puede calcular tal dimensiéon maximal y construir
tales subespacios maximales de manera inductiva a partir del conocimiento de los subespacios
maximales en una seccién genérica cuadrica de codimensiéon 2. En particular, el primer ejemplo
a estudiar es la cuadrica lisa Qo C P3 que posee dos familias distintas de rectas. Este ejemplo di6
lugar al encaje de Segre en Geometria Algebraica. Como una buena y descriptiva ilustraciéon del
método expuesto, estudiamos en el ejemplo [3.12] como se obtienen las dos familias de planos de
la cuadrica lisa Q4 C P5 a partir de las dos familias de rectas de Qo C P3, ya que esta cuadrica

es la secciéon genérica lisa de codimension dos en Q4 C P5.

Finalizo la seccion, el capitulo y este TFG con el Teorema de Witt en su forma algebraica,
si bien se llega a él con una demostracién completamente geométrica basada en los argumentos

previos en torno al Teorema de Homogeneidad.

La primera exposicion de la clasificacién proyectiva y afin de las cuadricas en un lenguaje
algebro-geométrico aparecié en el libro de G. Castelnuovo [GCH9|, y la argumentacion en el
ejemplo [3.12] es una reformulaciéon del estudio de subespacios lineales en cuédricas que aparece
en [JHT8|. Si bien he escrito la clasificacion afin y euclidea de las conicas a partir de la clasificacion

proyectiva, no ha sido posible incuirla en este TFG por razéon de espacio.



Capitulo 1

El Espacio Proyectivo

1.1. Espacio Proyectivo asociado a un Espacio Vectorial

Definiciéon 1.1. Sea V' un espacio vectorial de dimensiéon n + 1 sobre un cuerpo K (R 6 C).
Definimos el espacio proyectivo P(V') asociado como el conjunto de rectas vectoriales de V. De

manera mas precisa:

En V' \ {0}, se considera la relacion de equivalencia:
T~y existe \ € K\ {0} = K" tal que &= \y. (1.1)

Si & € V' \ {0}, equivalentemente, alguna coordenada x; es no nula y su clase de equivalencia
[Z] = {A\Z : A € K\ {0}} son todos los puntos de la recta vectorial que genera, excluido el cero.
Pues bien P(V) = V' \ {0}/K* y existe una aplicaciéon canénica V \ {0} — P(V).

Ejemplo 1.2. Sea V = R3, entonces [¥] = {\(zo, 71, 72) : algin z; # 0} € P(R?).

Los puntos de P(R3), dado que alguna coordenada es no nula, se pueden distribuir en tres

subconjuntos:

{[Z] con zy # 0}
P(R?) 3 [#] = {A(z0, 71, 22) : algtin ; # 0} = { {[Z] con z1 # 0}
{[Z] con z3 # 0}

Tomemos R3 con coordenadas xg, z1, T2 para visualizar P(R?). Vamos a identificar un [Z] con

— .y x9 .
x9 # 0, entonces un representante de [Z] es (zg,z1,x2) y también lo es (E’ o, 1). Claramente:
. . ’ _ o T0 . T1. e depir [
estos son los puntos del plano afin x5 = 1 con coordenadas x = %,y = £1; es decir: {[Z] con x4 #
0} ~R% -, ~R2 .
ELRED



2 1. El Espacio Proyectivo

Los puntos que faltan a este plano afin para llevar todo el plano proyectivo P(R?) son {[]
con w3 = 0}; es decir, tomar el plano xo = 0 de R? y considerar sus rectas vectoriales. Pero

2 establecer en R2 '\ {(0,0)} la relacién de equivalencia

esto es considerar el subespacio Ry ., To.r1

mencionada arriba y el resultado es P(R?) que es una recta proyectiva.

Asi pues hemos demostrado, rigurosamente, usando la definicion algebraica del plano proyec-

tivo que:

P(R3) = R%, «1 UP(R). (1.2)

zo'xo

O

La ecuacién de una recta en este plano es ax + bxr + ¢ = 0. Visualicemos la recta en R3:
corresponde a tomar la imagen inversa de sus puntos proyectivo por la aplicacion R? \ {0} —
P(R3). Es decir, a considerar ax + by + ¢ como lugar geométrico en coordenadas xg,z1, 2.
Entonces:

{az +by+c=0} = {ai—i%—bi—; +c=0} < {axg+ br1 + cra =0} (1.3)

Pero axq +bx1 +cxe = 0 es en R3 la ecuacién de un plano pasando por el origen. Dicho plano
es el menor subespacio que contiene a la recta de ecuaciones axg + bz +cxo =0y 29 = 1 en R?
y cada recta uniendo un punto P en la recta dada, con el origen de R? esta definiendo un punto

en el espacio proyectivo.

Notemos que en R? dos subespacios se cortan en una recta. Asi azg + bxi + cxo = 0y
x9 = 0 se cortan en una recta del plano xo = 0 que corresponde al punto del infinito de la recta
ax +by+c=0.

Asi pues, en P(R?) los puntos corresponden a rectas de R pasando por el origen y consiste
en la unién disjunta de un plano afin con sus puntos del infinito. Existen rectas: estan contenidas
en el plano afin y tienen su punto del infinito en otra recta proyectiva. Ademas, estas rectas
corresponden a planos de R? pasando por el origen y su punto del infinito es el punto de corte
correspondiente a la recta interseccion del plano que define la recta con el plano x9 = 0 que

define los puntos del infinito o recta del infinito.
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Esto motiva lo siguiente: dado V espacio vectorial de dimensién n+ 1 consideramos el espacio

proyectivo asociado V' \ {0} — P(V).

Ya hemos visto que si V' ~ R3, sus rectas vectoriales son puntos de P(R?), sus planos vecto-
riales son rectas de P(R3) y R? corresponde a un plano P(R3). Asi pues, en general: si tenemos
W C V subespacio vectorial de dimension k + 1, P(W) C P(V) define un espacio proyectivo
que resulta de completar una variedad lineal que no pasa por el origen, de dimensién k, con sus
puntos del infinito; luego P(W) es un espacio proyectivo de dimension k. Notese que (véase el mo-
delo en la situacion del plano proyectivo) tal variedad lineal satisface que el menor subespacio de

W que la contiene es el propio W por lo que tal variedad lineal es la trasladada de un hiperplano.

Volvamos a la distribucién de los puntos de P(R3). Empleando el mismo argumento que en

el primer caso, vemos que:

» {[7] con 1 # 0} es un R%, ., y se completa a P(R?) anadiendo los puntos del infinito

T 'xq

{(z0,21,72) con 21 = 0} que es un plano de R?, luego, una recta proyectiva en P(R3).

» {[#] con g # 0} es un R%, ., y se completa con la recta proyectiva difinida por el plano
R )
o = 0.

Vemos que:
P(R®) = R%; p UR%) =y UR%, 2 (1.4)
zo ' z( T T x1 X
Es decir, P(R?) es la unién de tres planos afines, ya que todo punto P tiene alguna coordenada
x; distinta de 0. Ademas el complementario de cada uno de estos planos afines es una recta

proyectiva y los puntos de ésta son los puntos del infinito del plano afin.

1.2. Introduccién de Coordenadas en el Espacio Proyectivo

Recordemos que el espacio proyectivo P(R"*1) se obtiene como el cociente de R***\ {0} por
la relacién de equivalencia: & ~ §f <= existe A # 0 tal que £ = Ay. En consecuencia un punto
P € P(R"1) es la clase de un vector no nulo P = [Z] y cualquier (zg,z1,22) €< & > siendo

alguna de zg, T1, 2 no idénticamente nula, lo representa.

Es obvio que si fijamos una base cualquiera {iy,...,@,} en R""! cualquier punto P =
[7] € P(R™"!) tiene una expresion tnica ¥ = Y &, z;d;. Ademas, si cambiamos {d, ..., Uy}
por {Ady, ..., Min} con A # 0, entonces > " (xi d; = XD x;ti; = AT define el mismo punto
proyectivo que el vector . Nos planteamos entonces la siguiente pregunta: ;qué concepto en
P(R"*!) es el analogo de base en R*+1?.
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En este punto es bueno establecer algunas definiciones:

Definicién 1.3. Si P = [7] es un punto de P(R"*!), un representante (x¢ : ... : x,) € P se dice
un congunto de coordenadas homogéneas de P. Si (zg : ... : x,) son coordenadas homogéneas de
P, también lo son A\(zg : ... : x,) con X # 0.

Llamaremos sistema de coordenadas homogéneas en P(R"*1) a toda aplicaciéon biunivoca
entre los puntos de P(R™*!) y una clase de coordenadas homogéneas. Es decir: existe un criterio

que asocia a cada punto P un conjunto de coordenadas homogéneas sin ambigiiedad.

Definicién 1.4. Un conjunto de puntos {P;};e; en P(R"*1) se dice proyectivamente libre (o
independentientes) cuando es imagen de una familia de vectores {Z;};cs linealmente indepen-
dientes. Tomando las imAgenes de una base cualquiera de R"*! vemos que en P(R"*1) existen

n + 1 puntos proyectivamente independientes.

Ejemplo 1.5. En R"*! sea {ép,...,€,} la base canonica. Respecto de dicha base, los puntos:
[éo] = Py ..., [én] = P, tienen coordenadas homogéneas (1 : 0 : ... : 0), ..., (0 : ... : 0:1)
respectivamente. Sea P cualquier otro punto del espacio proyectivo P(R™*1). Sea & vector no nulo
con [Z] = P. Entonces P tiene coordenadas homogéneas (zq : ... : z,) siendo & = Y1 ( 2;6;. Ya
hemos visto al principio que las coordenadas homogéneas se mantienen si cambiamos {€y, ..., €, }

por {Aéy, ..., A&, } con A # 0.

;Quiere decir esto que dar un sistema de coordenadas homogéneas es dar una base salvo
multiplicar por un mismo A todos sus vectores?. El problema bien planteado seria: dada una
base de R"*1| por ejemplo la canénica, {€,...,€&,}, illega con conocer la imagen de sus vectores
para tener definidas las coordenadas homogéneas de cualquier punto proyectivo?. La respuesta
es negativa: dado P; imagen de €; también es imagen de «;€; con «; # 0. Asi pues, en general hay
dos bases de naturaleza diferente aplicandose en Py, ..., P,: la {ép,...,é,} v la {agéy, ..., anén}.
Para definir un sistema de coordenadas proyectivas se ha de llevar cualquier £ # 0 en el mismo

punto [Z] = P.

Ahora bien: si & = )" ;;€; en la base {éy,...,€,} entonces P admite como coordenadas
homogéneas (xg,...,xn). Y 81 & = Y 1" (y;c;€ en la base {aoé, ..., €, }, admite como coor-
denadas homogéneas (yo,...,yn). Para que ambas definan al mismo punto, existird A # 0 tal
que Az; = y;. Por otra parte como el vector Z tiene expresiones T = Yy ' (%€ = > i Yi€;
vemos que para todo i € {0,...,n}, se tiene y; = ai_lxi. Con lo cual Ax; = ai_la:i vy A= ai_l.
Es decir: entre las posibles bases que se aplican en Py, ..., P, solo aquellas que se diferencian en

una homotecia, dan lugar a un sistema de coordenadas homogéneas en P(R"*1).

Claramente si esto es asi [€g + - - -+ €,] = [M(€p+ -+ + €,)] = Ppy1 y se tiene un punto maés.
Veamos que este punto P, ;1 es independiente con n cualesquiera entre { P, ..., P,}. Pues bien,

las coordenadas homogéneas de P; son (0,...,1;,...,0) ylasde P11 = (1,...,1). Es inmediato
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ver que la matriz de coordenadas de { Py, ..., (Pn+1)i,- .., Py} tiene determinante 1 (no nulo),

luego:

Proposicion 1.6. Si se tiene un sistema de coordenadas homogéneas, se tienen n + 2 puntos

{Po,...,Pot1} con la propiedad de que n+ 1 cualesquiera entre ellos son proyectivamente inde-
pendientes. Reciprocamente: Sean n + 2 puntos { Py, ..., Pyy1} tales que n+ 1 cualesquiera son
proyectivamente libres. Entonces existe una base {ty, ..., Uy} tal que [to] = Po,...,[tUn] = Pn ¥y

[ty + -+ -+ Up| = Ppy1. Ademds, cualquier otra base con esta propiedad se obtiene de la anterior
multiplicando todos sus vectores por un mismo A # 0. En particular tales n + 2 puntos estdn

definiendo un sistema de coordenadas homogéneas.

Demostracion. Usemos que P(R™*1) es el conjunto cociente de R"*1\ {0} y sea

p: R*™1\ {0} — P(R™"!) la aplicaciéon canénica. Dados {F, ..., Pyi1}, los n + 1 primeros
{Py, ..., P,} provienen de una base {uy,...,u,} con p(@;) = P;. Ahora sea @ cualquier vector
tal que (@] = p(@) = Ppy1. En la base {dp,...,d,} tiene unas componentes @ = » " f1;U;.

Entonces para todo i € {0,...,n}, u; # 0. En efecto, si existe & € {0,...,n} tal que pup = 0,

entonces 4 €< {u; : u; # U} >y {uo,...,Uk,...,U,} son dependientes, luego los n + 1 puntos
{Po,...,(Pnt1)k,- .-, Pn} no seran proyectivamente independientes.

Entonces P, ..., P, también provienen de {{,. .., tnln} ¥ [DoiegHili] = Pny1. Sea
{v0,...,U,} otra base con [t;] = P, [Uh + -+ + U] = Pn41. En tal caso, existen ; # 0 con
U; = Bitl;, luego [Botip + - - -+ Pniln] = [to+- - -+ Uy]. Es decir, existe A # 0 con A(dp+- - -+ iy,) =
Botip + - - + Ppiy, de donde A = §; para todo i, luego {¥p, ..., 0, } = {Adp, ..., \d,}. O
Comentario 1.7. Si {Fy,...,P,+1} es una referencia proyectiva, cualquier punto es el punto
unido de un sistema de coordenadas homogéneas. Notese que el punto unido (1,1,...,1) y las

coordenadas conodnicas son exclusivas de la referencia proyectiva definida por la base canoénica.

Ademaés, si V es un espacio vectorial sobre K de dimensién n + 1 una base la forman n + 1
vectores; si A" (K) es el espacio afin n-dimensional, un sistema de referencia afin lo forman n+ 1
puntos { Py, ..., P,} tales que {P, — Py, ..., P, — Py} es una base de V; por ultimo, si P(V) es el
espacio proyectivo asociado a V', una referencia proyectiva son n+ 2 puntos { Py, ..., P41} tales

que n + 1 cualesquiera son proyectivamente independientes.

1.3. Visualizacion Geométrica de una Referencia Proyectiva

Hemos probado que una referencia proyectiva en P(R" 1) la forman n+2 puntos { Py, ..., Py11}
tales que cualesquiera n 4+ 1 de ellos son proyectivamente libres. También ha quedado claro, a

partir del ejemplo anterior, que una referencia proyectiva {Pp, ..., P,4+1}, al proceder de una
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base {up,...,Un} con [t;] = Py [ug + -+ + up] = P,y1, admite coordenadas homogéneas
(1:0:...:0),...,(0:...:0:1),(L:...:1) cuando expresamos dichas coordenadas

homogéneas en la base anterior.

Por lo tanto, en la recta proyectiva P(R?), una referencia proyectiva proviene de tres vectores
dos a dos linealmente independientes; luego son tres puntos distintos dos a dos. Si usamos la
identificacion Py = (1 : 0); P, = (0 : 1); P, = (1 : 1) tenemos dos posibles interpretaciones: Si
P(R?) = {zg = 1} UP({x¢ = 0}), entonces Py y P, son dos puntos propios y P; un punto en el
infinito. Ahora bien: como la recta proyectiva es esencialmente completar una recta afin con su
punto del infinito, también puedo visualizar: P(R?) = {zg + x1 = 1} U {29 + 21 = 0}. En esta
interpretacion Py, P; son los extremos de un segmento y P» es el punto correspondiente a su

punto medio.

\ F
- 7
{4.11:13-.:

De manera analoga, una referencia proyectiva en el plano P(R3) son cuatro puntos, tres cua-
lesquiera linealmente independientes; es decir, tres cualesquiera dando una base de R3. Fijémonos
quesi Pp=(1:0:0); PP =(0:1:0); =(0:0:1)y P3=(1,1,1). Entonces { Py, P1, P>}
definen un tridngulo de referencia en el plano afin xg+x1+x2 = 1y (1,1, 1) es un punto fuera del
triangulo. Analogamente, una referencia proyectiva en P(R*) serfan los vértices de un tetraedro

o piramide y el punto unido, un punto fuera de la piramide.
Concluimos con el concepto de proyectividad en un espacio proyectivo n—dimensional.

Definiciéon 1.8. Dado un espacio proyectivo real o complejo P" llamaremos proyectividad
p: P* — P" a la aplicacién inducida por un isomorfismo del espacio vectorial V' de dimen-
sion n + 1 tal que P* = P(V).



Capitulo 2

Cuadricas Proyectivas

2.1. Definicién y puntos singulares

En primer lugar, presentamos la definicién de cuadrica proyectiva.

Definiciéon 2.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K (= R, C) provisto de una forma
bilineal simétrica F' : V x V — K y sea Q : V — R su forma cuadrética asociada. Una

cuadrica proyectiva Z(Q) es el conjunto de puntos de P(V') que satisfacen la ecuacion
Q(zo, 1, ...y xn) =0 (2.1)

es decir, el conjunto

Z2(Q) :={PeP(V)[Q(P) =0} CP(V) (2.2)

Observemos que Q(xg, x1, ..., Tp) s un polinomio homogéneo de grado m = 2 y por tanto la

condicion Q(zg, 21, ..., ) = 0 la podemos escribir como

n
ZCLZZJJZQ + Z 2aijxixj =0 (2.3)
=0

0<i<j<n

Dada una forma cuadratica Q(zo, x1, ..., z,) y dada la cuadrica proyectiva que define Z(Q) C

P(V) podemos hablar de puntos diferenciables o lisos en la cuédrica.

Definiciéon 2.2. Un punto A € Z(Q) se dice singular precisamente si para todo i = 0,...,n se
tiene que
oQ

o (A) =0 (2.4)

En caso contrario un punto se dice liso.
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Dada la forma bilineal F' : V x V — K vamos a definir el concepto de subespacio radical
de V.

Definicion 2.3. Sea (V, F') un espacio métrico (ortogonal). Se define el radical de V' como el

subespacio ortogonal a V por F', es decir,
Radp(V) =Vt ={ZcV |ViyeV, F(@7i) =0} (2.5)
Analicemos ahora més en detalle qué son los puntos singulares de una cuéadrica proyectiva

Z(Q). Es bien sabido que podemos expresar la ecuacién de una forma cuadratica en forma

matricial. Escribamos, entonces, ésta en su desarrollo matricial y como polinomio de grado 2:

app Gol "t Qon
ol e A | & 5
Q) =17 . o | Z= g a;x; + E 2a;;x;1; (2.6)
: : E : i=0 0<i<j<n
apo Qnl1 - Gpp

Por otra parte, la expresion correspondiente a la derivada parcial de ) con respecto a x; es:
oQ
- = 2a;;x; + Z 20,1']‘1']' = 2a;0r0 + ... + 2a45x; + ... + 20Ty (2.7)

ox
¢ 0<j<n
J#

Sabemos que los puntos singulares de la cuadrica proyectiva Z(Q) son aquellos que satisfacen

el sistema de ecuaciones lineal homogéneo {% =0, i=0,...,n}. Reescribamos tal sistema:

Dzo i) 0 i) 0
. app apr - Gon
aip air - Qip
gg | =10 < 2 z | =10 (2.8)
. . . apo QAnl1 - Gpp
% Tn 0 T 0

Es decir, [Z] es un punto singular de la cuadrica si, y solo si, Z pertenece al radical de Q(Z).
Con lo cual, en un espacio métrico (V, @), los puntos singulares de la cuadrica corresponden a la

proyectivizacion del radical.
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2.2. Teorema de estructura de las cuadricas proyectivas

Vamos a establecer algebraicamente cuando dos formas bilineales simétricas son esencialmente
la misma. Para ello, dada una forma bilineal simétrica, veamos como cambia cuando realizamos

un cambio de base.

Sea F': V xV — K y supongamos que fijada la base By = {€éj, ..., €, } tenemos una expresion
analitica
F(Z,9) = ' (F(&,€))J (2.9)

donde (F(€;, €;)) es la matriz que representa a F'. Sea By = {1, ..., U, } una nueva base expresada
en funcion de By. Con lo cual I, 5, = P es la matriz de cambio de base. De este modo, en Bs

la forma bilineal se expresa analiticamente como:

- o St -

Fy) = o (F(i;,14;))y = (P2)'(F (i, 4;))(Py) (2.10)
= FPYF(a;,4;)Py = 7(F(&,€))] = F(Z,7) (2.11)

Con lo cual, encontramos una relaciéon de congruencia entre las matrices asociadas a las

formas bilineales,
P!(F (1)) P = (F(€,€)) (2.12)

Asi pues, podemos dar un primer teorema de clasificacion.

Teorema 2.4. Dada una forma bilineal simétrica F':' V xV — K, existe una base ortonormal

B ={éy,....,Er—1,€r,Er41,....,€n} para F. En ella, la matriz asociada a F, Mp(F'), es diagonal
Mg(F) = diag(F(€y,€0), ..., F(€r—1,€r-1), ., F (€, €n)) (2.13)

y Radp(V) =< &, ..., €, >

Estudiemos ahora la contrapartida geométrica. Dadas dos cuadricas Z(Q1) y Z(Q2), {cuando
diremos que son isomorfas?. Claramente debemos explicitar qué entendemos por un isomorfismo

en el espacio proyectivo. Vayamos a la definicion del espacio proyectivo.

VA{0} cV—EV\{0}/~= P(V) (2.14)

l” lma)

VA{0} cV—=V {0}/ ~ = P(V)

Un isomorfismo o : V' — V induce una aplicacién biunivoca P(c) : P(V) — P(V'). Esto es

lo que se conoce como un isomorfismo proyectivo o, abreviadamente, una proyectividad.
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Definiciéon 2.5. Dos cuadricas proyectivas Z(Q1) v Z(Q2) se dicen isomorfas proyectivamente

o proyectivamente equivalentes precisamente si existe una proyectividad
P(o): P(V) — P(V) (2.15)

tal que
P(o)[Z(Q1)] = Z(Q2) (2.16)

Claramente, si consideramos la proyectividad

P(o): P(V) — P(V)

(2.17)
[0 — P(V)[o] :=[o(7)]

es facil ver que Q1 = Q2 00. Ademas, si P = M (0~ 1) es la matriz del isomorfismo o= y M (Q1)
y M(Q>) las matrices asociadas a las formas cuadréticas, entonces M (Q2) = P'M(Q1)P. Dicho

de otro modo:

Teorema 2.6. Dos cuddricas proyectivas Z(Q1) y Z(Q2) son proyectivamente equivalentes si,
y sdlo si, las formas cuadrdticas son congruentes, si, y solo si, Z(Q1) y Z(Q2) son dos repre-
sentaciones isomorfas de los vectores isdtropos de una forma bilineal simétrica respecto de bases

diferentes.

Definicion 2.7. Una forma cuadratica @ : V' — R se dice no degenerada o lisa precisamente

si su rango es igual a dim(V'). En caso contrario diremos que la cuéddrica es degenerada.

El primer teorema de clasificacion que vimos antes nos proporciona el Teorema de estructura

de una cuadrica proyectiva Z(Q)) C P(V) de rango 7.

Teorema 2.8 (De Estructura De Las Cuadricas Proyectivas). Sea Z(Q) C P(V) = P" una
cuddrica proyectiva de rango v y consideremos la base B = {€y, ..., €r—1,€r, Ert1,...,En} en donde
Radp, (V) =< €,y >, W =< €1,...,6,.1 > y V = Radp, (V) © W. Entonces Z(Q) es el
cono de rectas uniendo los puntos del subespacio P(Radp,(V')) = P*H1=" 4 de una cuddrica lisa
o de rango r, Z(Q) NP(W) C P(W) = P"~1. Por esta razon el subespacio P(Radp,(V)) se dice

el vértice de la cuddrica, y lo denotaremos como Ver(Z(Q)).

Un colorario inmediato de este teorema es que una cuadrica proyectiva seré lisa si, y solamente

si, el radical de su forma cuadratica es unicamente el {0}.

Hagamos ahora una interpretaciéon analitica de todo esto. Notese que como un vector T €
Radp (V) es ortogonal con todos los del espacio V', entonces, en particular, también lo es consigo
mismo y por tanto Q(Z) = 0, es decir, los vectores del radical son puntos de la cuadrica proyectiva

P(Radr(V)) C Z(Q). Ademas el radical es un subespacio lineal, luego P(Radp(V)) C Z(Q)
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es un subespacio proyectivo. Calculemos el sistema lineal que define a Radp(V'): fijamos una
base B = {€p,...,€n} v sea (F(€,€;)) la matriz asociada a la forma bilineal simétrica F. Por
simplicidad escribiremos (a;;) := (F(€;,€;)) vy la matriz serd ahora (a;j). La ecuacion de la

cuédrica proyectiva es

Zo
Q(zg, ..., Tn) = (:1;0, ,!En) (aij) : =0 (2.18)
Tn
de donde,
Q(xgy ..., x Zama: + Z 2a;xix; =0 (2.19)

0<i<yi<n
Por otra parte, dado que cualquier £ € V se escribe de forma tinica como combinacién lineal de

vectores de la base B, es claro que
Radp(V)={Z €V | F(é),%) = ... = F(€,,T) =0} (2.20)

Con lo cual, las ecuaciones de Radpr (V') se traducen en el sistema

&o(aij)=0 Zo 0
agp Gpr - Qon

. . aip @i v Qin

o . ano Gp1 -+ Qnp

én(a;;)Z =0 T 0

( 3\
agporo + ... + aogpxp, = 0
=5 ajoxo + ... + ammr, = 0,95

anoxy + ... + AupTn, = 0/

vy nos damos cuenta que corresponde exactamente con el sistema lineal homogéneo definido por

las ecuaciones
10Q 10Q

ZO:EO( =0, .., 28mn( Z) =0} (2.22)

Nos encontramos ahora en condiciones de estudiar el concepto de polaridad.
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2.3. Polaridad

Sea H(x, ..., ;) un polinomio homogéneo de grado d en n + 1 variables. Si A es solucion de
H(xo,...,zn) = 0, entonces también lo es toda la recta vectorial que genera, < A >, por lo que
podemos pasar al espacio proyectivo y considerar una hipersuperficie Z(H) C P(V') definida de
forma natural como

Z(H):={P=[Al eP(V)| H(P) =0} (2.23)

y de esta forma podemos considerar las derivadas parciales %.

Vamos a definir el hiperplano polar de un punto P € P(V).

Definiciéon 2.9. Sea P € P(V) perteneciente o no a la hipersuperficie Z(H) y consideremos la

ecuacion 5H 9H 9H

El subespacio denotado Polar(P) y definido por esta ecuacion se dice subespacio polar del punto

P respecto de la hipersuperficie Z(H).

Pues bien, de esta definicién podemos extraer dos conclusiones importantes:

= Resulta que si P es un punto liso de la hipersuperficie, entonces existe al menos un i €

{0,...,n} tal que
0OH

8:L‘i

con lo cual, el subespacio polar de P con respecto a Z(H) no es otro que el hiperplano

(P)#0 (2.25)

tangente a la hipersuperficie y es el lugar geométrico de las rectas tangentes a Z(H) pasando

por P.

» Por otra parte, si P € Z(H) es un punto singular, todas las parciales seran nulas, y por lo

tanto el subespacio polar de dicho punto con respecto a Z(H) sera todo el espacio P(V').

Hagamos una observacion con respecto al hiperplano tangente de un punto liso P € Z(H).
Que una recta [ sea tangente en P quiere decir que es limite de rectas que, pasando por P, cortan
a Z(H) en un punto maés, es decir, rectas bisecantes a Z(H). Algebraicamente esto significa que

la interseccion | N Z(H) contiene a P con multiplicidad mayor o igual a 2.

Volvamos al caso que nos interesa, el de las cuadricas proyectivas. Atendiendo al grado d de
la hipersuperficie proyectiva Z(H), el caso mas elemental es el de un hiperplano (d = 1) y el
siguiente caso (d = 2) es el que se corresponde con una cuéadrica. Veamos como se corresponden
los conceptos de punto singular, hiperplano tangente, hiperplano polar y polaridad en general

con los de subespacio radical y ortogonalidad en el espacio métrico (V, Fg).
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Proposicién 2.10. Dado el espacio métrico ortogonal (V, Fg) o, equivalentemente, la cuddrica
proyectiva Z(Q) C P(V), se tiene

Sing(Z(Q)) = P(Radp(V)) C Z(Q) (2.26)

Demostracion. El sistema lineal (2.21]) definiendo al Radp(V') es el mismo que el sistema lineal
homogéneo ([2.8)) definiendo los puntos singulares de la cuédrica. O

Proposicion 2.11. Sea P = [¢] € P(V') un punto proyectivo. Entonces, el hiperplano polar del

punto P con respecto a la cuddrica Z(Q) es precisamente < ¥ >+ en el espacio métrico (V, Fg).

Demostracion. Calculemos < ¥ > en una base conveniente B = {€,...,&,} donde ¥ = & y

veamos que la ecuacion de < @ > es la del hiperplano polar.

Si (F'(€;,€j)) es la matriz asociada a la forma bilineal F' entonces, las ecuaciones de < ¥ >t

vienen dadas por

1
Lo 0
(0 on) (F(@&)) | . | =0 (2.27)
0
es decir,
F' (€, €)
F(é, e) -
(xg,...,:cn) . = ZF(E_;,E'())xz =0 (2.28)
: =0
F(gna éb)

Con lo cual, para demostrar el resultado, basta probar que

2F (e, ep) = — (€ 2.29
(@) = 52 (@) (2.29)
la expresion de %Ci(é'o) es
0
%(Q(xo, o @n)) = 2F (8, €k)ap + 2 F(&, ). (2.30)

itk

Teniendo en cuenta que P =[] = (1:0: ... : 0), encontramos que
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o) 2F(HO,H0) ifk=0
5 (@0, xa))|p = (2.31)
Tk 2F (€, ex) ifk#0

(P)zo + ... + *T(P)ﬂ% +..+=—P)z, =0 (2.32)

que es, en todo caso, la ecuaciéon del hiperplano polar al punto P respecto de la cuédrica

proyectiva. O

Observacion 2.12. Con mayor generalidad, si W C V es un subespacio lineal, entonces podemos
calcular W7y, andlogamente, P(W) C P(V) es un subespacio proyectivo para el cual P(W+) =
P(W)* es el subespacio polar de P(W), también llamado su conjugado.

Corolario 2.13. Dada una cuddrica proyectiva Z(Q) C P(V). Para cualquier punto P € P(V),
su subespacio polar contiene al lugar de puntos singulares de la cuddrica. Si P € Z(Q) es un

punto singular, entonces su subespacio polar es todo el espacio P(V).

Demostracion. Si P € P(V), su subespacio polar es Polar(P) = P(< @ >1), en donde P = [&].
Ahora bien, < ¥ >1 es el subespacio de todos los vectores ortogonales a ¥, en particular todo

vector en Radp (V') es ortogonal. Con lo cual P(Radpr(V)) = Sing(Z(Q)) C Polar(P). O

Hasta ahora parece que cuanto hemos hecho ha sido mostrar que los conceptos de ortogona-
lidad para (V, F') son conceptos ya conocidos para una cuadrica proyectiva Z(Q), y asi es. Pero
lo que haremos ahora es ver como el hecho de que la ecuacién de una cuadrica sea un polinomio
homogéneo de grado 2 que determina la forma bilineal Fiy : V x V. — K también tiene sus

ventajas.

Veremos ahora como el formalismo de las formas bilineales nos permite obtener resultados
geométricos y caracterizar el subespacio polar de un punto ahora ya como el hiperplano tangente:
rectas que pasando por un punto son tangentes a la cuadrica; o como el hiperplano tal que su
interseccion con la cuadrica son los puntos de tangencia de las rectas que forman el cono tangente
a la cuadrica con vértice en el punto, que llamaremos polo del hiperplano. Esto se consigue
mediante el estudio de las intersecciones de una recta con una cuédrica, que es lo que haremos

a continuacion.
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2.4. Intersecciones de una recta con una cuadrica proyectiva

El estudio que haremos ahora ilustraré atin més quién es el hiperplano polar de un punto con
respecto a una cuédrica proyectiva, cuando el punto o bien es exterior a la cuadrica, o bien no
singular. Algebraicamente esto correspondera a calcular el subespacio ortogonal asociado a un

subespacio 1-dimensional.

Sea V' un espacio vectorial de dimension n + 1 sobre un cuerpo K(= R,C) y sea P(V) el
espacio proyectivo n-dimensional asociado. Recordemos que un subespacio lineal proyectivo k-
dimensional P(W) C P(V) es la imagen de un subespacio vectorial (k + 1)-dimensional W C V.
En particular, dos puntos R = [¢] y P = [&] determinan una recta en el espacio proyectivo, RP,
que es la imagen del subespacio 2-dimensional < @, >. Es decir, P(< #,% >) = RP, y un

punto en esta recta es de la forma aR + P = [a¥ + (]

Estudiemos, entonces, los puntos comunes a una recta RP y una hipersuperficie cuadrica

Z(Q) en el espacio proyectivo P(V).

Se trata de resolver el sistema de ecuaciones homogéneas

QD) = 0 _
{ P aRWP} < Q(aR+BP)=0 (2.33)

Notese que éste es un polinomio homogéneo de grado dos en las variables o y 3:

0=Q(aR+pBP) = Fg(aR+ BP,aR+ BP) (2.34)
= o*’Fo(R, R) + 2aBFq(R, P) + B*Fg(P, P) (2.35)

Vamos a distinguir dos casos:

CASO 1: En la ecuacion , el polinomio homogéneo de grado 2 es idénticamente nulo. En
ese caso, se tendria Fo(R,R) = Q(R) = 0, Fo(R,P) =0y Fo(P,P) = Q(P) = 0. De
este modo Q(R) = Q(P) = Q(aR+ fP) =0y como aR + P es un punto arbitrario de
la recta RP y pertenece a la cuadrica, concluimos que RP C Z(Q), es decir, la recta esta

completamente contenida en la cuadrica.

CASO 2: El polinomio de la ecuacién es no idénticamente nulo, luego alguno de sus
coeficientes es distinto de cero. En este caso, al tratarse de un polinomion de grado dos en
dos variables, tiene a lo sumo dos raices si K = R y exactamente dos si K = C. Tales raices
pueden ser disjuntas o coincidentes. Si son disjuntas diremos que la recta RP es bisecante
a la cuédrica y si son coincidentes diremos que tal recta es tangente a la cuédrica en el

punto solucioén.
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Vamos a describir més detalladamente estas situaciones. Consideremos la cuadrica Z(Q) C
P(V) y sea R € P(V) un punto que no esta en la cuadrica, por lo que Q(R) # 0. De este
modo, las rectas pasando por R no estan contenidas en la cuédrica y, por tanto, o son
exteriores a esta (solo si K = R), o la cortan en dos puntos distintos o en uno solo con

multiplicidad 2, es decir, son rectas bisecantes o tangentes a la cuédrica.

Vamos a caracterizar las rectas que pasando por R ¢ Z(Q) son tangentes a Z(Q). Sea
entonces R ¢ Z(Q). Sea X un punto cualquiera en una recta cualquiera pasando por R, es
decir, para cada X # R en P(V) consideremos la recta X R. Los puntos comunes a XR y

a Z(Q) son las soluciones de
o?Fo(X,X) + 2a8Fo(X, R) + °Fo(R,R) = 0 (2.36)
Podemos suponer X € Z(Q) y entonces la ecuacion anterior se reduce a
208Fo(X, R) + B%2Fg(R, R) = 2a8Fg(X, R) + B*Q(R) = 0 (2.37)
La solucién 8 = 0 se corresponde con el punto X y se pueden dar dos situaciones:

2.1 Larecta X R corta la cuadrica en otro punto distinto a X y, asi, tal punto corresponde

con la solucion («, ) satisfaciendo
20Fy(X,R) + BFo(R,R) =0 (2.38)

2.2 La raiz f = 0 es solucion doble de la ecuacion (2.38) y como a # 0 se tiene que
Fgo(X,R) = 0 (notese que a # 0 pues si no fuese asi, como la ecuacion (2.38) es no
idénticamente nula, 5 = 0, pero entonces Q(R) = 0 pero hemos tomado R ¢ Z(Q)).

Asi pues, siendo a # 0 la recta X R corta a la cuadrica en X con multiplicidad dos
y ademés F(X, R) = 0 significa que X yace en el hiperplano polar de R respecto
Z(Q))

Aqui estamos diciendo muchas cosas:

2.2.1 Dado un punto R exterior a la cuadrica, un punto X € Z(Q) pertenece a
una recta X R tangente a la cuadrica en X precisamente si también pertenece al
hiperplano polar de R con respecto a Z(Q).

En esta situaciéon encontramos un lugar geométrico interesante, el de las rectas
que pasando por R son tangentes a la cuadrica, es decir, el cono tangente a
Z(Q) con vértice R ¢ Z(Q). Obtengamos la ecuaciéon de dicho cono. Volvamos
a la ecuacion , que proporciona las intersecciones de la recta X R con la
cuédrica. Ya vimos que como R ¢ Z(Q), o # 0 y podemos reescribir la ecuacion

como una en una sola variable A\ := g,

MQ(R) + 20Fo(X,R)+Q(X) =0 (2.39)
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que tiene dos raices distintas o coincidentes, en funcién de que el discriminante

A 4Fo(X, R)* —4Q(R)Q(X) (2.40)

= 4(X'MgR)? — 4(X'MgX)(R'MgR) (2.41)

sea cero o no (donde en hemos usado la expresiéon matricial de la forma
cuadratica).

Con lo cual, si X es un punto genérico en la recta X R que es tangente a la
cuédrica, entonces el discriminante anterior ha de ser nulo. Por tanto, el lugar
geométrico de los puntos que yacen en las rectas X R que son tangentes a Z(Q)
tiene ecuacion:

(X'MgR)* — (X*MgX)(R'MgR) =0 (2.42)

que claramente es la ecuaciéon de una cuadrica y de hecho en este caso se trata de

un cono (R es un punto singular para esta cuadrica).

2.3 El punto R € Z(Q) y X un punto arbitrario que supondremos no perteneciente a la

cuadrica. En este caso, la ecuacion ([2.36]) se escribe
a?Q(X) +2aBFy(R,X) =0 (2.43)

La solucion inmediata o = 0 proviene del hecho de que R € Z(Q). Queda entonces

resolver la ecuacion

aQ(X) + 28Fo(R,X) =0 (2.44)

En este caso, que a = 0 vuelva a ser solucién equivale a que la recta X R sea tangente
a la cuadrica en R, quedando la condicion para X de que F(X, R) = 0. Pero 5 # 0 ya
que entonces X € Z(Q), lo cual hemos supuesto falso. Por tanto, el lugar geométrico
de los puntos que yacen en las rectas tangentes a Z(@Q) pasando por R satisfacen la
ecuacion

Fo(X,R)=X"MgR =0 (2.45)

y forman un hiperplano: el polar a R respecto Z(Q).

Continuemos el estudio de los hiperplanos tangentes. Geométricamente, respecto de una cua-
drica proyectiva Z(Q), diremos que dos subespacios proyectivos P(W;) y P(WW2) son conjugados
cuando para todo z = [Z] € P(W;) y para todo y = [y] € P(W3) se tiene

Mgy =0 (2.46)
En el caso particular en que Wp =< & >y Ws =< ¢ >, decir que & es ortogonal a i equivale

a que Mgy = 0, es decir, el punto x = [Z] pertenece al hiperplano polar del punto y = [] con

respecto a la cuadrica Z(Q).
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Esta situacion de puntos conjugados admite una versiéon dual:

Definicion 2.14. Dada una cuédrica proyectiva no degenerada, dos hiperplanos Hy y Hs se
dicen conjugados precisamente si cada hiperplano contiene al polo del otro. Es decir, si H; =
Polarg(Pr) y Hy = Polarg(P), entonces: Hy y Hy son conjugados si, y solamente si, P, € H;
y P € Hs.

Vamos a concluir con un resultado muy importante.

Teorema 2.15. Sea Z(Q) una cuddrica no degenerada y sea H wun hiperplano fijo. Podemos
escribir H = Polarg(P) siendo P el polo del hiperplano. Entonces, los hiperplanos polares res-
pecto de todos los puntos de H pasan por el polo P. Es mds, la interseccion de todos ellos es
precisamente P.

Demostracion. Supongamos dim(V) = n+ 1y V =< €,....,€, >y sea H = Polarg(P).
Si P = [4], entonces siendo H = P(W) se tiene que W =< @ >t=< @, ...,w, >. Por las

propiedades del ortogonal,
Wt =<y, ..., 0, >T=<@ >N - N<@, >t (2.47)
Ademas,
Wt =(<v>Ht=<v> (2.48)

De este modo, cada vector w; € W satisface < ¥ >= W' C < w; > luego, cada punto P; € H es
tal que su polar, H; = Polarg(F;), contiene al punto P. Ademés, tomando la base {1, ..., W, }
de W, tenemos que Hy N HyN...N H,, = Polarg(Py) N Polarg(P>)N...N Polarg(P,) = P, luego

hemos acabado. O
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2.5. Clasificacion proyectiva de cuadricas

Vamos a enunciar y demostrar el Primer Teorema de Estructura para un espacio métrico

ortogonal.
Teorema 2.16 (Primer Teorema de Estructura). Sea (V,F) un espacio métrico ortogonal con
F una forma bilineal no idénticamente nula. Entonces,

1. Existe un vector no isdétropo iy de tal forma que V =< iy > & < U >+,

2. Eziste una base B = {u1, ..., Up, Up41, ..., Un} ortogonaﬂ para F, es decir, F(u;,u;) =0 si

1% j y, por tanto, la matriz asociada respecto a tal base es diagonal

Mg(F) = diag(F(y, @1), ..., F(@r, @), .., F(tin, @n)). (2.49)

3. Para cualquier base como en 2., si v es el nimero de vectores no isdtropos (es decir, si

{1, ..., U} son no isétropos y {Uy41,...,Un} son isétropos) entonces,
Radp(V) =< Upy1, ..., Up > (2.50)

De este modo, el nimero de vectores no isétropos, r, en una base ortonormal es un in-
variante para el espacio métrico (V, F') y, de hecho, el radical de F' estd generado por los

vectores isétropos de cualquier base ortonormal para (V, F) teniéndose,

dim(Radp(V)) = dim(V') — rango(F). (2.51)

4. Dado Radp (V) CV, si W es cualquier espacio suplementario al radical, la descomposicion
en suma directa

V = Radp(V) & W (2.52)

es una suma ortogonal y el subespacio métrico (W, Fyy) C (V, F) es no degenerado.

Demostracion. 4. Sabemos que Radp(V) = { € V | F(g,Z) = 0V & € V} C V es un
subespacio. Como cualquier vector § € Radp(V') es ortogonal con todo vector de V', en
particular es ortogonal consigo mismo, con los demas vectores del radical y con cualquier

vector de cualquier subespacio suplementario, por tanto se tiene
V=Radp(V)® W (2.53)

ortogonal. Probemos ahora que (W, Fyy) es un subespacio no degenerado. Veamos que
Radp,, (W) = W N W+ = {0}. Para ello, sea & € WN W=, Como & € W+ la forma

LCuando en la base existen vectores is6tropos se suele utilizar el término pseudoortogonal.
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lineal F(&,—) : W — R es idénticamente nula. Como esta forma lineal es la restriccion
de la definida por Z en V, se tiene que F(Z,—) : V — R se anula en W. Ahora bien,
Ze W CV,con lo cual cada i € Radp(V) es ortogonal con #. Por tanto, la forma lineal
F(Z,—) : W & Radp(V) — R es idénticamente nula. Es decir, & se anula como forma
lineal tanto en W como en Radp(V), luego & € Radp (V). Como W N Radp(V) = {0} (por
lo visto antes) necesariamente Z = 0. Por tanto, Radp, (W) =W NW=+ = {0} y (W, Fiy)

es no degenerado.

1. Recordemos que

F(E§) = 110 +7) - Q&) ~ Q) (254)

por tanto, F' sera idénticamente nula si, y sélo si, todo vector de V es isétropo. Sea F
no idénticamente nula. Entonces existe al menos un vector no isétropo ;. Veamos que
para cualquier vector 7 € V exiten a y ¥ € < i > de tal forma que 7 = ¥y + ;.
Equivalentemente, probemos que existe a tnico tal que ¥ — iy € < @ >+. La condiciéon

de ortogonalidad se escribe
OZF(ﬁ—aﬁl,ﬁl) :F(’U,'Ifl)—aF(ﬁl,ﬁl) (2.55)

Como #; es no isotropo, Q(u1) = F(u1,41) #0y

F(i i
- 7(_{”“}) (2.56)
F(dy, 1)
estd perfectamente determinado de modo tinico. Con lo cual la descomposicion
V=<i>&<i>" (2.57)

es clerta.

2. Consideremos ahora el espacio métrico (< i, >+, F) y reiteremos el argumento de 1., o
bien F|_z -1 es idénticamente nula y ampliando {1} con cualquier base de < @ >+

concluimos, o bien existe un segundo vector no isétropo s de tal forma que
<y >t=<ily > ® < iy > . (2.58)

Como nos encontramos en dimensién finita, eventualmente este proceso finalizaria y ha-
bremos construido una base B = {uy, ..., Uy, Up41, ..., Un } ortogonal para F satisfaciendo
2.

3. Por ultimo, sea B’ = {uy, ..., Us, Us4+1,...,Un} cualquier base ortogonal para (V,F) donde
{u1,...,Us} son los vectores no isotropos de la base. En particular < ws4q,..., 4, >C

Radp(V). Probemos el contenido reciproco. Sea i € V' y escribamoslo en la base B':

s n
=1

Jj=s+1
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Recordemos que F(u;,u;) = 0 sii # jy F(u;,u;) = 0si j € {s+1,...,n}. Siendo
Y € Radp(V') y teniendo en cuenta que

S n
F(f.a) =Y oiF (i, @) + Y o F (i), ) (2.60)
i=1 j=s+1

si k = s+ 1,...,n no obtenemos informacion (0 = 0). Sin embargo, si k =1, ..., s se tiene

0="> oF(il;, i) = a (2.61)
=1

Con lo cual § = Z?:SH Qjllj € < Ugy1,...,Up >, es decir, Radp(V) C < Uy, ..., Up >.

O

Expondremos a continuacién el andlogo geométrico del resultado anterior. En este caso pon-

dremos especial énfasis en la descomposicién
V = Radp(V)® W. (2.62)

Recordemos que P(Radp(V)) = Sing(Z(Q)) es el subespacio lineal de puntos singulares de la
cuadrica proyectiva Z(Q).

Notese que, como Radp NW = {6}, pasando al espacio proyectivo P(V'), los subespacios
P(Radp(V)) y P(W) son disjuntos. Ademas, la restriccion de la cuadrica a P(W) es

Z(Q)NPW) = Z(Qw) (2.63)

y, como Qu es la forma cuadratica asociada al espacio métrico (W, Fyy) que es no degenerado,

resulta que la cuadrica proyectiva Z(Qw) C P(W) es lisa 0 no degenerada.
Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.17 (De Estructura de Cuadricas Proyectivas). Sea P(V') el espacio proyectivo n-
dimensional y sea Z(Q) C P(V) una cuddrica proyectiva de rango r. Entonces, Sing(Z(Q)) =
P(Radg(V)) es un subespacio de dimension n — r. La cuddrica, o bien es lisa (r = n+ 1),
o bien es un cono formado por las rectas que unen los puntos singulares de la cuddrica con
los puntos de una cuddrica lisa de rango r en un subespacio proyectivo P*=' = P(W) tal que
V = Radg(V) & W. Ademds, existe una base B = {€p, ..., Er_1, €, ..., En} Tespecto de la cual la
ecuacion de la cuddrica es a:%—I—...—i—x%_l = 0y, en particular, la del lugar de los puntos singulares

esxrg=..=x,_1 =0. Es decir,

zQ= |\J ET (2.64)
ReSing(2(Q))
TeZ(Qw)



22 2. Cuadricas Proyectivas

Demostracion. El contenido reciproco O es inmediato: en efecto, para cada R € P(Radg(V)) vy
cada T € Z(Q), un punto genérico en larecta RT es de la forma a R+S3T. Como R € P(Radg(V))
se tiene que R es ortogonal a T por (). De hecho R es ortogonal a cualquier punto del espacio

proyectivo. Por tanto,
Q(aR + BT) = &*Q(R) + 2aBFg(R,T) + f2Q(T) =0 (2.65)

Veamos entonces que dado cualquier punto x de la cuadrica, este yace sobre una recta R1 con

R un punto singular de Z(Q) y T' € Z(Q) NP(W) = Z(Qw ).

Supongamos = ¢ Sing(Z(Q)) U Z(Qw) vy x € Z(Q), en caso contrario ya habriamos acabado.
Pensando = como vector en V, se verifica que los subespacios Radg(V)+ < Z >y W+ <2 >
tienen dimensiones dim(Radg(V)) + 1 y dim(W) + 1 respectivamente. Vamos a probar que
(Radg(V)+ < & >) N (W+ < Z >) es un subespacio 2—dimensional en V' que contiene a < & >
¥, por tanto, su proyectivizado es una recta. Veremos entonces que esta recta corta a Sing(Z(Q))

en un punto R y a Z(Qy ) en un punto T. De este modo, x € RT, como queriamos demostrar.

—

Pues bien, que (Radg(V)+ < & >) N (W+ < & >) tiene dimensién 2 es consecuencia de la

formula de Grassmann. La suma de ambos subespacios es V, por tanto,
dim(V) = dim((Radg(V)+ <Z>)N(W+ <z >))
= dim(Radg(V)) + 1+ dim(W)
+ 1—dim((Radg(V)+ <Z>)N(W+ < T >))
Como V = Radg(V) @ W, dim(V) = dim(Radg(V)) + dim (W), teniéndose asi que
dim((Radg(V)+ <Z>)N(W+ <2 >)) =2 (2.66)
como queriamos ver.

Por otra parte, claramente < & >€ (Radg(V)+ < Z >)N(W+ < Z >) = Va. Asi, P(V2) de-
fine una recta. Veamos que esta recta corta a Sing(Z(Q)) y a Z(Qw ). Para ello, probemos que
Vo N Radg(V) y VoMW son subespacios 1—dimensionales.

Trabajando en Radg(V)+ < & > que contiene a Vo y a Radg(V), y, como Radg(V) + Vo =
Radg(V)+ < & >, se tiene,

dim(Radg(V)NVa) = dim(Radg(V)) + dim(Va) — dim(Radg(V)+ < & >)  (2.67)
= dim(Radg(V))+ 2 —dim(Radg(V)) —1=1 (2.68)

Analogamente W+ < & > contiene a Vo y a Wy, como W+ < & >= W + Vb, se tiene,

dim(WNnVy) = dim(W)+ dim(Va) — dim(W+ < Z >) (2.69)
= dim(W)+2—dim(W)—1=1 (2.70)
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Por tanto la recta P(V2) corta a Sing(Z(Q)) en un punto R y a Z(Qw) en un punto 7". Pero
también tenemos que P(V2) = RT = Rx y Ry x son dos puntos de la cuddrica ortogonales. Con
lo cual, con el mismo argumento usado para probar el contenido "D", cada punto ax + SR de la
recta P(V5) yace en la cuddrica. Es decir, RT C Z(Q). Ahora, como T € P(W) N Z(Q) = Z(Qw)
tenemos que ciertamente cada punto = de la cuédrica yace en una recta contenida en Z(Q) que

une un punto del espacio singular con otro de la seccion cuadrica P(W) N Z(Q).

Finalmente, la ecuacién de la cuadrica es la descrita porque podemos construir una base

ortogonal donde @ diagonaliza y P(Radg(V')) es la parte totalmente is6tropa. O]

2.5.1. Clasificacion de formas cuadraticas

Llegados a este punto podemos plantearnos clasificar formas cuadréticas o, equivalentemente,

estudiar cuando dos cuédricas proyectivas son isomorfas.

Por una parte, dada una forma cuadratica sabemos que, cambiando de base, las distintas
matrices asociadas son congruentes y tienen el mismo rango, y es el rango de la forma cuadratica.
Este hecho se refleja en la existencia de una base ortonormal en la cual existen exactamente r

vectores no isétropos y respecto de la cual la matriz de la forma cuadratica es diagonal.

Nos preguntamos ahora si el rango es el tinico invariante para clasificar una forma cuadrética
o existen mas. Claramente debe haber més, al menos en el caso real pues las formas cuadréticas
1:(2) +22+23 =0y x% + 22 — 23 = 0 tienen el mismo rango y sin embargo la primera define
la conica proyectiva vacia y la segunda una coénica lisa. De este modo, pese a que ambas tienen
rango 3, no existe una proyectividad IE”]?g — ]P)]%g que aplique el vacio en un conjunto de puntos.
Con lo cual el rango no es el tnico invariante para clasificar formas cuadraticas al menos en el

caso real.

Recordemos que dos formas cuadraticas Q1 y Q2 son congruentes si existe un automorfismo

o:V — V de tal forma que Q1 00 = Q.

Geomeétricamente esta claro cuando dos cuéadricas son proyectivamente equivalentes: Z(Q1)
y Z(Q2) lo son precisamente si existe una proyectividad P(c) : P(V) — P(V') de tal forma que
P(o)[Z(Q1)] = Z(Qa).

Como o : V — V es tal que Q1 0 0 = @2, para cada ¥ € V, se tiene Q2(c (7)) = Q1(V), y
como la forma cuadratica determina la forma bilineal asociada, también podemos decir que dos
formas bilineales F(y, y Fp, son congruentes si, y sblo si, existe un automorfismo o : V.— V

de tal forma que para cualesquiera dos vectores 1,72 € V se verifica,

FQ1(7717772) = FQQ(U(Ul)va(ﬁQ)) (2'71)
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Con lo cual, de forma natural, definimos:

Definiciéon 2.18. Dados dos espacios métricos (V, F1) y (V, Fz), diremos que son isométricos

precisamente si existe un isomorfismo lineal o : V' — V tal que para todos ¢, U5 € V, se verifica
Fl(ﬁl,ﬁg) = FQ(O’(771>,0'(172)) (2.72)

Observacion 2.19. Abreviadamente diremos que o es una isometria: un isomorfismo que conserva

la métrica.

Para un espacio métrico ortogonal cualquiera, el Primer Teorema de Estructura nos garan-
tiza la existencia de una base B = {éy, ..., €,} respecto la cual la matriz asocidada es diagonal
(diag(F (€, €0), ..., F'(€n, €y)). Por tanto, ahora si tenemos claro cuando dos formas cuadréticas

son congruentes y definen el mismo espacio métrico.

Teorema 2.20 (De Clasificacion de Formas Cuadraticas). Sean (V, Fg,) y (V, Fg,) dos espacios

métricos ortogonales. Entonces, son equivalentes:

(i) Las formas cuadrdticas asociadas Q1 y Q2 son congruentes,
(11) los espacios métricos (V,Fq,) y (V, Fg,) son isométricos,

(111) existen bases By y Ba para Q1 y Q2 respectivamente, de tal modo que las matrices asociadas

en dichas bases son las mismas.

Demostracion. Supongamos By = {éy, ..., €r—1,€r,...,€x} con Q(&) # 0 parai =1,..,r —1y
sea By = {ty, ..., Up—1,Up, ..., Up} con Q(u;) # 0 para i = 1,...,7 — 1. Entonces, @1 y Q2 son

congruentes si, y solo si, Q(€;) = Q(u;) para todo i =1,...,r — 1.

En tal caso, construimos el isomorfismo o : V. — V aplicando é; — ;. O

Veamos ahora que para clasificar, la aritmética del cuerpo K donde trabajamos parece jugar

un papel clave.

Por ejemplo, si K = R, en una base B = {eép,...,é,}, cada Q(€;) puede ser mayor que
cero, menor que cero, o cero. Lo que nos quiere decir esto es que el namero de vectores no
isotropos positivos (equivalentemente negativos) de cualquier base ortogonal debe ser constante.

Probaremos que este niimero es un invariante y es lo que se conoce como el Teorema de Sylvester.

Por otra parte, cuando K = C, lo que se tiene es que para cualquier base ortogonal, B =

{€p, ..., €n}, la tnica condicién para cada Q(€;) es ser igual o distinto a cero. Con lo cual, en este
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caso el rango es suficiente para clasificar las cuadricas. Dada la base B, basta con sustituir cada

vector por su normalizado, es decir, por

2 e— 1 .
U = @) €;. (2.73)

Entonces, ) )
Qi) = Q(—=—==-6) = Q&) =1 (2.74)

Q&) Q(€)
y, por lo tanto, en la base B’ = {1, ..., 4, } se tiene que la matriz asociada es

r)
diag(1,7°~,1,0, ..., 0) (2.75)

Llamaremos a esta matriz la candnica de la cuddrica. Por lo tanto: en C"*! o en P(C"*!)
existen nm + 1 cuédricas proyectivas caracterizadas por el rango, y sus ecuaciones canénicas son

22 + ...+ 22 | =0 (siendo r el rango de la cuddrica).

Clasificacion de cuadricas proyectivas reales

Ya hemos dicho que, en este caso, la referencia autopolar definida por la base B = {éy, ..., €, },
con rango r + 1, podemos modificarla reordenando los vectores de forma que Radg(V) =<

€41, .-, €y >. Reordenemos ahora la base de manera que:

» para 1 <i <s, Q(€) > 0, y cambiamos €; por

1
U = ———= - €, (2.76)
Q(€;)
» paras+1<j<r Q) <0,y cambiamos €; por
Z ! z (2.77)
Uj 1= ——=——= ), :
—Q(€))

s yparar + 1 < k <n, U := €.

Con respecto a esta nueva base B’ = {1, ..., Us, Us1y -y Upy Upi1, -5 Up }, que llamaremos nor-

malizada, la matriz asociada a la forma cuadratica es de la forma,

s+1)
My = diag(1,=~1,~1, ... ,—1,0,...,0) (2.78)

Vamos a demostrar que, en efecto, el nimero de “+1” y “—1” es constante.
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Teorema 2.21 (De Sylvester) (De Inercia). Para una forma cuadrdtica real no degenerada, el el
numero de “+17 y “—17 de una matriz diagonal es independiente de la base ortnormal escogida

para construirla.

Demostracion. En primer lugar, obsérvese que hemos requerido que la forma cuadrética sea no
degenerada porque la situaciéon depende de la restricciéon de la forma a un subespacio suplemen-

tario al radical.

Sean entonces dos bases B = {dy, ..., Us,, ..., U} y B = {00, ..., Usy, ..., Ur } del suplementario

del radical. Queremos ver que s = $o.
Veamos que s; < s9. Consideremos los subespacios
Ly =< 1, ...,ﬁsl > Y Lo =< 1732+1, ey Up > (279)

Claramente, la forma cuadratica @) restringida a L; es definida positiva (Q(Z) > 0 para cualquier
# € L1\ {0}), mientras que en Ly es definida negativa (Q(i) < 0 para cuaquier § € Ly \ {0}),

con lo cual, L1 N Ly = {0}. Consideremos ahora,

L1+ Ly C< Wy, ..., Uy >=< 09, ..., Up > (2.80)

tomando dimensiones,
dim(Ly 4+ L) = dim(Ly) +dim(Ly) =s1+1+71— 9 (2.81)
< dim(< ug, ..Uy >)=r+1 (2.82)

de donde, s1 < s9. Cambiando los papeles se prueba que ss < s1, luego s1 = s9, como queriamos

probar. O

Conviene reformular este Teorema de la siguiente forma,

Teorema 2.22 (De Inercia de Sylvester). Sea (V, F') un espacio métrico, ortogonal y real, y Qp :

V — R la forma cuadrdtica asociada. Entonces, existen subespacios Vi, V_ y Vg satisfaciendo:

(i) V=V,aV_adV, siendo la suma ortogonal,

(ii) las restricciones Q— : Vo — R y Q4 : Vi — R son respectivamente definidas positiva y

negativa,
(1ii) el subespacio Vo C V' es totalmente isétropo. Es decir, Q(Z) = 0 para cualquier T € Vj,
() para cualquier otra descomposicion V.= W, &W_& Wy verificando (1), (ii) y (iii), se tiene
dim(Wy) =dim(Vy) , dim(W_) =dim(V_) y dim(Wy) = dim(Vp) (2.83)

y, de hecho, Wo = Vy = Radg (V).
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Por tanto, en el caso real, este Teorema es un verdadero teorema de clasificacion de espacios

métricos ortogonales.

Es claro que, siendo s # r — s, no es lo mismo un espacio vectorial con una descomposicion
bajo la cual dim(V}) = s que otro donde dim(V}) = r — s. Sin embargo, para una forma
cuadratica @, esto sucede en el espacio métrico tan pronto como multipliquemos a ) por —1.
Por el contrario, las formas @ y —@ definen la misma cuédrica proyectiva o cono isétropo
(Radg(V) = Rad_g(V)). Es por esto que vamos a distinguir entre dos conceptos: la signatura
métrica y la signatura proyectiva.

Definicién 2.23. Para un espacio métrico ortogonal real (V, F') y considerando una base ortogo-

s+1
nal normalizada en donde la matriz asociada es de la forma diag(1,~>,1,-1,...,—1,0,...,0),

T—S8
llamaremos signatura métrica del espacio a la diferencia entre el nimero de “+1” y el ntimero de

“_1»
Llamaremos signatura proyectiva de una forma cuadratrica al valor absoluto de la signatura
métrica.
Por tltimo, enunciamos un corolario del Teorema de Sylvester en su forma algebraica y

geométrica.

Corolario 2.24. 1. Dos formas cuadrdticas reales definen el mismo espacio métrico ortogonal

(0 son congruentes) si, y solamente si, poseen el mismo rango y la misma signatura métrica.

2. Dos cuddricas proyectivas reales son proyectivamente equivalentes (o proyectivamente iso-

morfas) si, y solamente si, tienen el mismo rango y la misma signatura proyectiva.
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Capitulo 3
Teorema de Segre - Witt

Vamos a estudiar la geometria relacionada con una cuadrica proyectiva, fundamentalmente

el caso en el que la cuéddrica es lisa o no degenerada.

El concepto de ortogonalidad en la forma bilineal asociada es equivalente al de polaridad en la
cuddrica. Ya hemos visto que para un punto P € P(V'), el subespacio Polarz(q)(P) es, o bien todo
el espacio P(V') y ello sucede precisamente si P es un punto singular de la cuadrica, o bien es un
hiperplano si P es no singular. En este tltimo caso, si P € Z(Q), P+ = Polar 7q)(P) = TrZ(Q)
es el hiperplano tangente a Z(Q) pasando por el punto P, y es el lugar geométrico de las rectas
tangentes a la cuadrica en P, es decir, las rectas que, o bien estan contenidas en Z((Q)) y pasan
por P, o bien las rectas que no estéan contenidas en la cuadrica pero cortan a P con multiplicidad
dos. Cuando P ¢ Z(Q), el hiperplano Polar () (P) tiene la propiedad de que la seccién cuddrica
Polar 7)(P) N Z(Q) es el lugar geométrico de los puntos de contacto de las rectas que forman

el cono tangente circunscrito a la cuédrica con vértice en el punto P.

Vamos a estudiar mas en profundidad el concepto geométrico de polaridad y damos la si-

guiente definicion,

Definiciéon 3.1. Sea Z(Q) C P(V) una cuadrica proyectiva. Dado un subespacio S = P(W) C

P(V), llamamos subespacio polar de S respecto de la cuadrica, al subespacio

St i=PW) ={[g] e P(V) | Fo(¥,%) =0V [&] € S} (3.1)

Tan pronto como la cuadrica Z(Q) sea degenerada, entonces para cualquier P € Sing(Z(Q))

se tiene que P+ = P(V). Pero si Z(Q) es no degenerada, la polaridad cumple:

1. Es una correspondencia biunivoca en el reticulo de subespacios de P(V),
2. dim(S+) = dim(P(V)) — dim(S) — 1,

29
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3. (S1+S2)t =51 NSy; (S1NS2)" =S¢ +855; (SH) =5

Definiciéon 3.2. Llamaremos seccion cuddrica a la interseccién de una cuadrica Z(Q) con un
subespacio proyectivo S = P(W) C P(V). Es claro que dicha seccion SNZ(Q) = P(W)NZ(Q) =
Z(Qw) es otra cuadrica. Las secciones més interesantes son las obtenidas con hiperplanos, en

particular con los hiperplanos polares y tangentes.

Para estudiar las secciones cuadricas es importante la siguiente relacion entre subespacios

polares:

Lema 3.3. Sea Q : V — R una forma cuadrdtica y sea W C V un subespacio al que podemos
restringir la forma cuadrdtica, Qw : W — R. Dado un tercer subespacio L C W C V, podemos
considerar la polaridad de este subespacio con respecto a la cuddrica inicial Z(Q) y con respecto
a la seccion Z(Qw). Equivalentemente, esto corresponde con tomar el subespacio ortogonal a L

respecto al espacio global V' o al subespacio W (LLW ). Entonces, se verifica

LW =Ltnw (3.2)

Demostracion. Por definicion, dado L Cc W C V,
L*w = {@eW|F@@#)=0V7ecL}
= {WeW|F(W,-):V — R seanula en L}
= {F(w,—):V — R anuldndose en L,% € W}
= LTnw

Vayamos, entonces, con el estudio de los hiperplanos tangentes a una cuadrica y las secciones

cuédricas que definen.

Proposicion 3.4. Sea Z(Q) C P(V) una cuddrica no degenerada. Entonces:

1. La correspondencia que a cada punto P = [pg : ... : pp| € P(V) le asocia las coordenadas de

la forma lineal definiendo el hiperplano polar, P+, es biunivoa e involutiva.

2. Los hiperplanos tangentes a la cuddrica Z(Q) C P(V') estin parametrizados por una cud-

drica Z(QV) C P(V*) que llamaremos cuddrica dual asociada.

3. St H C P(V) es un hiperplano, entonces H es tangente a Z(Q) si, y sdlo si, la seccion

cuddrica Z(Q) N H es una cuddrica degenerada.
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Demostracion. 1. Como Z(Q) es no degenerada, Radp,(V) = {0}. Equivalentemente, fijada

una base B de V, la matriz asociada a la forma bilineal, Mp(Fg) = A, es regular.

La forma bilineal induce el homomorfismo Fy (¥, —) : V. — V* que a cada vector 7 € V
le asocia la forma lineal Fo(v,—) : V. — R. Como Ker(Fgy) = Radg,(V) = {0}, Fo
es inyectivo, y en dimensién finita un isomorfismo. Por tanto, tenemos una aplicacion

biunivoca:

P(V*)

E—
[0 — [Fo(?,-)]

La forma lineal Fi(v, —) : V' — R tiene como ntcleo el hiperplano
Ker(Fo(o,—)) = {w € V | Fo(¥,%) =0} =< 7 >+ (3.7)
Por tanto, nuestra aplicaciéon no es otra que asociar a cada punto P su hiperplano polar

respecto Z(Q).

Analiticamente, si A = Mp(Fg), entonces también A = Mpp«(Fg), y si P = [po : ... : pn),
el hiperplano polar est4 definido por la ecuacion P'AF = 0. Es decir, Fy (v, —) = P'A, que
es una forma lineal, [Fy (v, —)] = [P'A].

2. P(V*) son los puntos [(ag : ... : ay)] en donde (o : ... : ) representa el hiperplano de
ecuacion agzo + ... + apxy, = 0 en P(V). Vamos a identificar en P(V*) el lugar geométrico

de los hiperplanos tangentes a Z(Q).

Un hiperplano H de ecuacion agxg + ... + a,x, = 0 es tangente a Z(Q)) precisamente si
existe un punto P € Z(Q) tal que P+ = H. Es decir,

a) Existe un punto P € P(V) tal que P € Z(Q) (<= P'AP =0).

b) Se tiene P+ = H, luego ambas, P'AZ =01y (ag : ... : a,)T = 0 son ecuaciones de H.

Equivalentemente, existe A # 0 tal que P*A = X ag : ... : ap).

Ahora se trata de elminiar P de entre las ecuaciones

P'AP=0 y P'A=Xag:..:ay) (3.8)
para obtener una condicion sobre los (apg : ... : ap).
Como Z(Q) es no degenerada, A es inversible y, por tanto, Pt = A ag : ...,a)A7L.

Sustituyendo en P!AP = 0 obtenemos:
0=PAP = Xag:...:an)A P AN (ag @ ...t ay) A7) (3.9)
= Mag ..t o) (A ) N, ... s a)? (3.10)
= M((ag:...:an)A N ag ot ap)h) (3.11)
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Donde hemos usado el hecho de que al ser A simétrica, A = A’. Asi pues, los hiperplanos

tangentes que buscabamos son los (ag : ... : ap) € P(V*) que satisfacen la ecuacion

7' A = 0, la cual es la ecuaciéon de una cuddrica proyectiva, como queriamos probar.

3. Veamos ambas implicaciones:

H:>H

" n
<

Si H es un hiperplano tangente a Z(Q), entonces existe un punto P de la cuadrica de
tal forma que H = P+. Con lo cual, con respecto a Z(Q) C P(V), P es ortogonal con
todos los puntos del hiperplano H.

Consideremos ahora la seccién cuadrica generada por H = P+ = Tp(Z(Q)), Z(Q)NH.
Es claro que P pertenece a esta cuadrica y, respecto a ella ,Z(Q|g) C H, P es
ortogonal con todos los puntos del proyectivo ambiente, H. Asi pues, P = [7] es tal

que ¥ € Radg,, (H), y la seccion cuadrica es degenerada.

Supongamos ahora que la seccion Z(Q) N H € H es degenerada. Procedamos hacia
atras en el argumento previo. Por ser degenerada, existe al menos un punto P €
Z(Q) N H singular, es decir, ortogonal con todos los puntos de H con respecto a la
forma cuadratica Q|y. Es decir, PT2@n# = H ¢ PL. Por el Lema 2.3, P1z@ns =
HN P+ = H c Pt Como, en particular, P € Z(Q), las posibilidades para P+
son: o bien ser todo el espacio P(V), o bien ser un hiperplano. El caso P+ = P(V)
no es posible, pues P deberia ser un punto singular y sin embargo Z(Q) es lisa.
Por tanto PT es un hiperplano, y como contiene a H, no hay més opcién que ser
H = PL = Tp(2(Q)).

El siguiente resultado complementa al anterior en el caso de una cuéddrica degenerada.

Proposicion 3.5. Sea Z(Q) € P(V) una cuddrica proyectiva y sea P € Z(Q) un punto liso.

Entonces, se verifica:

1. Si S CP(V) es un subespacio lineal y P € S C Z(Q), entonces S C P+ = Tp(Z(Q)).

2. Dada la seccion cuddrica P*NZ(Q) = Tp(Z(Q))NZ(Q), si R es un punto de ella, también
la recta PR pertenece a Z(Q).

3. Sea R € Z(Q) y R # P otro punto de la cuddrica proyectiva. Entonces, R+ = Pt si, y

solo si, la recta RP contiene puntos singulares.

4. P+ Sing(Z(Q)) € P+ y para todo R € P + Sing(Z(Q)), es Rt = PL. De hecho, para la

seccion cuddrica

PLnZQ) =Tr(2(Q)NZ(Q) (3.12)
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se verifica,

Sing(P+ N Z(Q)) = P+ Sing(Z(Q)) (3.13)

Antes de pasar a la demostracion, conviene visualizar e interpretar cada uno de estos apar-

tados:

En relacion con el apartado 1, un punto singular 7" es una clase de equivalencia T = [¢] en
donde ¥ 1 p V. Esto significa que el espacio lineal de puntos singulares yace en todo hiperplano

polar y, en particular, en todo espacio tangente a la cuadrica.

Ademas, cualquier espacio lineal contenido en Z(Q) que contenga a un punto liso de la cué-
drica yace en su hiperplano tangente. Esta propiedad es muy importante porque permite obtener
familias de espacios lineales contenidos en una cuadrica ascendiendo desde secciones hiperpla-
nas. En particular, obtendremos los de dimensién méaxima, y esta dimensién es un invariante

proyectivo para la cuadrica llamado indice de Witt.

En relacién con el apartado 3, si en dos puntos distintos de una cuadrica, los hiperplanos
tangentes coinciden, entonces necesariamente la cuadrica ha de ser degenerada. (Obsérvese que

esto ya se encuentra implicito en los apartados 1y 2 de la Proposicion 2.4).

En relacion con el apartado 4, recordemos que si P € Z(Q) es un punto liso, el espacio
tangente a la cuadrica en P consiste en todas las rectas que pasando por P estdn contenidas en
Z(Q) o cortan a la cuadrica en P con multiplicidad 2. Como en cualquier caso los puntos singu-
lares estan contenidos en cualquier hiperplano tangente a la cuadrica, entre las rectas contenidas

en la cuadrica y pasando por P, estan las rectas PT, siendo 7' un punto singular.

En relaciéon con el apartado 2, ya vimos de la estructura geométrica de una cuadrica que
toda recta RT, siendo T un punto singular y R € Z(Q), yace en la cuadrica. Esto se debe a que
toda recta pasando por un punto singular de la cuédrica ya corta en ese punto con multiplicidad
mayor o igual que 2. Este apartado nos dice algo parecido para las rectas tangentes a la cuadrica
en un punto P € Z(Q). O son estrictamente tangentes y no tienen més puntos en comun con la
cuédrica que P (con multiplicidad 2), o si tienen un tercer punto en comun con la cuadrica, ésta

yace contenida en la cuédrica.

Ahora si, demostremos la proposicién.

Demostracion. 1. Sea S =P(W) C Z(Q), entonces Q|w : W — R es idénticamente nula, y
también la forma bilineal asociada. Por tanto, para cualesquieran P = [¢] € Sy R =[] €

S, se tiene
0= Fo(#,0) = S(Q(F + ) — Q) — Q(w) (3.14)

ya que por ser S lineal, v + @ € S. En particular, todos los puntos de S son ortogonales
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con P, con lo cual S C Pt.

. Sean P = [¢] y R = [w] puntos de la seccién cuadrica P+ N Z(Q). Entonces Q(P) =

Q(R) =0y Fg(¥,w) =0 (por ser R € P1). Es decir, para cualquier punto aP + R de la

recta PR, se tiene que
Q(aP + BR) = o*Q(P) + 2a3Fy (P, R) + B*Q(R) = 0 (3.15)

por tanto la recta esti contenida en la cuadrica.

. Fijemos una base B y sea Mp(Q) = Mg la matriz asociada a la forma cuadratica con

respecto a tal base. Si P # R, las ecuaciones de sus hiperplanos tangentes son P'Mg# = 0
y RtMQ:E’ = 0, respectivamente. Con lo cual, si R* = P+, ambas ecuaciones han de ser

proporcionales, es decir, existe A # 0 tal que,
P'Mg = AR'Mg <= (P'—AR")Mg = 0. (3.16)

Ahora bien, claramente P' — AR! es un punto de la recta PR que verifica que la forma
lineal F(P* — AR',—) = (P' — AR")Mg = 0 es idénticamente nula, es decir, P* — AR' es

un punto singular.

. La primera afirmacion es trivial, consecuencia del apartado 3: claramente Sing(Z(Q)) C

Py como Sing(Z(Q)) es un subespacio lineal y P € P+, se tiene que P+ Sing(Z(Q)) C
PL. Por otra parte, si R € P+ Sing(Z(Q)), R € PT para algin T € Sing(Z(Q)). Es
decir, PR = PT es una recta que contiene al menos un punto singular, y por el apartado
3, P- =Rt

Probemos la segunda afirmacion. Ya vimos en la proposicién que P € Sing(P+ N Z(Q)).
Esto sucede ya que P+ N Z(Q) € Pt y P es ortogonal con todo punto R € Pt para la

forma cuadratica restringida. Con lo cual, P + Sing(Z(Q)) C Sing(P+ N Z(Q)). Veamos
que se da la igualdad.

Consideremos otro punto R # P contenido en la secciéon cuadrica P+ N Z(Q) C Pty
supongamoslo no singular. Entonces existe Tr(Z(Q)) = R*. Supongamos que R si es
singular para la seccion cuadrica PN Z (Q), es decir, Rtrt = pL = RLnPL c R-
(en la segunda igualdad hemos usado el Lema 2.3.). Ahora bien, tanto P como R son
lisos para Z(Q), con lo cual Pt y R' son hiperplanos. En consecuencia, tiene que ser
PL = R*. Por el apartado anterior, la recta PR corta al conjunto de puntos singulares,

luego necesariamente ha de ser una de las rectas en P + Sing(Z(Q)).
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3.1. Subespacios lineales maximales en una cuadrica lisa: Indice
de Witt

Hasta ahora, hemos encontrado dos invariantes proyectivos en la clasificaciéon de cuadricas
proyectivas reales: el rango y la signatura. Para el caso complejo tales invariantes se reducen

unicamente al rango.

Sin embargo, Corrado Segre obtuvo una clasificacién proyectiva de las hipersuperficies cua-
dricas mucho maéas sutil geométricamente hablando. Por supuesto el rango era un invariante,
determina la parte lisa de la cuddrica. Pero una vez conseguido esto, Segre prueba que en una
cuédrica, los puntos lisos son indistinguibles proyectivamente hablando, y prueba que lo que
realmente distingue a una cuadrica son los subespacios lineales de dimensiéon maxima que ésta
contiene. Segre construye tales subespacios de forma recurrente mediante un proceso geométrico

que implica considerar secciones con el hiperplano tangente.

La reformulacién algebraica de esta dimension de subespacios maximales contenidos en una
cuédrica corresponde a lo que se conoce hoy en dia como indice de Witt. La llamada descomopo-
sicion de Witt de un espacio métrico es una generalizacion de la bien conocida descomposicion
de Sylvester, la cual tinicamente tiene sentido cuando el cuerpo base K se corresponde con el de

los nimeros reales, u otro cuadraticamente cerrado (i.e. si @ € K, entonces o bien \/a € K, o

bien /—a € K).

Para una cuédrica proyectiva Z(Q), el rango y el indice de Witt son los invariantes proyectivos
esenciales que la clasifican por completo. Incluso la clasificacién afin de cuédricas depende de

tales invariantes.

Nosotros vamos a introducir el indice de Witt de manera geométrica. Primero probaremos el
llamado Teorema de Homogeneidad y después el Sequndo Teorema de Estructura y la descomo-

posicion o referencia proyectiva de Witt.
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Teorema 3.6 (De Homogeneidad). Sea Z(Q) C P(V) una cuddrica proyectiva y sean P y R
dos puntos lisos. Entonces, existe una proyectividad 7 : P(V) — P(V') que lleva P en R y deja

invariante la cuddrica Z(Q).

Comentario 3.7. Antes de probar el Teorema de manera formal, vamos a motivarlo trabajando
con el caso particular de la cuadrica lisa reglada en P3(R 6 C). En el caso complejo, ya vimos
que sblo hay una cuédrica lisa debido a que el tnico invariante es el rango. En el caso real
encontramos dos: la de signatura 2 o la de signatura 3. La coyuntura que nos interesa es el de la

cuédrica reglada que corresponde en ambos casos con la cuddrica de ecuacién

a2t —ad—a22=0. (3.17)
Realizando el cambio de variable
Yo =120 — T2, Y1 =23 —T1, Y2=21+T3 Y Y3 =0+ T2 (3.18)
obtenemos la ecuacién
Yo U1

Yoys —y1y2 =0 =0. (3.19)

Y2 Y3

Reinterpretando esto como dependencia lineal por columnas y por filas obtenemos dos familias

de rectas contenidas en la cuadrica:

Familia F; de rectas: Interpretamos (3.19)) como dependcia en filas, es decir, (yo,v1) ¥ (y2,y3)
son linealmente dependientes. Entonces, existe (A : u) # (0,0) tal que X(yo, y1)+u(y2,y3) =

0. Esto nos proporciona el sistema lineal de rango 2 en P(yo, y1, y2,y3) definido por:

Ayo + py2 = 0

N 4 s = 0 }E()\:,u) (3.20)

que define la recta £(A : p). Cuando [(A : u)] # [(N : )] las rectas LA = p) y LN = @)

son disjuntas. Entonces, con () : ) € P! obtenemos una familia 1-dimensional de rectas.

Familia F» de rectas: Interpretando ahora (3.19) como dependencia entre columnas, (yo,y2)
y (y1,y3) son linealmemte dependientes, luego existe (¢ : s) # (0,0) tal que t(yo,y2) +

s(y1,y3) = 0. Nuevamente obtenemos un sistema lineal de rango 2:

t = 0
vo e M(t: s) (3.21)
ty2 + sys = 0

definiendo la recta M(t : s) contenida en la cuadrica y cuando [(¢ : s)] # [(t' : §')], las
rectas M(t : s) y M(t' : s') son disjuntas. De este modo, con (¢ : s) € P! conseguimos la

segunda familia 1-dimensional de rectas.
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Encaje de Segre: Dados (A: u) y (t:s), y considerando las rectas L(A : p) y M(t : s), es facil

ver que el sistema lineal

AYo + 2 =
Ay1 + pys =

tyo + sy =
tys + sy3 =

L) "M 8) = Piayx(ts)

o O O O

tiene rango 3, definiendo un punto en la cuidrica Z(Q) = Qy C P2, que corresponde con

la solucién del sistema

(Yo :y1:y2:y3) = (At : As:put: us). (3.22)

De este modo, podemos construir una aplicacion:

V1,1
P! x P! — Pp3
(Aip)x(t:s)) — (At:As:put: us)

que es biunivoca en la imagen Z(Q) = Q2 = Im(v11) = Z(yoys — y1y2). La cuadrica
corresponde con la ecuacién yoys — y1ye = 0, pero el isomorfismo nos da una forma de

visualizarla geométricamente.

P( ()\:/u)x(e:s:)

s

Che: )\5‘-/A'::/U-5')

Figura 3.1: Visualizacion Geométrica de Qs.
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Es ilustrativo demostrar el Teorema de Homogeneidad para la cuadrica lisa de P3. Por como-
didad escribiremos P+ = Tp(Qs) y R+ = Tr(Qz). Se trata de encontrar una base en R* o C* y
un automorfismo R*, C* — R* C* que deje invariante la cuadrica e intercambie los puntos P y

R. Diferenciamos dos casos:

(a) CASO 1: P ¢ R* (b) CASO 2: P ¢ R+

CASO 1. P¢ R*( <= R ¢ P):

Como P ¢ R*, P no se encuentra en recta alguna de las Tr(Q2) N Qo y andlogamente, R
tampoco esté en en ninguna recta de Tp(Q2) N Q2. Con lo cual, por la proposicion 2, la
recta PR no yace en la cuadrica, y es bisecante a ella. Ademés, los hiperplanos tangentes
son disjuntos, pues si no fuese asi, por la Proposicion [3.5] cortarfan a puntos singulares,

pero la cuadrica es lisa.

Por lo tanto, haciendo uso de la formula de Grassmann, dim(P+ N RY) = dim(PY) +
dim(R*) — dim(P+ + RY) = 1 (ya que P+ + R+ = P3), y P+ N R* es una recta. Esta
recta, corta a la cuédrica en los puntos P, y P3 correspondientes a los pares de rectas en
familias distintas que yacen en cada plano tangente. Con lo cual, PyPs = Tp(Q2)NTg(Qs).
Claramente la recta es bisecante estricta, pues si contuviese un punto mas de la cuadrica
yaceria en ella y en los planos tangentes, lo cual no puede ser. En efecto, en tal caso la
recta PoP3 en Tp(Q2) es una de las rectas pasando por Py también yace en Tg(Q2), luego
P € P,P; C Tr(Q2), lo cual contradice nuestra hipotesis.

Veamos por tltimo que las rectas PR y P,P3 = P+ N R’ no se cortan. Supongamos que
si lo hacen, entonces PR N (PL N R*) =T y por tanto, las rectas PT = RT y P,T = P3T
yacen en el mismo plano, el < P,P3, PT >, que contiene una recta de la cuadrica pasando
por P, la recta PPs. Necesariamente ha de contener una recta de la otra familia y como la
recta PT = PR se encuentra en dicho plano, debe de ser esta. Asi, Tp(Qs) = PP, U PR.

Pero entonces R € Tp(Q2) contradiciendo nuestra hipotesis.
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CASO 2.

Analogamente, el plano < P,P3, RT > contiene la recta de la cuadrica RP, y la recta
RPs, obligando a que la recta PR sea una de las dos, haciendo que P € PR C Tr(Qs), lo

cual no es posible por hipétesis.

De este modo, los puntos { P, R, Py, P,} C Q5 forman una referencia proyectiva, y los corres-
pondientes vectores, una base del espacio vectorial. Asi, podemos definir el automorfismo

7 de la siguiente manera,
7['(170) = _i, 71’(171) = 17(), 7['(172) = _‘2 y 7T(’U3) = 173 (3.23)
siendo P = 170, R = 171, P2 = 172 y P3 = 173.

PeR'(+= ReP):

En este caso, haciendo uso de la Proposicion los planos tangentes Tp(Q2) y Tr(Q2) se
cortan en una recta totalmente contenida en la cuadrica, la recta PR. Como P*NR* = PR,

no podemos construir la referencia { P, R, Py, P}.

Sin embargo, siempre podemos encontrar un punto 7' € Qg que no se encuentre en 7p(Qz)U
Tr(Q2). Con lo cual, podemos aplicar el Caso 1 a los puntos Py T (por ejemplo) y construir
una primera proyectividad, para depués volver a aplicar el Caso 1 a T y R y construir una

segunda. La proyectividad buscada sera la composicién de ambas.

Pues bien, el automorfismo construido intercambia P con R y deja fijos los puntos P y Ps,

intercambiando asi las variables yy e y; y dejando fijas y2 e y3. Con lo cual, esto no afecta a la

ecuacion de la cuadrica, que pasa de ser yoys — y1ye = 0 a ser y1y3 — yoy2 = 0. Claramente la

cuédrica queda invariante.

P! x P! P3
(Arp) x (t:s) —(At:As:pt:ps) (Yo : Y1 :y2:y3)
i | !
(Arp) x (t:s) —(us:As:ut: At) (y1:90:y2:y3)
P! x P! P3

Pues bien, pasemos entonces a probar el resultado general. Recordemos su enunciado:

Teorema 3.8 (De Homogeneidad). Sea Z(Q) € P(V) una cuddrica proyectiva y sean P y R dos

puntos lisos de la misma. Entonces, existe una proyectividad m : P(V) — P(V) que lleva P en

R y deja invariante la cuddrica Z(Q).
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Demostracion. Sean entonces P = [i] y R = [¢] dos puntos lisos de Z(Q). Como en el ejemplo,

vamos a diferenciar dos casos:

CASO 1. P¢ R+ (<= R ¢ P'):

En este caso, Pt y R son dos hiperplanos distintos definidos por formas lineales in-
dependientes, con lo cual, dim(P+ N RY) = n — 2. Veamos que PRN (P+ N RY) = 0.
Sea T = [t] € PRN (P+ N R'Y) y escribamos ¢ = aii + $#. Entonces, como en particular
T € P+,

0 = Fo(t, i) = aFg(i, i) + BFq(¥, i) = BFq(¥, ) (3.24)

Como por hipétesis P ¢ R, 5 ha de ser necesariamente distinto de cero, pues en caso
contrario se tendria t = «il, es decir, P = T € (PL N Rl) C R* lo cual es falso por
hipotesis. Entonces, deducimos que Fg(u, ¥') = 0, pero esto también es imposible, pues por
definicion nos estéa diciendo que @ y ¥ son ortogonales, es decir, P € R+ y R € Pt que
contradice nuestra hipotesis. Asi pues, PR N (P+ N RY) = (.

De este modo, podemos construir una base B = {€y = i, €, = ¥, €, ..., é,}, siendo
(PN RY) = P(< é,...,E, >), la cual da lugar a una referencia proyectiva R = {Py =
P=1Ji], P=R=1[0], P,=[&)], ..., Po=1[E); u=Py+..+P,}, con (PrNR') =<
Py, ..., P, >.

Obsérvese que la base construida es tal que Fg(u,v) # 0y Fg(P;, P) = Fo(P;,R) =0

para i = 2,3,...,n. Con lo cual, en esta base la matriz asociada a la cuadrica Z(Q) es de

la forma:
01 O o --- 0
1 0 O o --- 0
0 0 a2 az23 - a92n, (3.25)
0 0 an2 apz -+ apn

Ahora bien, si consideramos la proyectividad definida por:

T PV) — P(V)
PQIP — 7['(P0)=P1:R
PP=R — w(P)=P=P

P~ w(P)=P

(3.26)

con i = 2,3, ...,n. Tal proyectividad claramente lleva P en R y deja invariante la cuadrica.

Considerando la descomposiciéon ortogonal,

V=<PR>®d<DP,P;,.. P, > (3.27)
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CASO 2.

3.1.1.

la restriccion Z(Q) N PR = {P, R}, ya que es la interseccién de la cuadrica con la recta
bisecante definida por el plano < @, ¥ >. La restriccion Z(Q) NP(< Py, Ps, ..., P, >) es una

cuadrica, y la restriccion de 7 la deja invariante.

Pec R (<= Rec P'):

Como hemos visualizado, los hiperplanos P y R no han de ser necesariamente iguales,
pero PR ¢ Pty PR C R' y no podemos construir una referencia como la anterior. Sin
embargo, vamos a ver que existe otro punto 7' € Z(Q) tal que T ¢ (P+ U R'Y). Una vez
tengamos esto, basta aplicar el caso 1 a los puntos { P, T} y construir la proyectividad que
intercambia P con Ty deja invariante Z(Q), y luego volver a aplicar el caso 1 a {T, R}
y construir otra proyectividad que intercambia T con R y deja invariante la cuéddrica. La

composiciéon de ambas es la proyectividad buscada.

Pues bien, veamos que existe dicho T'. En todo caso (PXUR*) & P(V), con lo cual podemos

escoger una recta [ tal que P € [ y no esté contenida en (P+U Rt).

Tal recta ni es exterior a Z(Q) (ya que P € 1), ni es tangente a ella (pues [ ¢ P). Entonces,
necesariamente corta a Z(@Q) en un segundo punto T, pues tiene que ser bisecante a la
cuadrica. Ahora razonemos que dicho T es el que buscamos, es decir, T ¢ (P+ U R'). En
efecto, podemos escribir la recta [ como | = PT y si T estuviese en P+ o en R*, como
P esté en ambos, la recta [ = PT yaceria en alguno de los dos, en contra de la eleccién

realizada.

Con lo cual, una vez encontrado el punto T, podemos construir la proyectividad como

razonamos antes, y habremos terminado.

Subespacios contenidos en una cuadrica proyectiva

Vamos a analizar el caso 1 en el que P ¢ R+( <= R ¢ P'), que permite tomar una
referencia proyectiva {Py = P, P, = R, P, ..., P,} de tal forma que < P, ..., P, >= P-NR".

Consideremos entonces la descomposicion V =< 4,0 > @& < €, ..., €, > y proyectivamente

reiteremos el proceso para la seccion cuadrica: Z(Q) NP(< €y, ...,6, >) = Z(Q)N < Pa, ..., P, >.

Supongamos que de nuevo es posible elegir un P, y un Ps de tal forma que P, ¢ P3L( =

P3¢ Psh). De este modo, la recta PoP; es estrictamente bisecante a la cuddrica y Ps- N Py~ =<
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Py, ..., P, >. La matriz de la cuadrica es, en este caso:

o100 0 --- 0
1000 O -+ 0
oo0oo0o1 0 -+ 0
oo0o1o 0 --- 0 (3.28)
00 0 O aqq - QA4n
0 0 0 0 apga -+ apn
y obtenemos otra descomposicién ortogonal,
V =<U,U>® < €,3>@ < €y,.., e, > (3.29)

Ahora bien, como 4 es ortogonal con €5 y con €3, las rectas PP, y PP3 estan contenidas en
la cuédrica. Es mas, el plano PP, + PP5 yace en la cuadrica. Andlogamente, ¥/ es ortogonal con
€3 y con €3, luego las rectas RP> y RPs estan contenidas en la cuadrica y nuevamente, el plano

RP, + RP5 también yace en la cuadrica.

Vemos asi que, reiterando este proceso, podemos construir subespacios de dimensién maximal
contenidos en una cuadrica. Es claro que este proceso nos permite calcular una base ortonormal
constituida por vectores isétropos, es decir, una referencia proyectiva formada por puntos lisos
de la misma cuadrica. Por tanto, observamos que si el rango de la cuédrica es r, la dimensién
méxima de un subespacio contenido en ésta y construido por este método es menor o igual que

[r/2] (parte entera).

En cuanto ya no nos sea posible elegir dos puntos en el caso 1, sucedera que P € RL( =
R € P1) y pueden darse dos situaciones: P~ = R+ 6 P+ # R'. Ya sabemos ésta segunda
situacioén se da si, y solo si, la recta PR contiene puntos singulares, pero el lugar de los puntos
singulares es un subespacio lineal, luego teniendo en cuenta el primer teorema de estructura de
las cuadricas, V' = Radg(V)® W, vemos que para localizar los subespacios maximales contenidos

en la cuadrica, basta con encontrar los contenidos en la seccion cuadrica lisa Z(Q) NP(W).

Podemos enunciar ya un primer resultado en relacién con subespacios contenidos en una

cuadrica. Se trata de un corolario del Teorema de Homogeneidad.

Corolario 3.9 (Corolario al Teorema de Homogeneidad). Sea Z(Q) C P(V) una cuddrica pro-
yectiva. Si Z(Q) contiene un subespacio S de dimension d, la cuddrica es union de subespacios

de dimension mayor o igual que d.

Demostracion. Supongamos S C Sing(Z(Q)). Entonces dim(Sing(Z(Q))) > d = dim(S) y, con
lo cual, para cada punto R € Z(Q) \ Sing(Z(Q)), R € S+ R, que tiene dimension d + 1 y esta
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contenido en Z(Q). Por otra parte, si R € Sing(Z(Q)) claramente S+ R C Sing(Z(Q)) C Z(Q)

y tiene dimension d + 1.

La parte no trivial es cuando S ¢ Sing(Z(Q)). Consideremos entonces un punto P € S
tal que P no es un punto singular. Tomemos la descomposicion V' = Radg(V) & W, siendo
Z(Q) NP(W) una cuédrica lisa. Por tanto, para cualquier R € Z(Q) N P(W) existe, gracias al
Teorema de Homogeneidad, una proyectividad = : P(V) — P(V) que lleva P en R. Mediante
dicha proyectividad, el subespacio d-dimensional S se aplica en otro subespacio T' también d-
dimensional y tal que R € T'. Asi, encontramos que Z(Q) es union de subespacios d-dimensionales

de forma obvia. O

Observacion 3.10 (Planos Hiperboélicos). Una recta PR = P(< i, ¥ >) estrictamente bisecante a
la cuadrica y, por tanto, tal que Fg(, v)) # 0 (de hecho, en nuestro caso Fg(@,v) = 1) proviene de

un subespacio lineal de dimensién 2, Vo =< @, ¥ >, en donde la restriccion de la forma cuadratica

0 1
(1 o) (3.30)

Equivalentemente, podemos encontrar dos vectores no isétropos,

es la matriz,

—

- 1 1
u = 5({[—1— 27) Y v = i(ﬁ — 27) (3.31)

tales que < , 7 >=< J, o> y la matriz en esta segunda base es de la forma,
1 0
(3.32)
0 —1

Vamos a dar ahora un segundo teorema de estructura para las cuadricas proyectivas, que nos

Este plano se dice hiperbdlico.

dara la dimensién méaxima que pueden tener los subespacios contenidos en una cuédrica.

Teorema 3.11 (Segundo Teorema de Estructura de Cuadricas Proyectivas). Sea Z(Q) una
cuddrica proyectiva y sean S1 y So dos subespacios contenidos en ella con dimensiones di =
dim(Sy) < dim(S2) = dy. Entonces:

1. Existe un subespacio T de dimension dy que contiene a Sy.

2. Todos los subespacios mazimales contenidos en Z(Q)) tienen la misma dimension y la cud-

drica es la union de tales subespacios.

3. Sir es el rango de la cuddrica, la dimension de los subespacios maximales contenidos en

Z(Q) es menor o igual que [(r — 2)/2] y un tal subespacio mazimal existe.
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Demostracion. 1. Para demostrar este primer apartado distinguiremos dos casos segin que

alguno de los subespacios S; esté contenido en el conjunto de puntos singulares de la

cuédrica o no.

1.1.

1.2.

Supongamos que por ejemplo S; C Sing(Z(Q)). Escribamos S} =< Py, ..., Py, >.
Ampliando el conjunto { Py, ..., P4, } a una referencia proyectiva de S;+.S52 encontramos

un subespacio do-dimensional tal que:
S1CSCS +5CZ(Q), dim(S)=d (3.33)
Esto es posible ya que por Grassmann se tiene:
dim(Sy + S2) = dim(S1) + dim(S2) — dim(S1 N S2) (3.34)

ademas,

dzm(Sl N SQ) < dzm(Sl) — 0< dzm(Sl) — dzm(Sl N SQ) (3.35)

con lo cual dim(S1+S2) > dim(S2) = da. Ahora supongamos S =< Py, ..., Py, ..., Pg >
y S2 =< Po, ..., Pn,..., P4, ..., Pg, >. De este modo:

<Py,., Py >C< Py, ... Py, ... Pa>C< Py, ... Pg,, ..., Py, ., Py, > (3.36)

Claramente, S = S14+ < Pyiq,...,P; >, y como S; C Sing(Z(Q)), sabemos que
siendo P €< Pyyq,..., Py >, también S; + P C Z(Q), con lo cual S C Z(Q).

El razonamiento es el mismo si Sy C Sing(Z(Q)).

Supongamos ahora que ni S1 ni So estdn contenidos en el lugar singular de la cuédrica,
Sing(Z(Q)). Entonces, existen punto lisos P € S; y R € Sy y por el Teorema de
Homogeneidad, existe una proyectividad 7 : P(V)) — P(V) tal que 7(R) = P y deja
invariante la cuadrica.

Dado el punto P, consideremos el hiperplano tangente PL. Como P € S;, sabemos
por la proposicion .1 que S; C P*. Analogamente, considerando R', Sy C R™*.
Mediante la proyectividad 7, llamemos 7" := 7(S3) al subespacio da-dimensional con-

tenido en R* y que pasa por P = 7(R). Ahora la situacién es la siguiente:

En el hiperplano tangente R+ tenemos dos subespacios que yacen en la seccion cué-
drica Z(Q)N R+, Sy y T, con dimensiones d; < ds respectivamente. Ahora hemos
bajado una dimensién y podemos reiterar el argumento: o bien uno de los dos yace en
Sing(Z(Q)NP+) y concluimos como antes, o bien no se da tal situacion. En este segun-
do caso reiteramos este argumento. Claramente bajando la dimensién ambiente una
unidad en cada paso, necesariamente existe un paso ¢ para el cual T; := 7(S7) = Ril,
con lo cual Sy C T; C Z(Q) N R € Z(Q) y queda demostrado 1.
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2. Como consecuencia de 1, todos los subespacios maximales yaciendo en Z(Q) son de la

misma dimensiéon y queda probado el apartado 2.

3. Para demostrar este apartado, supongamos Z(Q) C P"~! es una cuadrica de rango r.
Siendo S C Z(Q) un subespacio d-dimensional contenido en la cuadrica, para cada P € S,
se tiene S C P1. No es necesario que P sea liso, pues si fuese singular entonces P+ = Pr—!

y el contenido es trivial.

Supongamos ahora que S =< P, ..., P; >, entonces S C ﬂ?:o PZ-L. Ahora bien,

d
(P =< Po,... Py >+ (3.37)
i=0
es el subespacio polar asociado, y la dimension de éste es r — (d+ 1) — 1 =r —d — 2. Por

lo tanto,
r—2

dim(S) =d < dim(§t)=r—d—-2 < d<| ] (3.38)

Ahora probaremos que Z(()) realmente contiene subespacios de dimension [(r — 2)/2]. El
argumento que mostraremos es eminentemente geométrico y recursivo. Veamos primero

algunos ejemplos conocidos:

e Si Q; C P? es la conica lisa, entonces lo anterior nos dice que Q; solo contiene
subespacios de dimension menor o igual que [1/2], es decir, 0-dimensionales o puntos,

lo cual es cierto.

e Si Qs C P2 es la cuadrica lisa, lo anterior nos dice que solo contiene subespacios de
dimension menor o igual que [(4 —2)/2] = 1, lo cual es cierto, ya que hemos visto que

Qs contiene exactamente dos familias 1-dimensionales de rectas.

e Si Q3 C P*laidea es la siguiente: sea P € Q3 un punto liso y consideremos el tangente
Pt = Tp(Q3). Sabemos que ahora en la seccion cuadrica Z(Q) N P+, el punto P es
singular (proposicion . Tomando ahora un hiperplano H = P3 genérico que no
pase por P, entonces P+ N H N Z(Q) es una cuadrica lisa, luego una coénica contenida
en un plano. La cuddrica Qg contiene las rectas que unen P con dicha conica lisa.
Notese que en este caso lo anterior nos dice que los subespacios contenidos en Qg

tienen como mucho dimension [(5 — 2)/2] = 1.

Ahora si, pasemos a demostrar 3. Sea Z(Q) C P™ una cuadrica lisa. Si P € Z(Q) con-
sideramos el hiperplano tangente P+ = Tp(Z(Q)). Como vimos en el ejemplo, la seccion
Z(Q) N P* tiene a P como punto singular (proposicion 3) v ademaés, para todo subes-
pacio lineal S conteniendo a P, se tiene S C P+ (proposicion ).

Sea H un hiperplano genérico que no pasa por P. Entonces H N P+ = S,,_5 y claramente

Tp(Z(Q)) = Pt = P+5S,,_». Esta suma corresponde a la descomposiciéon V,, =< 9, > @W
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en donde P+ =P(V,,), P = [#,] y W es un suplementario de < %, >= Radg(V;,). Por tanto,
Z(Q)N P+ C P+ es un cono de vértice P con base la cuadrica no degenerada Z(Q)N S, _2
(Sp—2 =P(W)) (Primer Teorema de Estructura de Cuadricas [2.8)).

Supongamos ahora que P € S, C Z(Q) un subespacio de dimensién maximal. Entonces
Sh—1 := Sp N Sp—2 C Sp—2 es un subespacio de la cuadrica lisa Z(Q) N Sp,—2 v es de
dimension maximal ya que si 7' D Sp_1 es un subespacio mayor contenido en Z(Q)N .S, 2,
entonces P+1T D P+ Sp_1 = S es un subespacio de dimensién mayor que h contenido
en Z(Q) y pasando por P.

Por este mismo argumento, cada subespacio maximal S;,_1 C Z(Q) N .S,,—2 proporciona un

subespacio maximal S,_1 + P = S, C Z(Q).

Asi pues, encontramos una correspondencia biunivoca entre:

1. Los subespacios de dimension maximal contenidos en Z(Q) pasando por P € Z(Q).
2. Los subespacios de dimension maxima en la seccion cuadrica Z(Q) N Sp—2, siendo

Pé S,

Vamos a calcular ahora h(n), que definimos como la dimension de los subespacios maximales
contenidos en una cuédrica lisa Z(Q) C P™.
Por el argumento previo, h(n) = 1+ h(n — 2). Supongamos entonces n = 2p+ 1 impar, con

lo que tendremos p — 1 igualdades:

h(2p+1) = 1+h(2p—1) (3.39)

h(2p—1) = 1+ h(2p—3) (3.40)
(r—2)

h(5) = 1+ h(3) (3.41)

h(3) = 1 (3.42)

donde en la tltima igualdad hemos usado el hecho de que la cuddrica lisa Z(Q) C P3 es la

cuadrica reglada (Pt x P).

Sumando estas p — 1 igualdades obtenemos

h(n)zh(2p+1)=p—1+h(3)=p—1+1=p=[”;1] (3.43)
Tomando ahora n = 2p par,
h(2p) = 1+h(2p—2) (3.44)
h(2p—2) = 1+h(2p—4) (3.45)
(r—2)
h4) = 1+h(2) (3.46)

hM2) = 0 (3.47)
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teniendo en cuenta ahora que Z(Q) C P? es la cuadrica lisa que no contiene subespacios

lineales de dimensién mayor que 0.

Sumando de nuevo,
n—1
2

Que tal subespacio maximal de tal dimensién existe es claro a partir del argumento previo.

h(2p)=p—1+h(2)=p—1=] ] (3.48)

O

Ejemplo 3.12 (Planos de la cuadrica Q4 C P?). Recordemos que una cuadrica Q C P" es el
conjunto de ceros de un polinomio homogéneo de grado 2, @ : V' — C. Tal polinomio cuadratico
es la forma cuadratica de una forma bilineal Qg : V x V. — C, que, en virtud de la bilinealidad,

existe una relacion entre Qo y Q(9) := Qo(, ¥):

Qo(¥, @) = S[Q(V + @) — Q(v) — Q(w)]. (3.49)

El rango de la cuédrica es el rango de la forma cuadratica que la define. Recordemos también
que dada una forma bilineal @, podemos definir la aplicaciéon lineal Qg : V. — V* de tal forma

que para ¥ € V, Qg := Qo(7, —). De este modo, si W C V es un subespacio,

Qo(W) ={Q(wW,—):V — W | € W} (3.50)
que es un subespacio de V*. Supongamos ahora que W es tal que P(W) C @ € P(V). En tal
caso, cada elemento en Qo(W) es tal que Q(w) = 0 en W. Dicho de otro modo, P(W) C Q <=
Qlw = 0 para toda Q € Qo(W). Pero esto significa que el subespacio Q(W) estd contenido
en el ortogonal de W. Supongamos ahora que la cuadrica () es no degenerada. En este caso,

Qo : V — V* es un isomorfismo, y en particular Qg es inyectiva. Con lo cual
dim(W) = dim(Qo(W)) < dim(W) = dim(V) — dim(W) (3.51)

de donde dim(W) < dim(V)/2. Ahora bien, proyectivamente, dim(P(W)) = dim(W) —1y la
cuadrica es una hipersuperficie, luego dim(Q) = dim(P(V)) — 1 = dim(V') — 2. Por lo tanto se
obtiene 2dim(W) — 2 < dim (V) — 2 y si denotamos por A = P(W), dim(A) < dim(Q)/2. De
hecho, la parte entera de dim(Q)/2 es la dimensién méaxima de los subespacios lineales contenidos

en la cuadrica, y es lo que se conoce como “Indice de Witt-Segre”.

La formulacion clasica del Teorema de Witt (que veremos a continuacion) se debe a Corrado
Segre y establece que toda cuddrica © C P" posee subespacios is6tropos maximales, es decir, de
dimension [dim(Q)/2].

Es posible construir tales subespacios de forma inductiva en ) a partir de los maximales

contenidos en una cuadrica lisa Q' C @ de codimension 2. A tal efecto, vamos a identificar todos
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los planos A C Q4 C P5. Notese que una cuadrica de Q4 con codimensién 2 se obtiene cortando

Q4 con un P3 genérico. Dicha cuadrica es lisa y corresponde a la cuadrica no degenerada de P3.

Por nuestro argumento previo, la méxima dimensién de los subespacios contenidos en una
cuddrica lisa Q' C P3 es [dim(Q’)/2] = 1,y de hecho, Q' contiene dos familias 1—dimensionales de
rectas. Por otra parte, para Q4 C P° dicha dimensiéon maximal es 2. Comencemos observando que
si P(W) C @ es un subespacio contenido en una cuédrica lisa, para cualquier punto P € P(W)
se tiene P(W) C Tp(Q) N Q por la Proposicion Sea ahora P € Q4 un punto y consideremos
P € Q. El espacio lineal Tp(Q) es geométricamente el espacio lineal generado por P y cualquier
subespacio P" C P5 que no contenga a P, es decir, Tp(Q) =< P,P" >. Vemos entonces que
P" C P5 debe ser de codimensién 2 y por tanto un P3. Siendo este subespacio genérico, la seccion

P3N Q4 = Q9 lisa.

Figura 3.2: Visualizacion Geométrica.

Qo contiene dos familias de rectas. El plano generado por una de estas rectas y el punto P
es un plano contenido en la cuadrica. No puede haber més planos que estos, por lo tanto, en
esencia existen dos familias de planos contenidos en Q4. Recuérdese que todo plano yaciendo
en Qy, también yace en el hiperplano tangente de cualquiera de sus puntos de la cuédrica. Asi
pues, variando con continuidad en cada una de las dos familias de rectas de Qs y fijado P € Qy,
hemos obtenido dos familias 1—dimensionales de planos contenidas en Q4. Llegados a este punto,

surgen dos preguntas muy naturales:

1. ;Son las dos familias de planos anteriores las tinicas familias contenidas en Q7.

2. ;Como son las relaciones de intersecciéon entre planos de familias distintas?.

Comenzamos resolviendo la segunda pregunta y a partir de ella resolveremos la primera.

Sea la cuadrica Q4 y sean A y A’ dos planos contenidos en Q4. Por teoria de interseccion,

ambos planos se cortan, con lo cual, salvo que sean iguales, o bien se cortan en un punto o bien
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en una recta. Si lo hacen en un punto P, ambos A y A’ pertenecen a Tp(Q4) ~ P* y como
razonamos antes, cada uno de ellos consiste en A =< P, >y A’ =< P, I’ >. Por tanto, los
planos se encuentran en la misma familia precisamente si las rectas [ y I’ lo estan. Ahora bien,
N1 es o bien vacia o bien de dimensién 0, con lo cual, la interseccién de los planos debe tener
dimension dim(IN1')+1 > 1. Con lo cual, si A y A’ pertenecen a la misma familia su interseccion

es el punto P (salvo que sean iguales). Si no lo son, entonces se cortan en una recta.

Por otra parte, veamos qué ocurre en el caso en que los planos A, A’ C Q4 sean disjuntos.
En tal situacion, razonamos de la siguiente manera: como los planos son disjuntos en Q4 C P?,
el espacio A + A’ tiene dimension 5 (2 + 2 + 1), luego A + A’ = P5. Consideremos un & ~ P3
tal que A C ®. Entonces, ® N Q4 es una cuadrica en P que contiene un plano A, con lo cual
dicha cuadrica es de rango a lo sumo 2. De hecho, es de rango exactamente 2 (lo razonaremos al
final). De este modo, ® N Q4 consiste en la union de dos planos A y A” cortdndose a lo largo de
una recta [. Esto ya nos asegura que A y A” pertenecen a familias disjuntas. Veamos qué ocurre

entonces con el plano A’ disjunto de A: nos valdremos de la siguiente figura:

Figura 3.3: ®, A, A y A”.

Tenemos que ® ~ P3 contiene al plano A que es disjunto de A’, luego ambos no pueden estar
contenidos en ® simultdneamente ya que entonces su interseccion tendria dimensién 1. Ahora
bien, ® y A’ en P° se cortan y P° =< A, A’ >. En todo caso, la intersecciéon A N A’ yace en
AUAN C @,y como A’ es disjunto de A, A’ corta a ® en exactamente un punto del plano A”
que llamaremos X. Claramente ® y A’ no se pueden cortar en una recta, pues esta recta y el
plano A se cortan y hemos supuesto A y A’ disjuntos. Por tanto, por la discusién realizada en el

argumento previo, ambos planos son de familias disjuntas. Por tanto:

Proposicién 3.13. En la cuddrica Q4 C P5 se tiene:

1. Dos planos de la misma familia o coinciden o se cortan en exactamente un punto.

2. Dos planos de familias distintas o bien se cortan en una recta o bien son disjuntos.
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Ahora si, estamos en condiciones de probar e ilustrar el siguiente Teorema:

Teorema 3.14 (De Descomposicion de Witt). Sea Z(Q) C P* = P(V') una cuddrica proyectiva
de rango r en un espacio proyectivo n-dimensional sobre un cuerpo K(=R ¢ C). Entonces, existe
una referencia proyectiva (base ortonormal de V') respecto de la cual la matriz de la cuddrica es

de la forma:

0100 00 0 0 0 -+ 0
100 0 00 0 0 0 - 0
000 1 00 0 0 0 - 0
0010 00 0 0 0 -~ 0
0000 -~ 00 0 0 0 - 0
0
= | ° 0 0 (3.52)
“" o 1 0 '
0 0 0 o
0 a,
0
0000 00 0 0 0 0

en donde t es el nimero de matrices de la forma

0 1
(1 o) (3.53)

y es un entero satisfaciendo 0 <t < r/2. Los {ag,...,ar} son elementos del cuerpo K tales que

'S
Y i =0 < 3, =0, i =2t ..,7. (3.54)
1=2t

Comentario 3.15 (Interpretacion). Antes de pasar a probar el Teorema, interpretémoslo:

Siendo ¢t méaximo tal que 0 < ¢t < /2, tenemos una base en V| sea:
B = {00, U1, ..., Ut—2, U2t —1, V2t ooy Upy Up g1y -es Un (3.55)
de forma que se tiene una descomposiciéon

V=T LIy L .. LI L< Gy Oy >L< Tyt oy T > (3.56)



3.1. Subespacios lineales maximales en una cuadrica lisa: Indice de Witt 51

donde II; =< #;,T;41 > es un plano de Lorentz o plano hiperbédlico, < ¥, ..., > es un

subespacio anis()tropoﬂ (<= Z(Q)NP(< oty ...,Vp >) =0) y < Typy1,..., U, > es el radical de

la forma cuadratica. Ademas, P(II;) es una recta bisecante a la cuéadrica lisa Z(Q) N S, siendo S
tal que S @ Radg(V) =V.

Demostracion. Vamos a demostrar el Teorema por descripcion explicita de la cuadrica e ilus-

trando en su caso cada situacion.

CASO 1.

CASO 2.

CASO 3.

Supongamos Z(Q) = 0. En tal caso, se tiene r = n+ 1 y ¢t = 0, con lo cual la matriz
es la matriz diagonal en una base ortogonal. Esto sucede precisamente si K = R, pues
en el caso complejo siempre existe solucion no nula. En tal caso, la forma cuadratica es

wd+ai+ . +a22=0.

Supongamos Z(Q) = 0 pero Z(Q) = Ver(Z(Q)) = P(Radg(V)). En este caso, Radg(V) =<
Upt1, ..., Up >y dado un suplementario S C V, tenemos que Z(Q)NP(S) = 0. Con lo cual,
la cuédrica restringida a P(S) es vacia y se encuentra en el caso 1, en consecuencia t = 0.
Esto obliga a que Z(Q) = Ver(Z(Q)) sea un hiperplano doble; por ejemplo de ecuacion
73 = 0, y el suplementario es el punto Py = [1:0: ... : 0] ¢ Z(Q). Por tanto tenemos una
descomposicion V' = Radg(V)® < ¥y > y la matriz sera diag(1,0,...,0), con rango r = 1
y t = 0. Tenemos una cuadrica totalmente degenerada formada por puntos singulares: un

hiperplano doble.

(CASO GENERAL) Supongamos ahora Z(Q) # 0y Z(Q) # Ver(Z(Q)). Este es el caso

correspondiente a una descomposicién no trivial
V =S5& Radg(V) (3.57)

donde ahora Z(Q))NP(S) es una cuadrica no degenerada y la cuadrica consiste en el cono de
vértice P(Radg(V')) formado por las rectas que unen los puntos del vértice con los puntos
de la cuadrica lisa Z(Q) NP(S).

Comencemos ilustrando la situacién con dos ejemplos, en los que es suficiente considerar
el caso real (K = R).

EJEMPLO 1 Consideraremos una situaciéon degenerada. Sea, entonces, K = R y en P consideremos

la forma cuadrética dada por 22 — 22 = (r¢ — 71)(x0 + 71) = 0. Esta forma define un

par de planos: xg+ 21 =0y 29 — x1 = 0 que se cortan en la recta rg = r; = 0. Esta
recta es claramente el vértice de la cuadrica. Cualquier recta disjunta a ésta corta a

cada plano en exactamente un punto, siendo asi bisecante a la cuadrica y entonces

1Un subespacio se dice anisotropo si no contiene ningin vector isétropo.
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Z(Q) N P! consta de dos puntos. Dicha recta corresponde a un plano hiperbélico, y,

en este caso, la matriz de la cuadrica es:

0100
1000
(3.58)
0000
0000

En este caso el rango es r = 2 y t = 1. No existe parte anisoétropa, es decir, ag; =

a, = 0. De hecho, el radical da lugar a una recta, que es el vértice.

EJEMPLO 2 Vamos a tratar una situacién mas general. Nuevamente es suficiente K = R y con-
sideremos en P? la cuddrica de ecuacion a3 — x? 4+ 73 = 0, que se trata de un cono
con vértice 3 = (0 : 0: 0 : 1) sobre la conica lisa en el plano 3 = 0 de ecuacudn
:13% = x% + x%

En el plano P?(z3 = 0) consideremos una recta cualquiera no tangente a la cénica, por
ejemplo la z9 = 0, que es bisecante a la conica y (xg — x1)(xo + 1) = 0 proporciona

los dos puntos de la cénica:
(1111020):E0—|—E1:E01 Yy (1!—11020):E0—E1:E0,1 (359)

Es facil comprobar que la recta tangente a la conica lisaen (1 : —=1:0:0) eszg+x1 =0
(B y)yen (1:1:0:0), 20— 21 =0 (Eg).

Cada una de las rectas junto al punto generan los planos tangentes al cono en los
puntos Ey; y Eo—1, y si consideramos la recta Eg; N FEy_1 = {xo = x1 = 0} obtenemos
una recta disjunta a la bisecante (z2 = x3 = 0) que contiene dos puntos: el vértice E3
yel BE5 =(0:0:1:0) que no estan en la conica lisa. Con estas dos rectas disjuntas

en P3 generamos la referencia proyectiva:

Po=[op)=(1:-1:0:0) Pob=(1:1:0:0) P,=(0:0:1:00 P3=(0:0:0:1)

(3.60)
y la matriz de la cuadrica bajo esta referencia es:
0100
Co (3.61)
0000
teniéndose:
Q) =Q(P)=Q(P3) =0 y Q(P)=1#0. (3.62)
También, Q(Fy, P1) = 2, luego necesitamos normalizar para que Q(FPp, P;) = 1y
considerar:
%:%OHLOMAH:%QJﬁﬂ)&z@ﬂﬂﬂ)%:WOﬂﬂ

(3.63)
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01
) oo

corresponde a la recta bisecante Fg; + Eg_1 que corta a la conica lisa en dos puntos;

10
(0 0) (3.65)

corresponde con la recta EoLl N Eé‘_l, disjunta a la bisecante anterior y que pasa por

Es decir, la caja
y la caja

el vértice del cono y no contiene mas puntos del mismo.

En este ejemplo: n =4, r=3,t =1, ag = 1.

Ahora si, veamos la demostracion formal del caso 3.

Recordemos que nos encontramos en el caso donde Z(Q) # 0y Z(Q) # Ver(Z(Q)). Sea,
entonces, V =S @ Rady (V) y tenemos que Z(Q) NP(S) es no degenerada y no vacia.

Dada una tal cuadrica, una recta genérica la cortara en dos puntos. Sea Py+P; = PyP; dicha
recta. Usando el Teorema de Homogeneidad, podremos seguir construyendo la referencia
proyectiva precisamente si PyP; N (Pd‘ N Pf‘) = (), con lo cual, debemos garantizar esta
situacion.

Nuevamente, en el Teorema de Homogeneidad hemos argumentado que Py PN (POJ- NPL) =
() se cumple precisamente si Py ¢ Pi-( <= P, ¢ Pg). Comprobemos entonces que
se verifica esta tltima condicién. Si fuese lo contrario, es decir, si Py € Pj-, entonces
Py € PENP(S), esto es, Py pertenece al hiperplano tangente a la cuadrica lisa Z(Q)NP(S).
Equivalentemente, en la cuadrica Z(Q)NP(S), Py € P-NZ(Q)NP(S) y por la proposicién
2, la recta PyP; esta contenida en Z(Q) NP(S), lo cual contradice nuestra hipétesi.
Por tanto Py ¢ Pi-.

Con lo cual, podemos tomar una referencia { Py, Py, P, ..., P,} con < Py, ..., P, >= POL N

PlL, y respecto de esta referencia tenemos para la cuadrica una matriz

0 1 G2 -+ G2p
dia ; : : . 3.66
9( (1 0) : D (3.66)

an2 - dpn

Ahora, reiteramos la argumentacion anterior trabajando sobre la seccion cuadrica Py-N PN
Z(Q). Como el vértice es Ver(Z(Q)) = P(Radg(V')), sabemos que para todo P € Z(Q),
Ver(Z(Q)) C P, con lo que podemos volver a realizar el argumento razonando con respec-

to al vértice y buscando puntos de la cuadrica en el suplementario usando rectas bisecantes.

2Necesitamos que Py P, sea bisecante porque si fuese tangente, P;- = P~ y por la proposicion 3 se tendria

que Py P cortaria al lugar singular de Z(Q) NP(S), pero ello es imposible porque es lisa.
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En cuanto no haya méas puntos de Z(Q) concluye la existencia de planos hiperbélicos y

comienza a aparecer la parte anisotropa (o, ..., ay).

Visto lo anterior, podemos establecer una ultima definicion, el ansiado Indice de Witt, y un

altimo colorario:

Definiciéon 3.16. El nimero de planos hiperbdlicos que aparecen en la matriz de la cuadrica
Z(Q) descritos en la descomposicion de Witt del Teorema previo se llama Indice de Witt de la
forma cuadratica @ o de la cuadrica proyectiva Z(Q). A veces se denomina a P(< gy, ..., a >)

el resto o residuo de la cuadrica Z(Q).

Corolario 3.17. El Indice de Witt de la cuddrica Z(Q) C P(V) = P" menos una unidad es la
dimension de los subespacios mazximales contenidos en la seccion de la cuddrica por un subespacio

arbitrario suplementario del vértice de la cuddrica. En consecuencia, es un invariante proyectivo.

Demostracion. Primero, observemos que siendo S7 y S dos subespcios suplementarios del ra-
dical Radg (V) o del vértice Ver(Z(Q)) de la cuadrica, la perspectividad de centro el vérticeﬂ
transforma S1 N Z(Q) en Sa N Z(Q). Es decir, subespacios maximales en la seccion cuéadrica
S1 N Z(Q) se corresponden con subespacios maximales en la seccion So N Z(Q) y tales subespa-
cios maximales en una seccidon suplementaria de su vértice no dependen de la secciéon elegida. Asi
pues, podemos considerar la seccién dada por la referencia proyectiva considerada en el Teorema

de Descomposicion de Witt.

En dicha referencia, la ecuaciéon de la cuédrica proyectiva es:
2071 + 2223 + ... + 2T 1)T2u—2 + Ozztac%t + ...+ arwf =0 (3.67)
Por tanto, esté contenido en la cuadrica el subespacio S de ecuacion:
To =T = ... =Ty = Tat = ... = Ty = 0. (3.68)

La dimensién de S puede ser calculada en el P"~! disjunto a Ver(Z(Q)) teniendo en cuenta que:

(i) La dimensién de P"~! es el niimero de variables menos uno, es decir, r — 1.

(74) El ntimero de ecuaciones independientes definiendo a S es precisamente, ¢ +r — 2t = r —t.

3La perspectividad de centro Ver(Z(Q)) se define de modo obvio: si P € S; entonces Ver(Z(Q)) 4 P corta a

S2 en un punto P’, mientras que reciprocamente, Ver(Z(Q)) + P’ corta a S; precisamente en P.
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Por tanto, dim(S) =r—-1—(r—t)=t—1.

Queremos ver ahora que S es un subespacio maximal contenido en la cuédrica Z(Q), es decir,
no existe otro subespacio T' en la secciéon cuadrica Z(Q) NS tal que S C T. Por el Teorema de
Homogeneidad, esto probaria que no existe otro subespacio T' C Z(@Q) con dimensiéon mayor que
t—1.

Supongamos que T' C Z(Q) fuese otro subespacio conteniendo estrictamente a S. Entonces,
por las ecuaciones que definen a S; T" ha de contener a los puntos de la referencia proyectiva en

S definidos por:

Ey = (0:1:0:0:...:09¢-2:00¢-1:09 : ... 00, : 0,47 :...:0p) (3.69)
Es = (0:0:0:1:...:09-2:02¢-1:09 :... 00, :0,47:...:0p) (3.70)
EQH_l == (0 0. Ogi . 121'_;,_1 et Ogt_g : Ogt_l : Ogt S OT . 0r+1 Ceen On) (371)
Ey 1 = (0:1:...:09-2:127:00:...:0;:0p41:...:0y) (3.72)

Supongamos ahora que existe un punto P € T\ S tal que P = (ag, a1, ..., a2t—1, a2, ., Ay ).
También es un punto de T el dado por:

t—1

P — Za2i+1E2Z‘+1 = (ao :0: al 0:...: agt—9 0: ast - ... . a,,) (373)
=0

y como T' C Z(Q), sus punto satisfacen la ecuaciéon de la cuadrica,

2a0 -0+ 2as -0+ ... + 2a9_o - 0+ agpas, + ... + apa? = 0 (3.74)

es decir,
Qopas, + ...+ apa? =0 (3.75)
y por eleccién de la referencia proyectiva, necesariamente ao = ... = a, = 0. Asi pues, hemos

encontrado en T" un punto R con coordenadas
(ap:0:a2:0:...:a2-2:0:...:0) (3.76)

y como este punto no pertenece a S, necesariamente alguna de las coordenadas a; ha de ser
no nula. Supongamos, por ejemplo, que es ag # 0. Como el punto referencia F; pertenece a T,

entonces también pertenecerda a T' C Z(Q) el punto dado por:
R+Ei=(ap:1:ag:...:a2-2:0:..:0). (3.77)

Sin embargo, este punto no satisface la ecuaciéon de la cuadrica, pues 2ag # 0. Con lo cual no

existe T tal que S C T,y S es maximal. OJ
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